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CAST MATEMATICKA.

Varia¢éni pocet
jeho vyvoj, jeho pokroky a jeho tloha v matematické fysice.

1. Folterra.

Druh& prednaska.
Obsah druhé prednasky.

1. Dirichletv problém. 2. Dirichlet, Riemann, Weierstrass, Neumann,
Schwarz, Poincaré, Fredholm. 3. Arzela, Hilbert a jejich nésledovnici.
4. Tonelli a polospojitost. Staré a nové metody variaéniho poétu. 5. Polo-
spojitost funkeiondlt zdola a shora. Nové metody Tonelliho. 6. P¥evedeni
otazek o pfirodnich dé&jich na tilohy o minimu. Filosofické my§lenky Mau-
pertuisovy, Lagrangeovy, Hamiltonovy, Jacobiho, Gaussovy a Hertzovy.
7. Hamiltontv princip a princip variované akce. Véta Greenova. 8. Rozsifeni
kanonickych rovnic na obecné tilohy variaéniho poétu i pro n&kolik nezévisle
promé&nnych. 9. Rozsifeni véty Hostinského o invarianci kanonickych rovnie.
10. Zvlastni p¥ipady. 11. Zobecnéni Jacobiho rovmice na p¥ipad mnoho-
nésobnych integral. 12. Jind zobeenéni kanonickych rovnic a véty Jacobiho.
13. Rovnice elektromagnetickych poli. PYevedeni na tlohy wvariaéniho
poétu. 14. Obecné myslenky pana Hostinského o transformaci rovnic mate-
matické fysiky. 15. Variacni poet, Hamiltonlv princip a relativita.

1. Budeme nyni zkoumati vztahy, které jsou mezi variatnim
poétem a otazkami matematické fysiky a mechaniky. :

Tak muZeme projiti mnoha i pravé nejnovéjsimi oblastmi
téchto véd a zaroveri muzeme vidéti — jak jsem ¥ekl na konci
predeslé prednasky jakou dlohu méla nauka o funkcionilech
v nejnovéj$im vyvoji variaéntho poétu.

Zatneme s velmi dulezitym problémem matematické fysiky,
totiz s problémem Dirichletovym; miZeme jej povazovati za ty-
picky, nebot v mnoha piipadech dochdzi se k otdzkam obdobnym.
Je zajimavo v&imnouti si, Ze Dirichletiv princip je otazka, doty-
kajici se té &asti matematické fysiky, kterd by se mohla nazvati
jeji logikou. Timto principem se totiz dokazuje, Ze existuje funkce
V (2, y) spojitd, majici parcidlni derivace prvniho a druhého *adu,
kterd vyhovuje Laplaceové diferencidlni rovnici

2V otV 0
ox T oyt
a nabyvéa na okraji dvojrozmérného oboru danych hodnot.
V ptipadé funkce o t¥ech proménnych zni diferenciadlni rovnice
2V eV oV
et T oy? T =0

a obor je tifrozmérny.
Casopis pro p¥stovdni matematiky a fysiky. Ro¢nik 62, 14
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S timto principem setkdvidme se v teorii rovnice pro vedeni
tepla, v nauce o elektiingé, o pruznosti atd. Také se s nim setkavime
v analyse v nauce o funkeich.

K dtikazu Dirichletova principu uzivalo se nékolika zplsobu.
Otézku tu lze pfevésti na tuto Glohu: Dokézati, Ze mezi funkcemi
spojitymi V (z, y), které nabyvaji na okraji dvojrozmérné oblasti £
danych hodnot, a pro néz m4 iritegral

NERE

smysl, existuje jedna takovd, Ze tento integrdl nabyva pro ni
minima.

Takto stdava se Dirichletiiv problém tlohou variaéniho poétu.
Nebot' hleddme-li Eulerovu rovnici pro tento p¥ipad, dostaneme
Laplaceovu rovnici.

2. Snadno lze poznati, Ze piedesly integral je vidy kladny
nebo rovny nule, a na zékladé toho domnivali se Dirichlet a Rie-
mann, %e tento poznatek stadi k dikazu o existenci jeho minima.
Weierstrass v8ak ukdzal, Ze tento zpisob uvaZovani byl zcela
mylny, a od té doby byly hledany jiné cesty k ditkazu Dirichletova
principu.

Uzivalo se zptsobt, které vitbec nemély co délati s variaénim
poétem. Mnozi auto¥i sledovali metodu Neumannovu a rozsifili
ji na mnohé jiné ptipady, pak metodu Schvarzovu a Poincaréovu
(méthode du balayage). Koneéné velmi Gsp&¥né metody zaloZené
na integrlnich rovnicich. jichZ uZil poprvé Fredholm, a jez daly
podnét velmi mnohym pracem.

3. Ale zaroveli utvofil se novy smér, ktery se vratil ke staré
myslence, uziti variaéniho poétu. Arzeld prvni se pokusil, veden jsa
myslenkami o funkciondlech, jez se zdroven ponendhlu vyvijely,
o pfesny diikaz, Ze za jistych podminek minimum existuje. Prace,
které obsahuji konetné vysledky Arzelaovy, pochazeji z roku
1897 (1), ac¢koli jeho postiehy a studie jsou starsi.

Pozdé&ji roku 1900 uvetejnil Hilbert (2) Gplny a presny diukaz,
obdrzev vysledek definitivni. dehoz Arzela nedosédhl. Ale Hilbert
mohl dosici Gspéchu jen tim, Ze se drZel cesty onim razené. Po praci
Hilbertové prisly Getné prace Leviho, Fubiniho, Lebesgueovy,
Zarembovy a jiné. Ale vSechny tyto prace jsou zaloZeny na zvlast-
nich podminkdch problému a neotviraji nové obecné cesty. Ta byla
objevena teprve, kdyZ se poznalo, Ze wZité metody d&kuji za svij
Uspéch té vlastnosti integralu I, Ze je polospojity.

4. Tonelli pojal Glohy variaéniho poétu jako zvlastni otazky
z nauky o funkcionélech a vlozil do zdkladd variaéniho poétu novou
metodu zaloZenou na pojmu polospojitosti. Mozno tudiz ¥ici, Ze
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variaéni podet je jenom kapitolou z nauky o funkciondlech, vy-
mezenou tim, Ze

1. jednd jen o téch funkciondlech, které jsou vyjadieny omeze-
nymi integraly,

' 2. jednd o takovych tlohich o maximu a minimu téchto
funkeciondld, které vedou k diferencidlnim rovnicim.

Nauka o funkciondlech je takto omezena se dvou stran.

Tak byl variadni poéet uveden na docela novou drahu, na niz se
Eulerovy diferencialni rovnice opomijeji a o tloze se uvazuje pfimo.

Ostatné v mnoha p¥ipadech neddvé metoda diferencidinich
rovnic hledaného FeSeni. Uziva-li se této metody, je nutno

1. najiti rovnice Eulerovy,

2. urditi kiivky nebo plochy, které témto rovnicim vyhovuji,
a které splituji okrajové podminky, nebo aspoii dokézati, ze takové
kiivky a plochy existuji,

3. dokazati, ze tyto kiivky skuteéné davaji maximum nebo mini-
mum, to jest, Ze vyhovuji podminkdm postadujicim pro existenci
maxim a minim, a rozlifiti, kdy nastava maximum a kdy minimum.

Av§ak ve velmi mnoha piipadech, i kdyZ obdrzime rovnice
Eulerovy, zpusobuji ostatni otazky obtiZe nepfekonatelné, nebo
aspoil velmi znaéné. Vidéli jsme to na piikladé, ktery jsme pravé
piipomenuli, totiz na Dirichletové problému. V mnoha p¥ipadech,
zvlasté v mechanice a v matematické fysice, jest uziteéné otazku
obratiti. Misto abychom studovali dlohy variaénfho poétu, pie-
vadéjice je na diferencidlni rovnice, je vyhodné prevésti tlohy,
které patfi na prvni pohled mezi Glohy z oboru diferenciadlnich
rovnic, na tGlohy variaéniho poétu.

Je to dulezité po strance abych tak fekl filosofické a také, jak
hned uvidime, po strance praktické.

Tedy vytvoreni novych metod variaéniho podtu neni dulezité
jenom pro tento podet, nybrz méa také veliky vyznam proto, Ze
dava nové metody pro studium nauky o diferencialnich rovnicich
a velkého mnoZstvi Gloh, které se na ni vztahuji. To také budi
novy zéjem o nauku, kterd mize slouti ryzi naukou o funkeionélech.

5. Mluvili jsme pfed chvilkou o polospojitosti. Je nutno,
abychom se s touto vlastnosti sezndmili podrobnéji. Nejdiive byla
zavedena do studia obyéejnych funkei, ale to se stalo teprve, kdyz
pronikla do nauky o funkciondlech, jak jsme to vidéli na integralu 1.

Poprvé zavedl polospojitost u obyéejnych funkei Baire. Funkce
bodu je v jistém oboru spojitd, mizeme-li ji zménits o tak mélo,
jak jen chceme, jen kdyZ poSinuti bodu nepfesihne urtité meze.

N ejaka funkce ]e polospojita zdola, mezmenduje-li se, mebo
zmensuje-li se méné nez o hodnotu libovolns malou pokud posinuti
bodu nedosahuje jisté mezni hodnoty.

14*



204

Stejné se definuji funkce polospojité shora.

NuZe, pojem polospojitosti shora a zdola byl rozsifen na
funkciondly. Toto rozsifeni je vSak mnohem dilezitéjsi, nez jak by
se mohlo na prvni pohled myslit. Nebot kdeZto se u funkei obyd&ej-
nych vyskytuje zpravidla spojitost, vyskytuje se u funkecionélt
nejéastéji polospojitost. Souvisi to s véci, kterou jsme jiz uvedli,
7e se totiz muZe néjaké kiivka piibliziti k jiné kiivce, aniZ se tvar
prvé kiivky priblizi ke tvaru druhé. Rekli jsme sice, Ze u funkei ar
musime rozeznavati n&kolik drubt spojitosti raznych radua, ale
funkce dar a ploch, které se vyskytuji obecné ve varia¢nim poétu,
jsou budto polospojité shora nebo zdola. Tonelli polozil tuto vlast-
nost do zakladu variaéniho podtu.

Na druhé strané lze dokazati, Ze existuje-li zvla$tni tvar
kiivky, pro ktery nabyva funkce ¢ar maxima nebo minima, musi
byti funkce Gar polospojitd vzhledem k této zvlastni funkei.

Mezi funkcemi &ar, které vyhovuji podminkim pravidelnosti,
jsou takové, Ze existuje nekoneénd posloupnost éar, pro néz jde
funkecional k své limité horni (nebo k své limité dolni), (posloupnost
dévajici maximum nebo posloupnost dévajici minimum).*) NuZe
u pravidelnych funkei 8ar tohoto druhu Ize dokézati jednu zakladn{
vlastnost. Predpokladejme, Ze funkce je polospojitd zdola, a Ze
existuje posloupnost dédvajici minimum, jeZ ma mezni kiivku; pak
lze dokézati, Ze minimum existuje. Obdobnd véta plati pro maxi-
mum. Takto 1ze dokédzati o velmi mnoha tlohdch variadniho poétu,
Ze maji FeSeni. Vlastnosti toho FeSeni daji se odvoditi z prvé variace.

Jakmile je jednou dokézano, Ze Feeni existuje, lze je vypoditati
nékolika zpusoby, bud metodou postupnych aproximaci, nebo roz-
vojem v fadu (fadu Fourierovu atd.). Tak dostdvdme nové ¥eSeni
floh varia¢niho poétu a znovu nalézdme YeSeni znamé a vypodtena
podle starych metod.

Tak lze nalézti nova feSeni velmi mnoha diferencidlnich rovnic
a mnoha tloh na piiklad z mechaniky obyéejné i z mechaniky
nebeské.

Tyto metody vylezil Tonelli v nékolika pojedndnich a v dile,
které se v kratké dobé stalo klasickym. (3).

6. Snaha pievésti pifrodni problémy na tGlohy o minimu byla
tu vidy, nebot vidy se mysli, Ze pi¥iroda hledi Setfiti ve svych
projevech co mozné nejvice nééim, co p¥i prib&hu n&jakého pii-
rodniho déje vydava. .

Touto filosofickou myslenkou Fidili se mnoz{ udenci, ktet{ doks-
zali, Ze na p¥iklad mnohé zjevy optické vedou k tlohdm o minimu.

Odtud vysel Maupertuis (4), ktery se ve svém slavném dile
domnival, Ze objevil jeden ze zédkladnich principi p¥irodnich, jejz

*) Succession maximisante ou succession minimisante.
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nazval principem nejmensi akce, a jenz byl urlen, aby se stal
zdkladem dynamiky.

Maupertuis stavél na filosofickém principu, Ze pfiroda jedns
vzdy co nejjednoduseji, a opiraje se o tuto zdsadu snazil se odvoditi
viechny zakony pohybu i klidu z jediné metafysické mySlenky.
Descartes hledél odvoditi v8echno z principu o zachovani hybnosti
a Leibniz z principu o zivé sile. Maupertuis definuje nejprve akei
a hledi odvoditi vSechno z principu nejmensi akce. UZivd ho ke
studiurdzi télesnepruznych i pruznych. Piipomina Fermat v princip
o odrazu svétla a objevuje vztah mezi nim a mezi svym principem.

Je ihned patrno, ze Maupertuisiv princip obsahuje mnohem
vice, nez principy Descartiv a Leibniztiv, nebot tyto podivaji
jenom integraly rovnic dynamiky, kdezto Maupertuisiv princip
Jje rovnocenny s témito rovnicemi samymi.

Lagrange vybudoval dynamiku na jinych zdkladech a dokdzal
princip nejmensi akce jakozto jejich dusledek. Tak vratil opét
dynamiku variaénimu poétu, k jehoZ vytvoreni byl sim p¥ispél.

Hamilton propracoval tuto otazku a zpisobil jeji rozvoj tim,
Ze objevil princip, jenz sluje (princip) Hamiltonfiv, nebo-li princip
stacionarni akce, a Ze propracoval princip variované akce.*) (5).

Konetné Jacobi vytvoril soustavnou teorii tim, Ze dosel
k rovnici, kterd byla neddvno tak znadné zobecnéna a jejiZz dosah
roste den ze dne.

Viechny tyto principy mohou byti rozsiteny s jedné strany na
.obecné otdzky variaéniho poétu,ina ty, které nesouvisi s mechanikou,
s druhé strany na parcidlni rovnice matematické fysiky i na rovnice
integro-diferencidlni, jenom kdyz se uzije metod teorie funkciondli.

Vsechno to jsou véci dobfe zndmé a bézné, a neni nutno, abych
se jimi déle zabyval. Rad bych jen upozornil na jiny princip, ktery
se také vyslovuje jako zasada o minimu. Je to Gaussiv princip
nejmensitho nutkani. Z tohoto principu vychazi mechanika, ktera
vzbudila veliky zajem a byla kdysi dulezitsd: mechanika Hertzova.

7. Agkoliv to jsou véci velmi znamsé, piipomelime piece na
-okamzik tyto riizné principy a uvédme také rtzné zdkladni véty
matematické fysiky. Ukdzeme, Ze rizné tyto teorie mohou byti
:spojeny v jeden celek teorie variaéniho poétu. '

1. Hamiltongv princip. Je-li T Ziva sila néjaké soustavy,
P potencidl sil, plati, Ze variace integralu

Y
I=[(T+P)dt
to

v Lagrangeové smyslu je rovna nule, jsou-li variace parametri,
definujicich stav soustavy, rovny nule v meznich okamzicich

pro t, a t;.
*) Le principe de 'action variée.
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2. Kanonické rovnice. Jsou-li ¢y, ¢, . . ., ¢, parametry soustavy,
a polozime-li
a_ ..
a Q'i S p?»:

(Poissonovy proménné, nebo-li momenty soustavy) a vyjadiime-li (T')
velidinami p; a ¢;, p¥i éemz klademe

dostaneme rovnice
' dg; oH dp; oH
dt - ops At o

To jsou kanomické rovnice.
3. Princip variované akce. Povazujeme-li integral I za funkeci

hodnot ¢;. g5, - . -, ¢, pro horni mez a horni meze ¢, mame
ol
aqi Pi,
al(t q,-:., @) vyhovuje rovnici
ol
= THE=0

v niz jsme dosadili v H za p,, ..., p, vyrazy 0/oq,, ... 21/0q,.
4. Jacobiho princip. Je-i V (¢, ¢, oy - « -» Qvy Qs Qo « - .. @), kde.

ay, - - ., @, jsou libovolné konstanty, obecny integral rovnice
ov ov. oV
W—I_H(l’ ..,q,,,a—-ql...—a—q—:t)zo,

v ni% jsme nahradili velidiny p, . . . p, vyrazy dV/og, . .. dV/8q,, pak
jsou integraly kanonickych rovnic dany rovnicemi
w_ o
0g: v fa;
kde b; jsou nové libovolné konstanty.

5. Greenovo lemma a Greenova véta. Jsou-li U, V dvé funkce,
které obdrzime, poloZime-li prvni variaci integrélu

= [ + (2]

Greenovo ?emma f(U_aX — Va_Q) do = 0,
on on

= by,

rovnu nule, plati
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of Al
Greenova, véta 4nV = j A% (_7_7_75——» : )dc,

kde ¢ je okraj 2 a n vnitini normala k tomuto okraji.
Integrace Laplaceovy rovnice

9%V otV
5 T o
o0x oy
jez odpovida Eulerové rovnici v predeslé tloze variaéniho poétu,

=0,

4 -3is Y V . . o 1
zakldd4 se na vété Greenové a na existenci elementérni funkce —.
r

Se zietelem na dalsi vyklady o zobecnéni Greenovy véty neni
nezajimavo vSimnouti si véty obdobné vété Greenovs, kterd od-
povidé tloham variaéniho poétu pro jednoduché integraly.

Méjme na mysli integral

iy
dg
J— fF (z, g ?1?) di
to

a polozme
ol = 0;

dostaneme Eulerovu rovnici

oF doF

dq dtog’
Nahradime-li v§ude ¢ jinym feSenim =z, plati

oF dodF

o " diod

Nisobime-li prvni rovnici veli¢inou , druhou pak g a 1ntegru]eme -li

od £, do tl, dostaneme
4

oF oF d oF dBF) .
f(a‘q‘” 7 )dt f(”&sgf—qmy =
17 t

0
a integraci po ¢dstech

¢ t
oF oF o aF 8F BF), 5
Je-li 1dentlcky
oF oF oF , oF ,

w T w iyt Tt T

(..BF_ aF)_( oF QB_‘)_O
Yog "), "o Tt )T

obdrzime
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Tuto rovnici psali jsme za predpokladu. Ze funkce z, ¢, 2’, ¢’
jsou spojité. Piedpokladejme. Ze x.q,q  .jsou spojité v intervalu
(t, ;) a Ze " je nespojité pro ¢ = 7, kde t, < v < t,. Bude

oF EF) ( ¢F 9F>
b . — s | b s Y i} = ﬁ
( ) ("L ag/ Q axl " .‘r aql q 81 7 t, Q(T)’

kde 9 je rozdil meznich hodnot, jichz nabyva oF/ox’, blizi-li se
t k 7 hodnotami vét$imi nebo mensimi nez 7.

Takto lze pomoci vzorce (b) integrovati Eulerovu rovnici
vztahujici se na tuto tlohu variaéntho poétu, zndme-li jedno FeSeni,
které je nespojité. Nebot pravé toto nespojité feSeni jest elementdrni
FeSent (6).

8. Piejdéme nyni k riznym zobecnénim rozliénych téchto
principd, metod a vét. Zaéneme s tim, Ze budeme uvazovati o roz-
giteni Glohy 1 na nejobecnéjsi tlohy variaéniho poétu.

Jacobi dokazal, Ze je mozno uvésti diferencidlni rovnice, které
obdrzime, kladouce prvni variaci jednoduchého integralu rovnu
nule, na kanonicky tvar, na néjz uvedl Hamilton ziakladni rovnice
dynamiky. Dokézeme, Ze je mozno vSechny diferencidlni rovnice,
které plynou z tloh varia¢niho poétu vztahujicich se na mnoho-
nasobné integraly, uvésti na spoleény tvar, jenz odpovidd tvaru
Hamiltonové, a redukuje se naii v pripadé jedné nezivisle pro-
ménné (7).

Budtez ;, ¥, ....%p funkce n proménnych z;, 2, ..., Zn
a budiz F funkce velidin z, .. ., @,, déle veli¢in y,, s, - . ., Yp & je-
jich parcidlnich derivaci. Mizeme pfredpoklddati, Ze vy, %, - - -, ¥
jsou nezavislé, nebo Ze mezi nimi a jejich derivacemi plati vztahy

F1=O,F2=O,...,Fr=0. (1)
Zavedme jako pomocné proménné parcidlni derivace velidin y,

Y7

Ya, - . -, Yp Tadu nizstho, nez je nejvysii index u funkei F, F,,

F,, ..., Fy. Oznaéme souhrn proménnych ¥, . . - ., ¥p & promén-
nych pomocnych pismeny : :

215 285 - » = Bitir
Bude pak F funkei proménnych z,, 2, . . ., 4, 2, 2, - - ., 2m & jejich
prvnich derivaci

azi .

—_—= 2 .(7‘)'

oxy "

Mezi v8emi t&mi funkcemi budou platiti vztahy
Fy=0F;=0,....F,=0,F, ., =0,...,.F =0,

z nichZ prvnich r jsou pravé vztahy (1), ostatni pak jsou linedrn{
rovnice mezi veliGinami z; a z;®.
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Chgeme nyni vyjadfiti, Ze variace integralu
I = fF dz,dz, . . . da,

je rovna nule.
Polozime-li

dosta,neme rovnice

N 0 0D P o _
7 0®  dm =1.....m),
Zk 2 oa® Az & . m)

F,=0, F=0.....F, =0.

Jestlize ve @ chybi velidiny z;® az na z;,®, 2,9, . . ., z;,®, napisi se
tyto rovnice ve tvaru
¢ 0@ ¢ P n 0 0P 0P ©
Ox;, 02, | By, 02,0 Oy, 02, Oz
('L='.2....,m)
By =10 55 s s s 8 5 5 F, = 0. (2a)
Polozme
az—g;-)= pi t=12_...m;g=1L12...v ~(2b)

a predpoklade] me, Ze soustavu utvorenou témito rovnicemi a rovni-
cemi (’a) Ize roziesiti podle veliéin Araz;®; dosadme takto obdrZena
feSeni do vztahu

H=—H=90 —Z Zgzt Dy, ©. (3)

Provedeme-li variaci se zrebelem na vztahy (2b), obdrZime

5L z i) = (L S,

odkudz plynou ze zretelem na rovnice (2) rovnice, které lze zvati
kanonickymi:

S“‘, opi, _ oH,
,...'v-axi az,, .
: (4)
Ez.i _ 8H1
ox;, sz GI
t=12":..m g—l.‘,...,v).

Muzeme dokézati i vyrok.opatny, to . jest: mame-li.rovnice
tohoto tvaru, mizZeme je vidy odvoditi z néjaké| /alohy ‘varia¢niho
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poctu Nebot je vskutku dostaneme t1m Ze polozime rovnu nule
variaci integralu ‘
., M v apig(z)
_/(Z'zi —_—— — Hl) dz, . .. day.
? g 89:1-
1 31 g -

Vratme se k zdkladnim rovnicim (4) a predpoklidejme, Ze
méme dvé jejich feSeni, kterd oznaéime z;, pig(@) a u;. qfa(i)‘ Budiz S,
obor n-rozmérny v prostoru x;, ,, . . ., Zu, a Sp—; obor (n — 1)-roz-
mérny, jenz tvofi jeho okraj. Velmi jednoduchymi vypodty dosta-
neme tuto vétu o reciprocité:

m v

m v
. . () 5 - ©) y —
./ Ziz’Zaq’ﬂ cos v 2; dS;—; f Ztu,gzgp, D cos v a; ds,—; =
n—l 1 n-—-l 1 1
e EH
lel Uy - Ez, + 0 g ap (7.)) dS

%, ,
) g ,_CH,
— S‘i(zi 1 v pi,f ag (U)dS

» je zde normala k nadprostoru S,—; mifena dovnit¥ S,. Tato véta

jest jenom roziifenim véty Greenovy. Je-li H homogenni funkce
druhého stupné, je prava strana rovna nule. Odtud lze odvoditi
na piiklad Bettiho vétu o vnitini rovnovaze pruinych téles.
Vyslovime nyni obecnou vétu, kterd uddva, za jakych pod-
minek jsou uréeny tlohy, jimiZ jsme se pravé zabyvali.
Budte Z; P,‘”(i) integraly rovnic (4) takové, Ze kvadratické

formy
Z»Ek az az aan Y Y7 3P, BT{;‘F?I:‘) Bi, P,

jsou formy definitni s opaénymi znamenky, pak vSechny inte-
graly z;, piu® v oboru S,, které jsou takové, Ze
|2 —2Z;| < 4, o — P | < p,
t=L2...,m g=12 ..49
kde Z a u jsou &isla mensi nez uréitd mezni hodnota, budou uréeny,
Jsou-li zndmy na okraji S,—; hodnoty z:, nebo souéty

v

~Ea pig(") cos v x;, = P;.

1

9. Mizeme pokradovati v zobecnéni, které jsme pravé provedli
pro ptipad nékolika proménnych, a studovati otdzku invariance.
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Ii tomu cili budeme sledovati cestu, kterou naznaéil pan Hostin-
sky (8). :
Y (Vi‘at'me se k rovnicim (2) a predpokladejme, ze F,, F,. .. .. Fs
chybéji. to jest
] ®=F;
rovnice ty pak prejdou v
ST N s
il 02 021 0%; e
Bude
F=F(x, %oy . . o, Tny 21, %oy -« o, Zpy 5D L L. 2(P),
a predeslé rovnice obdrZime z rovnice variaéniho poétu 61 = 0. kde

I=[[...[Fda,...daz,.
N

Zavedme nyni proménné wu,, %,, . . ., %, tim, Ze poloZime

T, = %; (Uy, Us - . . Up)
za pledpokladu

A(ty, « - o Un) >
Bude
0z; . 0z; 0xy
Our  imlo a-:a ou
z &ehoz
Ay .. .2 ... 2Za)
2, = Oz d(uy........%)
0%g di; . o5 . oissBn)
o {7 MRURR R 4

Zde se predpokldd4, ze jsou v ¢itateli na pravé strané nahrazeny
veli¢iny z,. veliéinami z;. Obdrzime pak
02, 02p 0y Bx,,)

F=F((Zl,22...Zp,xl,xz...xn,é-?z...%;,—871...%'

a poloZime-li
Xy ... Xp =2p41 - - Rptns

= azl 8z,,+n)
F—-F(zl,%...zp.f_n,'a_’d:,...—a"lzn-‘ )

_f 7 0z Ozp+n) A2p+1 - - - Zpin)
I = ./fz: : fF((zlr 2. . 'zp+nya- .- au’n ) d(ul 5 .u”)

duy . . . duy.

budeme miti

» . 0z ) .
Pigeme-li —— = £, vyjde
our -



Fz.2... %z Cﬁ”, [ C N % 0 é%——:::ii‘;") =
= (2, 29, -+ o Zpim: 5B, LD, L L, L@,
kde f je homogenni funkce prvniho stupné veli¢in
LW, 5, et (t=1,2, ..., n). (5)
Nebot' kazdé z,( lze psati ve tvaru 4
d(2i,, 2, - - - 2i,)
Ay, Uy -+ . Un)
d(Zp+1: - - 2 2ptn)
d(uy. Us. - . ., Up)
kde 1, @, . . ., 1, jsou &isla vybrand z Fady &fsel 1,2,... p -+ n.

Tedy kazdé z,® bude homogenni funkce stupné 0 vzhledem k pro-
ménnym (5) a tedy F pravé tak jako F budou homogenni a stupngé
nultého vzhledem k tymZ proménnym. AvSak determinant
d(2p sy - - - Zpin)
d(uy . .. Un)

je prvniho stupné, takze i f bude homogenni funkce prvniho stupné.
Proto pravé

+.
N~ of
- i 96,0

Na druhé strané plati se zfetelem na dob¥e zndmé vlastnosti
determinantt

£ = f.

P40 " o o(dm, 2, .. . %)
ol 209 Ay Ug. . . ., Un)

/2
; 2 dzi, 2z ... 20)
= (ig) ——— T 2 =0. (k=g).

2‘ ol oLk d(uy, U . . ., Un) (k= 9),

tudiz
_ pin
of .

Yiggm 60 =0 (=2g)

1
Uvazujme nynf o Gloze variaéniho po&tu

ol = 0;
obdrzime p - n rovnic
of o~ o of K
% De TR0 (=13 op )

1 %
Tyto rovnice nejsou nezavislé, nebot jejich levé strany vyhovuji n
hmlsarmm homogennim rovnicim, jejichz determinant je riizny od
nuly. A
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Nebot

p+n n =

. of ¢ of
@) = PR I
;i o (azi z’" ouz aCk(i)) -
of 0L
(”‘ é-g( ) 4 Z;. CCI(” 8u,, )

of oL, “0(“\:: i,i_)z

ECM our. . k Sug 0040

i
T
. p4n ( n
1
n 240 A
0 cf

of i .
== NV 2 ) —
0ug Zk Ou zi oli® 2 e

o Ry o P S &
T Ouy  Oug AL T T Gy dug
Je tedy identicky splnéno n rovnic linedrnich a homogennich

N o8 g 0 o
2 ,
Zz Lot ( zz.~ Uz "az';(i‘)) =0,
a determinant z koeflclentu C,,(“Je pravé determinant D, ktery neni
roven nule. Provedme nyni transformaci

~1 - ¢1 (er Z2,~ e aw Zp+71)

2y = Py (Zl Z2~ 5 ey Zp-f.:n.) . (6)
2pin = @pin (Zyy Zy. - . .. Zpin)
Mame identicky
e B 28] ( 2, | W)
f(..l. Zos - - w5 Zns S Z,. Zy, . . ., Zy, aul el
f je homogenni funkce prvniho stupné veli¢in 0z,/0us . . . 0zp1n/Ous,

a ponévadz vztahy mezi veliéinami 0z;/0uy a.0Z;/0uy jsou linedrni
a homogenni, bude i @ homogenni funkce prvniho stupné veli¢in
0Zy/Cu, . . .. 0Zp1n/Ou.

Provedenim variace obdriime

o 0z oD ' cf 0Z;
—h 5 + Exyb a;,o) Oup i 0Z; 0Zy + Zx—Ze 07 d Qe

Z cehoz plyne integraci

¥ i of of le .
U o J( ¢ e 0z + Ekzi 30 am) du,dus . . . duy =
= U f( 6Z + Z Zz 20 Bm) du,du, ... . du,
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nebo-li po integraci po &astech, je-li dz; = 0 na okraji oblasti S,

o of B
fZ( —VC e agm) oziduydu, . . . duy =

oD ,
jz( 27 a'UL azk(l)) 6Z1, duldu‘.’ 9 o o dult e

a‘Pﬂ( ﬁ o of ) |
fz Zz 0z BZ” A-J’ au; a&l(a) éZ dulduz o s Qg

Z porovnini koeficientd p¥i Z; na obou stranach posledni
rovnosti plyne, Ze plati identicky

LA %, (_a;_ ii)
0Z; et Quy 0Ly~ it 0Z;\Oz, =t Quy 0L39)
To je dikazem, Ze rovnice

of 0o of
az, Zk Ouy 051 -
neméni transformaci (6) svého tvaru a jsou tedy invariantni.

Tim je Hostinského véta rozsifena na piipad nékolika ne-
zavisle proménnych.

10. Tak jsme tedy zobecnili pro nejobecnéjsi tlohy variaéniho
poctu

1. kanonicky tvar,

2. vétu Greenovu a obdobnou vétu Bettiho.

Uvedme nékteré zvlaStni piipady nalezenych obecnych vét.
Predpokladejme nejprve, ze je jen jedna nezavisle proménnia z;
pak jiz nebudou velidiny z;® zdviseti na indexu k£ a budeme Je
moci psati z®.

Podobné budou velidiny Dy @y nezavislé na indexu i; a budeme

Je moci psati p@, takZze zdkladni rovnice nabudou tvaru

dpm oH, - dz; oH,
dx Bzt dz — op®’
coZ jsou obyéejné kanonické rovnice.
Predpokladejme ze se funkee ¥y, ¥, . . ., yp omezi na jedinou,
kterou -oznaéime z,proménné pak z, Z,, ..., ¥, na pouhé dvé z;

a x,; F, =0, . Fn =0 bud’tez 1dent1tam1 a bud

. D1 =7, Ps= 2,
H) = }(z? + 2°) — ;o — Pota = — (02 + 12,

bude



a kanonické rovnice pfejdou v

_n_ op_
cx, o, ’
0z 0z
h 7 = ‘a_xl: P = 2 = a—xz’
takze
o’ | % _
0x,2 ' 0xy2 ’

11. Pristupme nyni k zobecnéni principu variované akce.
K tomu si sta¢i pfipomenouti, ze povazujeme jednoduchy integral
za zavisly na hodnotich danych parametrim v meznich bodech
integraéniho intervalu a na mezich tohoto intervalu. Pfejdeme-li
k integralu mnohonasobnému, bude jej nutno povazovati za zavisly
na integra¢nim oboru, jenz je dian svym okrajem, a na hodnotach
danych na tomto okraji neznamymi funkcemi.

Diferencidlni rovnice Jacobiho bude nahrazena rovnici, v niz
se objevi funkeionalni derivace integralu vzaté vzhledem k okraji,
povazovanému za proménny prostor, a vzhledem k funkeim danym
na okraji. Bude to parcidlni rovnice, o niZ jsme mluvili v minulé
prednasce. Od té doby, co jsem uvefejnil své prvni price, je ve
zvyku uvazovati o veliéindch zavislych na okraji jistého oboru.
Piipomindm pii té prilezitosti klasické prace Hadamardovy, Lévyho
a Hostinského o Greenovych funkcich povazovanych za zavislé na
okraji oblasti. v niZ jsou definoviny; v neddvné dobé zabyval se
Krall obdobnymi otédzkami v nauce o pruznosti.

Nebudu jednati o této otdzce s nejobecnéjsiho hlediska, nybrz
promluvim o zvla§tnim piipadé, jenz se vztahuje k piikladu na-
posled uvedenému, a jenz, tieba Ze je velmi jednoduchy, udéva
zplisob, kterym. lze prowvésti rozsifeni na nejobecné&jsi piipad (7).

Vratme se k rovnicim (4) za predpokladu, Ze Fy, F,, . ... F,
chybéji, Ze funkee 2, . . . 2, jsou omezeny na jedinou z, a Ze z pro-

ménnych z;, @y, . . .. T, zlstdvaji jen dvé z,, x,. Budeme pak miti
$=F, -gf—l=p1, "ggz‘_—‘%: H1=F~§;—1p1—aa—;pz,
a kanonické rovnice pfejdou v tyto:
o, on_ o0,
ox, O0x, 0oz
0z oH 0z _ o°oH,
0r,  op  0m  Op

Dale budeme predpoklddati jako v pripadé predeslém, Ze
hodnoty z (zlstévajici v jistych mezich) dané na okraji L celého
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oboru ¢ v jisté &asti roviny x,. z,, uréuji funkee z, p,, p, uvnite
toho oboru. Bud'tez z = f(s) hodnoty, funkce z dané podél uzaviené
rovinné kfivky L; z, p, a p, budou funkece veli¢in 2;, x,, uréené v o.
Utvofme vyraz

°H, oH,

P18—M—P2§5;

a nahradme v ném veliéiny 2, p, a p, pf'e'deél}’rmi funkcemi. F bude
funkei proménnych 2z, a z,. Vypoétéme

H, oH,
= f 271 Y — P 8p2) da,d,.

Obdrzime funkei zav1slou na kfivce L a na hodnotéch f(s) funkee z,
dané na této kiivee; mtzeme proto psati
V = |[L, f].

Predpokladejme, Ze pozménime kiivku L tim, Ze posSineme

malitko kazdy jeji bod kolmo na ni smérem dovnit¥ oboru o.

Budeme moci pfedpoklddati, Ze se timto poSinutim funkce f ne-
zméni. Zména funkce V bude vyjidfena vzorcem

6V = fV 5)dnds,

F=H—

kde én znamené posinuti. V'z(s) je funkcionalni derivace fun_kce v
vzhledem ke kfivce L v-bodé s.
Zmétime nyni funkm f, aniz zménime kiivku L Budeme miti

_ aHl 1 1 a 1 oH oLty
5V.:[(a E2 + 51‘*ap e ap o7, —
oH, . oH, oH 50 22\,
—migl—mig o= [(Fts : )da—
Pl — Rl f 2+ pla-tm oy
2
f(go1 cosnxl—{—pzcosnxz )dz ds +f —a—ﬁi— ag:)dz do =

== [ (p, cos nx; + P, cos nx,) df ds,

muzeme tedy psati
V'i(8) = py cos nz; + Py cOS Ny,

kde » je norméla ke kiivce L.

Predpokléde]me Ze zménime knvku L, posinouce jeji body
dovnitt & o dn; a Ze zdroveill zménime hodnoty funkce f, vezmouce
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hodnoty z v bodech, jimiz kiivka L ma prochazeti. Zména funkce V'
bude
oV = f V'1(s) on ds 4 ] Vi(s) -g% & ds.
7 i

Na druhé strané plyne z definice funkce V, ze

0H,
oV = — H, . ) on ds,
[ pl opy B ops
takze jest
71 / 0H,
V'ils) +V'i(s) (2, cos na; + 2, cos na,) = — H, + ploa + po %p—{é (7)
~Tudiz .
' df
21 COS Ny — 2, COS My =
P, COS NX, + PyCOS BTy = V'y(8)
e
pl - azl
~_GF
£ = 0%
Z téchto rovnic miZzeme vyjidiiti 2y, z,, py. p, velitinami — R V’;(s)

a eliminaci 2,, 25, p;,Ps Z rovnice (7) obdrzime rovnici

V'ile) + ¢ (V'f<s). i, f(s>) —o0,

jez odpovida rovnici Jacobiho.

12. Je tfeba nyni ukédzati, Ze se muZe zobecnéni principi
o nichZ jsme mluvili, provésti nekoneéné mnoha zpisoby jinymi.

Tak na ptiklad byl prvni tvar, jejZ jsem dal teorii Jacobi-
Hamiltonové, jiny neZ tvar, o némz jsem mluvil pravé ted (10).
Pfipomindm, Ze mizeme utvoriti zvlastni vétev nauky o funkciond-
lech tim, Ze uvaZujeme o zvlastnich funkecich ¢ar, které nazyvam
funkcemi prvniho stupné.*)

*) BudiZ F [L] dany funkeciondl ééry L. Pozmélime &aru L v okeli
bodu z = z,, y = z,, z = z, tak, aby nabyla tvaru L, a aby vytvofila pfi
prechodu z tvaru L do L, nekoneéné malou plochu Z. Pfedpokladéme, Ze
sméry normél sestrojenych v jednotlivych bodech této nekoneéné malé

plochy li&i se v8echny nekoneén& mélo od sméru O, lextu poméru (F [L] —
— F[L]): 2, kdyZ X se bliZi nule, oznaéime

dF/d(y, z) = dF/d(z,, z5)
a nazveme ji derivaci funkciondlu F [L] podle roviny yz v okoli bodu
(4, 25, z5). (Viz prvni pfednésSku, odst. 15.)
Casopis pro pistovéni matematiky a fysiky. Ro&nik 62. 15



Tato teorie pisobila ve vyvoji klasické nauky o funkcich
dvojim smérem; jeden vedl k funkcim, které nazyvam isggenniml’
pro obdobu s Cauchyho monogennosti, druhy k teorii f}m,km
konjugovanych, v niz se vyskytuji nové invarianty docela jiného
razu, nez invarianty klasické.

NuzZe, mimo zobecnéni teorie ‘Jacobi-Hamiltonovy, které jsem
pravé vylozil, madme zobecnéni jiné, jez se vztahuje na f1_1nkce dar.
Napsal jsem o tom pojednani, které pak pan Fréchet velmi zobecnil.

Vyjadieme, ze variace dvojného integralu

. ' f./'(Zpik d—((;;—’%)— — H) dedv (i, k=1, 2,3)

se rovna nule; dostaneme diferencidlni rovnice
d(zs, @) SH_ d(pix, 2x) oH

—_— e —— .y

d(u,v) — Opu d(u, v) 0x;
kde d(u, v)/d (=i, 2%) jsou funkéni determinanty. Nyni lze dokazati
vétu, kterd odpovida vété Jacobiho, a zni takto:
Budiz
dF dF¥ dF
(d(wza x3) d(ws, ;) d(2, 2,
rovnice s funkciondlnimi derivacemi, kterou obdrzime, nahradime-li
v H py vyrazy dF/d(a;, z;). Piedeslé rovnice odpovidaji rovnicim
kanonickym a rovnice s funkciondlnimi derivacemi odpovida rov-
nici Jacobiho. Mezi nimi je ty% vztah, jako v klasické teorii Jacobiho.
13. Videéli jsme, jak je vyhodné prevésti né&jakou tlohu na
Glohu variaéntho podtu. Uzijeme toho nyni k tomu, abychom
uvedli elektrodynamické rovnice v z4vislost na variaénim poétu.
Ponéyadz jsou rovnice, které chceme nalézti, prvého ¥ddu, muzeme
si. poloziti. pfedb&znou tlohu: Nalézti, za jakych podminek vede
variaéni poéet k rovnicim prvého F4du. Zadneme proto s dukazem
této véty (11):
. Budte 2, 2, .. ., 2, funkce proménnych z,, ,. . . .. 2, a pidme
jako ditve

% xl.xg.x3)+h=0

02
x;

z,(‘)=
Nutné a postatujici podminka, abychom dostali rovnice prvniho
fadu, poloZime-li variaci integrilu
' I=ff. . .f]:“(z1 RTINS L R SRR N T R 1"

rovnou nule, jest. aby bylo

F=F, _-{-Zizk Fa® +Zi2k B, Joke Az, 7). +

d(zx,, x,)



, _,_ES‘ Pl d(zi2i, - - - 2,)
Toren T AER Yy,

ird(x,pl. 1007 R :L‘z-r) )

Micns By S nod
kde F'''";" jsou funkce proménnych z; ... .

Jest ihned patrno, Ze tato podminka staéi; vskutku dostaneme-
diferencidlni rovnice

cF, oF* oF:  CR# oFyk\ .
R W E S S LS S SR

Chceme-li dojiti k rovnicim elektrodynamiky, vezméme za ne-
znamé funkce¥)

245 Pos Zas 20 B>
a za nezévisle proménné
s Ty Tys Ty
a pisme téch Sest neznamych funkei ve tvaru (pfedpokladame. Ze-
¢len zméni znaménko, vyménime-li jeho indexy)
4
. * * *
2 = Hyjy = Hy, 2, = Hy; = Hp. 2, = Hyy = Hy,
¥* * *
zg = Hyy = Hyy, 25 = Hy = Hyp, 24 = Hyy = Hy,
totiz jako Sest sloZzek vektoru v Sestirozmérném prostoru.
Vezméme F ve tvaru

F=F, +};‘i$k L ;Z,

kde F; jsou funkece: velidin z, ..., z,. Abychom obdrzeli rovnice-
elektromagnetického pole, staéi vziti
Tosfe  EeEE)
rafG e )
* *
e TR
heE )

) ; ’ ’ . . v-l:

aé , kterého zde uZivém, je v podstatd ty%, kterého jsem uZi

v roce)lggfflgl)e t:lz upraveny, aby’vyéel Minkowského tvar pro rovnice
elektrodynamiky. 1
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a variace integralu o
[/[[Fdz,dzdz,da,
bude, vynechdme-li 8leny vztahujici se ke kraji,
: 0Hy,, . oHj;  oHy
ff[ﬂw%( omy | omy 81‘4)
BH% )

vofRt R
toma(FEe G o a9:*)
ot B e ifi;‘)
— 88, (%1 il aaIif afim
61‘}12 (%%jl + aaH;? + ;1; )] dx,da,da,da,,

odkudz dostaneme rovnice
oH ¢H,; ©Hy,

12 =0
cx, | 83,3 oz,
oH,, 0H,,
0z, + a»ca >+ 8954 =1
OHgy | CHy H _
0w, | 0%, + 8x4 =2

a rovnice obdobné, které z nich vzniknou, napiSeme-li hvézditku
nad kazdé pismeno H. Tyto rovnice, k nimz mizeme ptipojiti

aHAl 42 43
axl + axz + ax3 - @(xh Ly, xs):

_ nejsou nic jiného, nez Maxwellovy rovnice ve tvaru, ktery jim dal
Minkowski.
" Nebot polozime-li

. ct
Ty =1 0=

——y

eA
Hy, = VIL3, Hy=— VILz’ Hy=—:1 V";X
Hy = VAL, Hy = —iVeX,, Hy =i |eX,,
nabudou tyto rovnice tvaru :
oLy oL, 09X, X, - oX; Z oL,

0w, oOws ¢ of  om  0ms ¢ Of



oLy, Ly eoX, 0X, 00X, 0oL,

Gr, ox, ¢ of  om oz, c ot
L, oL, _coX, oX; BXZ_ZEL:,
dx, Oz, ¢ ot or, ox; ¢ o’
coz jsou Maxwellovy rovnice, k nimz lze pfipojiti rovnice
X 0X, 0°oX
T, T om T om
aL, | oL, , oL,

EERE T T

Mohli bychom se zabyvati pfipadem anisotropie, ale pak by
bylo t¥eba, aby si byly elektrické i magnetické koeficienty amérny:
je v8ak zndmo, Ze magnetické anisotropie neni, a proto se musime
vratiti k pripadu isotropie také elektrické. Mohli bychom také
uvazovati o pripadu, Ze prostiedi je vodivé.

Snadno lze nahlédnouti, Ze nemiizeme zde uziti avah, které
jsme pravé provedli, nebot se tykaji pfevodu na tvar kanonicky.

MuZeme vSak postupovati jinak, chceme-li prevésti elektro-
dynamické rovnice na variani podet uzitim vyrazi symetrickych
vzhledem ke &tyfem soufadnicim z;, 2, x5 2, = ict/]/a/l. Polozme
tedy

i+3 o}

i+3
E=Y 24 F— el (21,939

Iy
1?=EZIZJHMA — Hy k),

: I = [[[[F dz, dz, dz, de;.
Uéinime-li
ol =0,
obdrzime rovnice _
* *
K, + K, + K + K2 =0
K, + K, —A —Ix4—0 '
K+ K, + K —+ K =0
K, + K, —Kz K =0
3 * *
.Kg'—K4-|- K3_K1 == O
» *
_Kl "|"'K2—“K4 =0,
odkudz plyne v

‘3151 + Iziél—:—iuz -+ I}H-s =1
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a koneéné

];'1 = I:‘: = Ra == }:'4
Ky =—K; = Ky =~—K_.
Avsak
8Ky ok
10k  hudi OF;
1 1
takze
I N
0x, oz, ' Om;y  O;,
R < S <
0x, 0%, ' Oxg 0%y
a tedy

—Kiy = Ki = (2, — 2, @ + 24 73— ),
—Kipn =Ki =1(x, — @, @ + 4, 2 — ).
Je-li pro z; = 0v néjakém oboru S f(z;, 2, z;) = 0, £(2;, 7o, 3) =

*
= 0, budou ty &tyfi veliéiny K; a &tyfi K; rovny nule pro 2, = A
(kde h je libovolné) ve viech bodech oboru, ktery vznikne z oboru S
zvétsenim soufadnic jeho bodi o A.

14. Zde bych rad vylozil velice dalezitou poznamku pana
Hostinského, kterd davi vysledkim, s nimiz jsem vas pravé se-
znamil, docela novy vyznam.

Pan Hostinsky poznamenava, Ze se v nejnovéjsi dobé mnoho
psalo o invariantnim tvaru rovnic matematické fysiky, na piiklad
rovnic Maxwellovych. NuzZe tato otdzka tésné souvisi s otazkou, jak
odvoditi diferencidlni rovnice z alohy variaéniho poétu. Vskutku
se musi souhrn podminek vyjadiujicich, Ze variace jisté rovnice
je rovna nule, transformovati v souhrn obdobnych podminek pro
integral pfeménény tim, Ze na proménnych provedeme libovolnou
transformaci.

To vie se vztahuje na metody klasické. Na priklad miiZeme
transformovati rovnici Laplaceovu na- k¥ivodaré soufadnice, po-
vazujice ji za odvozenou z ulohy varlaémho poétu, jiz jsme se
zabyvali pfed chvili.

Pan Hostinsky uZil jiz s Gspéchem této mySlenky k transfor-
maci rovnic mechamky (8).

A proto miZeme se zabyvati pfevadénim rovnic elektro-
dynamickych na tlohu variaéniho poétu, dévajice se vésti myslen-
kou pana Hostinského, jiz se takto dostdva nového zajmu.

Pii té prilezitosti nechei opomenouti jinou pozndmku, kteréd
miize byti v mnoha p¥ipadech uZiteénou, uzijeme-li ji spolu s po-
znamkou pana Hostinského.
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Ukdzal jsem, Ze ulohy variaéniho poétu vedou k vzorciim,
jichz je Greenova formule jen velmi zvlastnim pfipadem. Nuze
vratme se k této formuli v nejelementarnéjsim a nejjednodussim
ptipadé Laplaceovy rovnice. Jsou-li U, V pravidelné funkce. lze
ji psdti (viz odst. 7, &. 5).

o[+ OV oU T R
Er/(U T V?ﬁ) do +S/ (U4 V — V42U0) d:S" =0,
kde ¢ je okraj tFirozmérného oboru S, nebo klademe-li U = 1.

v .
~* do + [4*VaS = 0.

Prvy élen se transformuje. uzijeme-li kiivodarych soufadnic,
bez obtiZi. zachovivaje tvar plosného integralu; uZijeme-li vSak
Gaussovy véty, lze jej pfevésti na integral trojndsobny, jenz dava
AV v soutadnicich kiivodarych. Podobného postupu uzil jsem
k transformaci rovnic pro vnitini rovnovahu pruznych téles a téZ
k transformaci rovnic optiky (13). MiZze se ho uziti i v elektro-
dynamice a v mnoha jinych pripadech. :

Uké4#i nyni, v éem spodivaji vyhody téchto metod.

~ Chceme-li transformovati 4%V uzivajice vyrazu 4V, mame tu
vyhodu, Ze poéitdme s prvnimi derivacemi misto s druhymi,
setkdvame se vSak s diferencidlnim parametrem kvadratickym,
nikoli linedrnim. UZivame-li vyrazu oV/on, potitdime vidy s deri-
vacemi prvnimi, zaroven vSak s vyrazem linedrnim. MuZeme Tici,
Ze ve viech ostatnich Glohdch matematické fysiky je tomu podobné.

15. Konedéné chei velmi -kratce ukézati, ze muZzeme dojiti
k relativnosti, vyjdeme-li z principu variaéniho potétu, ktery jsme
nazvali principem Hamiltonovym.

Méme-li na mysli pohyb jediného bodu, mime

T = }v* m = hmota =1,
P potencial,
a Hamiltontv princip zni

5 ]“L at = 0,
te

kde L = T + P, pti ¢emi variace jsou v mezich integralu rovny
nule. .
Transformujeme-li kartézské soufadnice ¥y, ¥y, Y3 V 2y, &y, &
uzitim rovnic .
Tr = Xk (yh Yo Ys3» t), Yr = Yk (@1 @s. 23, 1),
dostaneme Lagrangeovy rovnice
ool _oL_,
ot o'y O ’

které jsou invariantni.



L se sklida ze tif ¢lent:
1. z 8lenu L, druhého stupné v z';, «'5, ',
2. z &lenu L, prvatho stupné v tychZ veliinach,
3. z Glenu L,, jenZ na nich nezavisi.
Vskutku jest
a?/k oY -
T Z ox;
a-dosadime-li tyto vyrazy do vzoree
Hy'® + ¥+ ¥'s)
vidime, Ze prvé dva éleny lze ihned vypoéisti.
Prvm clen najdeme. polozime-li ve vzoreci

Hdy® + dye? + dy,®)

budeme miti
dl2 = (dy,? + dy,? + dy,?) = ZX a dag diege

a
1 dl,?
Lo= 53
Podobne Ize obdrzetl ostatni dva &leny L,. L,.
Potitejme
~d oL
i \F=Ya, =
Najdeme :
oL oL |, oL d oL , oL ., -
RPN AR Wk et i Ak
oL oL d oL\ , ¢oL
_E'FZ(axl a Ex)l =
Tedy

d oL |, oL
Vypoétéme nyni
. 4
. o[L dt
t

za predpokladu, Ze ¢ se té%Z méni a ze v mezich jest 6t = 0. Pro
¢ast, ktera vznikne variaei ¢, dostaneme vyraz

t
oL oL 6 dt
f(—g ot +28 ,+L——)dt

kde Az'; je variace veliiny «'; vznikld variaci ¢.
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Ponévadz jest

Al d.?f( _ dxi
J.El = 4 *ai-———'d?édt,
piejde piedesly vyraz v

b

oL oL dx o di o di
[ o—Sama @ + g

to
Av&ak integraci po ¢astech obdrzime

ty ty
oL |, .. _fdpeil
_f( mxt(ﬁdt——Lédt)—f—(E( mmL—L)dtét,
ty

0
takze
t

AN ) 3

o/

Z toho plyne,ﬂ Ze variace nemé zZadného vlivu na vypocet
A
8[L ar.
to

Proto mizeme uvazovati o étyfech proménnych x;, ,, x;, ¢ stejné,
nebo-li mysliti si déj v prostoru o étyrech rozmérech, z nichz 3 jsou
prostorové a jeden Gasovy.

Bude pak nejobecnéj$i transformace téch &ty proménnych
ddna rovnicemi

2y = 21 (Y1 Yo Ya» t)
2y = Zp (Y1, Yo» Y3» 1)
2y = %3 (Y1, Yo Ys» ¥)
Ty = Zo (Y1, Yoo Ys» B)-

Proménnou ¢ nahradime proménnou z,, které budeme Fikati mistni
das, ponévadz zdvisi také na souradnicich prostoru v, s, ¥s.

K takové transformaci neni jiz L invariantni. MiZeme si dati
tkol hledati tvar, ktery by se blizil tvaru L a jenz by mél tu povahu
invariantu. Pak budeme moci ¥ci, Ze skuteénosti odpovidé. tento
tvar a Ze tvar L je jenom jednoduché piibliZeni.

K tomu cili vezméme rychlost ¢ takovou, aby bylo lze éisla

v? P
zanedbati vG&i jedné. MuZeme zvoliti ¢ = rychlost svétla =
= 3. 105 km/sec. Zvolime-li v téhoz F4du jako je rychlost Zeme
na jeji draze, to jest 3 .10 km/sec, budeme miti

2

=10, Z=10-%
C C
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