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Gaussovo pentagramma mirificum v Lobacevského
geometrii.
Em. Klier.
(Doslo 29. ¥ijna 1932.)

Ve sférické geometrii lze danému pravothlému trojahelniku
prifaditi éty¥i dal§i pravouhlé trojubelniky, jez tvoii s plivodnim
uzavieny fetézee, jehoz uziti vede k znamému Gaussovu penta-
grammatu a Neperovu pravidlu.!) Ponévadz pak Lobadevského
geometrii lze interpretovati jako geometrii na kouli o imaginarnim
poloméru, dé se ofekavati i v hyperbolické geometrii podobny
Yetézec pravouhlych trojahelnikdt a piislusné pravidlo.

Lobadevsky udavé jiz zplisob prifazeni takovych prave-
ahlych trojahelnikéi a Engel?) prvy odvodil cely cyklus a prislusné
pravidlo, jez Liebmann nazyva Neper-Engelovym.3) Liebmann
odvozuje cyklus trojihelnikt uzivaje étyrthelniku o t¥ech pravych
thlech, kdezto autofi predesh uzivali prostorové hyperbolicks
geometrie.

V pojednani: Das Pentagramma mirificum und die nichteukli-
dischen Parallelen?) chtéje na]ltl spoleéné vychodisko pro Fetézec
trojahelnikti v geometrii eliptické a hyperbolické vychdzi Liebmann
z geometrie eliptické interpretované jako geometrie na kouli &ili
jako geometrie sférické. V nf lze pfifaditi pravoihlému trojihelnika
jisty Gtyrahelnik se tfemi pravymi Ghly, ktery pak dopliuje na
oktant kulovy. Zavedenim fundamentdlni kuzelose¢ky Cayleyovy
jevi se tento oktant jakoZto polarni trojGhelnik vzhledem k za-
kladni kuZelosedce. Je-li kuzelosetka redlnou, mame piipad geo-
metrie Lobadevského, a je-li jeden vrchol poldrniho trojuhelniku
uvniti kuZeloseéky, tedy v oblasti zobrazujici reidlné elementy;
pak druhé dva vrcholy poldrného trojihelniku jsou mimo kuZelo-
setku a tedy v &asti zobrazujici imagindrni prvky. Aby dostal
Liebmann pridruzeny étyrahelnik se vSemi redlnymi vrcholy,
uzivd ponékud umélého obratu. Na zakladé zminéného zobrazeni
a metriky uréuje pak podetné viechny prvky piifazeného Gtyr-
thelniku, z néhoz lze odvoditi ptifazeny trojahelnik k pivodnimu
a opakovanim sestrojiti fetézec pravothlych trojihelnikd obdobny

1) Viz na p¥. Dr. Gerhard Hessenberg: Ebene u. sphérische Trigono- .
metrie. (Sammlung Goschen.) Str. 115.

2) Engel - Lobatschefskij: Zwei geometnsche Abhandlungen. Str 346.

%) Liebmann: Nichteuklidische Geometrie.

) Sitzungsberichte der mathem.-physik. Klasse der k. b. Akademle
der Wlssenschaften zu Miinchen. 1912. Str. 273 a nésl.
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jako Gausstiv. Pojednani konéi uzitim pentagrammatu v geometrii
eliptické k dikazu Studyovy véty. tykajici se zobrazeni primzk
eliptického prostoru.

V nésledujicim poddm vyvozeni- Fetézce pravothlych troj-
thelnikd bez pYidruzenych é&tyrahelnikd, s hlediska spoleéného
geometrii hyperbolické i sférické a pravidlo Neper-Engelovo
v pozménéné formé. V této formé nenalezl jsem zminéné pravidlo
v literatufe; domnivam se viak, ze lépe odpovidd duchu Lobaéev-
ského geometrie nez pravidlo Neper-Engelovo.

Ze vzorca sférické geometrie dostaneme pifslusné vzorce
geometrie Lobadevského tak. Ze goniometrické funkce stran
_nahradime funkcemi hyperbolickymi, funkce hla ponechame.
Tak zejména pro pravouhly trojihelnik o stranéch I. m, n a Ghlech
- A, 4 bude

Cos n = Cos [ Cos m = cotg 4 cotg u.- (1)

cos A == gin u Cos I. (2)

Je-li vésti rovnob&zku p k dané piimce ¢ danym bodem P, jenz
od piimky ¢ mé kolmou vzdalenost I, pak v piislusném trojahelniku
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pravothlém (obr. 1) bude 1 = 0, pfislusny thel u nazyvi se thlem
rovnobéznosti a oznaduje se [1(l) jakoZto prisluiny tisetce I, takZe
u =1I1(1) a podle (2) je .
7 této rovnice plyne déle ‘
cosll(l) =Tgl cotglI(l) = Sin . (3%
Opaéné pak oznaduje se Gsetka ! pislusna k thlu rovnobéznosti P s
symbolem Ay, takig plati: ;
w=1II{l) = [ A(u)], _ (4)°
= A(u) = AL, . Wre
Symbolem II zavidéji se Ghly misto Gsedek a symbolem A tsetky
misto Ghld, &m# dociluje se ve vzorcich jakési homogenity, a to
bud v thlech nebo v tsetkach. o
Budiz din pravothly trojahelnik ABC o stranich a,b,¢
a Ghlech e, B. Z ngho odvodime dals{ pravouhly trojahelnik takto:
Pro k-ty trojahelnik oznadme jeho prvky indexem F, p¥i Semz
- pavodni trojihelnik oznatme jako nulty. Pak misto jednotlivych
prvki zavedme veli¢iny « se dvéma indexy podle tohoto schematu:
ot =cx, APr, A[kn— (b)), 4 [ —(ax)], Aex (5).
pro k= 1, 2 3, 4, 5.

Vytvamy zdkon pro fetézec trojuhelnikdt pak je dén vztahem

A A+3 »

Th41 = X, , - (6)

pfi GemZ polozime jesté podminku periodicity v indexu A a to:

A+5 A - i

x5 = % : (7)
Z rovnic (6), (7) plyne viak opétovnym uZivanim (6):
p A+3 148 A+1 i+e A+7 142

o1 = T = Xp—1 = Xp—] = Xp—g = Tp—3 = XTp—3 =

: Y
St L i
Na pt.prok = 4je 2t = z. Pétym krokem se tedy prvky opakuji.
V piivodnim trojthelniku prodluZme odvésnu b a preponu ¢
pres vrchol 4, ktery oznadme B;. Na prodlouzenou’ preponu na-
nesme délku B,0, =a, = 4 (¢, + &) jako#to odvésnu nového
trojabelniku. PY¥i tom ¢, je defekt puvodniho trojahelniku a je
o=n— (0 + o+ in) =tr—ay—pB,. V bodd C; vztydime
kolmiei na @, jeZ protne prodlouZenou odvésnu b ve vrcholu AR
V novém trojahelntku je tedy B, = a. Pokradujeme-li stejnym
zplsobem dile, tak¥e vidy .

Br=tis Gr=A (ot o) =4 Gn—fuy) (77)
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dostaneme 8ty¥i rizné trojihelniky a pity shodny s pivodnim.5)
Z rovnic (5), (6), (7) uréime ostatni prvky. Tak na p¥. polozme
k=0, A =3, takie podle (6) a (7)

28 = 2,8 = L,

podle (5)

podle (4), (4')

¢éili

A [Fr —1(b,)] = ¢y,

Y —1I(by) =1I(c,)

II(by) = 47 —1I(c,)
a tudiz
b, = Algm —II(c)].

Tak dostaneme cyklus trojahelniki, jejichz prvky jsou:

0 B a b

14 [%n—ﬂ(a)] a A [{m—p] 4 [n—1I(c)] %n—ﬂ(b)

2 ap In—1IIb) A[dn—ca] o IIc) (8)
3 Ade I(c) b A [in— B] I —I1(a)

4 A[m—IIb)] dn—M(@) A[n—1I()] Affn—a] B

Ze tomu skuteéns tak je, lze se presvédéiti pHmym vypoétem
jednotlivych trojahelniki.
Ve sférické geometrii misto (5) nastupuje schema

ot = cx, P, T — ar, tw— br, o (5)
pro A=1 2 3, 4, 5

a trojuhelniky konstruuji se tak, Ze

Br = ar—1, br = ar—1 + er—1 = §7— P

(na rozdil od hyperbolické, kde bylo ar = 4 [{m — fr—1]), pi demz
¢x = ¥ — ag — fg znadi thlovy exces. Trojihelniky tvori pak
Yetézec, ktery se v sebe uzavird.®) Dusledkem tohoto fetézce je pak
znamé pravidlo Neperovo. : -

Podle schematu (8) je patrno, Ze prepona ¢ nabyva hodnot,
jez slouzily k uréeni veli¢in x;* podle vztahﬁ (5). Z rovnice (6}
pro A = 1 dostaneme

Tpp1 = 2zt Gili ey = 4 [§ —I(az)]. (9)
Z téze rovnice pro 1 =3
= x;3;+1 = 28 = 2! ¢ili 4 [im—TII(br+1)] = Cr- (9%)
Z fady rovnic (7') vztah xpy; = a3 s davé pro A = 1 resp. 2
Ch1 = Adog—s, . APr+1 = Ch—2- . (9"}

5) Rovnice (7’’) mohou slouZiti za vychodisko, nebot jsou specialisaci
rovnie (5),+(6), (7), (7).
‘ 8) Dr. Gerhard Hessenberg: Ebene u. sphamsche Geometrie. Str. 115.
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Rovnice (9), (9'), (9") lze spojiti ve tvar:

cra1 = 4 [ln ——H(ak)], Crig = (g’;) (10)'

Napiéme nyni hodnoty pro ¢ do kruhu. pentagrammatu, v pofadi
daném péticipou hvézdici takto:

C
0
Ao 3

o

4B
1 4
A —I(@)] 4 [3x—I(b)).
Pondvadz pak podle (1), (3). (3') miZeme psati rovnice:
1
sin [T(az) sin [1(by) =
1 .y
cos [$7 —IT(az)] cos [3n ———H(bk)]
oy Cotg A[tn —I(ar)] Cotg A[$x —I1(bz)],

Cos ¢;. = Cos az Cos by =

E

Cos ¢ = cotg o cote B — Sin A(ax) Sin 4(Bx) 1y

&ili podle (10)
Cos ¢ = Cotg cxy1 Cotg ¢p—1 = Sin ¢4y 3 Sin cr—s, (12)
muzeme vysloviti pravidlo:

Cos kteréhokoliv prvku penta,gra,mma,tu rovnd se souéinu
Cotg prvkia protilehlych nebo soudinu Sin prvki piilehlych.

Toto pravidlo je Gplné analogické s Neperovym. Rozdil je |

pouze v tom, Ze hyperbolické funkce nahrazuji goniometrické a Ze
Cotg a Sin vyménuji si role se sin a cotg.
Uzitim relaci (3), (3') lze (12) pfepsat na tvar :
sinIT(cx) = cosI(cky1) cos IT(cr—1) = tg IT(cxrs) tg IT(cr—s). (13)

Uzijeme-li tedy podle této rovnice symbolu /7 na zminéné penta—
gramma, dostaneme

II (c)
0
« 3 2 8
1 4

e Ty

a pravidlo (13) pre]de v Neper-Engelovo,’) pravici, Ze sin kterého-
koliv prvku rovné se soudinu tg prilehlych nebo souéinu cos proti-

7} Engel - Lobatschefskij: Zwei geometrische Abhandhmgen.
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lehlych prvki. MiZeme ¥ici. ze pravidlo Neper-Engelovo je pro
- pentagramma homogenni v thlech, pravidlo (12) pro pentagramma
homogenni v tsetkach.
 Kreslime-li cyklus trojithelnikdi pro hyperbolickou rovinu,
nedostaneme obrazec uzavieny jako v roviné sférické. Tam totiz
odvésny ar—1 aaz+1 stoji kolmo na prodlouzené pieponé ¢ a prodlou-
zeny protinaji se ve vrcholu, ktery je spoleény trojuhelniku & + 2-
hému a k + 3-timu. V Lobadevského geometrii viak, maji-li dvé
piimky spoleénou kolmici, neprotinaji se vibec. V obr. 3 zvolil
- jsem tudiz seskupeni podle spoleénych Ghli a odvésen. K zobrazeni
vzil jsem zndmé stereografické projekce koule o peloméru imagi-
nérnim.®) Celd rovina zobraz{ se dovnit¥ kruhu k, jehoZ obvod
zobrazuje body nekoneéné vzddlené. Piimky zobrazuji se jako
kruznice protinajfci kolmo zdkladni kruZnmici. KruZnice zobrazuji
se jako kruznice a hned vidime (obr. 2), Ze rozeznidvame kruZnice
obyéejné (k;), kruznice s jednim bodem v nekone¢nu (k,) zvané
mezné kruznice ¢i horocykly a kruznice se dvéma body v nekoneénu
- zvané ekvidistanty (k;). Snadno Ye$i se v tomto zobrazeni tloha:
Vésti danym bodem rovnobéiku k dané piimece (obr. 1). _

V obr. 3 oznadeny jsou trojihelniky shodné podle schematu (8).
Pro konstrukei je vyhodno sestrojiti ve vrcholech 4, B pavodniho
trojahelniku p¥imky svirajici s ¢ ahly imw—pB, dw—a a vésti
k nim rovnobézky kolmé k ¢, které vytnou na prodlouzené preponsé ¢ -
odvésny délek 4 [{n — f], 4 [{x — o] a na prodlouZenych odvés-
nach vrcholy A4,, B, trojahelniku 1, 4. Vrcholy 4, B piivodniho
trojihelniku vedeme piimky svirajici Ghel [I(c) s odvésnami
a protinajici druhé, prodlouZené -odvésny ve vrcholech A4, A,
trojahelnikd 3, 2. :

Pieneseme-li dhel g k vrcholu 4, thel a k vrcholu B k pro-
dlouzenym odvésnam b, a, jak v obr. 8 je naznaleno &¢arkovang,
dostaneme obrazec, ktery prechodem k nekonedné velkému polo-
méru koule ddvé pruhy nad stranami a, b, ¢ mezi kolmicemi k nim
a prostirajici se do nekoneéna. Je to specielni piipad obrazce
podobného, jimz dokazuje se Pythagorova véta, ktery vyjde ve
élanku: ,,Jednoduchy dikaz véty cosinové ‘a zobecnéni nékterych
poutek“ v ,,Rozhledech matematicko-p¥irodovédeckych®.

Uvedme jesté jednoduchy priklad.

Necht jednd se o pravotihly trojahelnik, jehoZ jedna odvésna
~ Jje @ a'prilehly thel § = lz. Podle pentagrammatu je

Cos 4(B) = Cotg 4(«) Cotg 4 [tn —I(a)],

- 8) Klein: Vorlesungen tiiber die nichteuklidische Geometrie. Gotinky

1890/1892 (litograf.). — Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie (1926).

— Zajimavs fysikalni aplikace je ve ¢lanku: Prof. Dr. A. Dittrich: Rovnice

.}Iga.xwellovy v prostoru Lobadtevského. Casopis pro pést..math. a fys. XL,
10.
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