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Piispévek k neeuklidovské geometrii.
L. I llingerovd.

(Doslo 20. Eervna 1932.)

"V zimnim semestru 1931/32 méla jsem v semindfi pro filosofii
matematiky referdt o noetickych problémech v neeuklidovskych
geometriich. P¥i té prileZitosti narazila jsem na zdanlivy rozpor
vznikly v r@znych zobrazenich neeuklidovské roviny, ktery chei
v tomto &lanku objasniti. Budu se zde zabyvati hlavné kruznicemi,
a to v roviné hyperbolické. v niz se vyskytuji tii druhy kruZnic
(cyvkly, horoeykly a ekvidistanty)!); naproti tomu v roviné eliptické -
a v rovinich parabolickych jest jediny druh kruznic. :

V Kleinové zobrazeni jest kruZnice kuZelosetkou, ktera se
dvojnésobné dotyks ,.absolutni kuZelosetky*?) a jest tedy urena
dal§fmi tfemi podminkami (str. 102). ReSme na p¥. Glohu: tfemi
body hyperbolické roviny proloZiti kruznici! Uloha, sestrojiti
kuzelosetku, ktera by prochazela tfemi danymi body a dotykala
se dvojnésobné jiné dané kuzelosetky. jest. jak znamo. &tyi-
znaéna: T¥emi obecné polozenymi body hyperbolické
roviny lze proloziti éty¥i kruznice.

V zobrazeni Poincaréové, které jest konformni s geometrii
v roviné euklidovské a pifi ném# se absolutni Gtvar zobrazi jako
osa X, kruZnice se jevi opét jako kruZnice: cykly osu X neprotinaji,
horoeykly se ji dotykaji a ekvidistanty ji protinaji (str. 142. 143).
Tremi body lze viak proloZiti jedinou kruznici. Zdalo by se tedy,
%e v Poincaréové zobrazeni hyperbolické roviny lze tiemi body
proloziti jen jedinou kruzniei, coz jest vysledek odporujici pred-
chézejicimu, nebot zfejmé vlastnosti hyperbolické roviny nesméji-
z4viseti na tom, jakého druhu zobrazeni bylo pouZito. V téchto
dvou zobrazenich jest tedy zdnlivy rozpor, ktery vysvétlime.
Kromé toho rozie$ime nékteré alohy o kruznicich v hyperbolické
roviné. .

Nejprve uvedu jednoduchou konstrukei kruznic tfemi body
v Kleinové zobrazeni. Bude to vlastné, jak bylo vySe feteno,
fegent Glohy: tfemi danymi body a, b, ¢ proloziti kuZelosetku 1K
tak. aby se dvojnasobné dotykala kuZelosetky K! Ob& kuZelo-
setky K, 1K patii do svazku, jehoZ jedna sloZend kuZelosetka

1} Viz Dr. V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie (Edice Kruh,

1926) str. 104; v dal§im uvadim pouze stréanky této knizky. '

2) Uvozovkami oznadujeme euklidovsky model neeuklidovského
atvaru. ¢ &
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sklada se ze spoleénych teéen 7', 27" a druhé dvé splyvaji ve spoj-
nici 1S spoleénych bodt %, 2% (obr. 1). Protneme-li tento svazek
libovolnou piimkou, vznikd na ni bodové involuce, jejiz jeden
samodruzny bod lezi nutné na 1S, nebot dvojnisobné poditand
primka 1S jest kuZelosetkou svazku. Jsou-li v nasem piipadé
dény t¥i body a. b. ¢ pro hledanou kuzelosetku 1A, dostaneme na
ptimkéch 4 = ab, 24 = bc, *4 = ca involuce (a, b; & 1&;...)
resp. (b, c;n,ty; ..., (¢, a; £ .. .) se tfemi dvojicemi samo-
druznych bodit ‘m, 2m; n, *n; p, 2p. Téchto Sest bodi lezi po tiech
na étyfech piimkach 1S, 28,38,4S. které jsou jiZ spojnicemi do-
tyénych bodd hledané kuZeloseCky 'K, resp. 2K.*K,*K s danou
kuzelosetkou K (obr. 1). T¥i z téchto p¥imek 18, 28,38 protinaji
kuzeloseSku K redlné, nebot tii body im, n, p lezi uvnit¥ kuzelo-
- seCky K ; ostatni tii *m, *n, 2p lezi vné K a jejich spojnice S protina
ji bud také redlné nebo imaginirné. Je-li kuzelosetka K absolutni
kuZeloseCkou hyperbolické roviny, jsou tii kruznice nasi ulohw
ekvidistanty, étvrtd jest bud ekvidistanta. nebo cykl (podle polohy
bodi a, b, ¢). Piimky S jsou polary ..stfedd” hledanych kruznic
vzhledem k absolutni kuZeloseéce. Protind-li p¥imka S kuzelo-
setku K redlné, jest kruZnice (v tomto ptipadé ekvidistanta)
rozdélena pifmkou § na dvé dasti tak., Ze z jedné nelze prejiti
na druhou, ponévadz nemuzeme piechazeti elementy nevlastni
(t. j. nekoneéné vzdalené).

Mé-li hledand kruznice byti horocyklem, pak polara .stfedu*”
dotyké se absolutni kuZeloset¢ky v bodé, v némz ma horocykl
styk tretiho ¥adu s absolutni kuzelosedkou. Horocykl jest uréen
dvéma body nebo bodem a smérem. Obé konstrukce provedeme.
Konstrukee horocyklu daného dvéma body a, b jest: Na spojnici ab
najdeme samodruzné body involuce, jejiz jednou dvojici jsou body
@, b a druhou dvojici tvo¥i pruseéiky této spojnice s absolutni
kuzelosetkou. Teény vedené ze samodruznych bodi této involuce
k absolutni kuzeloseéce jsou jiz polary ..stfed@* horocykli. V do-
tvénych bodech téchto teSen maji horocykly étyibodovy dotyk
"s absolutni kuZelosetkou. Vysledky jsou &tyfi, dva realné a dva
imaginarni. Konstrukce horocyklu daného bodem a smérem (t. j.
bodem a te¢nou v ném) jest: Postup stejny jako p¥i FeSeni piedchozi
tlohy, pouze s tim rozdilem, Ze zde body .¢, b splynuly v jediny
bod, a jejich spojnice stala se tednou. Na tetné najdeme bod
poldrné sdruzeny k danému vzhledem k absolutni kuZeloseéce
a z ného vedeme tedny k absolutni kuzelosedce; aloha ma dva
realné vysledky.

Nyni prejdeme od zobrazeni Kleinova k zobrazeni Poincaréovu
a dokazeme, ze i zde m4 dan4 tloha (t. j. konstrukce kruznice tfemi
body) &tyfi TeSeni.



Nejprve si zavedeme pomocné zobrazeni, které budeme nazy-
vati zobrazenim intermediernim. K tomu pouzijeme transformag-
nich rovnic, které Hlavaty uvadi ve své knize pro prechod z Klei-

Obr. 1.

nova zobrazeni do zobrazeni Poincaréova (na str. 141 a 142).
Je-li absolutni kuZelose¢ka Kleinova zobrazeni ddna rovnici

n—§& =0, (1)
zavedeme nové soutadnice u,, u, tak, Ze w, = konst. je rovnice

horocyklu- a u, = konst. rovnice kolmice na tento horocykl. Za-
vedeme-li misto homogennich soufadnic &, 7. ¢- nehomogenni



X = g, Y = g, mé absolutni kuZelosetka rovnici
: Y —X2=0. (2)
Uzijeme-li rovnic pro horocyklicky pohyb (str. 119). jest rovnice
Y —X2=¢2u (3

rovnicf svazku horocykld bodem (stfedem) o soutadnicich (0, 0, 1),
pii demz u,, jest parametr svazku; pro u, = co jest rovnice (3)
rovnici absolutni kuZelose¢ky. — Pro bod o, (1, 0. 0), ktery lezi
vné absolutni kuZelosetky, a tedy pro vSechny body lezici vné jest
Y — X2 <0, pro bedy uvnitt jest ¥ — X2 > 0; ¢ méa proto
redlnou hodnotu pro body uvnitt absolutni kuZelosetky, imagi-
narni pro body vné. Omezime se na horocykly. to jest na kuZelo-
seky (3), uvnitt absolutni kuZeloseGky. Ortogonalni trajektorie
horocykld jsou primky prochdzejici jejich stfedem O, (0, 0, 1);
X = u, jest rovnice svazku ortogonalnich trajektorii svazku
horocykli, u, jest jeho parametr. Zavedeme-li vztahy

=y Y= e, . (4)
jest podle pravé reéeného pro body uvniti absolutni kuzeloseéky
y* > 0, pro body vné absolutni kuZeloseky 3* < 0 a transformadni
" rovnice pro prechod z Kleinova zobrazeni do zobrazeni intermedier-
nfho zni

X=z, Y=a'typ (5)
a obréacens z=2X, y=4)7 —X= (5")

Rovnice absolutni kuzelosetky (2) pfejde transformaci (5) v rovnici
y? = 0, coZ jest dvojndsobné politani osa X.

Rovnice ptimky v Kleinové roviné AX + BY + (' = 0 prejde

transformaci (5) v rovnici

Az + B(2* + ) + C = 0. (6)
coz jest v intermediernim zobrazeni rovnice kruZnice se sti‘edqm
na ose X; ve zvlastnim p¥ipadé, pro B = 0, jest rovnice (6) rovnici
piimky kolmé k ose X. Dvé , rliznobézky se protinaji redlné mimo
osu X, dv& ,,rovnob&zky‘‘ maji spoleény bod na ose X a dvé mimo-
bézky se protinaji imagindrné. '

Rovnice kruznice o stiedu s (s;, s, 85) a poloméru (hyper-
bolickém) » v hyperbolické roviné p¥i Kleinové zobrazeni jest
v soufadnicich homogennich

fes® = fesfss Cos® r M
(str. 101), pii Cemz . '
fefe = nl — &%, fos = 8383 — 8%, fes = $(n835 + {8 — 2&sy).
Gasopis pro p¥stovdni matematiky a fysiky. Rolnik 62. . 11
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Jsou-li s, # nehomogenni soufadnice ,,st¥edu‘ kruZnice v inter-
mediernim zobrazeni, jest vzhledem k (5)

§1.= Sa PR 2 ) 5#«'
i 8,83 82 4 £2. (,7)
Pouzitim rovnic (5), (5”) prejde rovnice (7), kterou miZeme psat
- ve tvarn o
3¢+ Y — 2Xs)]2 = (Y — X?) (t — s?) Cos?r A7)
ve tvar

(22 + Y2 + s% + 12— 2a5)2 = 42 Cos? r, &ili (8)
% 4+ y? 4 5% + 2 — 228 = 2eyt Cos r, &= + 1; (9)
z toho (x — 8)2 4+ (y — et Cos 7)? = 2 Sin2r. (10)

Kruznice Kleinovy roviny piejde, jak plyne z rovnice (10), do dvou
kruznic soumé&rné poloZenych podle osy X (pro & = -+ 1, nebo
¢ = — 1).» Transformaci (5) prejde kazdy bod do dvou bodi
soumérné polozenych podle osy X. Mezi zobrazenim Kleinovym
a intermediernim jest tedy jedno-dvojznaénd korespondence.
Transformaci naSich bodt a, b, ¢ ziskdme v intermediernim zobra-
zeni t¥i dvojice bodu o', a”, b, b”, ¢/, ¢ a jimi prolozime &ty¥i
dvojice kruznic. 1K = (a'b’¢’) + (a"d"c”), 2K = (a'b'c”) + (a"b"¢"),
2K = (a'b"¢’) + (a"b'c”), ‘K = (a’b"c") + (a"b'c’).
Chceme-li ziskati jedno-jednoznaény vztah, musime se v rov-
‘nici (5°) omeziti na jedno znaménko (zvolime -+) a tim ziskdme
zobrazeni Poincaréovo. Kazdému bodu Kleinova zobrazeni odpo-
vidé jediny bod, a to nad osou X (y > 0). Obraz celého Gtvaru
v Poincaréové roving ziskame, jestlize uvazujeme v intermediernfm
zobrazeni polorovinu nad osou X. Ponévadz kazdy ttvar Kleinovy
roviny piejde, jak bylo dokdzano, do roviny intermedierni do dvou
utvart soumérné podle osy X polozenych, obdriime cely ttvar
v roviné Poincaréové zrecadlenim na ose X oné &asti, ktera je pod
osou X (v obr. 2 sestrojena kruznice !K). Viechny poznatky ziskané
pro intermedierni zobrazeni plati v roviné Poincaréové, omezime-li
‘se na Gast roviny nad osou X. TH z vyde uvedenych kruznic 2K,
*K,*K jsou zfejmé obrazy ekvidistant, étvrtd 1K jest bud cykl
nebo ekvidistanta, podle polohy bodd a’, ', ¢’. Obrazy polar S
.,Stred@* kruznic Kleinovy roviny jsou v Poincaréové roving pil-
kruZnice, jeZ maji stfedy na ose X a prochézeji prisetiky kruZnice
s'osou X. Tak jako v Kleinové zobrazeni nemtzeme ani zde pte-
chézeti z jedné Gasti ekvidistanty na druhou, jsou-li odd&leny
polarou 8 (v obr. 2 poldra 18" rozdéluje kruznici prolozenou body
a’, b’, ¢’ (a”,b",¢") na dvé éasti 1K', 1K” tak, %e na pt. z bodu ¢
nelze prejiti do bodu b’). Poldra stiedu cyklu jest zde z¥ejmé
~ imagindrni. Jak bylo vy%e dokdzéno, jest pro body, které lezi vné
absolutni kuZelosetky Kleinovy roviny, y — e—% imagindrni:

S
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Idealni atvary Kleinovy roviny (t. j. ty, které lezi vné
absolutni kuZelosedky) stdvaji se v zobrazeni Poinca-
réové imagindrnimi.

Konstrukce horocyklu daného dvéma body o’ (a"), b (b”)
v zobrazeni intermediernim a tedy i v roviné Poincaréové davs
rovnéZz dvé feSeni redlnd (konstrukce kruZnice dané dv&ma body
a’, b’ a tetnou X jest dvojznaénd) a dvé Yefenf imaginrni (pro

a’, b", X). Zobrazi-li se body a, b do bodi «’, b tak, Ze spojnice a'd’
je rovnobéznd s osou X, jest tato spojnice jiz jednim redlnym
fefenim nadi Glohy. PoloZme si otdzku: Co odpovidad v Kleinové
zobrazeni obecné polozené piimce roviny Poincaréovy? Vedle
piimky ez + by 4+ ¢ = 0 musime uvazovati zdroven piimku
ax —by + ¢ = 0 (zrcadlenim na ose X piejde prva piimka
v druhou). Transformaci (5') dostaneme rovnici:

(@ + b2) X2 + 20cX — B2Y + ¢? = 0;

Jest to kuZeloselka, ktera se absolutni kuZelose¢ky dotykd v bodé
(0,1,0). Zdanlivy rozpor, o kterém jsme se zminili na
11*
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podatku, je tedy zpusoben zaménou zobrazeni Poinca-
réova a intermedierniho.

Pohybuje-li se v euklidovské roving konstantni Ghel « tak, Ze
jeho ramena MN stile prochizeji dvéma pevnymi body m, n,
probiha jeho vrchol v kruznici. Hledejme geometrické misto téchto
vrcholt v hyperbolické roving! Uhel dvou pifmek v Kleinové
zobrazeni jest dan vzorcem

o = ; log A (str. 82),

pii Cemz A jest dvojpomeér paprékﬁ MN vzhledem k teéndm ve-
denym z priseéiku (M N) k absolutni kuZelosebce. Pro konstantni «
jest A =e2a=1Fk. Je-li absolutni kuZelosetka déna rovnici
v homogennich soutadnicich 7{ — & = 0, zvolime vhodné body
m, n, tfeba na pifmee & = 0:m (0, 1, 1), 2 (0, @, 1). Z proménného
bodu v (w; y,2) vedeme k absolutni kuzelosebce tedny. Jejich
rovnice jest
1A = (n{ — &) (yz — 2*) — (Jy¢ + 32y — 26> = 0.

Dale stanovime dvojpcmér (MNT2T), ktery se rovnd dvojpoméru
priasedikd té&chto paprskt s pimkou & = 0. Stanovime oba pri-
sebiky 1, % teten 1T, 27T s piimkou & = 0 a dvojpomér (mn't*) na
- primee & = 0 md byt konstantni.
Body 1, 2% maji soufadnice:

1% (0, yz — 222 4 2z sz — g}é: 2?%),

2t (0, yz — 22 —2x ]/a:2 — yz, 2%),

(mntt?t) =

(22 — yz + 22 — 2z Jx® — y2) (a2 — yz + 222 + 2 ]/91:7—- Yz) .

(22— yz + 22 + 2z |2 — y2) (a2® — yz + 222 — 22 ]/x2 — y2)
=k.

Vynasobime-li a polozime 'z = X, g = Y, jest rovnice hledaného

geometrického mista v.nehomogennich soufadnicich:
[Y* 4 (2X2— ¥) (@ + 1) + al? (1 —k)*—
—4X2(@a— 12 (1 + k2 (X2—Y)=0.
Nalezend kiivka jest stupné &tvrtého K% Libovolnd kruZnice
prochizejici body m, » proting ji mimo bcdy m, n jesté v Sesti
bodech. Lze tedy rici: Kazdému uhlu « jest na libovolné kruznici K?
prifazeno fest bcdh takovych, Ze se z nich dva pevné body m, n
které lezi na K2, prcmitaji pcd dhlem «. Pro a =0 jest k=1

(11y
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a k¥ivka K* se rozpadne na absolutni kuZelose¢ku a dvojnasobnou
spojnici bodu m, n. Pro a« = i;—z jest k= et = — 1 a kiivka

K* jest dvojnasobné poéitanou kuzelosetkou:
Y4 (2X2—Y¥)(@+ 1)+ a = 0.

‘Jsou-li ramena MN Ghlu ¢ vzajemné kolmd, pak jsou polarné
sdruzens vzhledem k absolutni kuZeloseéce (str. 86). Pohybuje-li
se pravy ahel, vytvoruji obé ramena dva paprskové svazky vzd-
jemné projektivni o stfedech m, n; vytvorem techto svazku jest
skuteéné kuzelosedka.

Do roviny Poincaréovy se piimky M, N zobrazi do polo-
kruZnic M'N’ se stiedy na X. Budeme zde tedy hledati geometrické
misto bodd, v nichZ se kruznice prochézejici pevnymi body m’, n’
(M’ bodem m", N bodem n’) protinaji pod konstantnim dhlem «.
Transformaci (5) prevedeme body m, n do bodd m’, »'. Jejich
souradnice budou: m’ (0, 1), =’ (0, ]/a). Uzijeme-li pro vypodlet
thlu vzorce Laguerrova: :

= —logl

pii demz A= (M',N',2I’,2I') jest dvojpomér paprski M ‘, N’
vzhledem k 1sotroplck3’rm paprskum i, 2, ]dou(nm pruseélkem
(M’N"). -

Rovnice kruznice M’, ktera prochazi bodem m’ a proménnym
bodem o soutadnicich (z, y, z) a ma stfed na ose X, v homogennich
souradnicich &, », { zni

M= w2 (8 4 o) — L (2% + g — ) — anl? =

Rovnice kruznice N’ bodem #»’ a bodem (z,y.z), jez ma

stted na X, jest
N' = xz (&2 + n?) — EC (22 — 9% + az?) —axzl? = 0.
Teény sestrojené k témto kruZnicim v pruseéiku (2, y, 2):

W = &L (a2 — y? + 22) + 2wynl — 2z (22 4 Y2 4-2%) =0

resp. ‘
D2 = EL (a2 — y? 4 az?) + 2zynl — = (2* + y* + az?) = 0.
Isotropické primky bodem (z, ¥, z) maji rovnice: ’

J'=4t—zp+ L (x—y)=0,
_ ' =2k +2p— L (tx + y)=0.
Stanovime dvojpomér prisediki (%, %, 14, %) téchto Sty primek
s ptimkou & = 0.
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1 (0, 2% + y2 + 22 2yz), % (0, 2% + y? + az?, 2yz),
17 (0, yz — 122, 22), 2 (0, yz + 12z, 2%).

(1t2t1’i27:) —
24 (22 + Y+ 22— 292 -+ 2izy) (2 + ¥ 4 a2 — 2y% — 2iay) i

A (@ P+ A2y — 2imy) (B + ' + a2 — 297 + Ziwy)
= k. '

¥
?z

PiSeme-li opét z, y misto

—, =, jest hledana rovnice
2

b

[(2* 4+ 922 + (x*—9?) (@ + 1) +a] (1 —k) +
: + 2izy (@ —1) (1 + k) = 0;

pro hyperbolickou rovinu musime vSak uvazovati i kfivku vzniklou
zreadlenim na ose X, totiz :

(2 + 92 + (a2 —y%) @ + 1) + a] (1 — k) —
—2izy (@—1)(1 + k) = 0.
Vysledna rovnice zni:

4P+ @ =) @+ D+aP b+
+ 42?2 (a—1)2 (1 +k)2=0= K% :

Pro « = 0 obdrzime dvojnasobné poéitanou spojnici obou bodd
a pimku »?> =0, t. j. absolutni kuZelosetka. Pro « = 4 4=
jest kiivka dvojnisobné poéitanou ,kuZeloseSkou* (22 4 »2)2 +
+ (22— %) (@ + 1) + @ = 0. Provedeme-li na rovnici (11) trans-
formaci (5), obdrzime (11'). Prolozime-li body m’, n’ libovolnou
kruZnici, ziskdme na ni opét Sestibodové skupiny p¥irazené jednotli-
vym Ghléim.

Ukézali jsme, Ze vlastnosti hyperbolickych kruznic
zde zkoumané jsou nezivislé na tom, jaké zobrazeni
volime. Zrejmé plati tato véta pro jakékoli vlastnosti kruZnic,
které nezavisi na volbé soufadného systému.

Jind zobrazeni hyperbolické roviny.

Promitneme-li polokouli ortogonalné do roviny rovniku, pak
geometrie v hyperbolické roviné takto vzniklé jest konformni
s geometrii na oné polokouli (str. 138). ,,KruZnice‘ této roviny,
t. J. kuZelosedky, které se dvojndsobné dotykaji rovnika, promitaji
se na kouli do kruznic: praméty cykli neprotinaji rovnik, praméty
horocykli se ho dotykaji a praméty ekvidistant maji s nim dva
body spoleéné. Nezalezi na tom, kterou polovinu koule uvazujeme,
ponévadZz ortogonalni priiméty obou do roviny rovnika splyvaji.
Mame-li tfemi body v roviné rovnika proloziti kruZnice, mizeme
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