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O jistych parabolickych plochach v 2n-rozmérnych
eukleidovskych prostorech.
0. Boruvka. :
(DoSlo 7. za¥ 1932.)
1. V neddvno vyslém pojednéani!) studoval jsem ve &tyi-

rozmérném eukleidovském prostoru nadkruznice (t. j. kiivky.
jejichz vechny tii skalarni kiivosti jsou od nuly rizné konstanty)

a jistou tfidu ploch obsahujici mimo jiné zvlastni plochy pfimkové, .

t. zv. plochy prifazené nadkruznicim. .
Vysledky v cit. pojedndni uvedené, pokud se tykaji nadkruznic,
roz&f¥il p. M. Sypték na prostory o 2n a 2n + 1 (n = 2) dimensich.2)

V tomto ¢lanku ukézi, jak pojem ploch pfitazenych nadkruznicim

¥y :

se roziifi a jak nejdulezit&jsi vysledky o nich se zobecni na prostory
o 2n dimensich.
2. Pfipomenime nejprve tyto vysledky o mnadkruznicich.

V eukleidovském prostoru o 2» (> 4) dimensich bud I" libovolns

nadkruZnice (t. j. ktivka, jejiz vSechny skaldrni k¥ivosti jsou od
nuly rizné konstanty). n-rozmérny prostor uréeny prvni. tieti,
patou atd. az 2m — l-ou normélou nadkruznice I' v libovolném
jejim bod& P jest t. zv. kolmy prostor nadkruznice I" v bodé P.
Nadkruznice I" mé stfed (t. j. bod, jimZ prochéazeji viechny jeji
. kolmé prostory) a n vzdjemné totdlné kolmych osovych rovin (t. j.
rovin, které se zachovaji kazdym pohybem I" v sebe); tyto proché-
zeji stfedem I". Kolmy prostor nadkruznice I” v libovolném jejim
bodé P sete kazdou osovou rovinu pravé v piimce, prochazejici

(ovSem) sttedem I7; o takové primce pravime, Ze mé osovy smér -

prirazeny bodu P. Kazdému bodu nadkruznice jest tedy ptitazeno n
~ osovych smért, kazdy v jedné osové roviné. :

Pri vhodné volbé soufadného systému muiZeme rovnice I'
psati ve tvaru

X2,_1 =y sinpr, Xey=ycospzr (r=12,...,n). (1)

pii éemz X jsou pravoahlé soufadnice, x jest parametr na nad-
kruZnici a y,, p, vhodné, od nuly rtzné konstanty, p, & p. pro
v &+ u. Naopak, kazdd kiivka danid rovnicemi tvaru (1) (. p»

1) Sur les hypercirconférences et certaines surfaces para-
boliques dans Pespace euclidien & quatre dimensions. (Spisy vy-
dévané piirod. fakultou Masarykovy univ., &is. 146, 1931.)

?) M. Sypték, Sur les hypercirconférences et hyperhélices
dans les espaces euclidiens & p dimensions. (C. R. Acad. Sci. Paris
195, 298—299, 1932).
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konst. 5= 0, p, & p, pro » & u) jest nadkruznice. Stfed nad-:
kruZnice Jest pak poditek soutadnic a kEta (k=1,2,...,n)
080Vv4 rovina mé rovnice X, =0, v =1,2,...,n, v ‘>k —_ 14 Zk.
Osovy smér v k-té osové roviné pi‘ii‘azeny Tibovolnému bodu nad-
kruznice, uréenému hodnotou x parametru, mi smérové kosiny

&y—18in pyx, eycospx (v=1,2 ... n), (2)
pri demz
Ep-1, €2y =0 pro v £ k a &1, € = L.

3. Plochy prirazené mnadkruinici I’ definuji takto: Takovia
plocha jest mistem piimek prochdzejicich nadkruznici I' tak, Ze
primka prochézejici libovolnym bodem P nadkruZnice mé osovy
smér prifazeny bodu P v jedné, pro vSechny piimky téze osové
roviné.

Podle toho jest celkem » ploch ptifazenych nadkruZnici I
tyto se protinaji podél I" a povrchové p¥imky kazdé z nich jsou
rovnobézné s jednou osovou rovinou.

Ze vzoret (1) a (2) plyne bezprostedng, Ze vzhledem k systému
soufadnému, pri némz mé I" rovnice (1), jsou rovnice k-té plochy
prifazené hadkruZnici I" dany opét vzorci (1), pfi éemz v8ak mimo x
i yi jest povaZovati za neodvisle proménnou.

Ztejmé muzeme vidy rovnice jedné plochy piifazené nad-
kruznici I' pfedpokladati ve tvaru .

X, =ysinz, X, =ycos z; X; = yy8in p,x, X, = y, CO8 1%, . . .,
Xon = Ya COS Pu, (3)

pii éemZ z, y jsou neodvisle proménné a p,, ¥, vhodné konstanty
(Pu 3= 0, 1, pu 5 P Pro 4 = o).

V' dal§im budu pro ]ednoduchost mluviti o plochach pnra-
zenych nadkruinicim v §ir$fm smyslu tom, Ze vypustim pod-
minku p, 4 1. Plochy, o né se tim roziiii t¥ida obecnych
(t. j. s p.=£ 1) ploch piitazenych nadkruznicim se mohou po-
vazovatl za limitni pi¥{pad téchto a nebylo by nesnadné je rovnéz
definovati geometrickou konstrukei (pro n=2 v.1) str. 30).

4. Z tady geometrickych vlastnosti uvaZovanych ploch, jez
plynou bezprostfedné ze vzorcl (3), vytknu jenom nasledujici:

Kazdd plocha pritazend nadkruznici pripousti grupu oot pohybi
v sebe, tuté: jako nadkruinice, jiZ jest prirazena. Trajektorie této
grupy na plose jsou nadkruznice a plocha je pritazena kazdé z nich.

Linedrni element plochy (3) jest

ds? = dy® + (9 + »’ps + - - - + ya"pe?) da
a tedy:
Trajektorie grupy pohybt plochy v sebe na ploSe sekou kolmo

Casppls pro pistovini matematiky a fysiky. Ro¢nik 62. 10
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»povrchové piimky. Kaidd z wvazovanych ploch se dd deformovati
na vhodnou plochu Sroubovou.

5. Nyni pijde o to charakterisovati plochy p¥i¥azené nad-
kruznicim lokdlnimi vlastnostmi. Za tim ftiéelem objasnim po pi.
zavedu nékolik pojmi, které v dalsim budu pot¥ebovati. -

V uvaZzovaném 2n-rozmérném prostoru®) uvazujme libovolnon
plochu (M) patiici do toho prostoru a na ni libovolny bod M.
V bodé M mé uvazovana plocha uréity podet oskulaénich prostort:
oskulaéni prostor ¥adu 1. 2 atd. Oskulaéni prostor plochy radu %
v bodé M jest linedrni prostor nejmensi dimense obsahujici osku-
la¢ni prostory k-tého fadu v bodé M viech kiivek na ploge prochéze-
jicich tim bodem. Je-li s; dimense oskulaéniho prostoru k-tého
tadu plochy v bodé M. jest v kazdém bod& dostatednd blizkém
bodu M, dimense oskulaéniho prostoru k-tého ¥adu plochy > s
bod M jest reguldrni, plati-li = s;. Predpokladime, Ze uvaZovani
plocha (M) m4 jenom regulérni body. Pak existuje prirozené &islo N
takové, Ze s; < s, < ... < sy = 2n a oskulaéni prostory ¥adu = N
plochy maji vSechny dimensi .2n; pravime, 7e N jest podet osku-
la¢nich prostoré plochy (M). '

V libovolném bodé M plochy k-ty hlavni prostor plochy,
IS k=N-—1, jest linedrni prostor totalné kolmy v bodé M
na oskulaéni prostor plochy k-tého ¥adu v bodé M a obsazeny
v osk. prostoru plochy k -+ 1-ho ¥4du v tom bods.

Tedy jest v kazdém bod& plochy (M) pravé N — 1 hlavnich
prostorl plochy, a to ¥adu 1,2,...,N —1 a k-ty hlavni prostor
plochy ma pravé sp,;—sp (> 1) dimensi.

UvaZujme nyni na plofe libovolnou k¥ivku, prochazejici bo-
dem M. Ta m4 v bodé M uréity podet (< 2n — 1) vektort k¥ivosti:
vektor prvni kiivosti, druhé k¥ivosti atd. Vektor k-té k¥ivosti ma
smér vhodné orientované k-té normily kfivky v bods M a jeho
délka az (> 0) jest k-t4 skaldrni k¥ivost k¥ivky v bod& M. Vektor
k-té kiivosti k¥ivky v bodé M le#f v oskulaénim prostoru plochy
tadu k 4 1-v bodé M.

Ortogonélni primét vektoru, ktery mi smér vektoru] k-té
kiivosti v bodé M a délku a,.a,...a; do k-tého hlavniho {pro-
storu (1 =k < N —1) plochy v-bodé M, jest t. zv. vektor k-té
normdlni kiivosti uvazované krivky v bodé M. Vrcholy vektort k-té
normélni kfivosti v bodé M viech k¥ivek na ploge jdoucich tim
bodem tvoii t. zv. charakteristiku k-té normdini k¥ivosti plochy
v bodé M. V kaidém bod& plochy (M) jest pravé N — 1 cha-
rakteristik normélnich k¥ivosti, a to prvni, druhé atd.

Dé se ukézati, Ze viechny charakteristiky norméaln{ k¥ivosti

%) Pojmy po pf. obecné vysledky v tomto odstavei uvedend maji
smysl po p¥. plati obecn&ji pro n (= 4) rozmérny prostor. )
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v kazdém bodé plochy jsou racionalni uzaviené Lrivky.?) Zvlasteé
charakteristika prvai normalni ktivosti jest vidy elipsa. Ma-li
k-t hlavni prostor plochy v bodé M pravé jednu dimensi, redu-
kuje se oviem charakteristika k-té normalni kiivosti plochy v bodé M
na asetku. Bod M plochy nazyvé se parabolicky jestlize charakte-
ristika prvni normalni k¥ivosti plochy v bodé M prochazi bo-
dem M. Plocha (M) nazyvéa se parabolickd, jestlize kazdy jeji bod
-jest parabolicky. )
6. Hledejme nyni viechny plochy patiici do 9n-rozmérného
prostoru, z nichz kazda. (M) mé tyto lokdlni vlastnosti:
10 (M) jest zvl4&tni plocha parabolickd takové, %e charakte-
istika prvnd normalni kiivosti v kazdém bods M plochy mé v M

N

jeden vrchol a pomer jejich os jest ty# v kazdem bod& plochy:
20 ogkulaéni prostor l-tého ¥adu (k = 3, 4, - - on — 2) v kaz-
dém bodé ‘M plochy jest pravé I -+ 2 vozmérmny.
Je-li n = 2. jde-li tedy o prostor Styfrozmérmy. & mé-li plocha
(M) vlastnost 19, neexistuji pro ni oskulatni prostory yadu = 3.
Takové plochy pravé studoval jsem v cit. pojednani') a nagel
jsem je viechny; zvI1asté plati, Ze obecné plochy pritazené nad-
kruZznicim jsou charakterisovany vlastnosti 10 a tim, Je pPOMEr
délek os charakteristiky prvni norméalni kfivosti (pomér délky oSy
jejiz z&dny koncovy bod neni v piisludném bodé I na plose k délce
osy druhé) jest =+ 2. Budu tedy v dalsim pfedpoklédati n > 3.
7. Predpokladejme. se existuji plochy majiei vlastnosti 1°, 2°
a bud (M) jedna z nich. Kazdému jejimu bodu M prifadme 2
jednotkovych, vzédjemneé kolmych vektorl e, €y, - - > €2n- Vzhledem
k (pohyblivému) systému souradnému M; e, €, .- - 2 miZzeme
vyjadiiti vektory dM, de, vzorci tvaru

AM = w,&; + ©ofs T - - - 4 won®2m} 4)
de, = Wy € T ©nls + ...+ @o2nt2n (r=1,2,.-% 2n)
pii temZ jsou linearni formy ¥ diferenciélech proménnych,
od nich# zavist pohyblivy systém. Vzhledem k tomu, Ze vektory e
jsou jednotkove 2 vzajemné kolmé, splnény jsou rovnice

W + O = 0 (wv=1 2, ..., 2n). (5)

Mimo to spliuji formy © kvadratické relace®) [podminky integra-
bility systému (4)]

e .

1) Ditkaz této véty a rizné uvahy k ni se vztahujici jest v mém pojed-
néni Recherches sur la courbure des gurfaces dans des espaces
3 n dimensions & courbure constante 1. (Spisy vyd. piirod. falkultou
Masarykovy univ., ¢s. 165, 1932.)

5) V. na pt. E. Cartan, La déformation des hypersurfa,ces dans
Pespace euclidienréelan dimensions (Bull. de la Soc. math. de France,
t. XLIV; 1916; p- 67).

10*
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o'y = [wiwn] + [wew] + . . . + [wanwany];
w’yv = [w‘plwlv] + [w,u2w2v] + v [w,u,:?.nw:?.n,v]- (6)¥
Poznamenejme, 7Ze linedrni element plochy (M) jest
ds? = @2 + Wy + ... + waxl

V kazdém bod& M plochy jest vzhledem k vlastnosti 19 plo-

chy (M) prvni hlavni prostor plochy rovina; vzhledem k vlast-.

nosti 2° jest druhy a kazdy dal§i hlavni prostor plochy piimka
a existuje celkem N = 2n — 2 ogkulaénich prostort a tedy 2n — 3
charakteristik normalnich kiivosti, jez jsou mimo prvni, Gsekami.

Volbu pohyblivého systému uréeme nyni bliZe témito podmin-
kami: V kazdém bodé M plochy zvolme piislugné vektory e;. e,
v tetné roviné plochy; vektory e, e, v prvni hlavni roviné
plochy, a to tak, Ze e; jest ve sméru teény charakteristiky prvni
normalni kiivosti v bodé M, e, ve sméru osy charakteristiky prvni
normélni k¥ivosti, jejiz koncovy bod jest M; vektor e; v druhé
hlavni pi¥fmce plochy; vektor eg v t¥eti hlavni p¥imce plochy atd.;
vektor ez, v 2n — 3-ti hlavni pffmce plochy.

Vektory e,, e, piifazené libovolnému bodu M plochy jsou
zfejmé v tetné roviné plochy v bodé M, kdyz a jen kdyz

Wy =Wy = ...= Wy = 0. ()
Podle (6) plati pak kvadratické relace

[w1015] + [0y03] = [w1014] + [Wowoy] = . . .
oo [601601,27;] + [wzwz,‘Zﬂ] =0

a tudiz w1, ws (v=3,4,..., 2n) jsou linedrnimi kombinacemi
forem w;, w, tvaru '

W1y = Pyo®Wy + PrsyWa,

W2y = P1y10y + pqyng, (’V = 3, 4, o e ity 2%) (8)
pfi ¢emz p jsou funkcemi proménnych, od nichz zavisi pohyblivy
systém soufadny.

Abychom vyjadiili zminénou volbu vektort e, e, a dal$ich,
_uvazujme na plose libovolny bod M a libovolnou k¥ivku jdouci
bodem M, jejichz prvnich 2n — 3 skalédrnich k¥ivosti jest v bodé I
_ rizno od nuly: Takové kiivky na ploSe bodem M prochazeji v libo-
volném sméru (v tedné rovind).

Bud ¢ oblouk na uvazované ktivce. Na ni jsou formy w,

x?yskytujici se v (4) formami v do a zvlasts, je-li @ thel, ktery
v bod& M svird teéna uvazované k¥ivky s vektorem e, jest

w; = docos O, w,= dosin 60.. (9)
Ze vzorcu (4), (7), (8), (9) plyne pak snadno
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M=, .. -+ 5333 + 5494 + ...+ &anean, (10)

pii CemZ derivace na levé strané jest podle o, vynechany vyraz
jest linearni kombinace vektort e,, e, a

&, = Payg €082 O + 2py,; cos O sin O + pgye sin? O
(v=38,4,..., 2n).

Avsak vektor M jest v oskulaéni roviné uvazované kiivky v bodé M
a tedy v oskulaénim prostoru druhého radu plochy v bods M.
‘Tento jest podle uéinéné volby vektort e urden vektory e,, e,, e, e,.
Tedy jest pro » =5,6,...,2n: & = 0 a jeito O jest libovolné,
P = Pl = ])0,7 = 0. Tedy ]est S

Wy = Wyg = ... = W1 = 0; (11)
W5 = Wag = . .. = Wagn = 0.
Déle vsak plati v bodé M uvazované kiivky Frenetovy vzorce
M =t
t' = an,, : (12)
Ny = — a0y 1 + il
=12 ..,20n—1; n, =1, ag, = 0)

‘pii temZ t, n, jsou jednotkové vektory ve sméru teény a jednotli-
vych normil kiivky, a, jsou jeji skaldrni kiivosti a derivace na levé
strané jsou podle o.
Ze vzorct (12) plyne zvlasté pro bod M
M'" = any,

-takze podle (10) &, &, jsou slozky vektoru prvni normalni k¥ivosti
uvazované k¥ivky v bodé M do sméru vektort e;, e,. Tedy jsou
parametrické rovnice charakteristiky prvni normaélni krivosti
plochy v bodé M vzhledem k e;, e, déany vzorei

'._ ), 930 T
- Dozo T Pose + Pa30

=3 = ) 2

&

Posz 008 20 + Pin Sin 26,

(13)
"o Pao T Pos2 + Pago —
A 2 2

¥

Puz 05 20 4 Prg Sin 20,

"y

‘v nichz O je parametr.
Vektory e,. e, pfitazené bodu M jsou v teéné rovmé uréeny
.aZ na rotace okolo bodu M. Provedeme-li pfipadné vhodnou rotaci,
docilime, Ze libovolné zvoleny bod na charakteristice prvni norméalni
ki¥ivosti v. bodé M, dany svymi soufadnicemi &, & urden jest
hodnotou @ = lx parametru. Vzhledem k vlastnosti 1° plochy ()
~ jest bod M (& = & = 0) na charakteristice (13). MiZeme tedv
Vpi‘edpoklaﬁdati. a pak jsou vektory e, e, aZ na. orientaci (t. j. aZ
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na vektory opaéného sméru) aplné uréeny, Ze jest uréen hodnotou
O = Lz parametru. Podle vlastnosti 1° plochy (M) jest pak bod
O = lx elipsy (13) jednim jejim vrcholem a podle uéinéné volby
vektord e, e, jest pfimka & = 0 (£, = 0) jedna jeji osa (jeji tetna
v bodé @ = 1x). Tedy jest :
Posz = Posz = Poso = Prar = 0 iy
a 2| Digr |, | Paso | jsou délky obou os charakteristiky. Pii vhodné
orientaci vektoru e;, e, mizeme predpokladati pyg;, Pago > 0 a je-li ke
vhodné kladné konstanta, jest podle 1° 2p3; = kpyy. Pro jedno-
duchost oznadeni piS§me jesté 2m; misto ps,. Mame pak podle (8)
W3 = kmlwz; Wiy = 2Myoy;

14
W3 = kmywy; wyy = 0. (g

Rovnice (14) a (11) vyjadiuji vlastnost 19 plochy (M) a uvaZovanou
volbu vektorl e;, e,. Vedou na tyto kvadratické relace

dm, (1%
2 [, E] + [ws (2e013 + kwyy)] = 0;
[w; (2015 + kagy)] = 0;
k [wyw35] + 2 [0y045] = k& [0y036] + 2 [0y0046] = . . .
=k [wys,20] + 2 [00040] = 0;

[01055] = [wy036] = . . . = [wW05,91] = 0.

TudiZz jsou formy ws,, wg (¥ = 5, 6, . . ., 2n) linedrnimi kombina-
cemi w;, w, tvaru

W3y = P3roWy;

W4 = Prye®; + FhkPsgws, (¥ =5, 6, .. .. 2n) (16)
pfi ¢emZ p jsou funkcemi proménnych, od nichZ zavisi systém
soufadny.

Abychom vyjadtili volbu vektoru e;, uvazujme na plose libo-
volny bod M a k¥ivku jim jdouci — jako difve. Z predchézejicich
vzorcd plyne snadno

' M =... &+ &t ...+ Eanlan, (17)
pii ¢emZz derivace na levé strané jest podle o, vynechany vyraz
jest linedrni kombinace vektort e,, e, €, ¢, a ‘

&, = 2myP1,s cos® O + 3kmy Ps, cos? O sin O, (v=25,6,...,2n)
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Aviak vektor M’ jest v oskuladnim prostoru trettho ¥adu:
uvazované k¥ivky v bodé M a tedy v oskulaénim prostoru t¥etiho
Fadu plochy v bodé M. Tento jest podle uéinéné volby vektort e
uréen vektory e, ... e Tedy jest pro v=6,....2n: & =0
a jezto O jest libovolné, pus = Pz = 0. Tedy jest

(g = . .. = w32, = 0,
Wy = ... = g2 = 0. (18)
Déale vsak plyne z Frenetovych vzorct pro bod M:
M = ...+ aan,,
p¥i éemz vynechany vyraz jest linedrni kombinaci vektora t, n,
a tedy vektord ey, ..., e,. Tedy podle (17) jest & slozka vektoru

druhé normalni kiivosti uvazované kiivky v bodé¢ M do sméru
vektoru e;. .

Rovnice (18) vedou na kvadratické relace
[wg50050] = [Wgwsy] =0 (v =6, ..., 2n),
t. j. vzhledem k (16)
 Paso [0105] = 0; Pize [01005] + $opasy [waw5] =0, (v =6, ..., 2n).

Odtud plyne bezprostiednd, ze je-li ps50 = 0, jest ws = 0 a tedy

plocha (M) patii do prostoru o nejvyse péti rozmérech — coz je
proti predpokladu. Tedy jest
Pss0 = 0,

a pak nutné p;;, & 0, nebot jinak by plocha (M) pattila do Gtyt-
rozmérného prostoru; vhodnou orientaci vektoru e; milZeme
dokonce dociliti 5 > 0. PiSme pro jednoduchost m, (> 0)
misto p5. Parametrickd rovnice charakteristiky druhé normalnf
kiivosti vzhledem k e; jest pak dana vzorcem

& = 2my . my, cos® O,
p¥i &emz O je parametr a 4m, .m, jest délka charakteristiky .

Déile mame
W5 = O, '6045 = My (19)

a tyto rovnice spolu s (18) a predchazejicimi vyjadiuji vlastnost 1¢
plochy (M) a vlastnost 2° tykajici se oskulaéniho prostoru
tiettho ¥adu a soudasné udinénou volbu vektort e,, . . ., €5 ( aijejich
orientaci, aZz na orientaci e,, &,). Poznamenejme, Ze rovnice (19}
a (18) vedou na kvadratické relace ;

(o] = 05 [03 ] 1 [aoys] = 0; [ogs] = 0 (/= 6, ..., 2n).
2 ~ (2¢)
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Pokraéujme nyni uplnou indukei. Bud j pfirozené, 3 < j< 2n —3
a predpoklade]me ze

1. rovnice
W3 = Wy = ...= W= 0;
Wy = kmywy; wy = 2mywy; 01, = 0, - (21)
Woy = kmywy; wy = 0; Wy =0; (my>0; v=25,6,... 2n);
wgs = 0; w3y = 0; (»=286,...,2n);
Dat+1,0+2 = Ma—101; Watiy = 0;
(e=3,...,7; Ma_1>0; v =10 + 3, . 2n),

pii demz m, 1 jsou funkceml proménnych, od nichZ zavisi pohyblivy
systém, vyjadiuji vlastnost 1° plochy (M) a vlastnost 2°, tykajici
se oskuladnich prostort ¥4du 3, ..., j a soudasné udinénou volbu
vektortie,, . . ., €19 (a1 jejich orientaci az na orientaci vektortie,, e,);

2. parametrickd rovnice charakteristiky « — 1-vé norméalni
kfivosti vzhledem k vektoru e,.» jest

oz = 2my . My...Mey00s* @ (z=3,...7),

v nichz O jest parametr.

Tyto predpoklady jsou fakta, jak jsme pravé vidéli, pro j = 3.

Ukazme, Ze z nich plyne platnost vyrokd 1. a 2. pozménénych
tak, Ze v nich misto j éteme j + 1; av8ak s vyhradou, %e v piipadé
j = 2n — 3 vynechdme rovnice wei1y =0, ¢ =4§+ 1= 2n— 2,
y=uca -+ 3,.... 2n (jez nemaji smyslu).

Vskutku, pfedevsim skupina rovnic napsanych v poslednim
radku (21) pro ¢ = j vede na kvadratické relace

{o

dm;j— .
"+ [wgs] = 05 [0300y405] =0, (=7 + 3, .., 20, (22)

mi—1
takze zvlasté formy wj;s, jsou linedrnimi kombinacemi forem
wy, w, tvaru

Wjrop = My_30;, (¥ =17+ 3,..., 2n)

pii SemZ m,_3 jsou funkcemi proménnych, od nichz zavisi pohyblivy
systém.

Uvazujme opét na plose libovolny bod M a k¥ivku jim jdouci
— jako dfive. Z rovnic (21) plyne snadno

MOD = . ..+ Eipseipg + oo + Lonlon, (23)
pii éemz derivace na leve strané jest podle o. vynechany vyraz
jest linedrni kombinace vektori e,. ... e;.s a

& = 2my.my...Mj1.M_gco8t1 O, (v=7j —[— 3, ... 2n)..

"Aviak vektor M@+1 jest v oskuladnim prostoru j + 1-ho Fadu

plochy v bodé M a tento jest podle udinéné volby vektord e uréen.

vektory e, ... e.3. Tedy jest v pripadé j < 2n—38 pro v =
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=/]+4...2n:§ =0 a jeito O jest libovolné, m, 3 = 0;
tedy jest pfi vhodné orientaci vektoru e;;s

Mjr2, i 43 = MjwW;; Wjtgy = 0, (m]‘ >0; v= j + 4, ... 272,), (24)

kdezto v pfipadé §j = 2n — 3 jest posledni skupinu rovnic (24)
vynechati. Tedy plati s uvedenou vyhradou vyrok 1., i kdyZ v ném
misto 7 Gteme j + 1. .
Déle plyne snadno z Frenetovych rovnic
MU = ..+ @, . ay...a0;,

pii GemZz vynechany vyraz jest linedrni kombinaci vektori
t.n,. ..., 0 atedy vektortie, .. ., &2 Tedy jest podle (23) & .4
slozka vektoru j-té normalni kiivosti uvazované kiivky v bodé M
do sméru vektoru e; .3 a tedy parametrickd rovnice charakteristiky
7-té normdlni k¥ivosti jest

&g = 2my .My . . . mj cOsitL O,

pii éemz O je parametr. Tedy plati vyrok 2., i kdyZ v ném misto §
céteme 7 4 1.

Tedy jsou vlastnosti 1° a 2° plochy (M) a soudasné udinénd
volba vektori e (a i jejich orientace aZ na orientaci vektoru e,. e,)
vyjadfeny rovnicemi (21), é¢teme-li v nich § = 2»n — 2 a vypustime
rovnice wgy—1, =0, v=2n+ 1, ..., 2n. Mimo to plati vyrok 2.
pro j =2n—2.

Povazujeme-li rovnice (4) za definujici formy o v promén-
nych M, e, systém rovnic (21), pro j = 2n — 2, spolu s rovnicemi
(3) definuji uvazované plochy (existuji-li) a spolu prislusny po-
hyblivy systém. Vedou na tyto podminky 1ntegrab1hty [jez snadno
plynou z (15), (20), (22)]

i (0 2297 + e o] = 0,
my o
d
[y ;:77{1 ] 4+ 2 [wywy5] = 0; [0,05] = [wywg] = 0;
1
[IZ"L"l]+[a)qw12}_o «=3.4,... 2 —2.

Tyto relace ukazuji, Ze systém rovnic, o néjz jde, neni v involuci
a ze muzeme jej prodlouziti rovnicemi
dmny ¢ 2 5 5 %%
= =2y Wy = NWy; Wy = ACet dn, = (n2— A>my?) .
1
pFi- éemz 7, (3 0) jest novd proménnd.
Prodlouzeny systém jest pak
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Wy = Wy = ...= 3 = 0; ;
w3 = kmywy; 0y = 2myw;; wy = 0; (25)
ey = kMyy; oy = 05 W = 0; (my > 0; v=275,6,.... 2n);
dm,
— = 2mywy; gy = Mgy dmy = (1y® — k2m,2?) w,;
my ,
2 =
Wy = N0y} w3y = 0; (v=25,6,.... 2n);
Wat1,a+2 = Ma—104; Wat1,y = 0;
(e=34,...20—2, me1>0; v=0a+3,...,2n);
a definuje uvaZované plochy. Jeho podminky integrability jsou
dma—y
[y ( — Mw,y)] = 0 (26)
Ma—q

a ukazuji, Ze ‘'systém (25) jest v involuci a jeho feSeni zavisi na
2n — 4 funkeich jedné proménné. Mame tedy tento vysledek:

Plochy ve 2n-rozmérném prostoru (n > 3), z nichZ kazdd (M)
md tyto lokdlnt vlastnosti: :

10 (M) jest zvlastni plocha parabolickd takovd, e charakteristika
promi normdint kitvosti v kazdém bodé M plochy md v M jeden
vrchol a pomér jejich os jest tyz v kazdém bodé plochy;

2° oskulaént prostor k-tého vddu (k = 3, 4, . . ., 2n — 2) v kazdém
bodé M plochy jest prdavé k + 2 rozmérny,

existuji @ zdvist na 2n — 4 funkcich jedné proménné.

8. Tvrdim, Ze mezi uvazovanymi plochami jsou vSechny plochy
. prifazené nadkruZnicim a jsou charakterisovdny tim, %e piipoust&ji

grupu oo! pohybl v sebe. :
- Vskutku, uvazujme libovolnou plochu (M) soustavy (25)
a predpoklddejme, Ze piipousti grupu co! pohybi v sebe. Trajektorie
této grupy na plose daji se definovati linedrni relaci mezi formami
®;, o, & na kazdé trajektorii jsou viechny invarianty plochy kon-
stantni. Tedy zv14$té m, je konstantni a tedy, je#to m, & 0. jest

w; = 0 rovnice trajektorif. Tedy m.—; (¢ =3, ..., 2n — 2) jest
konstantni podél kiivek w, = 0 a tedy jest, podle (26),
i o BRI P 2). (27)
my

Jsou-li naopak na plose (M) soustavy (25) splnény rovnice (27).
zévisi koeficienty piisludnych rovnic (25) jenom na jednom para-
metru a piisluSnd plocha pFipousti grupu oo! pohybt v sebe.

Aviak zfejmé systém rovnic (25), (27) d4 se kompletnd integro-
vati. Tedy existuji v soustavé (25) plochy, které p¥ipoustsji grupu
ool pohybt v sebe a zdvisf, jak je patrno, na 2n — 2 konstantéch,
konstantu k v to poéitaje. Jde o to, ukézati, ze tyto plochy jsou
pfifazené nadkruznicim.
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9. Za tim tGéelem uvaZujme jednu takovou plochu ()
a viimnéme si predevsim, Ze rovnice (25) obsahuji w’, = 0, takze
zvlasté na plose (M) jest w, exaktni diferencial. Odtud plyne
snadno, Ze mtizeme na (M) zvoliti neodvisle proménné z, y tak. ze

w, =dy; o, = VyT-I—_l?ﬁ dz;

Y kl ka1
ny = — gy kM = e Mg = e,
(s ¥+ k ]/y2 + k2
(¢ =3,...2n—2)
pti ¢emz k. ..., k2y—3 jsou kladné konstanty.
Pisme pro struénost e, misto yel_—{_—_-k—ﬁa— a ey misto Llfl—:/ .
o Vo + &y Vo2 =k
takZe i nyni vektory e, e, ..., €y jsou jednotkové a vzdjemne
. kolmé. Rovnice (25) vedou pak snadno na nésledujici
dM = ydxe, + dy e, + k; d ey
de;, = —dz e,;
de, = dxe; (25)
‘ )
de3 = k’ dx €] . v
2
de, = ~ dre; + k,dxeg;
degio = — kg1 dx €or; + kodzears; (6= 3,...,2n—2:
kon—2 = 0).

Rovnice (28) predevsim ukazuji, Ze v kazdém bodé M plochy
rovina uréend vektory e, e, jest rovnobéZna s pevnou rovinou
a prostor urdeny vektory e, ..., e, jest rovnobéiny s pevnym
2n — 2-rozmérnym prostorem. Zvolme pevny pravouhly systém
soufadny tak, aby rovnice oné roviny vzhledem k nému byly
X,=...= X,, = 0 a rovnice toho prostoru byly X; = X, = 0.

Ortogonalni praméty vektoru ey, e, do roviny X, X, jsou pak
vektory ekvipolentni s e, e,. Tedy primét vektoru dM do téze
roviny mé vzhledem k primétim vektori e, e, tytéz slozky jake-
dM vzhledem k e, e,. Aviak je-li M* primét bodu M do roviny
X, X, jest zfejmé primét vektoru dM do uvazované roviny roven
dM*. Tedy jest podle (28)

dM* = ydx e + dy e, = y de, + dy e, = d(ye,). (29

-Po piipadném provedeni vhodné rotace soufadnych vektorit

v roving X,X, ms primét vektoru e, vzhledem ke zvolenému

soufadnému systému smér sin 2, cos z, 0, 0, . . ., 0; tedy podle (29).

po vhodné translaci v roving X, X,, jsou slozky bodu M* vzhledem
k uvazovanému systému y sin x, y cos z, 0, 0,.. . ., 0.
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Ortogonalni praméty vektoru e, . . .. ey, do prostoru Xy, ..., Xy,
jsou ekvipolentni s e, . . ., ey. Tedy pramét vektoru dM do téhoz
prostoru mé vzhledem k primétim vektori ey, ..., €, tytéz
slozky jako dM vzhledem k e, .. .. ey. AvSak je-li M** pramét
bodu M do prostoru Xi. . .., X,, jest zfejmé primét vektoru dM
do uvazovaného prostoru roven dM**. Tedy jest podle (28)

AM** = I, dz e,
2
de, = }; dxe,; atd.

Tedy bod M** opisuje (obecnou) nadkruZnici. Zvolime-li tedy
v prostoru X,..... X,, vhodné soutadné vektory, jsou slozky
bodu M** vyzhledem k uvazovanému systému

0, 0, Yy SIN Py, Ys COS Po. . . ., Yy SID Pp. Yn COS pno:,'

pri ¢emZ y. p jsou vhodné konstanty. Tedy jsou rovnice uvazované
plochy

X;=ysinz, X,=ycosz, X;=y,sinpx, X, = y,C08 ), . ..
<. Xon = Yn COS PpZ.
Tedy jsou plochy, o néz jde, pfifazené nadkruznicim, j. b. d.

Méame tedy tento vysledek:

Plochy 2n-rozmérného prostoru, prirazend nadkruinicim, patii
mezi plochy s vlastnostmi 1° a 2° popsanymi v teorému v odst. T
a jsou mezi mimi charakterisoviny tim, Ze pripoudtéji grupu oot
pohybi v sebe. '

10. Jest nyni snadné charakterisovati plochy piifazené nad-
kruZnicim &isté lokalnimi vlastnostmi. Za tim adelem staéi vhodné
interpretovati rovnice (27), které v systému (25) charakterisuji
pravé plochy piifazené nadkruznicim. C

Vsimnéme si, Ze mizZeme psati rovnice (27) ve tvaru

o S oMy L g s O (30)
My Mg Mon—3 m,
‘Tedy &tverce veliéin m, (¢ =3,...,2n—2) v kaizdém bodé

plochy jsou tmérné (t. j. maji konstanini poméry) a jsou imérné
veli¢ing m,. Aviak snadno sé vidi, Ze m.—; jest poloviéni nebo dvoj-
ndsobny pomér délky charakteristiky ¢ — 1-vé normdlni kfivosti
k délce charakteristiky ¢ — 2-hé normalni kfivosti (pro ¢ = 3 : po-
loviéni pomér délky charakteristiky druhé normalni kiivosti k délce
“jedné osy charakteristiky pryni normalni kiivosti) a m, jest poloviéni
délka jedné osy charakteristiky prvni normélni kiivosti v prislus-
ném bodé plochy. Rovnice (30) a tedy i rovnice (27) vyjadiuji, Zo
v kazdém bod& plochy &tverce pomérd délek charakteristik dvou
o sobé nésledujicich norméahich kiivosti (délka ‘charakteristiky
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