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GAST MATEMATICKA.

Variaéni pocet

jeho vyvoj, jeho pokroky a jeho tloha v matematwke fysme.
V. Volterra.

(Piedné,éky konané v r. 1931 na pFirodovédeckych f&kul’bé,ch Karlow
a Masarykovy university). ‘

Prelo%il Jan Potosek.

Prvni prednaska.
Obsah prvni pfednésky.

1. Dé]my variaéniho pottu. 2. Obydejné ilohy o maximu a minimu
a variatni potet. 3. Jakub Bernoulli. 4. Euler a jeho rovnice. 5. Lagrange.
6. Legendre, Jacobi. 7. Weierstrass. 8. Rovnice diferencidlni, in i
a integrodiferenciélni, které se odvozuji z tloh variaénilo poétu 9. N‘ové
teorie navazujici na variaéni podet. 10. PovSechny néstin nauky o funkcio-
nélech. 11. Rovnice integrélni a integrodiferencidlni. 12. Komposice, za-
ménnost, addiéni teorémy integrélni. 13. Razné typy integrodiferencisinich
rovnic. 14. Rovnice s funkeiondlnimi derivacemi. 15. Isogenni funkcionély.

vk

1. Nehodldm =zde 1liditi podrobné dé&jiny varia¢niho poétu,
chei pouze, diive nez p¥ikroéim na konei této prednisky a v pred-
nafce pristi k vlastnimu tématu, vylozZiti hlavni cesty, kterymi
se jeho vyvoj ubiral, a etapy, jimiZz proSel, dale riznd odvétvi
matematiky, ktera se k nému vztahuji-a kterd z ného vznikla.

‘Ostatné jsou jeho dé&jiny dosti podrobné vylideny v réznych
udebnicich variaéniho poétu a v mmnoha uéebnicich podtu diferen-
cidlniho a integralniho. Zvlasté upozorﬁuji na dilo Todhunterovo (1)
" ,History of the Calculus of Variations", v némz je vyloZen vyvoj
teorii souvisicich s variaénim podtem v 19. stoleti od Lagrangea
aZ k Jacobimu a k jeho nejbliz§im nésledovnikim.

2. Ulohy o maximech a minimech byly zndmy uZ ve staro-
véku. U Euklida a u starovékych matematiki lze pro to nalézti
mnoho dokladd. Aviak obecné metody k jejich rozfeseni mohly
byti nalezeny teprve, kdyz byla vybudovéna analytickd geometrie
‘a diferencidlni pocet. Prawdlo, Jjak uréiti maxima a minima néjaké
funkce z jejich derivaci, pfipisuje se vSeobecné Fermatovi.

Ale a¢koliv Lagra,nge uvedl obecné Fefeni tlohy variaéniho
poétu na totéZ pravidlo, prece se tato tloha podstatng lisi od tdlohy
‘nalézti maxima a minima funkce o jedné nebo n&kolika promén-
nych Zatnéme s piikladem, jenz se vyskytuje v d&jinach jako
prvni toho drubu. Newton (2) si pelozil Glohu, naleztl xotaéni téleso
- nejmensiho odporu, t. j. jaky tvar je nutno da.tl p rifezu rot@énihc
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télesa, které kond v kapaliné postupny pohyb rovnobéiné se svou
osou, aby se setkdvalo s odporem co mozné nejmensim. Tato tGloha
je velmi dulezitd pro balistiku a pro konstrukei lodi.

Srovname-li tuto Glohu s tlohou urditi Gsetku ki¥ivky, kterd
odpovidd maximu poradnice, vidime, Ze v této tloze hleddme
¢slo, kdeZto v oné hleddme profil, to jest kfivku, coZz znamens
funkei.

Podobné si viimnéme jiné klasické dlohy: dlohy Jana Ber-
noulliho (3) o brachystochroné. Jest nalézti ve svislé roving kiivku
spojujici dva dané body tak, aby tézky bod po kfivce padajici
prob&hl ji v' 8ase co mozné nejkratsim. I zde je to, co hleddme,
kiivka, to jest funkce, kterd ji vyjadiuje. Stejny tvar maji Glohy
isoperimetrické, kterymi se prvni zabyval obecné Jakub Ber-
noulli (4) a z nichZ nejjednodussi jest nalézti uzavienou rovinnou
kiivku dané délky takovou, aby obsah plochy ji omezené byl
co mozna nejveétsi.

VSechny tyto tdlohy o maximech a minimech, v nichZ jsou
neznamymi prvky funkce, tvo¥i variaéni podet. Prechod od obydej-
nych tloh diferenciadlniho poétu o maximech a minimech k tlohdm
poétu variaéniho lze nazorné objasniti na jistém prechodu od
kone¢na k nekonecnu jenz jest pro nova odvétv1 matematiky
piiznaény.

M&jme na priklad na mysli tlohu uréiti rovinny mnoho-
thelnik o = stranach takovy, aby p¥i daném obvodu byl jeho

plosn}’r obsah maximum. Budte %, ¥;; Za, ¥s; - . -; Zn, Yn souradnice
jeho vrcholi. Jeho plo$ny obsah a jeho obvod budou dény vzorei
xi’ x. n
A4=1 T = %2(«’%’ Ay — yi Azi), (1)
=1| Yi, ym+1 i=1

2]/ Ax, Ayz) s (2)
kdez ‘

Tnt+1 = X1, Yni1 = Y1,
Aoy = 2y — 25, AYs = Yirr — Yio

Jestlize vSak prejdeme od talohy o mnohotihelniku maximélni
plochy a konstantniho obvodu k tloze najiti takovou uzavienou.
kiivku C dané délky I, aby plocha ji omezené byla co nejvétsi,

mame
A=%g<xdy—ydx> (3)
.8 podminkou
g [ d2® + dy? = I = const. (4)
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Zde se ]12 nevyskytuji nezndmé v koneéném poétu, nybrz
nezndmymi jsou soutadnice viech bodi ktivky (jichZ jest neko-
ne¢né mnoho), to jest madme zde Glohu variagntho podtu, v niz
“nezndmou jest funkce nebo k¥ivka.

V tloze o mnohothelniku stagilo uréiti veliéiny z,, ¥;; %5, o3+,
Zn, Yn z4Vislé na indexu 4, jenz nabyvé » hodnot, a to &isel celych; -
u kiivky viak je nutno urditi soutadnice z, y viech bodi kiivky
vazanych vztahy

€T = .’L‘(t), Yy = y(t), x(b) = %(a), y(b) = y(a),

v nichZ veli¢iny z, y z4visi na parametru ¢, jen? se méni spojité
v intervalu (g, b). Spojity parametr ¢ nahrazuje nespojity index .
Podobné jsou koneéné soudty vystupujici ve vzorcich (1) a (2)
nahrazeny ve vzorcich (3) a (4) integraly, v nich# jest parametr ¢
integraéni proménnou. Postup, kterého jsme v tomto zvla$tnim
piipadé uZili, abychom pieli od tlohy s koneémjm potem nezn4-
mych k tloze, v niZ je nezndmou funkce, vede nis k obecnému
pravidlu, podle néhoz nahrazujeme indexy nespojité indexy spoji-
tymi neboli parametry, a soutty, které se k témto indextim vztahuji,
integraly, v nichZ jsou parametry integra¢nimi proménnymi.

Je viak tfeba dobfe rozlifovati tyto tlohy od jinych tloh
zcela jiného druhu, v nichZ se vSak také urbuji neznimé funkee.’
Tak na priklad lze hledati kiivky y = y(«), které maji konstantni
subtangentu a. Vyjde pak diferencidlni rovnice

dy
Cqy =Y
V této rovnici nevystupuje Zidny integral, v ném% by se vyskyto-
valy zdroven vSechny hodnoty vy odpovidajici nekoneéné mnoha
hodnotdém «. Tato rovnice vyjadiuje pouze vztah mezi hodnotou y
v jednom bodé a hodnotou v bodé nekoneéné blizkém, charakteri-
sovaném derivaci dy/dz. , ' L

Obecnéji vSechny tlohy, které vedou k diferencidlnim rovnicim

tvaru )

fz,y,9,...,y™) =0,
vyjadiuji vztahy mezi y v néjakém bodé a v bodech nekonednt
blizkych. ‘

Docela jiného druhu je vSak tloha najiti rovinnou k¥ivkn
y = y (x), prochazejici dvéma danymi body , y,; 2, ¥ tak
aby plosny obsah plochy vytvofené jeji rotaci kolem osy z by
co nejmensi. Nebot ploiny obsah je dan vzorcem

o gl i
4 = 2ﬂfy]/1~y’2dx
Ty

a tedy z4visi na viech hodnotéch y v intervalu (z,; ;).
. : o 8*
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4. Zakladatelé podtu variaéniho snazili se velice pravé o to,
aby nevybotili z mezi obyéejného integralniho poétu, aby totiz |
prevedli Glohy variaéniho poétu na integraci diferencidlnich rovnic.

Vskutku se jim podafilo, Ze nepiekroéili hranic obydejného |
infinitesimdlniho po&tu, nebot jednak omezili druh dloh, jimiz se
zabyvali, Jednak pojednévali o celé otazce zplisobem, ktery v mnoha,
piipadech neni docela presny.

Podivame-li se na otdzku s obecného hlediska, dostaneme se
mnohem déle neZz k diferencidlnim rovnicim a v mnohych pii-
padech musime dokonce opustiti metodu, kterad vede k diferencial-
nim rovnicim, a uvazovati o problému s jiného stanoviska.

To v8e, jak brzy uvidime, ukdze ndm dlohu, kterou maji
v nové analyse teorie, které teprve nedavno spatiily svétlo svéta. '

3. Vratme se krok zpét. Jakub Bernoulli prvni zadal se sou-
stavné zabyvati lobhami variaéniho poétu. Od ného pochéazi tento
princip: Ma-li néjaka kiivka tu vlastnost, Ze proptjéuje néjaké |
veliéiné hodnotu maximéalni nebo minimélni, pak kazdy jakkoli |
maly jeji element ma tutéZ vlastnost. Na priklad kazdy element
brachystochrony jest opét brachystochrona,

Lze tedy nahraditi nekoneéné maly element oblouku lomenou
¢arou a snaziti se urditi jeho vrcholy, ¢imz se uloha prevede na. |
alohu obyéejného diferencidlniho poétu.

4. Euler (5) s analytickou dovednosti a nevyrovnatelnou :
virtuositou rozsifil principy uzité Bernoullim na rozsdhlou t¥idu '
aloh. '

Nejdiive rozdélil tyto tGlohy na dvé veliké skupiny, totiz
na Glohy spodivajici v tom, Ze se mé diti jednomu integralu hod- .
nota maximilni ¢ minimélni, p¥i Gemz jsou predepsiny jisté
okrajové podminky, a na tlohy spodivajici v tom, Ze jeden integrdl
m4 nabyti maxima & minima, pfi demZ jiny integral nebo nékolik
jinych integrali maji miti dané konstantni hodnoty. Tyto druhé
alohy pravé sluji Glohy isoperimetrické. Euler udal pravidlo, podle
néhoz lze prevésti Glohy isoperimetrické na tulohy prvni; pfi tom.
pfedpoklidal nejprve integral tvaru

)
' ff(x, Y, y') dx,

kde ¥ (z) je hledané funkce a ¥y jeji derivace, a pak roziifil své
vjrsledky na 1ntegraly tvaru 3

ff:v 1.9,y ..., y™)da,

kde y',y",..., y® jsou postupné derivace funkce y (z). Nael.
rovnici, ktera sluje rovnice Eulerova a zni ‘
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of d of d: of
oy dzoy ' da* oy
5. Lagrange (6) nasel znovu ng&kolika zpisoby Eulerovy vy-
sledky a roziffil je. Abychom poznali mySlenkovy vyvoj, ktery
jej dovedl k variaénimu podtu, stadi &isti jeho Théorie des fonctions
analytiques a Legons sur le calcul des fonctions. Tato dila pati
viak mezi posledni price v jeho Zivot€, kde#to vytvoreni variaéntho
poétu je dilo jeho mladi. Své prvni price o tomto predmété uve-
fejnil v Miscellanea Taurinensia, to jest v prvnich svazeich Me-
moiri Turinské akademie, kterou pravé pred tim zalozil. Tyvto
prace pravé dokézaly tehdej¥im udencim celou mohutnost jeho
genia. V téchto vyzkumech pokradoval po cely svij Zivot a souhrn
jeho myslenek nachdzi své vrcholné vyjidfeni v jeho analytické
mechanice, v niZz mé metoda variaci tak daleZitou tlohu.
- Budiz y =y, (z) k¥ivka prochézejici pevnymi body 4 a B,
jez propijéuje integralu :

b
I = ff(x,- y,y)dx

= 0.

minimalni hodnotu. Abychom dokazali tuto vlastnost minima,
musime srovnati hodnotu, které nabyva I s hodnotou, které
nabyvé pro ostatni k¥ivky 'y = y (), prochizejici body 4 a B.
Rozdil ‘
Y (%) — % (2) .

nazyvé Lagrange variaci a méd pri tom na mysli tak malé zmény
k¥ivky, Ze je lze povazovati za nekoneéné malé a Ze lze jeho mocniny
¥adu vyssiho zanedbati viéi mocnindm ¥adu niZifho. Zménime-li
tseCku z o nekoneéné malou hodnotu dz, pii 8emZ neopustime
spojitou k¥ivku y = y (z), vzroste poradnice y o nekoneéné malou
hodnotu dy. Tento pFirtstek je néco docela jiného, neZ variace,
PFi niZ opoustime ptivodni k¥ivku, nebo jinak ¥eéeno deformujemé ji.
Lagrange znaéi variaci symbolem dy a buduje podet docela novy,
ale obytejnému diferencidlnimu poétu zcela obdobny. _

Uz my#lenka zavésti novy symbol k oznadeni variace a od-
ligiti ji tak od diferencidlu dy jest podle Cauchyho velikou zsluhou
Lagrangeovou. A skutetné volba vhodného a jasného oznaleni
* znadéi velikou vyhodu v matematice, kterd nems, bohuzel, jako

ostatni védy nazvoslovi a oznadeni jednotného a vseobecné pri-
jatého. : } Ll 70N AN R

‘Na zéklad® variace Sy funkee y definuje se variace integralu I,
kters muze byti rozlozena na variace rizného Fadu, pravé tak
_jako diferencial. Tak méme variaci prvni 61, variaci di
tieti 03I a tak dale, tak jako méme diferencial prvni df.
tieti d3I. : fs T e A
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K uréeni maxim a minim je nutno poloZiti podle Lagrangea
oI = 0.

Tim obdrZime pro maxima a minima integralu I Eulerovu dife-

rencialni rovnici ‘
ot d o & o
dy dx oy’ ' daz? oy”

6. Ale tim, jak Legendre prvni na to upozornil, obdrzime
podminku nutnou, nikoli vak postadujici, a tak vznikd problém,
jenz zpidsobuje veliké obtize. Celé dal§i obdobi sahajici od La-
grangea aZ k Jacobimu (7) je vénovano pouze studiu této otédzky

a rozliSovani maxim a minim. Prace Jacobiho vynikaji zde svou
eleganci a dulezitosti vysledki.

= 0.

7. Weierstrassem (8) zaéind se nové obdobi variaéniho poétu.

Abychom prohloubili a pochopili celou otdzku, musime se
na ni podivati s hlediska mnohem obecnéjsitho nez Weierstrass
a udiniti, abych tak ¥ekl, vpad do oblasti funkciondld, o nichZ jsme
jiz méli p¥ilezitost mluviti, k nimz se viak brzy vratime, abychom
pojednali 0 mnohych podrobnostech.

Ve variaénim poétu jest integral I funkciondlem, to jest
zavisi na vSech hodnotich y v intervalu (@, b). Nebot prvkem,
ktery zastupuje ve funkciondlu proménnou, jest funkce. Nebo
chceme-li to vyjadiiti geometricky jesté p¥{padnéji, je to édra, kterd
nahrazuje u funkei dar (funkciondlt) bod z obydejné nauky
o funkecich.

AvSak k¥ivka je prvek mnohem sloZitéj8i nez bod; nebot
kiivka m4 tvar, kterého bod nem4. Tak se kiivka miiZze neomezené
pribliziti jiné kiivee, aniZ se ji pfi tom p¥iblizi tvarem. To je néco
tak b&Zného, Ze by nebylo ani nutno uvadéti k tomu ptiklad,
ale pro vétsi srozumitelnost predstavme si seku 4B a vinovku
mezi jejimi koncovymi body.

A N B

Mizeme pribliziti viechny body vinovky bodim tsetky, aniz by
se sméry teten vinovky priblizily sméru 4 B. Prejdeme-li od pojmu.
ktivky k pojmu funkece, uvidime, Ze se mizZe funkce p¥ibliziti jiné
funkei tak jak jen chceme, aniZ se derivace jedné funkce p¥iblizi
derivacim druhé. Avsak integral I nezavisi jenom na hodnotéch y,
nybrz také na jejich derivacich. A proto také i kdyZz se y bliz
neomezené funkei y,, nemusi se
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b
I =ff(x, vy, Yy ...)dx
a

bliziti neomezené integralu
b
Iy = [4(2, 90, 4’0 " - . ) .
5 :

Z toho vSeho plynou rizné druhy spojitosti u funkei éar
(funkciondld), které se mevyskytuji u obydejnych funkei bodu.
A vskutku méme v nauce o funkciondlech spojitosti réznych
rada (9).

To prévé tvoii podstatny rozdil mezi dlohami variaéniho
poétu a ulohami o obyéejnych maximech a minimech; nebot
kdeZto v téchto znaménko p¥i druhém diferencidlu slou#i k rozliSeni
maxim od minim, v tlohach variaéniho poStu nestadi znaménko
pfi druhé variaci, abychom obdrzeli podobné rozlifeni.

To také podrobil Weierstrass rozboru a zadal -pochybovati
o vysledcich obdrzenych od Lagrangea a Legendrea az k Jacobimu
a udal novou podminku pro urcenf existence maxima nebo minima.
Tato podminka stanovi znaménka jisté funkce zvané funkei
Weierstrassovou. .

Weierstrass zpusobil také dalsi pokroky ve variaénim podétu
tim, Ze ukdzal, jak se silné omezoval obor Gloh tim, Ze se v piipadé
rovinnych kiivek brala rovnice kfivky ve tvaru :

a jak se daji Givahy velice roziifiti, pi&i-li se rovnice kiivky ve
tvaru parametrickém (viz II. pfednasku, odstavec 8.)
oy =y(t), 2= %(1).

Stejné je nutno nahraditi integral
= [1(e,y(e), y (@) ds
z néhoz se dosud vychazelo, integrélem jiﬂYm
7= [ et v, 70, y @) @t

Vedle dila Weierstrassova nelze piehliZeti praci Darbouxovu.
Tento veliky matematik zabyval se mezi svymi vyzkumy o teorii
ploch ~geodetickymi ¢arami a uréil postatujici podminky, aby
geodetickd ¢ira byla skuteéné nejkrat$i vzddlenosti dvou bodi
na plose. Metody, jich# uzival, liily se podstatné od metod Wg}erv— :
strassovych, nebot uZival zvlastnich soufadnic k¥ivodaryeh, &7,
se loha velice zjednodusuje. LA Gt e
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Metody Darbouxovy byly rozsifeny na problémy mechaniky
a dilo Kneserovo dodalo jim takové obecnosti, ze je lze srovnavati
s metodami Weierstrassovymi (10).

Vsechny tyto metody odvedly nauku o varia¢nim poétu daleko
od primitivntho a klasického tvaru, ktery ji dal Lagrange.

8. Diive neZz budu pokradovati o nejnovéjsich pokrocich ve
varia¢nim podtu, rad bych néco poznamenal.

Vsechno to, o ¢em jsme dosud mluvili, tykalo se takovych
aloh variaénitho poétu, které vedou k diferencidlnim rovnicim
a jejichz YeSeni lze obdrZeti metodou diferencidlnich rovnie.

Vskutku viechny tlohy o maximech a minimech integralt
tvaru

I"fF(1 Yo Yo oo o Y Y Y h™ ™ ) A
i aulohy povahy 1soper1metr1cke to jest takové, v nichz 1nteg1aly
I, = fFl(x, Yy, .. .) da
) a

b
= ka(x, Yy, - . ) da
a

zachovavaji konstantni hodnoty, i koneéné tlohy, které obdrzime,
uvazujeme-li o funkeich o0 nékolika proménnych, jako je na piiklad
uloha dati hodnotu maximalni nebo minimélni integralu dvojnému

b d 0z 0z 0% 0%
[ F(z, y, 2 (, y), 3 5y’ T gt ) dz dy
a ¢ ”

— ty vSechny tlohy vedou vzdy k diferencidlnim rovnicim. Jenom
. takovéto tlohy Fefil Lagrange a vSichni jeho ndsledovnici, o nichz
jsme dosud mluvili.

Jsou viak je$té jiné druhy Gloh v analyse, které zdvisi pHmo
na ulohich variaéniho poétu.

Roku 1884 ukézal j jsem, jaky je vztah mezi Glohami variaéniho
pottua integralnimirovnicemi (11). A% do té doby byly sice integralni
rovnice predmétem mnoha studii, ale nikde se o nich nejednalo
soustavné. Dikladné byla prostudovina jenom Abelova rovnice
tautochron a- ostatni rovmce které se daly na rovnici Abelovu
prevésti.

Téhoz roku 1884 objevilo se zdroven v Acta Mathematica
pojednén{ Soninovo, které rozsitovalo do jisté miry tlohu Abelovu,
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ani% se uchylovalo s cesty jim razené. Ale i to jednalo jen o velmi
zvl4gtnim piipadé a neobjevilo Zddného vztahu mezi problémem
integralnich rovnic a ostatnimi problémy analyse. Zajimavé studie
Hilbertovy objevily se asi dvacet let pozdéji (12).

Vechno, co délali Liouville, Joachimsthal, Schlomilch, Beltra-
mi, Dini a mnoho jinych matematikd, nebylo nic jiného, nez Ze
obmétiovali metodu Abelovu a Ze podavali rizna jeji uZiti, aniz p¥
tom vykrotili z oblasti Abelovy rovnice. Myslim tedy, Ze je tfeba
se zéjmem sledovati vztah, ktery jsem objevil mezi dvéma skupi-
nami problémi analyse, které se sobé na prvni pohled ani zdaleka
nepodobaji. ,

Vizme nejprve priklad, ktery jsem uvedl. VySel jsem z inte-
gralni rovnice

p(z) = faf(a) Fla, z)da, 0 < e < a, ' (@)

kde F(a, z) je symetrick4 funkce veli¢in ¢ a 2. Je to tedy taz rovnice,
kterd by se dnes podle praci Fredholmovych, vySlych asi dvaceb
let pozdéji, nazvala rovnici Fredholmovou druhého druhu se syme-
trickym jadrem. O ni jsem dokézal, Ze ji lze odvoditi, polozi-li
se rovnou nule variace integralu

P= éfadaff(a) f(z) F(a, z) dx—f p(z) f(z) dz,

pfi dem# funkei f(x) povaZujeme za proménnou, kdezto ostatni
se neméni. !

Je to velmi elementdrni a velmi jednoduchy piipad z roz-
sahlych skupin rovnic integralnich a rovnic integro-diferencidlnich,
které lze obdryeti z nejobecnéjiich floh variaéniho poétu.

V ulebnicich teorie funkcionald uvadi se mmnoho piikladi;
poddm zde jen dva.

Zabyvejme se integralem

b b '
af! £(t, w, y(), y(u)) dt du.

Utvotime-li jeho variaci a polozime-li ji rovnu nule, dostaneme
integralni rovmici »
; X ’
[t +1)d=0,
@ |/ i
kde

o4z, 4, y(a). y(t)) fzz‘af(t, 2, ylt), y(@) i

AT R@ e
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Nebo vezméme integral

afafftxy (2), ¥'(t), y'(2)) dt d
a polozme _
=t g B o O
ooyt oy(e)” oy’ T dy(e)
Polozime-li jeho variaci rovnu nule, obdrzime integraci po
¢astech rovnici integro-diferencialni
b b

f + 1) dt—%f (fs + £,) dt = 0,

kde f; a £, dostaneme z f, a {; tim, Ze v nich z a ¢ zaménime. .
Ale myslenka sama nebudlla by na prvy pohled skuteéného
zajmu, kdyby se neukézalo, jak ji uZiti.
Zptsob, kterym jsem ji uzil, zdleZel v tom, Ze jsem dokazal,
Ze FeSeni integralni rovnice (a) lze pfevésti — at je @ jakékoli —
na Yefeni integralni rovnice

p (2, %) = le (2, ¢) F(a, z) de,

kde se za p (2, z) ‘bere specidlni funkce »(z), dd-li se £ vyjadFiti
na zakladé funkce 1 (z, ¢) jednoduchym integralnim vztahem.

Této véty lze uziti v FeSeni nékterych otdzek matematické
tysiky, zvlasté elektrostatiky.

9. Nez p¥ijdeme k nejnovéjsim vyzkumim v oboru variaéniho
poétu, poznamenejme, Ze jestlize variadni poéet vytvoril nauku
o funkcionélech, naopak zase zavedeni obecnych pojmi této nauky
do poétu variaéniho zpusobilo ve variaénim podtu aplny prevrat
tim, Ze jej zcela preménilo a obnovilo.

Tento zjev v déjindch analyse je tedy obdobny jinym zjevim
v dé&jinach matematiky. Tak na piriklad jestlize pojem rychlosti
a.zrychleni dal vznik pojmim fluxi a derivaci, naopak zase infini-
tesimalni poéet tim Vytvoreny pfemé&nil a obnovil celou mechaniku.

10. Poddme nyni v dal§ich odstavcich #%hrnny narys funkeio-
nalni analysy.

Obecné definice funkciondlu vyslovuje se takto: Pravime, Ze
veliing z je fumkciondlem funkce x(t) v intervalu (@, b), zdvisi- i na
viech hodnotdch, kteryjch nabyvd x(t), méni-li se t v intervalu (a, b);
nebo také, je-li ddno pravidlo, podle néhoZ je pfifazena ke kazdé
funkci definované v intervalu (@, b) (nezévisle proménné v jistém
funkciondlnim oboru) jedna a jenom jedna hodnota z dokonale
uréend. PiSeme

b
z = Fla(z)].
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Zévisi-li z(f) na jinych proménnych e, B, ..., piSeme
b ;
Z=F[(x(z’a,ﬁs .. )] =z(a,ﬁ, .- -);

abychom naznagili, Ze se funkéni operdtor F vztahuje na veli¢mu z
povazovanou za funkei jediné proménné ¢, kdezto velidiny e, B
jsou konstanty. F je pak oby¢ejnou funkei veliéin «, 8, ..., a ne-
zévisi na . : ;
Funkcionil z miZe také obsahovati jisté parametry 4, u, .. .:
b \
2= Flz@); A, p...]
a
Je-li tomu tak, jest z funkciondlem funkce z(f) pro kazdou
soustavu hodnot 2, u, ...; je-li viak funkce z(f) déna pevné, je
velitina z obySejnou funkei proménnych 1, u, ... MaZeme Fici:
Je-li ddna funkce x(t), ptifazuje ji operator F jinou funkei

2o ) = Fod)s 2o ]

Mareme také uvazovati o velidindch z, které zavisi na vSech
hodnotéch, jichZ nabyvé jedna nebo nékolik funkei @, (21, Zs, - - -
e @) Po (Y1s Yo -« « - Ym)s - - - O nékolika proménnych, pii temz
jsou ty funkee definovany po ¥adé v oborech Cr, Cas s+ 0:

_ = _F[(Pl: (1, g5 - - -5 Zn)s P2 (Y1> Yoo - - - Ym)s - - 15
v tomto symbolu neoznaSujeme obory Ci.

Tento pojem funkciondlu zahrnuje v sobé funkce Sar a obecnéji
funkce nadprostort. ' :

N z

. ‘ b
Abychom definovali derivaci funkciondlu Fly(t)], dejme funkei

y(t) prirastek Oy(t) = 9(t), jenZ neméni znaménka, a takovy, Ze
[9(t) | <& aze 9(F) =0 mimo interval (m, %) délky’ b obsaZeny
v intervalu (a, b) a obsahujici bod & ve svém vnittku; prepokladej-
me, ze ’

1. pomér AF/eh je vidy mensi neZ konetné &islo M,

2. polozime-li ¢ = f #(t) dt, existuje pro pomér AF/¢ mezni

hodnota urdité a konedns, blizi-li se ¢ a h zaroven k nule, p¥i em%z
interval (m, n) stale obsahuje bod &, -
3. pomér AF/o jde k své limité stejnom&rné pro viechiy moZné
" funkece y(t) a viechny body &. e
~ Limita tohoto poméru-je funkecionsl funkce y(¢), zavisici na
parametru &; znadime ji symbolem*) i

*) Meze intervalu (a, b) vynechavéme.
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F'ly(); &
a nazyvame ji pront derivact funkciondlu ¥ vzhledem k funkci y(t)
v bodé E&. ‘

U obyejné funkce f(yy, ¥, - - -, ¥u) © 7 proménnych mame n
parcidlnich derivaci ¢f/0y;, které zavisi na nespojitém indexu 4.
U funkciondlu F je index % nahrazen spojitym parametrem &,
a bylo dokizdno roku 1887 (13), Ze veli¢ina

b
OF = [ F'[y(t); &] oy(&) d&

(zcela, obdobné totdlnimu diferencidlu obydejné funkce), jez jest
linedrnim funkciondlem funkce Jy(f) = en(f), ma tuto vlastnost:
Rozdil mezi 6F a piirGstkem AF (prislusSnym prirtastku oy(t)
funkee y(f)) je nekoneéné. mald veliéina fadu vySs&tho nez e
Nazyvéme OF diferencidlem nebo promi variaci funkce F. Prvni
variaci funkce F odpovidajici variaci @(£) funkce (&) muZeme
pocltatl podle vzorce

b
(& Bt + epn) = [ Py a1 o) as
g=0 a

Ma-li prvni derivace F'[(y(t), &] opé&t derivaci, lze utvoriti
druhou derivaci F''[y(f), &, &], jeZ jest symetrickou funkei pro-
ménnych & a &. Obecné bude derivace n-tého fadu funkeciondlu F
symetrickd funkce parametri &, &, ..., & a bude i

(—d‘il— FLy(®) + eplt])oms =

S
“'\v .
“%v

- JEM[y(t); &, 52, s &l (&) (&) - - p(én)dEdE, . dfn-‘\

Povazu]me funkce y a ¢ ve funkciondlu F[y(t) + ep(?)] za:
neproménne F bude pak obyée]nou funkei proménné e. Tato
funkce m4 derivace az Fadu n-tého, ma-li je funkcional F a obrdcend.

Je-li moZné rogvinouti funkei f(e) v Taylorovu fadu, obdrzime
pro F z rozvoje £(1):

w 5 Fly@) + o@t)] = Fly@)] +
Yoarll

F™y(t); &, oo Enl @(&1) @(&5) - (&) A&y d&,...déw,
coz je fada obdobnd Taylorové 7adé pro funkce obydejné.

Vyse napsany vzorec pro OF vyhovu;e jenom tehdy, mé-li F
diferencidl pravidelny, to jest takovy, Ze se da vyjadFiti integralem.
V' obecnéjsim pifpadé mohou se vyskytovati vyjimeéné body,
v nichZ se stdva funkciondlni derivace nekoneénou; pro tyto body

a%v
“'\m-
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vznikaji nové &leny, které je nutno k vySe obdrzenému vyrazu
pro JF pridisti, totiZz soudet tvaru !
Zi ¢ 0y(w),
kde 7; jsou ty vyjime&né body; soudet integrélu a tohoto soudtu
tvori dszzrencuil' nepravidelny. Prihdzi se to nékdy v obyéejné
tloze variaéniho podtu; variace integralu je rovna soudtu integralu
(jenz pochézi z variace podél intervalu) a konetné ¥ady (jez vznika
variaci v koncovych bodech integraéniho intervalu).*) e
11. Necht mé funkcional F[y(f)] derivaci. Abychom nasli

funkei #(t), pro niZz nabyvd F maxima nebo minima, utvoime
variaci OF

b
8F = [F'[y(t); «] dy(x) da.
a
Variace 6F mé byti rovna nule, at je funkce dy(z) jakikoli;

tedy
Fly@); 2] =0
pro ka?dou hodnotu z. Rovnici tohoto typu Ize povazovati za
zobecnéni obydejné soustavy m rovnic pro n nezndmych:
fi(yl’ Yas - - o yﬂ) =2 1= 1’ 2: (2

Vskutku, zavedeme-li dva spojité parametry z a i, proménné
mezi @ a b, misto nespojitych indext ¢ a k téch » funkei f; a » ne-
zndmych y, stane se z fi (Y1, Y2, - - - Yn) funkeional funkce ¥(f);
tento funkeional z4visf také na spojitém parametru z, jenZ zastupuje
index %, a naSe soustava n rovnic je nahrazena ,funkciqnélm’ rovniei

i Dlyt); 2] = «x) i

v ni% je y(t) neznamé funkee. Uloha roziesiti tuto rovnici odpovida
tak tloze roziesiti # rovnic pro % neznémych  yz. S A

Jsou-li tyto rovnice linedrni; je funkcional @ linearni. Je-li
line4rni funkcional pravidelny (to jest mé-li pravidelny diferencial),
méme integrdlni rovwici prontho druhu (typu Fredholmova)

f K(z, t) y(t) dt =2(z). ,
Ma-li funkcional w;yj‘i‘meény bod = x mame integralni rovniei
'tv;a,ru ‘ T B |
[K(z, 1) y(t) & + ayy(2) + & y'(@) + - - . + e y™(2) = 2(z)- |
J‘;-]i a1%a2= o= an =0, gy =1, méme Fredhohnovuromzw'b

a "7 %) Neni to pﬁp@d nejobecnéjsi, nebot se mohou vyskytovati jextd jiné
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druhého drubu; je-i o, =a,=...=0a, =0, 0, = a(z), mime
rovnics tretitho druhu. ‘
Vyskytuji-li se &leny a;y@®(z), obdrzime rovnici integro-dife-
rencid@lni. :
Zavisi-li linedrni funkciondl @[y(¢); ] na vSech hodnotich
funkee (), kde ¢ se méni v mezich a a z (@ <2 <b), vznikne
budto Volterrova rovnice promiho druhu

x
[ Kz, ) y(t) dt = 2(=),
a

nebo Volterrova rovnice druhého druhu

[ Kz, 1) y(t) dt + y(2) = 2(2)

12. U rozsdhlé ti¥idy rovnic integralnich a integrodiferencial-
nich obdrzime YeSeni, wZijeme-li funkei, jez vzniknou z jinych
funkei operaci, zvanou sklddénim. Jsou-li dany dvé funkce f(z, y)
a g(z, y) dvou proménnych, pak funkee h(z, y), definovand vztahem

Y
h(z, y) = zf f(z, &) g(& y) A&,

jez jest funkciondlem obou funkei, sluje komposiéni souéin prvmiho

*%
druhu*) funkef £ a g a znaé{ se h = fg; operace, kterou jsme pravé
definovali a kterd znamend prechod od funkei f a g k funkei h,
sluje sklddani prontho drubu**) funkei f a g. Vezmeme-li za inte-
graéni meze dvé konstanty @ a b, nazyvé se funkce

seskskk b
k(z y) =fg = [ &gt y) dé

komposicnim soucinem druhého druhu. Tyto Gkony sklddéni obdrzi-

me, roz§ifime-li pojem nésobeni dvou matic || ay ||, | by |, (3.7, =

=1,2,...,n), nebo pojem sklddani jim odpovidajicich linedrnich

substituci, na pripad, Ze proménnych je nekoneéné mnoho. Skld-

déni druhého druhu odpovidd piipadu obecné &tvercové maitice,

kde#to sklddani prvnfho druhu odpovidd matici || a; ||, kde ay = 0
pro 7 > 1.
Dvé funkee £ a g jsou zdménné prontho druhu***), je-li P

*ok Hok Ban 3

fg = ¢f.

*) Produit de composition de premiére espéce.
. **) Composition de premiére espéce. Z A
***) Fonctions permutables de premiére espéce.
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Komposiéni soudiny dvou, tif, nebo vice zéménnych funkef
jsou zdménné mezi sebou i s danymi funkcemi. Ukon skladéni
je associativni, to jest :

*% ¥ * *¥%
N (fg) h = 1(gh)
a distributivni: . * S sk
f(g + h) =1g + 1h,
at jsou funkee f, g, h jakékoli (zdménné, &ili nic). Skldd4ni druhého
druhu mé vlastnosti obdobné. '
Polozme f! = f; vzorec
fr = —af,

kde n je libovolné celé éislo vétsi nez jedna, dava n-tou komposiéni .
mocninu®) dané funkce f(z, y). Tyto komposiéni moeniny jsou mezi
sebou zdménné a ¥idi se podetnimi pravidly, kters se tvarem nelidi
od pravidel pro-obyéejné mocniny.
Soudet nékolika vyrazi tvaru
* * : *
af,mf . % (g, me . . . mi celd kladnd),
které obdrzime skladanim nékolika komposiénich mocnin a naso-
benim konstantou a, sluje komposiént mnohoélen prontho druhu;*)
jsou-li funkce f; mezi sebou zaménné, je i mnohodlen s nimi z4-
ménny. Pravidla pro poditani s témito mnohoéleny jsou téz, jako
pro poéitani s obyéejnymi mnohoéleny o proménnych f,f,...
Evans (14) prvni se zabyval touto algebrou zdmeénnych funkei.
* * *
Symboly 1°; 1°; g° jsou urdeny rovnostmi.
* ¥ ¥ % * * *
Ph=h0=h; P=g"'=19=1,

Konverguje-li mocninné fada o proménnych z,

-]

¢(z17z25~--szn)=v._ . ai,,‘,...inzl"lzgiﬁ...zn‘n
< ) Alax ig = =+ in
pro dosti malé hodnéty |z | (r=1,2,...,n), konverguje fada
* -* - " * o
.2{1 Gy e iy Qigig - oy fl""fz” REREE )

pro libovolné funkce f, (jen kdyZ jsou ohranidené) a vyjadiuje
funkeci proménnych z a y zdménnou se viemi funkcemi f,, jsou-li

tyto funkce zéménné mezi sebou. Soudet Fady je funkciondlem
* . ® < W =
funkei f,, ktery miZeme oznagiti ¢ (f;, f,, . . ., ) a nazvati kompo-
siéni funkei: , s
Tak odpovidd kazdé analytické funkei (mocninné Yadé)
*) pitme puissance de composition. ¢ 5
**) Polyndme de composition de premiére espéce.
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funkcional. Na ptiklad, Yadé
. 24242+ . F22 L.
odpovidé funkciondl
frferfy . g
Plati-li pro analytické funkce ¢, @,, @,

P32 - - - 2n) = P1(21 - - - Zn) Pa(21 - . . 2),
plati pro piislusné komposiéni soudty, Ze komposiéni souéin

* * k3 *® P & *
;.. 1n) a gty ... fa) je iy ... ).
Addiéni teorémy pro obydejné analytické funkce prejdou
v integralni addiéni teorémy pro prislusné funkecionaly.
Uvazujme na piiklad o fadé

e“:l+lz+§~z2+...+—-z"-{—...,

je% obsahuje parametr 1. Plati vzorec
e¥ en? = etuk,
Piislusnd komposiéni fada
’ * A2 % A ®
u(ﬂ.;x,y)=l°+2f+§|—fz+..—}—;af“—}- “« =«
bude miti vlastnost vyjadienou vzorcem '
* . * *
u (42, y)u (u; 2, y) = u(d+ w2, y).
Rada . :
. 21, vl
v(l,x,y)=ﬂi+ﬁ +...+mf + .oy

kterou obdrzime odeétenim jedné od u (4; z, y), vyhovuje vzorci

. |
v(A+psz,y)=v (42, y)+ v (42, y) +gm; x, &) v (u; & y)dé,

coZ jest integrdini addiéni teorém pro funkei v (1; z, y).
Piedpoklidejme nyni, Ze je ddna rovnice tvaru
(p(zla 22, eye oy zn) = O:

nebo
o0

. ahad b e
ziﬂ'z iﬂaw,...,n 129 ., 2pin = 0,
Mg s
0

kde rada konverguje v okoli poditku, a Ze jest @y, o...o = 0.

ao,o,...,l
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' I "
Je-li tomu tak, Ize z rovnice vyjadriti velidinu z, jako 1mphcltn1

funkeci o (2, 2,, . . ,7n_1) pravidelnou v okoli bodu z = z, =

-+« =2p—; = 0 a v ném rovnou nule. Mdme tedy

P o) =S Bia g mn gt
) $ik i & i
8 bgs o - - o0 ="0. UvaZujeme-li o prislu§né rovnici integrilai
: * % * 2. E % * :
e te .. 1) =Zai,i,...in Lyl .. fin = 0,
0

muZeme ji roziediti pro f,. ReSeni je ddno vzorcem

fo=y G ) = Yo, ik
| e

a je zaménné s f,f, ... f,_,.
Kdezto mocninng rada pro z, je konvergentni jenom pro
dosti malé hodnoty 21, % - - s Zn—, komposiéni fada pro f, kon-

verguje vidy, jsou-li jen funkee f, konedné.
Vezméme jako jednoduch¥ priklad fadu

B b b
E=fd ittt ot (4)

odpovidajicf Maclaurinové fadé pro funkc1 r=¢e¢&—1. Z této

rovnice obdrzime z = log (1 4 #). Rozvineme-li log (1 + 7) v Ma-

claurinovu fadu a nahradime pak mocniny » komposi¢nimi mocni-

nami funkce g, obdrzime feSeni integralni rovnice (4) dané fadon
*

1(-2 A %y “
R

jeZ konverguje pro kazdou koneénou funkei g e

Metodami pravé uzitymi lze ukazati ( 15), Ze mtegralni rovnice
m-tého stupné j

(am1° -+ tpm) oy (am._11° + qzm-1) fm1 g (aql" 3 «m) f =g,

kde f je nezndmé funkce, mé vzdy, je-li-a; :1: 0, Jedno a jen jedno
feSeni.

13. Je-li dana obyéejna soustava algebra,mkych rovmc prejde.
se, jak jsme jiz vidéli, k rovnici funkeionslni tim, se pocet
neznamych zvétiuje pies viechny meze. (Podobné se’ pre}de od
soustavy obyéejnych diferencidlnich rovnic prvého radu tlm Ze
se polet neznamych funkei zvétsuje pies vsechny meze, k o yceme’
integro-diferencidlnt rovnaci prontho fddw: =

Gasopis pro péstovani matematiky a fysiky. Ro¥nfk 62. i : ,' : 8‘;::

N ¢
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o b
X8 _ Fy(a, 1) 2, &)

kde y je nezndmd funkce. Rovnici tu lze rozsiriti metodou postup-
nych aproximaci.

" RozliSujeme rizné druhy integrodiferencidlnich rovnic. Jsou-li
vSechny derivace vzaty vzhledem k téZe proménné, sluje rovnice
obycejnd integro-diferencidlni rovnice fadu =, je-li » nejvyssi rad
derivaci v ni obsaZenych. Jsou-li derivace vzaty vzhledem k réznym
proménnym, mame parcidlnt rovnici integro-diferencidlni.

Jako ptiklad uvedme rovnici

0y (x, 2
—y(axTE) =aff(x_. £ 1) yla, ) dt,

kterou studoval Schlesinger (16). O rovnicich tohoto druhu mtzeme
sestrojiti teorii zcela obdobnou teorii Fuchsové o soustavich
linedrnich diferencidlnich rovnic.

Jiné rovnice integro-diferencialni obdrz1me v ulohidch o ma-
ximu nebo o minimu jistych funkecionald, polozime-li funkciondlni
derivaci rovnu nule.

Vidéli jsme jiz, Ze u rozsihlé t¥idy funkciondlnich rovnic
muzeme sestrojiti FeSeni tim, Ze do obyéejnych mocninnych fad
dosadime misto obyéejnych mocnin mocniny komposiéni. Obdob-
ného postupu lze uZziti k YeSeni rovnic integro-diferencidlnich.

Budiz
1 +Pat - - o+
@(zl, Zos s+ s Rni s 299 acp i on g ) =0

2, 02y | 0mP0z? ... 0z 7

integro-diferencidlni rovnice mezi nezdvislymi proménnymi z;, 2y, . ..

. . . 2n, neznamou funkei @ (2, 25, . . ., 2,) a jejimi derivacemi az
do jistého fadu, a bud
P21, 205 -+ s Z0) = Xy, iy .. 0,20 %" L . L 200

pravidelné analytické FeSeni 'této rovnice. Dosadime-li z;&: na
misto zx (k=1,2,...,n) a 1,0/50 na misto ¢, prejde rovnice ve

1 oy 1
@ ’ 3 ¢ = o0y ARCNy *
(zlfl st o fo &k, o2 .50511’1 <o EnPr i

oPrtDet - - o 4Dy
X
02,7102,7: . . . an”n)

2

(veliiny & nezdvisf na veli¢indch z), nebo po prevedeni na tvar
celistvy

oy 0
v(zl" z27 DIRIRPR T EO; E]_; .. En, ‘lp’ aZJ aw ): O‘
1 0%
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Této parcidlni rovnici vyhovuje

Y =& (b, %8, .. ., 2nén).

Dosadme nyni na misto &), &, . .., & funkce fo(z, y), fi(z, 9), . ..
... fa(z, y) libovolné, ale zidmé&nné prvého druhu mezi sebou,
a obydejné soutiny nahradme komposiénimi. Nalezneme tak, Ze
se integro-diferencidlni rovnice :

* % ‘
* % % * % aw aw
P SRR, (N S | AR L Sk G
1;"(( 15 %2 2n; Tgs 1, > Ins 9, % o0 ) 0,
kde (21, 2, - - ., 225 %, ¥) je neznams funkce, Fedi vzorcem
8 * * * * *
1/’(31: 29w v % T,y y) =1 (P(z1f1’ Z2f2.' v vy z‘nfn)3
a Ze y je celistvd funkce proménnych z, z, 2.

Tuto vétu lze -rozsifiti na soustavy integro-diferencislnich
rovnic, které se obdrii naznadenym zpiisobem ze soustavy dife-
rencidlnich rovnic, jejich? ¥eeni je znamo.

., Uvazujme na piiklad o této soustavé diferencidlnich rovnic
tvofené tremi eliptickymi funkcemi sn, cn, dn:

—$nz =cnzdnz

dz

—cnz=—snzdnz
dz

gz—dnz = —k?snzenz

Polozime-li ¢; = £sn &z, @ = &on €2, @3 = £dn &, mime

veliéiny ¢; vyjadii se Maclaurinovymi fadami
' 0= % + a8 ...

@p = bE b 4.
Ps= 6§ + %P+,

je# konverguj v okoli £ =0, z = 0. Dosadme nyni na misto &
libovolnou funkei f(z, ), a nahradme obydejné mocniny mocni-
nami komposiénimi; misto ¥ad Maclaurinovych objevi se Fady
ulz; 2, y) = f + afs + ...
! *
Pa(2; %, y) = bf  +.6582% + . .. S
Pt y) =of +aPR4. s

v

s
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jeZ jsou celistvymi funkcemi proménné z a vyhovuji soustavé
integro-diferencidlnich rovnic

de, © ¥

Ez—l =xf<pz(z; z, £) o3 (2; & y) dé
de Y

Ez =~J‘P3(z§ z, &) ¢ (2 & y) A&
dg,

Yy
A= R0 2 8 9 (2 £ y) de

14. V poétu funkciondlnim ptichizeji kromé rovnic integral-
nich nebo integro-diferencidlnich rovnice s funkciondinimi deri-
vacems. :

Prvni piiklad takovych rovnic je ddn vztahem .
a

Fy(t); o] = @[y@; 2], (@)

v némz je funkce @ zndmé a funkce F funkce hledans. D4 se do-

kézati, Ze. nutnd a postadujici podminka, aby bylo lze () integro-

vati, jest .
. : a a
Plylt); =, & = PLy(t); & ;

Je to podminka obdobné podmince vyjadiujict, Ze Ize integrovati
soustavu

af (yl’ Y - - - yﬂ) — ¢T(y17 Yoy« v oy yn); r= 13 25 BTS2
oy,

Je-li této podmince vyhové&no, urduje rovnice (¢) funkcional
(pravidelny) F aZ na konstantu (hodnotu F pro uréitou funkei Yo(2))
a jeji Yefeni lze psiti ((15) p. 43) \

b 5 s b b,
Fy(t) = Fyy(t) + sf ds af PLO(is); ] 8@gjs) de,

kde’ /
O (ts)) = y,(t), O(ts) = y(¢).

U jinjrch rovnic s funkciondlnimi derivacemi obsahuje obecny
integral misto konstanty funkeciondl libovolny. Na. pifklad obecny
integrdl rovnice, kterou se zabyvala sl. Freda

b b b
T [y(t); 21 y(z) dz = rFy()], (r = &islo redlns),
a a a

jez jest charakteristickou rovnici pro pravidelné homogenni
funkcionaly r-tého stupné, muze se psiti ve tvaru
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y(g) 5%
G| | [... [In(&) .. (&) dEy .. . A&,
dfy(z) dz|“

kde @ je libovolny funkecional, a r, + 7, 4 .. . + 75 =7 (17), (18).

Mezi rovnicemi integro-diferencidlnimi a rovnicemi s funkcio-
nalnimi derivacemi lze odvoditi obdobné vztahy, jako mezi sou-
stavami obydejnych diferencidlnich rovnic a rovnicemi parcial-
nimi (19).

Vyslovime zde jen nékteré vysledky, které lze povaZovati za.
rozifteni vét znamych z obyéejného diferencidlniho poctu.

Regeni integro-diferencidlni rovnice

ox

WD _ iy (at) 2, 8)
je déno rovnici tvaru
y(at) = (&) + Pyl 7, 8
(kde p je libovolné funkce), kterd davé, rozrefena podle y
WO = e + 20y = 8
Dosadme na misto y (z¢) (proménnou) funkei @(f); libovolny
(pravidelny) funkcional @ zavisici na hodnotich funkce
58 = pl&) + QAo®: % &
v intervalu (, b) je funkcional A funkce @(t), zavisly jeSté na para-
metru z a vyhovujici rovnici s funkciondlnimi derivacemi

b b <
%% +6[A, [(P(ﬁ)S z, & F[(p(ct‘); x, £]dE =0,

kde A’ je funkcionalni derivace funkciondlu A v bodé &; proto

bude Feeni této rovnice zaviseti na YeSeni rovnice integro-dife-

rencialni. i 5

Bud tedy H [f(£); ¢(£);t] funkeciondl (pravidelny), zévisicl
a a

.na funkeich f a ¢ a na parametru ¢; budtez
B2 id b b
H'{[#(£); 9(£); 8, 2] a H'[H(£); #(8): z]

jeho funkcionalni derivace vzhledem k f a ¢ v bodé . O soustavé
" rovnic integro-diferencidlnich : A wihid:
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gia%ﬂ - H'p[q“g)s p(tg); t, ]

@_{%@ = H/q[q(tg); P(tg); ¢, ]

a 0 rovnici s funkeciondlnimi derivacemi

aV[f(g); t] b b
— HE(£): V'y(£); 1] = 0

(kde V'y(&) je derivace v bodé & funkciondlu V funkce f, jen#
zdvisi jeSté na parametru ¢) lze dokdzati vétu obdobnou vétd
Hamilton-Jacobiho o kanonickych soustavidch v oby&ejném dife-
rencidlnim poétu.

Mohli bychom se zabyvati rovnicemi s funkciondlnimi deri-
vacemi fddu vysitho, nez prvniho; na priklad byly objeveny
zajimavé vysledky o linedrnich rovnicich s funkciondlnimi deri-
vacemi drubhého ¥adu (17). ,

Hadamard (20) nalezl zajimavou rovnici s funkciondlnimi
derivacemi pro Greenovu funkei; rovnice ta davé ¥eSeni Dirichle-
tova problému pro rovinny obor; Greenova funkce je tu funkcio-
nalem funkei, jez davaji obvod doty&ného oboru. Zminéné rovnice
s funkciondlnimi derivacemi vyjadfuje, jak se méni Greenova
funkce, méni-li se (nekoneéné malo) okraj oboru. .

15. Nemohu ukondéiti tento vieobecny niért o funkcionilech
a nezminiti se o jejich uziti v teorii funkeci, které bylo zavedeno
teprve nedavno. Neni mozné rozsffiti Cauchyho pojem monogen-
‘nosti na prostor o tfech nebo vice rozmérech, uvazujeme-li jenom
o obyéejnych funkcich jedné nebo nékolika proménnych.. M&jme
viak na mysli funkciondl F zdvisici na tvaru a na poloze uzaviené
kiivky v t¥irozmérném prostoru a na smyslu, v ném# se k¥ivka
probihé. Predpoklddejme, Ze dvé uzavené kiivky maji spole¢nou
¢ast, kterd je probihédna opaénymi sméry podle toho, povazujeme-li
ji za 8ast jedné kiivky, nebo druhé. MiZeme nazvati kiivku L.
kterou obdrzime tim, Ze odstranime spolenou &4st a-z obou zby-
vajicich 8asti utvofime k¥ivku jedinou, soustem obou éar pivod-
nich L, L, a psiti

L =1L, + L,
M3-li funkciondl F vlastnost souStovou, to jest
F{L] = F[L,] + F[L], - . :

pravime o ném, %e je prvého stupné. PoSitimé v jednom bodé A4
nekoneén& maly prvek ds kiivky nekoneénd malo, takZe opise
plochu do a bud dF nekoneéné maléd zména funkcionilu F. Po-
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