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Tak mnohé hory na dné moiském dosahuii vy$ky 5000 m, dokonce
v Jiznim ocednu aZ 8500 m. (Vyiiato z asopisu »Vynilezy a po-
kroky«.)

- x, P
RESENI ULOH.
(Texty uloh zde YeSenych jsou oti§tény v 1. &isle Rozhledd matem.-
ptirodovédeckych letoSniho roéniku.)

Z matematiky.
1. ul. Res§il p. Jan Kazimour, VII. r. v Pisku.

Budiz V prﬁseéik_pi‘imek m, n, Vz_ osa uhlu (m, n), dale A”E'l kolmice
z bodu 4 spusténd na VX. Sestrojme VZ tak, aby & 4,VZ = 45°. P¥imka
VZ je afinni s pfimkou m. J eﬂ’ priseéik pfimek m. 44,, déle @ prasedik
ptimek VZ, AA4,, pak jest AP : A4,Q = b:a. Sestrojme na piimce AA;
bod O tak, aby 4,4 : 4,C = AP : 4,Q. Pak je C bodem afinnim k bodu 4.
Osa uselky VC protne VX ve stfedu elipsy, t. j. ve stfedu koso&tverce-
Zédaného. Tim je tloha FeSena.

2. ul. Redil p. V. Minz, VIL rg. v Prost&jové.

JeZto muiZeme psdti 4 = 4 (10 — 1), 44 =4 (100 — 1), atd., bude
soulet n Glend sp = & (10 + 10% + 103 + ... 4+ 10%) — §n. Tedy:

sn o= 4 [0 (10" — 1) —n).

3. ul. Rie8il p. Arnost Knépflmacher, VII. rg. Trenéin.

Jeden dotykovy bod elipsy -(ktord ma tvar stredovy) s parabolow
dostaneme rieSenim ich rovnic, pri ¢om diskriminant musi byt rovny nule-
Tym dostdvame vztah

b2p? — a? (p* — a®) = 0.
Pi¥me b/a = u. Dla toho bude
_ a? = p? (1 —u).
Plocha hladanej elipsy je
P = aab = nau = w . p? (1 —u?) . u = ap? (v — ud).

dpP PR r
Jﬁ_P_np (1 — 3u?).

Pre Pmaz musi platit 1 — 3u? = 0 CiZe

1 1 = 1 =
u=:5:v"2—'r , “=§PV6: b=—3-PV2-

Hladané elipsa ma rovnicu
322 + 9y? = 2p?

2 e
a jej plocha Praz = - 7p* Vs.

1. ul. Resil p. Martin Baumann, VII. t¥. rg. v Domazlicich.
K¥ivost paraboly z? = 2ky v bodé M (z, y) je:
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Vzdél. ohniska F (O, g) od teény v bod® M je d; = ;]/é:ﬁ L=
~-—£~; vzddl. od normaly je:
2 cos @ v o
_Ty—sr_ k sing
dz._%]/x +k 2 cos? @

Volime-li za potatek bod M a za osu & teénu, pak pro ohnisko F (&, n) plati:

e k sng r__k 1 ko
2 cos?g’ 1= S cosg’  costg P

Vylouéime k& a ¢

‘Ohniska parabol leZi na kruZnici dotykajici se osy X.a jdoueci ohniskem dané
paraboly. A

5. ul. Rie8il p. Arnost Knopflmacher, VII. rg. Trenéin.

Vrcholy dvojstredového S$tvoruholnika ozna¢me A, B, C, D; stred
kru¥nice vpisanej nech je S, opisanej §’, S8’ = m. Vedme priamku AS,
ktora rozpoluje oblik BD v bode E, podobne priamka (8 rozpoluje proti-
le¥iaci oblik BD v bode F. EF j je potom priemerom kruZnice opisanej.
Priamka SS’ preutne opisant kruZnicu v bodoch G, H. Ked je & BAD = q,
bude . BAE = { DAE = ja. Potom plati A4S . sin ia = [X¢ CS cos 1a = o.
Z toho AS sin ja = CS cos ja. Pretoze plati A4S : CS = FS : ES, je tiez
FSsin 3a = BS cos }a.

Teraz uvaZujme trojuholniky ES,S a FS.S, kde ES; = FS;, = r,
S8, =m a ¥ ESS = Y (2R — FS,8) = ¢. Dla vety Carnotovej plati:

ES? = m2 + r2 — 2mr cos ¢,
FS2 = m? + 72 + 2mr cos @.
Séitanim obidvoch rovnic dostaneme ES? + FS2 = 2 (m? + 72). Dosadenim
za FS z rovnice FS sin la = BS cos }a, dostaneme po upraveni
ES? = 2 (m? + 72) sin? ia.
Plati AS . ES = GS . HS. Umocnime celtt rovnicu na druht a dosa-

dime: A8 ———g—— ES? = 2 (m® + r?)sin2ta, GS = r—m, HS = r + m.

sin 1a
Tym dostaneme 20 (12 + m?) = (r? — m?)%.

6. ul. Reil p. Jan Nawrdtil, VII. rg. v Litovli.
V trojahelniku, ktery vznikne mezi pravodi¢i a osou plati:




by +
kde s-—_—%——ﬁ a ¢, = 2e.

&

Je dale:

_ay+ b+ 2 20+ 2
Znésohenim obou ho¥ejsich vztahti dostaneme:

a + e.

® y s—0¢ a—e
tg - tg — = =
g 2 g 2 s -+ e
a z toho hledany vztah:
e
1— a 1 &
¢ Yo o e
By = e ST

7. ul. RieSil p. Anton Huta, VII. Masarykovo rg., Bratislava.
Znésobenim kongruencii
p—1=—1 (modp), p — e (mod p), ..., p —k+1=k— 1(mod p),
mdme kongruenciu
(—1FLk—1n=@—1).p—2).(p—3)...(p—k-+1) (mod p).
Znésobime-li tato kongruenciu so samozrejmou kongruenciou

(p—k)! = (p — &)! (mod p),
dostaneme

(— ¥ (e — 1)1 (p — k) = (p — 1)! (mod p).
Podla vety Wilsonovej je

(p— 1)l = —1 (mod p);
dosadime-li do p6vodnej kongruencie, dostaneme
(— ¥ (k— 1)1 (p— k)1 = — 1 (mod p) GiZe

1+ (— 11 (B—1)! (p — k)1 = 0 (mod p).

8. ul. Resil p. Jan Nawrdtil, VIIL. rg. v Litovli.

V ¢tyrahel. dvojstfedovém splyvéa priseik uhlopfiGek s praseéikem
spojnic dotyénych bod@ na protilehlych strandch. Proto podle véty Pytha-
gorovy plyne: .

d? + 22 = (20)2, dy? + y* = (20)% kde z'= 2usinw a y = 2u cos .
Po dosazeni a sebteni mame:
d? + dy? + 4u* = 8?2, Eili:

d.2 L d.2

_1_1'_,‘12* = 2% — a2
Odettenim a po upravé plyne druhy vztah:

—dl—-:—d; = u? cos 2w-

9. ul. Redil p. Jaroslar Vanék, VIIL rrg., Susice.
Body P (paty kolmic z ohniska k tedndm) leZi na kruZnici o stfedu S
(stfed kuZelosecky) a poloméru a. Nejmensi moZna kruZnice, ktera protind
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obé telny, je kruZnice dotykajici se teény vzdalenéjsi. Dotykovy bod je
vrcholem hledané kuZelosecky.

Ohniska dostaneme, vztyéime-li kolmice v prasedicich kruZnice
s druhou teénou. Padnou-li ohniska dovnit¥ vrchola, dostaneme elipsu,
padnou-li vné, vznikne hyperbola. Splynou-li ohniska s vreholy, dostaneme
elipsu, jejiz b = 0. LeZi-li bod na ose thlu danych tefen, elipsa piejde
v kruZniei.

10. ul. Resil p. Leo Kalvoda, VIIL. rg. v Litovli.

Budte g,, 03, 0, poloméry kruZnic p¥ipsanych, ¢ polomér kruZnice
vepsané, r opsané. Rovnice 3. stupné vyZaduje

Ty + Xy + Tz = — M, BT, + BTy + Ty = N, TyLyTz = — P.
Je-li pak ¢, = @1, 05 = %y, 0, = 23 a plati-li
1 1 1 1
— S — o, 4= I 0,— 0
P Qa T Qb + Qc Qa T Qb + Ye Us
pak
00 T+ 242 T 940 n 9% T 0 T 2% —¢ n—mp
P e 2= e a r= = .
Qagbgc P 4 4p

11. ul. Regil p. Jakub Gabovié-Gaboj, VIII. rrg., N. Bohumin.
Kofeny rovnice musi miti tvar + », 4+ v tak, e na pf. v pofadku
—wv, —u, u,v tvoli arit. Fadu s diferenci d. Jest pak u-+-d=u,

u+d=v a odtud: u = 3d, v = 3d. Souéin vSech ko¥enl u*? = 2
gl 3d® = A

Soucet dvojnésobnych soudint je —wu?—2?=— (32 -+ 2) ¢&ili
1042 = 34 4 2.

Eliminaci a2 jde /= 6, takZe rovnice z* — 202% + 36 = 0 m4 kofeny
—3)2, —V2 12, 3)2.
12. ul. Res$il p. Jan Kazimour, VIL. r. v Pisku.

Zavésime-li klenec ve vreholu, v ném# se stykaji t¥i ostré dhly hranové,
z nichZ kazdy jest «, svird kaZdé ze t¥i hran, v tom vrcholu se sbihajicich,
s niti thel ¢, od kazdé stény pak mé nit odchylku .

Z rovnostranného sférického trojuhelniku, jeho# strany jsou a, plyne:

sin @ = ﬁ%: ' (1)
V3
1
sin y = t]g/ga- (2)
K uréeni uhlu « pak méme rovnice
6a?sin ¢ = 144, . (3)
a%v sin a = 18}/39, (4)

kde ¢ je hrana klence, v jeho vySka:
v = sin w;

o pak vyplyvd ze stérického trojiihelnika rovnostranného o stranich a,
v némZ je sférickou vyskou

cos a
cos @ = = 2 cos a —
€os ta -

cos 3a’



sin o = l—4cos?la +4— ——
* cos® ta

Je tedy v = @ sin %a]/ﬁl_—TgT’:a_,
a® sin a sin %a]/3-; tg® la = 181/.‘;9.
Dosazenim za a z rovnice (3) obdrZime po naleité tipravé
64 tg® ya — 192 tg la + 117 = 0.
Tuto rovnici lze psati takto:

64tg® la — 27 — 192 tg la + 144 = 0,
£tgfa — 3 —48 (4 tgja—3) = 0,

(4tg 3a — 3)[16 tg2 }a + 12tg Ja + 9 — 48] = 0,

—3 + )165

(tg3a); = 4, (tg 1) = 3

Uloze vyhovuje koYen tg ja = $. Pak jest:
2
.sinp = %37, @ = 4305171317,

siny = Vf, p = 25° 39 32”.

- = sin Ja |3 — tg® ta.
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Zavésime-li v8ak klenec ve vrcholu, v n8m#% se stykaji dva tupé thly
hranové a jeden ostry, svird ka?dd ze t¥i hran s niti tihel 1, st&na s ostrym
tthlem mé od niti odchylku u, kdeZto stény s tupym thlem ve vrcholu
maji od niti odehylku ». Pak plyne z rovnoramenného sférického trojahel-

niku, jehoZ zdkladna je «, ramena 180° — q,

2 cos ia 32

tg A= = ——, A= 59°39" 08",
tg la)/2cos® ta —1  3)/39

__ cos A . 0~/ ”

COSM——‘O—@’ Ilt——50 50 08,

cos ja 4 290 Q7 947

tgy = = 320 38" 24”.

V&cos?ia — T - T/3:—9’

13. Wl. Regil p. Martin Baumann, VIL. rg. v DomaZlicich.
Stied kruZnice lezi na vySce, z polomér kruZnice. Plati:

2

g — 3 , ¥°
0 = %— -+ Vsz—'v-)(v—-—;) =3. {;3,,

; X g . 9%
po odstranéni odmocniny a poloZenim — = y, x = 3vy dostaneme

2v
Yt — 183 + 112y% — 282y -+ 247 = 0.

Pigme ji:
(y* — 8y + 13) (y* — 10y + 19) = 0.
Z toho: - -
, Ve=4+ 13 yu=5+ 6
je tedy:

Ty =3 (4 £V3) v, @y = 3 (5 £V6) 0.
Ponévadz v — 4z > 0, plati jen =, a x4

rovnici:
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14. al. Re&il p. Jan Kazimour, VIIL. r. v Pisku.
1. Budiz ohnisko paraboly F (z, y), bod paraboly 4 (m, 0). Pak jest

poloparametr p = 2]/'31:2 + y% Osa mé smérnici tga = —Z—, takze

« Yy x
sSma = 7————,C08 ¢ = F—x——-
V= + 3, Var + o2

Ridici p¥imka m& rovnici
X cos (1800 + a) + ¥ sin (180° + a) — a2 & 4% = 0,
zX yY
VeEry Vet
Vzdalenost bodu A od ohniska F' se rovnd jeho vzddlenosti od Fidiei
pimky

—Vz+ 9y =o.

tVz—mpE+ P = e+ V2 F &,
Ve + o2
z ¢ehoZ po ndleZité upravé plyne rovnice hledaného geom. mista
423
m— 4z’

272

<

2. Budiz ¢t= X —m = 0 telna paraboly, jejiz vrchol jest V(0, 0}
a ohnisko F(z, y). Vrcholova teéna mé rovnici ¥ = =z X, priaseéik teény ¢

. ma . . . .
s vrcholovou teénou P(m, — -j) Kolmice s ohniska na teénu ¢ ma

o . mx . - -
rovnici ¥ = y, takfe y = — — neboli y® + mz = 0, coZ je rovnice hle-

daného geom. mista. Je to parabola, kterd mé vrchol v poditku a osu
v zédporné ose X.

3. BudiZ n = X — m = 0 normédla paraboly. Jeji priseé¢ik s osou

paraboly ¥ = % X jest Q (m, Lr;:_y) . Prislusnéd telna Y = g, protind osu

paraboly v bod& K (m?yl, yl). PonévadZ ohnisko F (z, y) pali usetku KQ,

(22 — m)

jest y, = == Y Délka normély jest

my _my (2z—m)y 2(m—2a)y

z n= oy z - x )
N 2 (m — ‘ I}
Subnormaéla pak jest 2} Y. Y =2 ]/x2 + 2, = Cehoz
T Vx?. + ys
3 ; -

y* = ————, coZ je rovnice geom. mista.

m—2x

15. ul. Re&il p. Martin Baumann, VIL. rg. v Domazlicich.

Je: : s
. 2n—2 2n—3 — — =
bn:x:-(n.—l)+(nn———1)x+"'+(n—ril)xn 2_,_(::’—{)_%71 1;
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MuaZeme tedy psati:

s = [n—2 2" —1  [p—1 1 i i 2n — 4| 2*—1
ax= \n—2] z—1 T (n—2 z—1 T - n—2| x —1
. [2n—3) z—1 il
Tl lpn—2 z— 1 ci
¥ n—2 n—1 —3 2n —3 ,
‘sn’;v(w—-l)=(n_2)x"‘+(n_2)m"’ +"'+(-n—2)x"—

2n — 2 2n — 2 2n — 2
+ (')1—2)_(n——2)_(n——1); z toho

8yl e A |13 g1 n—2|@—1
n =ln—3) z—1 " |\n—38]z—1 ©

. [2n — 38} z—1 2n — 2 2n — 2
Tln—38 | Z2—1 \n—2] \n—1)

Opakujeme tyZ tikon jestd (n — 3)krate a poloZzime z = 2; je:

sn’2=22”_2 [ oo2n—3 241 — [( 0 ) (2n——2) ...
2n — 2 7n—2
* (2n—3) +(3n =3 —1]
6'”:2 — 2 2n—1 1 — 227&—2 + 1 Sn,2 — 2213—2‘
0 2n — 2 2n — 1
P¥imo: S0 = (n— 1 8y = ( - )

16. ul. Rie&il p. Arnost Knépflmacher, VIL. a rg., Trenéin.
Séitanim prvych dvoch rovnic s dvojnédsobkom tretej rovnice a od-
mocnenim dostavame
z +y+2z=0.

Dalej sliéme prvé dve rovnice a dosadme z = — 2 — y a podobne rovnicu
druht s dvojnasobkom tretej a dosadme x = — y — z.
Tym dostdvame rovnice:

x?— y? = 2, z?—2t = — 1.
RieSenim tychto dvoch rovnic a rovnice =z + y + z = 0, ¢o je uZ snadné.
dostavame korene: :
T = % Yo = * '32’_ ey =F 2
Zyq = % ?ﬂV& Ysa = T %7«]/3, %4 = %@V&
17. ul. Re&il p. Jaroslav Vanék, VIIL. rrg., Sulice a Jan Kazimour.
VII. r., Pisek.
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2 2 2

I. PiSme: c—a=m, ¢c—b =mn, ¢ -+ b3

Z téchto t¥i rovnic dostaneme:
Qg = N +/2mn, by, =m +V2mn.
Vyrazy sestrojime podle v&ty Euklidovy.

= da

II. Jak snadno nahlédneme, je polomér vepsané kruZnice ¢ = ]/v.‘_,mn,

a tedy b = m -+ 4p. Na p¥imku OX naneseme OM = m, MN = n tak,
aby ON = m + n. Nad ON jako primérem opiSeme kruZnici K. V bod¥ M
vztytime kolmici k ON, tato kolmice protne kru#nici K v bod$ C'; sestrojime
&tverec CPMQ, jeho# uhlop¥i¢kou je CM. Na prodloufeni CP naneseme
CA = 4CP + m. Ke kruznici K, opsané kolem bodu M polomérem MP
vedeme z bodu A druhou tetnu, jeZ protne CQ v bodé B. A ABC je troj-
dhelnik Zédany.

ITI. (A4.) Oznaéme hledany trojtihelnik 4ABC, a bud m > n. Sestrojme
bod A’ tak, aby CA’ = b; tedy A’B = m —n = b—a, a sestrojme ddle
pfimku p || A’B ve vzdélenosti n = ¢ — b.

Pro bod A plati: AB =¢, (Ap) =¢, ¥ (44’ p) = 45° Bod 4
Ize tedy sestrojiti jako stfed kruZnice, kters mé st¥ed na piimce AA’,
prochézi B (ten volime) a dotyka se pfimky p, kterd od A’B mé vzdalenost n.
Uloha dvojzna&né. :

18. ul. Rekil p. Jaroslav Vanék, VIII. rrg., SuSice.

Ze znéamych vzorcu: ef = ac -+ bd, i . . o 50

f b + cd
2 = (o6 <+ bd) (ad bc). Podle Heronova vzorce:
ab + cd

O=1fla+b+e(a+b—e(a—b+e)(—a+b+e +
+3lc+d+e)lc+d—e)(c—d+e (—c+dr+e =
= 1)/(a® + 2ab + b* —€?) (¢ — a® + 2ab — b?) +
+ 3V(c® + 2¢d + d2 — e?) (e? — ¢® + 2¢d — d?) &ili

b
0 ;.@fg_a-) Vi@ + 02 —(c—a)T[(c + d) — (a— )7 +

dostaneme: e

I

od
+ Tt =gy Ve + P —@—bPTl@ + 8F — (e —d)F].-
Z toho

0=:}V(a+b——c+d)(a+b+c—d)(c+b-—a+b)(c+d+a-'bj'.
Oznatime-li ié-‘)#c_—i—d = s, je:

&

0=VG—a) (s—b) (s—c) (s —d).
19. ul. Resil p. Jan Kazimowr, VIIL. r. v Pisku.
PiSme:
n n

n
8= D2k — 1) (20 — 2% + 1) =D o (2 — 12— > (2k— 1P,
k=1

k=1 k=1
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J?J

= 20D (42— 4k 4 1) — D (8k — 12k + 645 — 1),
k=1 k=1
.
S = an/u —— ank 2n? — 8 ﬁ/k -+ IZZA" — 6 > -+,
r=1 k=1
S =2 +n—(n 462t + ) ¢ (8n + 12) ok i 1‘)5(2"‘ +1)
[n (n + 1)Y?
S = n? (271,2 —+ 1_)7'
: 3
20. al. Resil p. Jan Kazimour, VIL. r. v Pisku.
Ponévadz vysky v, = 2(1;, vy = _2()5’ v, = %’—) maji byti racionalni,

musi byti obsah P raciondlni. Jsou-li strany trojuhelniku 6 — 1, b, b + 1,
jest P = |36 (3b + 1) 36 (30 — 1) = b J/3 (67 — 4). Musi tedy byti splns-
ny podminky

b> 2, ' (1

b2 — 4 = 3m?, (2)

kde m znaéi n&jaké celé &islo. Snadno nahlédneme, Ze &isla b a m ob& musi
byti sudéd. PiSme tedy

b = 2x, (3)

m = 2y, (4)

takZe rovaice (2) nabude tvaru
x? — 3y? = 1. . (h)

Tuto rovnici mdame Fesiti celymi kladnymi Sisly. Budiz wxy, y; par nejuiziich
kofent. Pak jest

]l = (-271 + ‘|/"I37) (xl — Y V:‘_;I
ale talké

1= (2 + 1 V3)" (3 — 9 V3" = (= + y)/3) (= — y V3).
Rozvedenim podle binomické véty obdrZime:

{[‘Cln + (g)xln—z. 3 + (2)1‘111*4 320 4 . ]+ 'I/Sr[(,f);”ln_]l'/l. 4
4- (g) PRS- TV S E j}{[ml" —|—(g) 2,772 3y, 4
"f‘(’i) U LTV SRR .]~—.|/3 (IL) Aly, +(g’)x1""3 Byt .. U =
x?

- 3y?

neboli

B ] B E R
2
+(g)x1"“3 L8yd .. ] = 22 — 3y

Rozhledy matematicko-pfirodovédecké. Rodnfk 12. 9
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Vyhovuje-li tedy rovniei (5) pdr kofent y, y;, vyhovuje také

n o n Nn— 2 ' - 92
@ = " + (2)";1" 2.3y + (2)”1” Yosygt. .,

y = (1{,);0111,—'1!/1 + (7§)w1)L»~3 B 3!/13 L ('g)wln—-.’) . 32!/5 15 e

kdeZ za n maZeme postupné dosazovati 1, 2, 3, . . . Sta¥i tedy najiti pir nej-
nizsich kofent rovnice (5). .

ReSeni & = 1, y = 0 nevyhovuje vzhledem k podmince (1). Nejnizsi
pir ko¥enit je patmé z; = 2, y =1

Pak dalsi kofeny jsou

z, = 2" +(’;)2‘"~-‘2 .3 +v(”i) on—t 324

Yy = ("})z"-‘# ('5)2““3 i ("5‘)2"-5 iR T

kde za n dosazujeme postupné 2, 3, 4, ...
Je tedy

b=2[2"+(’; 2"~2.3+(2)2"—4.32+...].

Tak obdrzime hledané trojihelniky

S—

n=1 a= 3, b= 4, ©== 5,

n=2 a= 13, b= 14, ¢c= 15,

n=3 a= 51, b= 52 c¢= 53,

n=4 a= 193, b= 194, c¢c= 195,

n=25 a= 723, b= 724, c= 725,

n=2=6, a= 2701, b = 2702, c¢ = 2703, atd.
Z fysiky.

1. ul. Redeni autorovo.*)

Drat o praméru g, délky I prodlouzi se celkovym napétim P o Al =
~ ; .51V nafom piklads jest £ — 22.10° ke/em?, L tmer meinost

pro plavkovou ocel) = 3300 kg/em? a I (vzdédlenost Mésice od Zems) =
= 3844 . 107 cm. Tedy 4l = 576,6 km. Sila P, kterou Zemé piitahuje
Mm

Msésic, podle zdkona Newtonova = k . -lz—kg, kde M je hmota zemé

(5,959 . 10%7 g), m hmota Msésice (—81_1 M), k gravitaéni konstanta a g =

2
= 981 . 103 dyn. Podle d¥ivéjsiho jest P = %l— .Eq = é; Exn dz Z obou
rovnic plyne d = —2-!—)]1! ng;:]ldl = 936 km.

2. ul. Resil p. Martin Baumann, VIIL. rg., Domazlice.

RozloZme rychlosti ¢, a ¢, ve dvé sloZzky k sob& kolmé, z nichz ¢, cos u;
a ¢, COoS ay spadaji do sméru stfedné. PFedpokldaddme-li, Ze jsou koule dokonale

*) Autorem ulohy je profesor Frantisek Bouchal,
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hladké, nezméni se razem teéné slozky rychlosti. Rédzem se koule deformuji;
v okamziku, kdy se deformace dovrSi, normalné rychlosti se vyrovnaji na
spolenou rychlost u = § (¢, cos ay + ¢, cos ap) (1y = my) ve sméru stredné.
SloZka ¢, cos a, se zmensi o (¢, cos a, — u), ¢; €os ¢, se zvetsi o (v — ¢; cos ).
Snahou deformovanych kouli nabyti pavodniho tvaru nastédva rdz druhy
opacného sméru, jimZ se c, cos u, zmen$i jeSté o k, (¢, cOS ay — u) a sloZka
¢; cos a; zvetsi se o ky (u— ¢y cos @). Normalné rychlosti po rdazu budou
vy = ¢y cos 4y + (1 + k&) (w— ¢, cos ¢p) = 0,99598 . .,
Ty = Cy €OS ty — (1 4 ky) (cy cOS ap — u) = 0,910615 . .,
vysledné rychlosti po rézu
S .
Cp = o2 + ¢fsin® g = 1,11445,
Cy = Jv2 + ¢sin® q, = 1,96103;
uhly se stfednou po réazu uréuji rovnice

-

¢, sin o Cy SIN ay
= =

_ tgﬁ1~—-1: » tg fly = v
z nichZ plyne
B, = 260397 277, B, = 6202’ 2".
Smeéry se lisi o tihel
fs — By = 35° 227 35",

3. al. Resil p- Jan Kazimour, VII. r., Pisek.
Hmotny bod padaje po elipse bez tfeni podléha sile my, mifici svisle

dolty, t. j. rovnobéZné s hlavni osou a sile odstfedivé m% mitici od st¥edu
k¥ivosti, t. j. majici smér normdly. Zustdvé na elipse, pokud slozka vahy
padajici do sméru normdly je vétsi ne# sila odstiediva. Sviré-li normala
s vedlej§i osou uhel a, opusti hmotny bod elipsu v mist&, v némz

2

‘Ra

gR sin a = 22

mg sin a = m

Rychlost v plyne ze zdkona o zachovani energie
ymat = mg (@ — y),

,v2 == 29 (a’ - .'U)»
takZze Rsina = 2 (a—y). (1)
Je-li rovnice elipsy b%y? + a’x? = a?b?, je polomér kiivosti
(L+ y3b _ (0492 + ata?)} 9
R = = = — . (2)
Yy atb :
Smérnice normadly jest .
b a=2l
e
takie
. by 3
S oy (3)
Dosazenim hodnot (2), (3) do (1) obdrZime pro y rovnici
3at 2ab



Pro a =3, b= 5}3/;4 rovnice (4) nabude tvaru
21 — | [,
kterda m&a kofeny y; = 1, ¥, =V 12 1, Ys = ]/ 91 i 1, Jjimz  prislusi
. hodnoty =z, = 3:13/214, z, a ¥ jsou imagindrni.

Hmotny bod opusti elipsu v misté 4 (_]3/214, 1). '

4. ul. Re&il p. Leo Kalvoda, VIIL. rg., Litovel.

Silu P rozlo¥me ve slozky P'sin a (svislou) a P cos a (vodorovnou).
Plati, #e T = f.N; zde tedy P cos a = f (N — P sin «a), znabi-li N vahu
télesa. Z toho P = ————f—~—— Extrém mé tato funkce pro P’ =

fsin a + cos a
__ sina—f cos &
 (fsin ¢ + cos a)?
druhé derivace je kladné.

5. ul. Resil p. Vdclav Minz, VII. r., Prostjov.

Svirda-li vektor rychlosti ¢ s osami X, Y,Z uahly (cX), (cY), (cZ);
pak plati pro soufadnice plochy, na které se bude bod po dob8 ¢ nachazeti,
rovnice:

= 0. Z toho plyne f = tga. Je to minimum, jezto

x = ct cos (¢X),
y = ct cos (cY),

Il

g 4
= = ctcos (¢Z) — ; 2.

Pondvady cos? (eX)* + cos® (eY)? + cos? (¢Z)* = 1, je rovnice hledané
plochy:

g

a2 + y-z _|_ (Z + é t:!)‘.’. = 22,
Po dobé ¢ lezi tedy hmotné body na kouli o poloméru ct, jojiZ stied
je o (—27 t* pod hodem, ze kterého byly body vrZeny. Stfed této koule padd

volnym pédem, polomér rovanomérné roste rychlosti vrhu.
6. ul. Reseni autorovo.
Jako nezdvisle proménnou z zvolme vysku kapaliny nad dnem
a zdavisle proménnou y vysku spoleéného téZisté nad dnem. Vzhledem ke
dnu plati momentova rovnice:
%
(p + ar*xs)y = pd + nrixs -,
z CehoZ plyne zdvislosts
Yy = 2pd + arisx?
y 2p + 2arisx
Derivajme a poloZme derivaci rovnou 0; dostavame
2p 2pd
e B = = 0
nrds Tr3s

(1

a2

& I)I’O -
V7* F Zaridps - p

xz =
nris
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kterouzto hodnotu dosadime do (1). ObdrZime

Vp* + 27%dps — p
Ymin = =m0
Dosdhne tedy t82isté nejnizsi polohy, kdy% padne pravé do povrchové
hladiny kapaliny.
7. ul. Re#il p. Leo Kalvoda, VIII. rg. v Litovli.
Spojime-li n-élankd do z skupin po y élancich, pak je-li R vné&jsi
odpor, 7 vnitini odpor kaZdého &lanku a e elm. sila, intensija jest déna
xe
ey + R
ne

= wfy + Ry

Ponévadz pak 2y = n, hleddme maximum funkce

o0 proménné y.

—2 T——
M_:R) = 0 plyne pro vy = i
[y T Byl? S

R
Dosazenim do druhé derivace plyne maximum 1.
Dale pak

Z prvni derivace I’ =

nk
x = et
7

pritéto podmince celkovy odpor vnit¥ni rovné se odporu vnéjsimu a nastavd
max. intensita.

8. tl. Redent autorovo. ,

V strede kormidla O bude pbdsobiste odporu prostredia (vody s koefi-
cientom k). Sila této f je dané: f = kFv? a rozklada sa vo dve slozky f, a f,,
z ktorych f; lodku otéca a f, (ponevié¢ prechddza tazistom 7') ju sdruZuje
v chodu a zaroven pritahuje k stredu S (rozkladajic sa zase v f3 a f,).
Preto hladanou krivkou bude spirdla, ktorej veli¢iny si uréime:

Velkoso sil f, az f, je tato:

fi=fsinB, fo=fcosp, Jy=fcos*h, fy = 1fsin 2.

kde . tef— %

Postuphé, otabiva rychlost lodky (pdsobend silou f;) je v, = ]‘fﬁl;
uhlova rychlost '
. ¥y _ f sin? B
®Ton.0or M

Sila f, bude lodku v chodu zdrZovat rychlostou v; = j%’, &ize rychlost
lodky v = v — ;.
Odhliadntic prezatym od sily f, lodka koné drahu kruhovt s thlovou
rychlostou zase w, lebo sa pohybuje vo smere teény. Preto plati:
_fsin?f  v—uwg Mv—fcos®f

Y =3 T 2w, | 2abr,

_ bMv —bf cos? B
S

a z toho pre

a po upraveni:,

PSS W
g bFkv b’

7o = je pri tom podiatodnym polomerom spirdly.
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Po vykonani obliku 360°%ého sa vSak polomer r, zmensina r,. Tento
mzdiel Py =Ty =1, Ty Tym je spirdla dostatoéne uréend.
Ctas vykonania obliku 360°%ho =
1 27b M

o [sin?f
Nasobime-li = rychlostou »; (pdsobenou silou f,, smerujticou do ),
obdrZime 7, — 7y.

owmbM  J,
Y ro_rl:]ﬁ‘é—ﬂ.ﬁz’

7y — 71 = 2na.

9. ul. Resil p. Jan Kazimour, VII. 1., Pisek.

Dopadne-li mi¢ v bod8 O na rovinu rychlosti ¢, kterd mé od roviny
odehylku @, odrazi se pod elevaénim tihlem « a dopadne opét na rovinu ve

. ¢%sin 2a . o . -
vzdéalenosti —F odrazi se opét pod elevaénim thlem a, vystoupi
o 3 - T rw . . ¢?sin 2a
v8ak jen do 3 puvodni vySe a dopadne ve vzdalenosti 7 kde

c’? = 3c?, atd.
Vzdalenost posledniho dopadu od bodu O jest

2 ay 2 ot 2 o 2 oy
a= sm& _*_%c_sgr}Za_l_ (%)sc sm2a+ (:2)30 sin 2a & dnt,
g q g q
Qo T EOI s a b it
4¢2? sin 2a
d =

g
10. ul. Resil p. Jaroslav Vanék, VIII. rrg., SuSice.

» Paprsek svird s odvésnou thel a, ldme se a svird pak s ni Ghel a + f.
S druhou odvésnou svird thel 90° — (a + f), po odraze s pfeponou tihel
45% + a 4- f, s lomenym paprskem 90° — f, s pavodnim pak 90°.

Z deskriptivni geometrie.

1. 4al. Resil p. P. Prokopec, VI. r., Praha X.

Oznaéme rovinu bod (4, B;, C) = g;- Chordélné roviny 0;» O S€
protnou v p¥imee p;, ;, kterou prochézeji potenéni roviny viech kouli svazkt
(4; By, C;) resp. (Ak’, By, (). Nase potenéni rovina je tedy uréena (P, M) =
CE T Hledané stfedy ploch kulovych v naSich svazecich, které maji
7;); za potenéni, dostaneme takto. Sestrojime p¥idku os obou svazkil
kolmou k 7; ;. (za pomoci pramétu obou os do 7;); kde protne tato piitka
osy svazkl, jsou stfedy .S; resp. S.

- 2. ul. Regil p. Jaroslav Vanék, VIIL. rrg., SuSice.

P¥imkou p a bodem B proloZime rovinu p. K bodtim M, N najdeme
soumé&rné podle ¢ a tim, je koule uréena 4 body. Osu dostaneme, spojime-li
stted koule s B.
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3. al. Reéil p- K. Zivuska, VI. r., Praha X.

Z bodu E vedeme teénu k dané ploSe kulové a jeji délku oznaéime ¢.
Spojime R s A a sestrojime na AR bod 0, pro ktery plati: R4 . RC = .
Takté% sestrojime bod D na spojnici RB, pro ktery plati: RB . RD = 12
Kulovd pl. je tedy uréena 4 body: A4, B, C, D.

4. ul. RieS8il p. V. Hénig, VI. rrg. v Novom Meste nad Vdhom.

Bodmi M, N ide priamka a. Vyhladajme prieseéik a s o a vyhladajme
priemet kolmy priamky @ do o. Rozpdlime uhol @ a jej priemetu, dostaneme
priamku b (osu toho uhlu). Priamkou b poloZime rovinu ¢ kolmu k rovine 7.
Uréime prieseénicu g, ¢’ a vyhladdme odchylku « roviny = od g. Sostrojime
dale rovinu v, ktord mé odchylku od p 2¢ a M, N budd v ni obsaZené.
Vyhladdme » X p. Tym je kruzZnica antiparalelného rezu uréené bodmi M, N
a teénou ¢= (v x 7). Kde sa dotyké kruZnica antip. rezu prieseénice (v X g),
tam je i dotykovy bod spodnej kruZnice uréené mimo to teénou (o X 7).

5. ul. Resil p. . Wergner, VI. r., Praha X.

Oznagime-li X bod hledané plochy kulové a S piisl. stfed, plati:

@ 85X . & SX
Bl = == ——, BIN —g=im=ioses
2 05 2 0,
Vydélenim téchto rovnic je: :
sin 3a; 0,8
sinja; 0,8’
je tedy g. m. st¥fedd ploch kulovych, které jsou vidény z boda O, a O, pod
thly a;, resp. a,, Apol. plocha kulova, kterd je sestrojena nad usetkou
50, pro pomir PoA%
1V P P sin éal. o

Podobng dostaneme Apol. plochy kulové nad useékou 0,0, a také nad
tselkou 0,0,.

Tyto 3 plochy kulové maji spoleéné 2 body, st¥edy hledanych ploch
kulovych. Poloméry uréime z rovnice:

SX = 0,8 .sin la,.

Seznam ¥FeSiteli iwloh.

Martin Baumann, VIIL. rg., Domazlice, m.: 1—20, f.: 2—7, 9,
dg.: 1—5; Jakub Gabovic-Gaboj, VII. rrg., Novy Bohumin, m.:
2,3,6,9, 11, 16, 19, f.: 7; Vojtéch Honrg, VI. rrg., Nové Mesto nad
Vahom, m.: 1, 2, 10, 11, 15, 16, 17, 19, 20, dg.: 4; Anionin Huta,
VIIL. rg., Bratislava, m.: 2, 7, 10, 11, 16, 19; Leo Kalvoda, VIIL. rg.,
Litovel, m.: 2, 6, 10, 11, 18, f.: 1—7, 9, 10; FrantiSek Ka$par,
II. st. primyslovd $kola, Praha XVI., m.: 2, f.: 4, 6, 7, dg.: 3;
Jan Kazimour, VIIL. r., Pisek, m.: 1—20, f.: 1—7, 9, 10; Josef Kelich,
VIL. r., Louny, f.: 1, 5, 7; Arnost Knopfelmacher, VIL. rg., Trenéin,
m.: 1--19; Zdenék Kopal, VIIL. rg., Smichov, m.: 2, 11, 16; Zdenék
Kubik, V1. r., Praha X., dg.: 1—5; Karol Kukuéa, VIII. rrg., Turt.
Sv. Martin; V. Manz, VII. rg., Prostéjov, m.: 1—11, 13, 14, 19,
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f.: 2—7. 10; Jan Nawrdatil, VII. rg., Litovel, m.: 6, 8, 10, 16, 18;
Pawel Prokopec, VI. r., Praha X., dg.: 1—5; Vdclav Sebesta, V. rrg.,
Susice, m.: 2, 9, 16, 18; f.: 10; Jar. Vanék, VIIL. rrg., Susice, m.:
1—3, 6—12, 14—20,f.: 1,2,4—7,9.10,dg.: 2, 3, 4; Viktor Vychodil,
VI. rg., Kralupy n. Vltavou, m.: 10, 16, f.: 5, dg.: 3; FrantiSek
Wergner, V1. r., Praha X., dg.: 1—5; Karel Zivudka, VI. 1., Praha X,
dg.: 1—5.

Udégleni cen.

Redakce, piihlizejic k jakosti a poétu feSenych dloh, pfisoudila
témto Yefiteltim ceny, vypsané vyborem Jednoty éeskoslovenskych
matematikt a fysiki:

Z matematiky:

Prvni cenu obdrii: Jan Kazimour, VII. r., Pisek, druhé ceny
Martin Baumann, VII. rg., Domazlice, Arnost Kndpfelmacher,
VII. rg., Trenéin a Jan Vanék, VIII. rrg., Susice.

Z fysiky:
Obdrzi ceny: Jan Kazimour, VIL. r. v Pisku a Leo Kalvoda,
VIII. rg. v Litovli.
Z deskriptivni geometrie:
Obdrzi cenu: Pavel Prokopec, V1. r., Praha X.

Z fondu Jaromira MareSe:

Ceny obdrzi: Martin Baumann, VIIL. rg., Domazlice a Svatopluk
Rozsival, 74k V.c t¥idy I. obecné chlapecké $koly v Ceskych
Budéjovicich, oznadeny spravou Skoly za nejlepifho poétare.
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st matematickou ¥di BOHUMIL BYDZOVSKY s redakéni radou:
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VYDAVA & .- el

JEDNOTA CESKOSLOVENSKYCH MATEMATIKI‘:I“A FYSIKO

ZA PODPORY MINISTERSTVA SKOLSTVI A NARODNI OSVETY.

7
: pe A ‘._\‘; :
]

V PRAZE 1932.
TISKEM A NAKLADEM VLASTNIM.

b &



	
	Other


