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ROZHLEDY
MATEMATICKO-PRIRODOVEDECKE.

ROCNIK 12 (1932/33). CISLO 4.

Cisla Gaussova.

Vli. Knichal.
(Dokondeni.)

Véta 2. Kazdé &islo Gaussovo «, pro néz N(«) > 1, d4 se roz-
loZiti v souéin Gaussovych prvoéisel, t. j. plati e = @, . 75 . . . 70,
kde m; je Gaussovo prvoéislo (1=1,2,...,n, n =1, cclé).

Dikaz provedeme Gplnou indukei vzhledem k N(e). Uvédom-
me si napfed: je-li « Gaussovo prvoéislo, nase véta je spravnd,
neni-li « Gaussovo prvodislo, existuji dvé Gaussova &isla «y, ¢
takova, Ze plati

@ = oy, N(a) > 1, N(ap) > 1;
tedy
1 < N(ey) < N(), 1 < N(ep) < N(a).

1. Bud N(«) = 2. Pak je ¢ Gaussovo prvodéislo; jinak by bylo
@ = aa, kde ¢, @, by byla Gaussova &isla, pro néz 1 < N(¢)) <
< N(a) = 2, coz je vylouGeno.

2. Bud n = 2, celé. Piedpoklidejme, Ze mame naSi vétu jiz
dokézdnu pro viechna uvazovani a, pro néz N(e) < n. Pak plati
také, jestlize N(a) = n + 1.

Budto je totiz « Gaussovo prvoéislo, anebo plati ¢ = aa,
kde a, @, jsou Gaussova &isla, pro néz 1 < N(e;) < N(a) = n 4 1,
1< N(a) < N(a) =n+ 1. Tedy muzeme psdti (r = 1, celé,
s 2 1, celé) '

O =TT ... T Oy = S0y .. % s,
kde 7y, 7, . . ., T, W'y, AWy, . .., s jsou Gaussova prvodisla. Pak
&= TBT s« TGTC 1 To.g » + - g

Véta 3. Budte r > 1, s > 1, celd éisla. Necht =, 7y, . . ., 7,
'y, Wy, ..., w's jsou Gaussova prvoéisla a necht plati
T . Ty =TTy .. . T
Pak r = s a systém &isel m;, 7y, . . ., % je totoZny az na poradi
a na jednotkové faktory (t. zn. Gaussovy jednotky) se systémem
Rozhledy matematicko-vifrodovidecké. Ro¥nfk 12. 7
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'y, 7o, o ., s (L. zn. pii vhodném oznadeni dolnich indexiu lze
pséti m =gn's, 1=1,2,..., 7, kde ¢, &, ..., & jsou Gaussovy
jednotky.)
Ditkaz provedeme Gplnou indukei vzhledem k ».%)
1. Bud » = 1. Necht
My == 7% 108 g v s . TC 85

Kdyby s = 2, dalo by se =z, rozloziti v souéin Gaussovych é&isel
o norméch vé&tsich nez 1, coz je vyloudeno. Tedy je s = 1l am; = x',.

2. Bud n > 1, celé. Predpoklidejme. Ze nafe véta plati pro
viechna uvazovand » < n. DokéZeme si, ze plati i pro r = n + 1.
Necht tedy

7 7 ’
Ty Tp v o o« Fontl == T T g .« « T g (6)

Postupnym uZitim véty 1. (souéin z'in’s ... x's je délitelny mu 1)
se presvédéime, zZe jedno z &isel @'y, @'y, . . ., #'s je délitelno sy
Vhodnym oznaéenim indext docilime toho, Ze je to pravé a's.
Tedy n's = emnt1, kde & je Gaussova jednotka. Po vykrdceni
obdrzime tudiz z (6)

Ty e w il == (67 1)« Ty o5+ o=t

Ponévad? nafe véta je spravnd (podle predpokladu) pro 7 = n,
je?) s =n + 1 a vhodnym oznadenim indext lze dociliti toho, Ze

1 ’ ! ’
my = ¢&'y (eny) = g7y, 7wy = &7y, . . ., Ty = EnTTn,

pii éemz &'y, &, &, . . ., &x jsou Gaussovy jednotky.®)

Dusledek. Z véty 2. a 3. plyne ihned dfisledek, ze kaZzdé é&islo
Gaussovo a, pro néz N(e) > 1, dd se aZ na jednotkové faktory
(Gaussovy jednotky) jedinym zpusobem rozloziti v souéin Gausso-
vych prvoéisel.

Dalsim na8im tkolem bude rozhodnouti, zda dané Gaussovo
¢islo « je Gaussovym prvoéislem, nebo ne. NeZli v8ak odvodime
hledané kriterium, dokaZeme si dvé pomocné véty.

Véta 4. Bud p liché prvoéislo. V této a nésledujici vété bude S
znaditi systém éisel 1, — 1, 2,—2,3,—3, ..., }(p—1),—i(p—1).

Ke kazdému &islu @ z S lze nalézti jediné &islo @’ rovnéz z S
takové, Ze?) aa’ = 1 (mod p).

Diikaz. Nejdiive je patrno, Ze kaZdé celé &islo b nesoudélné s p
je kongruentni s néjakym éislem z ze systému S podle modulu 7.

%) enr’; je rovndz Gaussovo prvoéislo.

®) Apiq = €, kde g, = 1/e plati jiZ podle ho¥ejsiho.

") dsou-li a,b,p (p = 0) celd &isla, znamend « = b (mod p) (¢ti « je
kongruentni s b podle modulu p) toté%, co p/(a— b). Snadno se presvéd&ime,
Ze az=a,je-li a=b,je b=a, jelli a=b a b=c, je a =c a kone¢nd je-li
a=bac=d, jeat+c=b-+d, a—c=b-—d, ac=bd, vie podle téhoZ
modulu p.

*) Bez 1ijmy obecnosti lze pFedpokladati, Ze r < s.
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Urdeme totiz celé &islo ¢ tak, aby | b — ¢p | bylo nejmensi. Klad'me
z=1>b—cp. Pak je predné z = b (mod p), 2=F 0 (nebot jinak
by p/b). PonévadZz |b—cp | je minimélni, je |z [ =lz+pl,
tedy 22 << (2 4 p)2 =22 4 22p 4 p2 TudiZ je T 2zp < 92 dili
|z | < Lp a z patii tedy do S.

Kazdé &islo ze systému R: a,a? @ ... a? je kongruentni
s jednim &islem ze systému S. Tento system obsahu]e viak pouze
p — 1 &isel. Tudiz ex1stuJ1 dvé éislaa’, a* (1 < r < s < p; 7, s celd)
ze systému R takova, Ze

a" = a* (mod p),
t. zn., Ze p/a’ (1—a*~"). Ponévadz (a, p) =1, je p/(1 —a*), t. zn.
@~ =1 (mod p) (s —r=1). Bud a' ze systému S takové, Ze
as~"1 = ¢’ (mod p). Je tudiz aa’ = 1 (mod p).
Kdyby kromé o’ ex1stovalo v 8 jesté éislo a'” takové, Ze an'' =
= 1 (mod p), bylo by a (¢’ — a’’) = 0 (mod p) é&ili [jezto (@, p) = 1]
plla —a'’). Je viak |a’ | < %;p, |a” | <ip a tedy

la" —a" | <ip+ ip = p.
Tudiz o =a”.
Véta 5. Bud p liché prvodéislo. Pak plati
[1.2.3... 3p— 1)) = (— 1)}+D (mod p).

Dikaz. Predpoklidejme p > 3 (pro p = 3 véta je zfejmé
spravnéa). Bud a &islo z S, | @ | & 1. Urdeme o’ z S tak, aby aa’ =
= 1 (mod p) (viz vétu 4.). Pak |a’| & 1 (jinak by |a|=1).
Déle je a = a’, nebot jinak by a® — 1 bylo délitelno p, éili budto
by bylo @ = 1, anebo @ = — 1 (mod p), t. j. bylo by a = 4 1.

Do systému A4 zafadme pravé vsechna Cisla a z S, pro néz
|@| 3 1apronéz a < a’, kde a’ je ¢islo svrchu uréené. Necht 4
sestdiva z téchto Gisel (mezi sebou ritznych):

Ay, g, Ag; - - -5 Q.

Bud as (¢ =1,2,...7) takové ¢&slo z 8, pro néz aa's =
=1 (mod p). Jsou tedy podle véty 4. &isla a'y, @ 2 @'gy o0y Br
vesmés mezi sebou rtizné. Oznacme tento %ysbem A’. Z4dné &slo a;
7e systému A4 neni rovné zadnému é&islu a’; ze systému 4. Kdyby
a;:== a';, bylo by 1 = aja’; = aja; (mod p), tedy a; = a’s. Podle
definice systému 4 je a; < a'i = a5 < a'j, tedy by bylo @ < a;
proti pfedpokladu.

Z4dna dvé &isla ze systému S’

—'— 1 '—1 Ay, Ay, - - ’aﬁall’a’2: J ':aIT

nejsou si tedy rovna. Kazdé &islo @ z S je vSak v S obsaZeno:
MuZeme predpokladati, %e |a | 1. Najdéme a" z S tak, aby
7*
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aa’ = 1 (mod p). Bud je nyni ¢« < a’ a pak je ¢ v 4, anebo je
a>a apakjea vAatedyav A Systémy S a S se tedy az na
potadi shoduji a je 2r +2=9p—1 ¢ili r =§(p—1) — 1.

Tedy
1.2.3...4p—1) . (—1)(—2)...[—4p—1)] =
= — (ma'y) (at'y) - . . (a'y) = — 1 (mod p),
tedy [1.2.3...4p— D] = (— 1)+ (mod p).

Diisledek z véty 5. Bud p liché prvodislo a necht i(p — 1) je
sudé (t. j. p je tvaru 4n + 1, kde n je celé). Pak existuje celé &islo z
takové, Ze 22 = —1 (mod p) [stadi kldsti 2=1.2.3. .. L(p —1)].

Yéta 6. Bud p prvoéislo tvaru 4n 4+ 1 (n celé). Pak p neni
Gaussovo prvoéislo.

Dikaz. Podle disledku z véty 5. existuje celé &islo z takové, Ze
22 4 1 je délitelno p, tedy souéin (2 + ) (z —¢) je délitelny p.
Kdyby p byloe Gaussovo prvoéislo, pak by podle véty 1. jeden
z 8initelt z + ¢, 2 — 4 musel byti délitelny p, t. j. muselo by existo-
vati Gaussovo &islo @ + b7 takové, Ze

ap +bpr =241
(plati bud'to znaménko -+ anebo —). Tedy by muselo bytibp = + 1
pro né&jaké celé b, coz je vyloueno.

Véta 7. 2 neni Gaussovo prvoéislo a plati 2 = (1 + ) (1 — 7).
(Z¥ejmé.)

Véta 8. Bud a = a + b7 Gaussovo &islo. ¢ je Gaussovym prvo-
éislem tenkrate a jemom tenkrate, jestliZe

1. budto « je asociované é&islo ku prvodislu tvaru 4n -+ 3
(2 celé),

2. anebo N(a) je budto prvoéislo tvaru 4n + 1 neb N(a) = 2.

Dikaz. I. Bud « Gaussovo prvoéislo. Kladme o = a — bi.
(Vidy je N(a) = 2.)

1. N(a) je prvoéislo; je-li to sudé prvoéislo, je N(a) = 2,
je-li to liché prvo&islo je N(a) tvaru 4n + 1, nebot soudet celych
kvadratt N(a) = a® + b* nemiize nikdy byti tvaru 4n -+ 3 (Stverec
celého &isla je vizdy bud tvaru 4n anebo tvaru 4n - 1).

2. N(a) neni prvoéislo, tedy necht N(a) =r.s, kde r > 2,
8§ = 2 jsou celd éisla. N(a) = a .« je dglitelno ¢ a tudiz podle
véty 1. je bud » anebo s délitelno a. Necht je to 7, t. j. necht plati
r = aff, kde B je Gaussovo &islo. Z rovnice ez = rs plyne pak
@ = fs Cili%) a = fs. Ponévadz e je Gaussovo prvoéislo, musi
(jezto s = 2) B = & byti Gaussova jednotka a s musi byti prvo-

8 B je—E%islo konjugované ku B.
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