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Piispévek k teorii funkeci prostych.
(Vytah z disertace.)
Lad. Spasek.

(Doslo 30. kvétna 1932.)

V této praci odvodim nékteré podminky, postadujici k tomu,
aby dand funkce byla prosté.

1. Me]me funkei f (z) = oz + a2 + . . ., kterd je pro 2] <1
regulirn{ a rizn4 od nuly mimo pooatek "kde m4 ]ednoduchy
nulovy bod, a neni prosta.l) Pak Jest mozno podle znamé véty
nalézti takové &slo 7 (0 <7< 1), Ze k¥ivka w (f) = f(reit) (0 <<
<t < 2n) neni jednoduchd; budiz tedy na pf. w(t) = w(t,) (0 <
<4 <ty < 2m). Protoze se podle pfedpokladu w (t) = f(re*) ne-
rovné nule pro z4dné ¢, jest moZno zvoliti hodnotu logaritmu tak,
aby log w (t) = log f(re“) byl spojitou funkei proménné ¢; z rovnice
w (4,) = w (&,) pak plyne, Ze, probéhne-li ¢ interval <#, #, >
zmeéni se log f(re®) o 2kni (k je &islo celé). :

- Z rovnice log f(z) = log z + log —~ ( ) je zfejmo, protoze f_izl

nem4 uvniti jednotkové kruZnice nulovych bodi, Ze, probibha-li ¢
interval << i,, &, — 2kx >, zméni se log f(re®*) o — 2knt. Probéhne-li
tedy ¢ interval < ¢, — 2kn > (pfi &emZ bod z = re¥* opiSe
k¥ivku &), log f(re®) se nezméni; pri tom z podminky 0<1#; <<
<ty <2z plyne, ze t, & t,— 2kn. Jest tedy

te—2km

f’(z) ey . oo
f— (log £(z)) dz = ) ) ff(re“) wrett dt = 0. (1)
Mé¢jme nyni funkei f( ) = a2 + a2® + ..., kterd je pro

|’z| < 1 reguldrni, od nuly rtzns kromé& poditku, kde mé jedno-

) Budu nazyvati struénd ,,prostou’ takovou funkei, kterd je pro

L l< 1 regulérni a nenabyvéd v %4dné dvojici bodd uvnit¥ jednotkové
ruZnice téZe hodnoty.
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duchy nulovy bod a ke které lze nalézti takové &islo ay, Ze je pro-

2] <1,
2 1'(z)
9‘%(% ) )>0 | (2)

(toto ¢islo «, je z¥ejmé od nuly rizné a z (2) pro z - 0 dokonce plyne,
ze je M (¢p) > 0). Pi¥eme-li posledni integral z (1) ve tvaru
ta—2kn
2 reitf! (rett)
]«
(2
je zfejmo, Ze tato funkce nemtuZe byti neprosté.

Predpoklad, Ze funkce f(z) je pro | z| < 1 regularni a od nuly
riznd kromé poditku, kde ma jednoduchy nulovy bod, smime
~ vynechati, pfedpokladdme-li, Ze funkce

f'(z
we) = 5o 3)

jest reguldrni pro |z| < 1 a rovna jedné pro z = 0; nebot z (3)
plyne

) _ 1  wr—1
f(z) —z—-{— 2z

z 1 .
log £() =logz+sz—dz+10gO
0

jsz(__z)——l dz

z

i(z) = Cze’

z GehoZ je naSe tvrzeni patrno.

z21'(z)
f(z)
jest pro |z| < 1 regularni, pro z = 0 roven jedné a jestlize lze

. z21'(z
nalézti takové &islo ey, aby pro 2] <1 platilo N (ao ( )) > 0,

Dokézali jsme tedy zakladni vétu: JestliZe vyraz

f(2)
jest funkce f(z) prosté.

Podminky, aby Eff(zL)z) bylo pro | z| < 1 reguldrni a pro z =0
rovno jedné, jsou ziejmé nutné; naproti tomu uvi’dime, %e podminka
R (ao sz(lg)) > 0 neni nutné. Podminka, aby %(i%) bylo pro z = 0
rovno jedné, je ekvivalentni s podminkou, aby f(z) mélo tvar
az + ap?+ ... 4 F 0.
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2. Z odvozené véty mizeme ziskati podminky pro koeficienty,
postadujici, aby funkce jimi uréend byla prostd, uZijeme-li Cara-
théodory-Schurova vySetieni funkeif, nabyvajicich pouze hodnot
s kladnou redlnou &asti a funkei, nabyvajicich pouze hodnot
z vnittku jednotkové kruznice. Nejvhodnéjii tvar jejich vysledku
pro naSe vySetfovani je tento?): Nutnou a postadujici podminkou

pro to, aby podil %—g% funkei g(z) =8, + bz 4 ... a h(z) =

=¢ + 62+ ... byl pro |z| <1 regulirni a nabyval pouze
hodnot z vnitfku jedniékové kruZnice, je, aby determinanty

6 0 0...0 b by...biy
G [ 0...0 0 ...y
Co ¢y C---0 0 0 ... bpy
an = g_ZL_l vc—n_az c_.y,,_.3 . —0-0 0 0 .. bo
by 0 0...0 ¢ € ... Cory
1 bo 0...0 0 ¢ ... Cp—y
ba—y Dy Dp—g.. Dp 0 0 ... ¢
byly bud kladné pro vsechna » nebo kladné pro n<N>1
a rovny nule pro » > N. Z transformace w = :Z,—:i (pFevadéjici
pravou pulrovinu roviny w’ mna vnitfek jednotkové kruznice
roviny w) plyne, Ze k tomu, aby aoz—f%z(?—) bylo pro |z| < 1 regu-
lirni a aby platilo pro [z| <1 R (ao %Z) >0, je nutno
, f(z
af'(e) — 2L
a stadl, aby ———————— bylo pro |z| <1 reguldrni a mélo
& f(z)
at'(e) + ——

absolutni hodnotu mens§i neZ jedna. Oznaéime-li tedy 7, («,) deter-
minant §,, ve kterém jsme polozili (eq(» + 1) + 1) ay1, za ¢,
a (¢ (v + 1) — 1) ay4, za by, plyne z véty Carathéodory-Schurovy,
ze funkce f(z) = @2 + a2® 4+ ... je prostd, jestlize lze nalézti
takové &islo ap, daby bylo bud 7, (¢) > 0 pro viechna n nebo

2) Viz Schur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises

beschrénkt sind, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, sv. 147
(1917), str. 221.
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Tu(2g) >0pron<N>1a 7,(z) =0 pro n > N (pozadavek,
ai)yo})ylo a; = 0, plynez podminky N > 1 &ili 7, = | a, |* . 4R (o) +

Z rovnice
w2 = 5
¢ili o2 f'(2) —£(2) p(z) = 0
plyne podle véty o neurditych soudinitelich (je-li f(z) =z +
F a2+ ... a @) =ctazt...) ggr—1)ay— a0,y —- ..
—a, =0 n=2,3,..; (4)

'(v),ko,eficientech o, funkee @(z), nabyvajici pouze hodnot s redlnou
&asti kladnou, plati podle zndmé véty

o< M@ <2le] v=12... )
Predpokldddme-li, e pro » <= plati |a, | < v, plyne z (4)
PR A
protoze pak pro » = 2 plyne z (4) | a, | < 2, je pro funkee f(z) =
=z + ax2? + ..., hovici podmince (2), dokdzan vztah
lan | = (6)

3. Uvedu .jesté dvoji zobecnéni zdkladni véty.

Budiz z(Z) funkee regulédrni v jednotkové kruznici a zobrazujict
ji na ,,na¥{znutou’’ jednotkovou kruznici (t. j. jednoduse souvislou
oblast, kterd, vznikne z jednotkové kruznice vynechidnim bodového
mnozstvi M, jeho# kazdy?) bod je bodem zhuSténi bodd nevynecha-
nych) a zachovavajici potatek; inversni funkei k z({) oznatme £(2)-

Neni-li funkce f(z) prosta, takze plati £(z) =1f(z), [z ] < L.
| 22| < 1,2 = 2, lze podle znidmych vét ke kaZdému bodu z jistého
okoli kteréhokoli z obou bodil z, 2z, nalézti takovy bod z okoli
druhého, #e¢ v obou téchto bodech nabyvé f(z) téZe hodnoty.
Lze tedy nalézti také dva body této vlastnosti od sebe riizné,
7 nich? ani jeden nepat¥i k M. Z toho plyne, Ze funkece F(¢) = 1(z(0))
neni prosta.

U#ijeme-li zékladni véty na funkei F((), vidime, Ze funkei

p(2) =z_ff(iTz) v zikladni vété smime nahraditi funkei x({) =
- gf_f(i:((_% 2/(); uvésime-li ddle, Ze, je-li p(z) v jednotkové krui-

3) Nasledujici v8ta by zlstala v flatnosti, i kdyby pouze viechny body

musstvi I, leFict wné jisté krusnice |2 | <7 <1, byly body zhuténi bodd -

nevynechanych.
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nici regularni a v podatku rovno jedné, plati to i pro y({) a zavede-
me-li do x({) proménnou z vztahem ¢ = {(z), mizeme vysloviti

zobecnénou vétu takto: Funkce f(z) je prosts, jestlize %
je pro |z | < 1 reguldrni a pro z = 0 rovno jedné a jestlize jest
mozno nalézti takovou funkei {(z), zobrazujic{ na¥iznutou jednotko-
vou kruZnici roviny z prosté na jednotkovou kruznici a zachova-
vajici poéatek, a takové &islo ¢, aby pro z z jednotkové kruznice

po vynechéani p¥islu§ného zarezu platilo R (aof%)-z—%%)> 0.

Druhé zobecnéni dostaneme, uvidZime-li, %e funkce f(z) =
= oz + ax2? + ... je prostd, je-li prostd n&kterd z funkei F(z) =

=f ( zre ) —f(a) = Az + . . . (|| < 1); uitim zékladnho kri-
1+ oz
teria na funkce F(z) dostaneme obecné&jsi postadujici podminky
pro to, aby funkce f(z) byla prosta.
Pomoci tohoto zobecnéni mulZeme ukizati, Ze podminka

R (ao E‘%?_)) > 0 neni nutnd k tomu, aby funkce f(z) byla prosta.
Vezméme prostou funkei F(z) = 1 i z:) a utvofme z ni funkei
f(z) = F(lz i ;) —F3) = %_z_ill_j__zif_), kterd jest tedy také
prosta. Vyraz sz(;()z) = yp(z) jest roven 1 -ll- ” + i _l_z —1 _'{ %z'
Klademe-li z = — ¢, miZeme pro ¢ 3 0, & psati y(—e) =

=} + Li cotg 4t + 3+ —5 + &(¢), lim &(f) = 0. Blizi se tedy y (— €%)
t->0
jednak k horni (pro ¢t - -+ 0), jednak k dolni (pro f—> — 0) 8asti

piimky R () = — 4; protoze mimo to y (0) = 1, neni mozno pro
zadné «, splniti podminku (2).
4. Mé&jme prostou funkei f(2) = a2 + @22 + . . .; jestlize se

p¥i libovolném r (0 < 7 < 1) p¥i obihani kruZnice |z | = r v klad-
ném smyslu pravodié bodu f(z) otaéi kolem podatku stale v kladném -
smyslu, nazyva se tato funkce hvézdovitou. Analyticky je tato
2z f’(z)) -0
()
Ze zédkladni véty plyne, Ze muzeme predpoklad, zZe funkcefflgz;
z1t'(z
f(z)

je pro | z| < 1regularni a Ze @, F 0, takZe muZeme vysloviti vétu:

vlastnost vyjad¥ena podminkou Sﬂ(

je prostd, vynechati, predpokliddme-li na p¥., Ze funkce

4) Tento priklad mi byl pisemné& sd&len p. prof. Kosslerem.
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Funkce (2) = a2+ ap2® + ... je hvézdovits tehd .
tehdy, jestlife a, = 0 a-jestli%e Tunloe 1ta y a jen

_21'(2) _
o) =5 7)

16’ pro | z'l < 1 reguldrni a nabyvé pouze hodnot s kladnou redlnou
dasti. PoZzadavek a; 4= 0 je ekvivalentn{ s pozadavkem @(0) = 1.

vel s w — 1
Pouzitim transformace w = — = a Schwarzova lemmatu?®)

. w 4+ 1 ,
mizZeme podminku ¢(z) regulérni a N (p(z)) >0 pro |z| < 1
£'(sy — &) e — Hel
nahraditi podminkou ————z—regulérni e S g
» f(z) Z fz)| =

pro |z| < 1. Z véty Schurovy pak plyne véta:

Nutnou a postadujieci podminkou pro to, aby funkece f(z) =
= a;z + a?® + ... byla hvézdovitd, je. aby a, & 0 a aby deter-
minanty

| 20, 0 cn 0 a2 (n—1)a, |
3a, 20, e 00 Ay .. (m—2)an— |
. My (N —1)Gng ... 22, 0 0 ... as
" ay 0 oo 0 20, 3a,. .. NAp—y
204 y 0 0 2a,... (m—1)an—s
m—1ay (m—2)ap—y .. % 0 0 ... 2a,

byly bud kladné pro vSechna n nebo kladné pro n < N a rovny
nule pro n > N.

Abychom lépe vidéli, jakych hodnot sméji koeficienty hvézdo-
vitych funke{ nabyvati, postupujeme takto: z rovnice (7), psané
ve tvaru zf'(z) —f(z) p(z), plyne podle, véty o neuréitych soudi-
nitelich (jelif(z) =2z + ap® + ... a @) =1+ z + a2 + .. .)

v—a—atoy—...—aty3 =02v=2,3,.... (8)

Jsou-li koeficienty a,, @, - . ., @, tak zvoleny, aby existovala
hvézdovita funkee, zaéinajici témito koeficienty 1, as, . . -, @a, jsOU
koeficienty a, @, . . ., @a—y, vypobtené z rovnic (8), psanych po-
stupng pro v = 2, 3, ..., n, takové, Ze existuje funkce ¢(z), reg.
pro |z| < 1 a nabyvajici pro |z|<1 pouze hodnot s kladnou

5) Za predpokladu a; % 0.
Casopis pro pdstovéni matematiky a fysiky. Ro¥nik 62. 2
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redlnou &asti a zadinajici témito koeficienty 1, o, .% ., an—,; koefi-
cient «, pak sminabyvati vSech hodnot uvnitf a na obvodu jisté
kruZnice (jak plyne na pi. z Carathéodory-Toeplitzova vzorce)®),
jejiz polomér (zavisly na oy, . . ., @y a tedy i @y, . . ., a@,) je nejvyse
roven dvéma (jak plyne ze vztahu (5)); zvolime-li &, na obvodu

y v . . ’ ! v , XLt 1 + Wy
této kruznice, je tim funkce ¢(z) uréena a mé tvar ZZ,, I — oz

)

v=1
! n

o [=1, >0 pro »=1,...,n, >4 = 1. Pfeneseme-li tyto
=1

véty pomoci (7) a (8) na funkce hvéz_dovité, dostaneme, Ze koefi-
cient a,—, smi nabyvati viech hodnot uvnit¥ a na obvodu jisté

o s ae T PTIL- ; ;
kruznice, jejiz polomér je roven nejvyse o zvolime-li a,., na

obvodu této kruznice, jest tim hvézdovitd funkce urlena a m4

. n
tvarn—L——, |wy [=1 py >0 pro v=1,2,...,m Dy, =2.
TT0— o)
y=1

Méjme prostou funkei F(z) = 4,2 + 4,22 4 .. .; jestlize se
pro libovolné 7 (0 < » < 1) p¥i obihéni kruznice | z | = » v kladném
smyslu teéna obrazu. této kruznice otdéi stile v kladném smyslu,
nazyva se tato funkce konvexni. Protoze se dale zfejmé tato teéna,
jejiz smér je dan vektorem izF'(2), otoéi pii jednom ob&hu kruznice
|z| =7 o 2z, je funkce

f(z) = 2 F'(2) (9)
hvézdovitd. Plati vSak také naopak, Ze, méame-li hvézdovitou
funkei f(z) = a2 + a2? + ... a utvorime-li z ni funkei F(z)

vztahem (9), jest tato funkce konvexni. Je ziejmo, Ze k tomu
stadi dokézati, Ze je prostd. Kdyby vSak nebyla prostd, kfivka
w (t) = F(ret) 0o <t << 2x by se (pro vhodné r) pretinala a roz-
padala tedy na kfivky &, (v = 1, 2). Telna kazdé z téchto kfivek
by se p¥i jejim ob&hu ototila (spojité, protoze podle (9) je ziejmé
pro |z| < 1 F'(z) &= 0) o vice neZ = (nebot jinak by bylo mozno
najiti takové «, ze by pro vSechny vnitini body kiivky platilo
R (a w'(t)) > 0 a nebylo by tedy mozno splniti podminku uzavie-
nosti [w'(f) dt = 0), coZ je ve sporu s tim, Ze se podle (9) pii celém

(£v)
obéhu mé otoditi o 27.

Uzitim vzédjemn& jednoznaéného piifazeni funkei konvexnich
F(z) = A;z + 4,22 + ... a hvézdovitych f(z) = a2 + ax® + . . .
rovnici (9) miZeme prenésti lehce vty o funkeich hvézdovitych
na funkce konvexni.

8) Viz na p¥. Schur, loc. cit. str. 229.
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