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ROZHLEDY
MATEMATICKO-PRIRODOVEDECKE.

ROCGNIK 12 (1932/33). CIsSLO 3.

Cisla Gaussova.
Viad. Knichal.

V novéjsich smérech matematického badani (hlavné v algebte)
jevi se snaha vybudovati na jednotném zakladé rtizné obory, které
na prvy pohled nemaji nic spoleéného. Misto s ¢isly pracujeme
v moderni algebfe s elementy, o jejichZ interpretaci se predem
nestarame. Predpoklddame, Ze méame definovany jisté poéetni
operace s témito elementy (které nazveme séitanim, ndsobenim
atd.), a Ze pro tyto poletni operace plati jistd podetni pravidla
" (analogickd podetnim pravidlim pro séitani, nasobeni a t. p. &isel).
Z téchto zakladnich pravidel vyvozujeme dusledky, zavadime nové
pojmy, mezi nimiZ% pak hleddme vztahy. Je pak patrno, Ze takto
vybudovanou teorii miiZzeme aplikovati na jakoukoliv interpretaci
danych elementi, jsou-li jen splnény zékladni piedpoklady o ope-
racich s témito elementy. Tim vlastné do jisté miry sjednotime
v8echny obory, na které lze tuto obecnou teorii aplikovati a ziska-
vame na jejich prehlednosti.

UkédZzeme si na ptiklad®é Gaussovych é&isel, Ze plati pro né
analogické véty jako pro ¢isla celd. Mizeme pak tuliti, Ze pojem
¢isla celého lze zobecniti (tak, aby se zdkladni vlastnosti téchto
¢isel zachovaly). Jak se to déje, a do jaké miry, je mozno vidéti
v teorii okruhi a idedld. To viak se jiz vymyké rdmeci tohoto élanku.

Cisly Gaussovymi budeme nazyvati takova &isla komplexnil)
a = a + bi, kde a, b jsou &isla celd; na pf. 2 + 3t = « je takovym
¢islem. Je patrno, Ze soudet, rozdil a soudin dvou &isel Gaussovych
je opét &islem Gaussovym. Neplati to obecné o podilu. Jsou-li

déna dvé &isla Gaussova a, f(f 3= 0) a jestlize % je opét &islo

Gaussovo, budeme fikati, Ze ¢ je délitelno &islem 8 aneb, zZe f je
délitelem &isla « aneb, Ze ¢ je ndsobkem f. Tuto okolnost budeme
znaditi: f/a. Neni-li f/a, budeme psati fxa.2) Normou N(a) komplex-

1) 4 znali imagindrni jednotku; komplexni ¢&isla budeme zdsadné
znafiti pismeny Feckymi, redlnd ¢&isla pismeny latinskymi.

2) Cisla celd jsou ovSem zéroveri &isly Gaussovymi. V oboru &fsel
celych méme jiZz vSak pojem délitelnosti zaveden. JestliZe viak a jest d&litelno
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ntho &isla « = a + bi budeme nazyvati &islo N(a) = a2 + b2,
(Z¥ejmé N(0) = 0 a naopak, jestlize N(e) = 0, je « = 0.) Gaussovo
¢islo ¢ budeme nazyvati Gaussovou jednotkou, jestlize N (@) = 1.
Okamzité je patrno, Ze pouze é&isla 1, ¢, — 1, — ¢ json Gaussovymi
jednotkami. Dvé Gaussova &isla «, 8 budeme nazyvati asociova-
nymi, jestliZe @ = ¢f, kde ¢ je Gaussova jednotka.?)

Bud a=ua-+bi, f=c+di. Pak
af = (ac.— bd) + 1 (ad + bc)
a dale
N(ef) = (ac — bd)* + (ad + bc)? = (a2 + b2) (2 4 d?) =
= N(a). N(B).

Jestlize p =+ 0, kladme % = y. Pak je

N(a) = N(By) = N(B) - N(y)

a tudiz
o\ _ _ N
¥5) = ¥0) = Xy
Plati ted
T N(ap) = N(a) N(B)
vzdy a :
. a\ Nz i
N(F)—_—N(ﬁ) pro # = 0. (1)

Jestlize je « &islo Gaussovo, je z¥ejm& N(«) &islo celé, nezéporné.
Jsou-li tedy «, B (B & 0) dvé ¢&isla Gaussova a jestlize je -

« délitelno &islem B, pak N (—g—) = 7—1:77% je Gislo celé, t. zn. nor-

ma &isla « je délitelnd?) normou &isla f.

Jdsou-li ¢, f dvé asociovand Gaussova &isla, je @ = &f, kde ¢ je
Gaussova jednotka a tudiz

N(a) = N(e) . N(B) = N(B). 2)

Kazdé &islo Gaussovo a 3= 0 je délitelno Gaussovymi jednot-
kami a v8emi &isly asociovanymi k «. Jestlize kromé téchto déliteld

&islem b £ 0 v oboru &isel Gaussovych, t. zn. jestlize %: a je &islo Gausso-
vo, je a &islo celé, nebot je rovno &islu redlnému %—. Je tedy a ddlitelno

islem b také v oboru &isel celych. Opak je samoziejmy.

%) Pak f§ = —:7 a, kde zi‘ejmé—f; je rovndz Gaussova jednotka.
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neni Zadné jiné Gaussovo é&islo délitelem &isla « a jestlize N(«) 3 1,
nazyvame o« Gaussovym prvodislem.

Prvym nasim tkolem bude rozhodnouti o daném Gaussové
&isle, zdali je prvoéislem. Daliim dkolem bude pak dokizati vétu
o rozkladu - Gaussovych é&isel v soudin Gaussovych prvodisel.

Véta 1. Budte ddna dvé Gaussova &isla «, B (¢ & 0, B & 0).
Jestlize soudin of je délitelny jistym Gaussovym prvodislem g, pak
jisté alespoii jedno z &isel «, f je délitelno éislem p.

Diikaz.

1. Necht p/a. Véta 1. je pak ziejmé spravna.

2. Necht pxa. Utvofme systém S Sisel

Ao + pa, (3)
Ppii éemzZ A, u probihaji nezavisle na sobé viechna mozna Gaussova
disla. (Klademe—h jednou 4 =1, 4 =0 a po druhé 1 =0, p =1,
vidime, Ze &isla p, @ jsou obsazena v systému 8.) Tento system mé
nésledujici vlastnosti: Jestlize ¢éisla oy = 4o + e, 03 = Ao + pac
nalezi do systému S (A, pq, As, o jsou Gaussova éisla), pak v systé-
mu S jsou také &isla

0 o= (4 4 A) o+ (g &= p) @, 10y = (741) ¢ + (T44) @,

pii éem? 7 je libovolné Gaussovo &islo. Tedy s ¢isly oy, 0, vyskytuje
se v gystému S souSasné jejich soudet, rozdil a vS8echny jejich
nasobky. PonévadZ normy Gaussovych ¢&isel jsou éisla celd, existuje
v systému § &islo w = 0, jehoZz norma N(w) je nejmensi,*) to zn.,
ze pro kazdé &islo o == 0 z S plati:

0 < N(w) < N(o). (4)

DokaZeme si nejdiive, ze kazdé &islo o z S da se pak vyjad¥iti

" takto: o = 7w, pii éemZ 7 je Gaussovo é&islo. Utvofme podil
g T =+ (5)

w :
Bud a, resp. b celé dislo, které se nejvice piiblizuje k &slu a, resp. &;
tedy, klademei a =a +a’, b=0b+0b, je | |ZE, |02
a norma &isla 7" = a’ -+ bt je N(v') = a'2 + b"? < §. Aviak é&islo
{klademe 7 =a + bs, tedy v =7 4+ 7')

c— T
je obsazZeno v systému S (podle nahoie vytéenych vlastnosti tohoto
systému) a tedy, ponévadi c— 1w = T, je N(t'w) éislo celé,
nezaporné Podle (1) je viak N(z'w)=N(7').N(w) <} N(w) <N(co)
Kdyby 7' 3 0, bylo by podle (4): N(7'w) = N(w). Tedy o = 0,
&ili (0 & 0) 7' = 0. TudfZ 0 = 70 = 70.
4) 'V systému S existuji &isla od nuly rizné, na p¥. g, a.
5*



	
	Article


