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ROZHLEDY
MATEMATICKO-PRIRODOVEDECKE.

ROCNIK XI. (1931/32). CisLo 1.

O jistych geom. mistech a p¥isluSnych
konstrukcich kuZeloseéek.
Dr. Jos. Klima.
Budtez diany dvé piimky X a ¥ a mimo né& bod s. Libovoln

piimka P jdouci bodem s necht protind piimky X a Y v bodech
x a y a uréeme geom. misto bodi a a la, pro néz plati

sa = sa = Vsz . sy. .
Piimky X a Y zvolme za osy soufadné obecné kosotihlé
soustavy soufadné (obr. 1). Bod s méjz soutadnice (z,, y,). Piimka
P mé rovnici :
Y—Yo =k (x— ).

Priseéiky této pfimky s osami jsou

x (xo — %’, 0) a y (0, yo— kx,).

Promitneme-li body s, a, ' ve sméru osy ¥ na osu X do bodt
s', a’, Ya’, plati téz, je-li o prisedik obou os,

s'a’® = s'a? = s'o . s'x.
Oznat¢ime-li soufadnice bodu a (&, %), bude tedy (& — x,)2 =

= %o (— Yo/k) a stejné pro osu Y dostaneme (n — y,)? = y, (— ka,).
Vylou¢ime-li k£, dostaneme rovnici mista bodu a ve tvaru

(& — %) (1 — Yo) = ZoYo,t)
coZ je rovnice hyperboly majici stted v bod$ s (x,, y,), jeji% asym-

ptoty M, N jsou rovnobé&iny s osami X a Y a je# prochdzi bodem
o = (X7). :

1) Vysledek (& — z,) (n — y,) = — oy, dévé t. zv. hyperbolu komple-
mentarni k hyperbole uvazované v textu, je% s touto mé tyté¥ asymptoty
& osy, jen redlnost jejich se zaménila. Tato na¥i vloze nevyhovuje, je¥to
tseky sz a sy v pfislu¥ném thlu asymptot jsou opaénych znamének a tedy
body a, la imagindrni. -
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V obrazci mame pak konstrukei, jak omeziti osy 4, B hyper-
boly, dény-li asymptoty M, N a bod o této.

Bodem o sestrojime rovnobézky X a Y s asymptotami, aZ
protnou osu hlavni 4 v bodech ¢ a v a tu hlavni poloosa

sI=a="Vs. o
Stejné vedlejsi poloosa, kterd jest oviem imag., jak vyplyva téz
ze smyslu délek st a sv,,
oI =b = Vs, . s,

Body a, 'a na libovolné seéné P jdouci bodem s jsou samo-
druzné body involuce dané dvéma pary xy, su_, kde u_ jest abéiny
bod této seény, a tudiz s je stfedem involuce té.2)

Piimky X a Y mohou byti téZz imaginarni a pak jsou dany
eliptickou involuci paprskovou R, 1R'Q). Body a, a na libovolné
piimce P dostaneme pak jako par involuce eliptické, vytaté invo-
luci paprskovou (RQ, 1R'Q) na této ptimce, ktery je pilen bodem s.
Piislusnym geom. mistem je patrné elipsa, majici st¥ed s, jejiz
involuce sdruZenych primérd je rovnobé&zna s involuci urdujici
imag. pifmky X, Y. Specielné&, je-li involuce RQ, 1R'Q) pravouhla,
byla by tim geom. mistem kruznice.

Body z a y v obr. 1 jsou vzhledem k bodim @, 'a harmonicky
sdruZeny a proto jsou konjugovanymi (sdruzenymi) body vzhledem
k hyperbole. Dostavame tedy:

»Body, v nichZ libovolny primér hyperboly protind rovnobéiky
s jejimi asymptotamsi, vedenymi libovolnym bodem hyperboly, jsou
konjugovany k hyperbole.

Mysleme si, Ze predchozi konstrukei centralné promitneme tak,

_Ze GbéZné piimka promitne se v pifmku U (obr. 2), tu dostaneme
nésledujici vytvoreni obecné kuZelose¢ky: Dany dvé piimky X, Y,
bod s mimo né a piimka U. Bodem s vedme libovolnou seénu P,
jez protind piimky X a Y v bodech = a y a piimku U v bodé .
Sestrojime-li samodruZné body a, 'a involuce (xy, ou), pak jejich
geometrickym mistem je kuZelosetka, ktera se dotyka spojnice M
bodu s s prisetikem m = (UX) v bodé m a spojnice N bodu s
s prusetikem n = (UY) v bodé n a prochazi bodem o = (XY).
Jeito body =z, y jsou opét harmonicky sdruZeny s dvojnymi
body a,a, jsou ony body téZ konjugoviny podle kuZelosetky.
I dostavame obecn&jsf vétu:

?) Body =z, y na pfimce P, pro né% plasi sx . sy = konst., tvofi pary
involuce, jeZ mé reélné dvojné body. a, '@, je-li konst. kladné; v pFipadé
konst. zéporné jsou tyto imagindrni. Péry z, y jsou k dvojbodim a, la
harmonicky sdruZeny. Jednotlivé kruZnice svazku nic vytinaji na libo-
volné pFimce pary involuce bodové a tohoto ufivdme ke konstrukei dvojnych
bodi a stfedu involuce (st¥ed involuce je bod, ktery tvofi jeji par s ub&Znym
bodem p#mky). ;
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,»Spojnice libovolného bodu kuzeloseéky s dotyénymi body dvou
tefen vytinaji na libovolné primce jdouct priseéikem téch teéen pdr
sdruzenych bod@ vzhledem k té kuZelosedce.

Toho lze uZiti k omezeni paru sdruZenych primeérd, déna-li
kuZelosetka dvéma tednami M, N s dotyénymi body m, n a bodem o.
Spojnice prisetiku s = (MN) s pllicim bodem u tétivy mn je

primér P kuZelosetky, na némZ znime dva pary konjugovanych

bodi kuZelosetky. Prvy par je s, u a druhy «, y je vytat spojnicemi

X = om a Y = on. Stfed w a samodruZné body a, la této involuce
1*
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konjugovanych bodi jsou stfedem kuZelosedky a konce praméru P.3)
SdruZeny prumér @ k tomuto je rovnobéZny s tétivou mn a omezi
se uzitim paru sdruzenych bodu r a 7, jez vytinaji spojnice bodi
a, 'a 8 bodem ku pi. m, coz je zvlastni piipad hotejsi véty, jeZto
primér @ prochazi GbéZnym priseéikem teden sestrojenych ke
kuzeloseéce v bodech a a !a. Délka polopriméru wb = w'b =

= Vor. o

Véty uvedené lze uiiti téZ k jednoduché konstrukeci bodi
kuZelose¢ky uréené teénami M, N s dotyé. body m, n a bodem o
(obr. 3). Bod o spojime s body m a n pfimkami X a Y a tyto pro-
. tneme libovolnou pi¥imkou P, jdouci prisedikem s teben M a N
v bodech z a y, jez jsou pFidruzeny ke kuZelosedce a tedy jejich
spojnice s body n resp. m protinaji se v dal§im bodé& r kuzelosetky.
Body m, n, 0, jsou vrcholy &tyfahelnika vepsaného kuzeloseéce
a tudfZ pfimka P je polérou bodu z = (mn, or) podle kuZelosetky.
Piejde-li piimka P ve spojnici so, pak bod r splyne s 0 a spojnice 70
pfejde v teénu T' v bodé o a prisetik jeji ¢ se spojnici U = mn
je harmonicky pfidruZen k prisetiku (U, so) vzhledem k bodim
m,n. Bod ¢ dostaneme jako priseéik spojnice [(XN), (YM)]

%) St¥ed w je na chordéle dvou libovolnych kruZnie, z nichZ jedna jde

body s a % a drubé body z, y. Délka wa = wla se rovné délce tedny sestro-
jené z w k t&mto kruZnicim.
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s piimkou U. Jeito ro prochdzi bodem z, musi se teény 7, a T
v r a o protinati na poldie P. Tak mozno si zjednati libovolny poéet
bodt kuZelosecky a v nich teény. V obraze sestrojen jesté bod ¢,
v némz teéna 1" je rovnobéZnd s teénou 7'. Piislusnd pfimka 1P
je rovnobéina s 7.

V obr. 4 diana kuZeloset¢ka péti body m, n, o, r, r a ukdzano,
jak konstrukce jeji prevedena na predchozi piipad. Spojnice

mo = X ano = Y jsou protaty spojnicemi nr resp. mr v bodech z
a y, jejichZ spojnice P = xy jde priusedikem s teden M, N sestroje-
nych ke kuZelosetce v bodech m, n. Podobné& bod r d4 body 1z, 1y

%) Geometrie polohy davé tyto vysledky oviem té% na zdkladd vy-
tvofeni kuZeloselky.
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a jejich spojnice 1P = z'y urduje s P bod s. Tim tloha pievedena
na ptipad v obr. 3.4)

Z toho vyplyvaji jednoduché konstrukce pro parabolu uréenou
dvéma te¢nami M, N s dotyénymi body m,n (obr. 5), jejichz
prisedik oznacen opét s. Spojnice tohoto bodu s s pllicim bodem
dotyéné tétivy mn udava smér osy a tedy Gbézny bod o_ paraboly,

£ A i %
0&’-6 b, //\ /f”/’ ”
H %/ \ //1/’
//?/s ///\/\ '."r'
/ /i// ."‘0 ‘\
Ty Na e

v némz teéna 7' splyva s Gbéznou piimkou. Pifimky X a ¥ obecného
pfipadu jsou tu rovnobézky vedené body m a n se smérem osy.
Libovolna pfimka P bodem s vedend sede tyto rovnobéiky v bo-
dech x a y a jejich spojnice s » resp. m protinaji se v bodé r para-

boly, v némzZ teéna je rovnobéina s piimkou P. Odtud vyplyva
velice jednoduché konstrukce teény k parabole, dané dvéma
teénami s dotyénymi body, rovnobézné s danym smérem P. Spe-
cielné zvolime-li P kolmo ke sméru osy (‘z'y 1 so_), dostaneme
vrchol v paraboly. .

V obr. 6 vyznadena na zikladé pfedchoziho jednoducha kon-
strukce vrcholu paraboly, dané tiemi body m, n, r a smérem osy
X{|Y. Dvéma body m,n sestrojime rovnobéiky X,Y s timto
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smérem a vzdalenost prusetika z = (X,nr) a y = (¥, mr) roz-
pilime bodem s, jimz by prochézely teény v bodech m a n a kon-
strukce vrcholu v je patrna z predchoziho.

Ke viem témto konstrukeim patii konstrukce dudlni. Tak
v obr. 7 ukazina konstrukce kuZelosetky dané dvéma teénami
M, N s dotyé. body m,n a teénou O. Utvary dudlni k Gtvardm
v obr. 3 oznadeny tymiZz pismeny, jen mald zaménéna za velkd
a obracené, jezto bodim odpovidaji pfimky a pifmkam body.
Spojime-li libovolny bod p spojnice S dotyénych bodd m, n
s priseéiky = (MO) a y = (NO) pfimkami X, Y, jsou tyto

sdruzeny harmonicky podle kuZelose¢ky®) a vytinaji na teéné N
resp. M body, jejichZ spojnice je dalsi teéna R kuZelosetky. Jeji
dotyény bod ¢z je s bodem dotyku ¢ teény O na piimce jdouci bo-
dem p. ,

Je-li tetna O Gbé&Znou piimkou roviny, mame danu parabolu
opét dvéma tetnami M, N s dotyénymi body m, n (obr. 8). Dalsi
teénu R dostaneme, vedeme-li libovolnym bodem p na 8 = mn
rovnobézky X, Y s teénami M resp. N a pruseéiky jejich s teénami
N resp. M spojime. Bod dotyku ¢z je na rovnobéice se smérem osy
jdouci bodem p.

Kdyby M, N byly asymptoty hyperboly a O libovolna teéna,

. dostaneme snadno dalsf teény, z kteréito konstrukce se obdrii
znamd vlastnost, Ze teény hyperboly omezuji s asymptotami hy-
perboly trojahelniky stéalého obsahu.

Jak z téchto konstrukei vyplynou jiné, na pt. sestrojiti kuZelo-
seCku z péti telen, tedny s dotyénym bodem a tif teden atd., necht
Stenat si laskavé provede sam.

) T. j. p6l kaZdé z nich je na druhé )
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