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Néktera dalsi uziti Steiner-Pelzovy paraboly.
4 Dr. Josef Klima.
(Doslo 11. listopadu 1931.)

Byl to hlavné Pelz, ktery ve svych pojednédnich!) ukazal pii
kuzelosetkach hojna a konstruktivné velice vyhodné uZiti paraboly,
jez je obalena kolmo sdruZenymi polarami k paprskim svazku.
Parabolu tu znal jiz Chasles,?) ale podle Pelze oznaduje se Steine-
rovou, jeZto Steiner vice se s ni zabyval3)

V nésledujicim chei ukazati, jak lze této paraboly uziti k da-
kazu nékterych vét.

a) V projektivn{ diferencidlni geometrii definuje prof. Cech
element tfetiho fadu rovinné kiivky K v bodé& ¢ projektivitou
{polaritou) mezi fadou bodovou na teéné 7' kiivky K v bodé ¢
a paprskovym svazkem o stfedu ¢.4)

- K stanoven{ prvku drubého Fadu (t¥i soumeznych bodi)
kiivky K v bodé ¢ postati znati prvy st¥ed kiivosti £, v tom bodé.
Abychom znali prvek tfetiho fadu (6ty¥i soumezné body), t¥eba
znati je§t& druhy stied kiivosti k, v bodé ¢, coZ je stfed kiivosti
evoluty E kiivky K v bodé k,.5) Z tohoto druhého urleni prvku
tfettho ¥4du lze obdrzeti Cechovo takto: Ctyimi soumeznymi body
v bodé ¢ kiivky K jde oo! kuZelosetek, tvoricich svazek, ktery
mé tyZ pramér 8, spojujici bod ¢ s bodem s na k,k,, kde, jak zndmo,

1) ,,Uber die Achsenbestimmung der Kegelschnitte*, Akademie der
‘Wissenschaften in Wien, 1876, ,,Die Kriimmungshalbmesser — Konstruk-
zionen der Kegelschnitte als Korollarien eines Steiner’schen . Satzes,
Véstnik kral. Seské spolednosti nauk v Praze, ro8. 1879, ,,Bemerkungen
zu den Kriimmungs — Halbmesser — Konstrukzionen der Kegelschnitte
als Korollarien eines ‘Steiner’schen Satzes* tamté% rod. 1882.

* %) ,,Traité des sections coniques‘‘, Paris, roku 1865, str=145 a dalsi.

3) Steiner-Schroétter: ,,Vorlesungen iiber synthetische Geometrie*,
dil II, 3. vyd. z roku 1898, str. 204.

%) Bech: ,,0 k¥ivkovém ploiném elementu t¥ettho ¥4du projektivniho
prostoru’, Cas. pro péstovéni matematiky, roé. L, str. 219.

i 5) Viz na pf. préci prof. Bobotky: ,Zur Kriimmung der Kegel-
- schnittevoluten und Konstruktion des Kegelschnittes durch fiinf benach-
barte Punkte einer ebenen Kurve*’, V8stnik spoled. nauk, ro¥. 1902, XVII.
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kes : kys = 4 : 1 (obr. 1). VSechny tyto kuzZeloset¢ky maji pro bod ¢
tutéz Steiner.-Pelzovu parabolu P?, jeito tato jest uréena te$nami
T,N(t...N L T), posledni dotyka se v k,, a pifmkou S jako
fidici ptimkou. Libovolné piimce P, jdouci bodem ¢, prindlezi
tudiz tyz pol p ke vSem kuzelosetkam svazku, ktery je na teén& 7'
v priseéiku s te¢nou P’ paraboly P2, kolmou k P. Teénu P’ do-
staneme, jestlize v ¢ vztyéime {1 kolmo k P, a% protne kolmici z k&,
na S v bodé 1. Teéna P’ jde pak bodem 2 na N, kde 21 || 7. JeZto
12 $f ¢p, je téZ patrno, jak obracené k bodu p jednoznaéné stano-
vime P. Kdyz P = T, pak p = ¢. Naopak projektivita 7' (p...t...)

obr.1.

CAL(P...T...) stanovi St.-Pelzovu parabolu P? a tim téz k,, k,.
Piimce N odpovidéa dotyény bod teény 7' se St.-Pelzovou para-
bolou P2. Je zde ziejmd geometrickd souvislost obou urdeni prvku
tietiho ¥adu kiivky K v bodé ¢. Projektivita (polarita) ta je singu-
larni, jestlize bod ¢ je bodem obratu kiivky K, jezto k, je b&inym
bodem normély N, parabola P? sklida se z bodi ¢ a k00 a singu-
larni prvky jsou. tu ¢, 7. g

V obr. 1a) ukézédno, jak 1ze snadno konstruovati kuzelosecku H,
jez mé s kiivkou K v bod$ ¢ spoleény prvek tfetiho ¥adu (hyper-
oskuluje K) a jde danym jesté bodem a. Dan-li prvek tfetiho fadu
prvym a druhym stiedem k¥ivosti &, k,, uréime primér S kuZelo-
setky H (kyu = }ksk,). Steiner-Pelzova parabola P? bodu ¢ mé
ohnisko f na kruznici, opsané nad ¢k, jako primérem, a to sou-

mérné poloZené k priseéiku 1 kruZnice s S vzhledem k N (k,f =k,1).
Teéna P’ k P?, sestrojend kolmo k ‘P = ta, uréi pél p piimky P.
Primér, jdouci bodem p kuZelosebky H, da jeji stied s a jeji- osy
jsou tednami k P? z s, jez se snadno uréi i omezi. Jak by se sestrojila
kuZelosedka hyperoskulujici, déna-li pro ni teéna misto bodu a, je
patrno. - . .

. PH prostorové kfivce K urduje Cech prvek tfettho fadu
v obecném jejim bodd ¢ s tednou 7' a oskulaéni rovinou w, jistou

—
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parabolickou trilinearitou mezi fadou bodt p na teéné 7', svazkem
rovin ¢ o ose 7' a svazkem paprskovym o stfedu ¢ a roviné .
I to lze synteticky ukazati takto: Prolozme piimkou 7' libovolnou
rovinu p a promitnéme kiivku K ze dvou bodi s, 2s této roviny!
Obé kuzZelové plochy promitaci (!sK), (3sK) maji spoleénou tet¢nou
rovinu g a dotykaji se vzdjemné v bodé ¢t. Pronik obou kuZelovych
ploch méa v bodé ¢ dvojny bod a kiivka K je éasti tohoto proniku.
Libovolna rovina, obsahujiei teénu 7', protina tudiz obé kuzelové
plochy v oskulujicich se kiivkach a- oskulaéni rovina w kiivky K
pak v kiivkach, majicich spo-
leény prvek fadu tietiho, jemuz
piinalezi podle piedchoziho jista
polarita ¢t (P .. )AT (p...). Mé-
nime-li jeden z bodu s, 2s v ro-
viné g a druhy ponechame, je
patrno, Ze stfedové praméty kiiv-
ky K z boda téZze roviny g na
oskulaéni rovinu o kfivky maji
spole¢ny prvek tietitho fadu, t. j.
hyperoskuluji se. Jezto stfedové
pruméty kiivky K z bodu jeji
oskula¢ni roviny o maji v pra-
métu bodu ¢ obrat, dostdvime tak k urdeni prvku tfetiho fadu
kiivky K Cschovu charakteristickou trilinearitu o singuldrni tro-
jiné ¢, T, w. :

b) Dikaz a geometricky vyznam Smith-Mehmkeova
dotykového invariantu j dvou dotykajicich se ktivek.
M&jre dvé dotykajici se ktivky rovinné C,, C, v bodé't a mysleme
si kuzelosetky K,, K,, jez v bodé& ¢ oskuluji kiivky C), C,, jdou
libovolnym bodem a a dotykaji se v ném libovolné teény A! Pak
invariant dotyku j podle B. Segrea je roven dvojpoméru téchto
dvou dvojnasob se dotykajicich kuZelosedek a dvou kuZeloseéek
sloZzenych svazku jimi uréeného. Dvojpomér ten nezavisi na poloze
bodu a a tetny A.8) Pro dilkkaz a obecnéjsf vyznam tohoto inva-
riantu uvazujme o dvou kuZeloseckich K, K, dotykajicich se
v bodé ¢ teény 7' (obr. 2). KuZelosetky tyto urduji svazek o zaklad-
nich bodech ¢, % (1 je soumezny bod k ¢ na 7'), a, b (v obrazci ku-
Zelosetky K,, K, nerysovany a zvoleny jen body a,b). Steiner-
Pelzovy paraboly bodu ¢ vzhledem ke kuZelose$kém svazku tvofi
fadu o zakladnich teénach 7', N (¢... N- 1 T), P’, kde P’ je kolmo
sdruZené polara k poldfe P bodu p = (T, ab). Rada té&chto parabol
je prométnd se svazkem kuZeloseek a body dotyku parabol

Obr. 2.

%) Viz Fubini-Cech: ,,Introduction & la géométrie projective diffé-
rmtiellp des" surfaces,** str. 20. :
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s normalou N, coZ jsou stfedy kiivosti kuZelosetek svazku, tvoii
tudiz fadu prométnou se svazkem kuzelosedek. Vyplyva to téz
z konstrukce tohoto bodu dotyku, zvolime-li v bodé a teénu A
k nékteré kuzeloseéce svazku. Kolmo sdruZend poldra R’, jdouci
bodem r = (A7) kolmo k jeho polafe R = at, vytind na N bod o
a pfimka P’ bod n. Pienesme od ¢ na T a N délky rp, on v sou-
hlasném sméru s témito tsedkami! Pak rovnobézky, sestrojené
body p, r se spojnici O vytéenych bodud, daji na N body 7', 0.
Polomér kiivosti kuZelosecky, vytéené ve svazku, = a'm = pp.
Ve svazku jsou dvé slozené kuzelose¢ky a to S, (fa, tb), S, (T, ab),
znichZ prvd ma stied kfivostivtadruhalvﬁbéiném bodé normal} N.

Dvojpomér kuZelosetek (K, K,, S;,8;) je tudiZ roven poméru
polomért kiivosti kuZelosedek K,, K, v bodé ¢ Jeito prvy dvoj-
pomér je invariantni pfi jakékoliv projektivni transformaci. je
i pomér poloméra kiivosti invariantni.

Misto bodt @, b6 mozno zvoliti dualné dvé teény A, B a dosta-
neme Fadu kuZelosetek K,, K, dotykajicich se 7 v bodé ¢,
a teCen A4, B. I zde St.-Pelzovy paraboly pro bod ¢ tvoii fadu
projektivni s prvou radou, majici zakladni teény 7', N a kolmou
sdruzenou polaru P’ k spojnici bodu ¢ s priuseéikem (4 B). Invariant
dotykovy j je zde opét roven poméru poloméri kiivosti kuzelo-
setek K, K, v bodé ¢ a ten je stejny s dvojpomérem obou kuzelo-
sefek K, K a slozenych kuZeloseéek fady, uréenych témito
kuzeloseﬁkaml K, K,. Kuzelosetky ty sklddaji se z para bOdOVVLh
(4B),t a (4T), (BT)

Z obojiho tohoto.advozeni je téZ patrny geometricky vyznam
invariantu Smith-Mehmkeova nejen podle C. Segrea, ale i dudlni,
totiZ tento: Zvolme libovolnou piimku 4 a vedme z jejiho bodu m,
blizkého k prisetiku (A7), teény U,, U, ke kiivkam O}, C,, do-
tykajici se téchto v okoli bodu ¢! Pak dvojpomeér (4, mt, Uy, U,)
m4é za limitu pro m = (A7) hodnotu invariantu j. Invariantu j
Ize vyhodné uZiti k stanoveni zbyvajiciho pruseéiku (te¢ny) ku-
zelosedek K, K,, jez se dotykaji v bodé ¢ téZe teény 7', maji v bodé
tom dané stiedy kfivosti s,, s,, zname-li jedté jejich spoleény bod
(teénu) s prisluSnymi teénami 4,, 4, (s piisluinymi body do-
t'y ku a, a’Z)

¢) Dotykaji-li se kuzelosecky teten 7,7, v bodech by, b,,
(obr. 3), pak-poloméry kmvostl v..bodech by, b, kazdé.z nich jsou
v Konstantdfdy poméru, rovném poméru trojmoct délek teden T, T,
od bodii by, by k jejich priseéiku p = (7,7,). Véta tato rtizné do-
kédzdna, na pi. diferencidlni geometrii podal dikaz Sucharda
ve Véstniku sgoleénostl nauk, roé. 1903, &s.. VI a nazyvé vétu
tu-Jdbbvoussjens u Sést. véty té uvem]ml Toku 1879. Podle -
,,Encyklope ie I C 1, str. 76 vétu tu nalezl prvy Liouville
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r. 1844.7) Vétu tuto lze dok4zati té% Steiner- -Pelzovymi parabolami
boda b,, b, takto: Abychom vytkli uréitou kuZelosetku svazku,
zvolme jeji stfed s na priméru 8, jdoucim bodem p a piilicim
bodem tétivy b,b,! Obé St.-Pelzovy paraboly_bodi b, b, k této
kuzelosedce maji spoleénou teénu P’, jez je kolmo sdruZenou
polarou bodu p (P’ 1 P = bb,). Prvi parabola ma mimo to
te¢ny Ty, Ny (N; L T,) a Fidiei piimku sb, a drubhd teény T, N,
a Fdici ptimku sb,. UzZijeme-li véty, Ze délky teden paraboly mezi
dvéma jejimi te¢nami promitaji se na libovolnou pfimku smérem

osy paraboly do stejnych délek, bude polomér kiivosti v b, roven
aseku m,x, normaly N,, kde px, | sb, a m; = (P'N,) a polomér
kiivosti v b.., je roven podobné uréené useéce myx, na N,. Méni-li
st¥ed s svoji polohu na 8, dostdvame vSechny kuzelosetky, doty-
kajicf se vzédjemné v by, by, a patrné body x, a 2, na N, a N, probihaji
dvé podobné fady, jak patrno pro polohu s = p, kdy z, a z, jsou
abéZnymi body normél N,, N,. Par bodovy m,, m, odpovida si
téivpﬁpa.dé Ze s je v pulicim bodé tétivy bb,. Je tudiz mz, : myx, =
= konst. Hodnotu té konstanty dostaneme snadno v ptipadé

para,boly svazku, t. j. kdyz 8 splyne 8 ﬁbéznym bodem praméru S
' a pak pifsludné body z';, 2, jsou na 2';2'3p | S. Oznadime-li
byp=1t;, byp =ty, 8Ty =y, L 8Ty =1, XSP =g, jest

being o fenp
sin ¢, sin (p — p,) 27 siny,sin (p — ys)

Jeito viak sin y,:siny, =1, 4 a sin (p —y,) :sin (p —py) =h ity
je mz'y : myx'y = 43 : 1,2, ¢im% jest citovana véta doké.zana

m"1

- ?) Jin& odvozeni viz: Mannheim ,,Cours de géométne descriptive®,
str. 211; Staudt: ,Beltrﬁ.ge zur Geometrie der Lage*’, str. 283.
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