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K jisté transformaci obycejné Volterrovy
integro-diferencialni rovnice.

Otomar Pankraz.
(Doslo 12. ledna 1932.)

Pan prof. E. Schoenbaum odvodil ze statistickych wvah
oby¢ejnou integro-diferencialni rovnici pro neznamou funkei ()
v uzavieném intervalu < a, b >

do(
#2) — f2) . pla) +jK(x He©ds O
s podatedni podm_mkou
‘p(a) =t A’
kterou substituct
i 1@z
@(x) = e* . u(x) (2)
redukuje na rovnici
w(@) = 4 + f H (2, &) u(#) d&, (3)
Pri Cemz ’ |
t
o —fl(z)dz ) '
H (z, &) =fe fLK(t &dt. (4)
' £

O vSech funkcich predpokldddme, Ze jsou spojité.
v ,,Aktuarskych védach®, rod. L., 8. 4*) polozil j jsem si otazku,
do jaké miry tato substituce mé vliv na jadro rovnice, zvolime-li

Eeth *) 'V tomto &ldnku se vyskytlo n&kolik tiskovych chyb, které rusi
etbu.

15*
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za f(x) specidlni funkci a to f(x) = konst. Zjistime, Ze pak plati:
Rovnice (1) dd se redukovat substituci.(2) na rovnici (3) tehdy a jen
tehdy, jestlize jddro K(z, &) jest tvaru K = K (x — £).

V nasledujfcim podédm zcela jednoduchy dikaz tohoto tvrzeni.

[1.] Dikaz se opird o nékteré zakladni pojmy z Volterrovy
teorie permuta¢nich funkei. Jsou-li na a < &<z <b diny dvé
spojité funkce F (z, &) a @ (x, &), nazyva je Volterra funkcemi
permutacnimi (zaménnymi), jestlize plati

z £

fF (2, 2) G(z, &) d~ =fG’(x, 2) F (2, &) dz
¢

¢
pro kazdy bod definiéniho oboru. Symbolicky identitu pise
. »
FG = GF.

Abych podal zédklady Volterrovy teorie p. f. ve formé& pokud
mozno ucelené. budu -postupovati nasledovné: V teorii p. f. (v po-
déni Volterrovd) jest tieba uvaZovat dvoji druh objekti: 1. realné
spojité funkoe (obecné) dvou proménnych, a 2. objekty, o jejichZ
povaze stadf jeding vedéti, Ze lze s nimi poditati podle zcela urditych
pravidel. KaZdy objekt z obou druhi nahradim p¥islu¥nym sym-
bolem a budu uvaZovati souhrn viech téchto- symboli. Protoze
a priori vim, Ze aspoll nékteré symboly mohu bezprostiedng
obsahové interpretovat jako reélné spojité funkce, budu také mlu-
viti o ,souhrnu urditych elementd“ misto o ,souhrnu
urditych symbold®“." Na to budu se symboly poditati, podle
zékladnich aritmetickych pravidel (jako kdyby to byla &fsla reilna)
a teprve ve vysledku prejdu k obsahové interpretaci symbold.

Budtez tedy dany objekty, které nazvu ,, permutaénimi elementy ‘.
*

Je-li né&jaky objekt e permutadnim elementem, oznadim jej e.
O povaze téchto elementii postulujeme:

(I.) Postuldt formdlni: Libovolné dva permutaini elementy lze
navzdjem secist, odelist, zndsobit a délit v aritmetickém smyslu.

Definice: Operace aritmetické v (I.) nazvu také operacemi
permutaénimi.

(I1.) Postuldt obsahovy: Jestlite permutaénimi elementy jsou
dvé rediné spojité funkce F(x, &) a G(x, §) definované v oboru a <
<¢<x<b, pak permutacni ndsobeni téchio funkeci jest identické
8 integrdini operact
x

FG = | F(z,2) GG, &) dz

o3 o ¢
platnou pro kaidy bod oboru.



D4 se ukazati, Ze tyto postulity postadf, abychom bezesporns
odvodili v8echny vysledky teorie p. f., jak jsou na pf. podédny
v knize ,,Volterra-Pérés: Legons sur la composition et les fonctions
permutables, 1924, . - 4

BudiZ na tomto misté udinéna nésledujfci zdsadnf poznimka.
Volterrova teorie p. f. souvisi s obecn&jii teorii nekonednych matic.
Vysledky, ke kterym tato teorie dospsla, jsou celkem chudé a v teorii
nekoneénych matic jsou to jen zajimavé specidlni piipady.

[2.] Z v&t o permutaénich funkei potfebujeme nasledujicf:

1. Mezi permutadnimi elementy existuje jeden jediny element,

*
oznatme jej 1°, takovy, Ze
* & »
e. 10 =g,
kde e jest libovolny p. element.
2. Budiz na a < &<z <b spojitd reidlnd funkce F (z, &)
< » »
a utvoime vSechny reilné spojité funkce @ (, £), pro které F@ =
* *
= GF. Necht (8;) jest souhrn viech t&chto funkef. Pro ka¥dou
* * % -
funkei @ (z, £) z (S,) naleznu element e, e plati Ge = 1°. Bud (S,)
*
souhrn vSech téchto elementi e. Nazveme pak (8) = (8,) + (S)
souhrnem vsech permutaénich elements s danow funkci F. DokéZe se:
(8) jest grupa permutainich elements. V kaidé grupé (8) existuje

subgrupa téch elementi, které jsou sestrojeny jediné pomoct dané
funkce F.

* * * . * *» * 2
3. a) Ozna¢ime-li ¥ .F = F?, obecnd F»—1.F = Fra F —
* »* * »*
=F'=F, F.F—1=1° pak zmin&né subgrupa jest vytvofena
*
elementy F* (k =0, 4 1, sk 2, ook .

b) Aby byla splnéna relace FG = i’d, kde F = F (%, &) jest
»* *

spojitd funkce a G = 1, jest nutné a postadf, aby F = F(z — £&).
Souhrn viech funkef toho tvaru pat¥ do grupy, kterou Volterra
nazval grupou uzavieného cyklu. : :

4. V dalsim budeme hledati jen ta feSeni integralnich rovnic,
pro kterd plati nésledujicf princip: KaZdd redind funkce spojitd
F(z,8) va< &< a<b vyskytujici se v rovnici integrdini (a in-
tegro-diferencidlni) patii do jisté grupy (subgrupy) permutaénich
elementi. A -

[3.] Vratme se k nafemu tvrzeni.

Relaci (4) muZeme pséti

- H@my=1K (28,
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kde

- ﬁ(z)dz
K, (x,6)=e © . K (x, £).

Podle principu ve [2, 4], kazda funkce dvou proménnych vyskytu-
jici se v rovnici integralni a integro-diferencialni, musi byti ele-
mentem z néjaké grupy p. elementii. Tedy také funkce H (x, &)
ve (3) musi nalezet do néjaké (dosud neuréené) grupy (8). Budiz X
libovolné zvoleny element z (S). Potom musi

* * * *
H. X=X.H,
avsak
* *
H=1K,,

tedy po dosazeni a dovolené upravé

. & * LA

(1K) X =1(XK,) =R.
Protoze funkce R patif do (8), musf byti permutaéni s kterymkoliv
elementem, které v permutaci vstoupily, tedy

* » * »
s 1R=R1,
z Gehoz
* » * »
) 1X=X1,
coz znamend, %e grupa (8) jest identickd s grupou uzavieného
cyklu a tedy také
* % *_ *
1K, =K, 1.

Naopak, kdyby K, nebyla p. funkei z grupy uzavieného
cyklu, nemohla by z tohoto cyklu byti funkce R a tedy neplatila
by relace (4). To v8ak znamend, Ze by substituce (2) nebyla pii-
pustné, coZ jest proti pfedpokladu.

[4.] Zbyva dokazat: Jestlize K, patif do grupy uzavieného
cyklu, také K jest elementem z této grupy (a naopak). Toto tvrzeni
jest specidlnim piipadem nésledujici relace. Budiz déna pro kazdy
"bod uvaZovaného oboru relace

ﬁ(z)dz ’
¢  g@—8H=F@—e&; ()

jakého tvaru musi byti funkce f, aby (5) byla splnéna? Pro ¢ (a F)
jest nutné a postaéi, aby ’

=0 | (6)
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