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Piispévek k teorii racionalnich kiivek
patého stupné.
Podéva L. Seifert v Brné.
(Doslo 21. z&Fi 1931.)

Z nejzajimavéjsich vlastnosti raciondlni kiivky patého stupné
o Sesti dvojnych bodech je existence kuZelosedek, které se kiivky
dotykaji v péti bodech. Tyto nasel Rohn, uZivaje involuéni rovinné
transformace, kterd, je-li déno v roviné sedm boda, ptifazuje
k dalsimu osmému bod devéty, jenz s ostatnimi tvoif basis svazku
kfivek ttettho stupn&.!) Zminéné transformace je obrazem jedno-
duché involuéni pribuznosti na obecné plose tretiho stupng, uzije-
me-li obvyklého Grassmannova zobrazeni plochy na rovinu.2)
I jest na snad® otdzka, zda jest mo¥no ony kuzelosedky v roviné
najiti pfimo z piislu§ného Gtvaru na ploSe. Tuto otdzku chceme
zodpovédéti. Souvislost atvarii na plofe a v roviné je zajimava,
tfebaZe vztahy v prostoru se nezdaji jednodu$$i neili v roving,
mimo to snadno poznidvime zménu utvaru, prejde-li jeden nebo
vice bodd dvojnych v body vratu. '

1. Na obecné ploe tiettho stupnd S bud zakladni dvojSestnina
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a dalsf pfimky ci. Piimky prvé Sestniny at se zobrazi do roviny =
jako body 4,, 4,, . . ., A¢, piimky druhé jako kuzelosetky B, B,, ...
..., Bg, takie na pi. B, jde viemi hlavnimi body 4; mimo A4,.
Pimka roviny x jest obrazem prostorové kiivky ttettho stupné,
jez neprotind pifmky a;, mé v3ak v¥echny b; za bisekanty, cy za
unisekanty. Znamenejme tyto k¥ivky C. P¥idruZeny systém pro-
storovych kfivek tfetiho stupné znamenejme K, take vidy jedna C

1) Rohn, Eine einfache lineare Construction der ebenen rationalen
Curven 5. Ordnung, Math. Annalen, sv. 25, 1885.

%) Viz Sturm, Die Lehre von den geom. Verwandtschaften, sv. IV,
str. 98. :



147

a jedna K tvoif Gplny prisek plochy S s plochou druhého stupné.
K se zobrazuji jako kfivky patého stupné se Sesti dvojnymi body A4;.
PonévadZ obracené, zvolime-li v roving libovolnych Sest bodu,
lze ji povaZovati za obraz plochy tietiho stupné,3) mi%eme vztahi
na plose § pouziti k odvozeni vlastnosti obecné raciondlni kiivky
patého stupné.

Bud K jedna z kiivek druhého systému, K’ jeji obraz. Jeji
plocha teéen je étvrtého stupné a seée S jeSté v kiivce V stupné
3.4—2.3 = 6. Kfivka V neseée Zddnou a;, seée vSak kaZdou b;
ve ¢tyfech bodech, cix ve dvou bodech. Obrazem jejim jest tedy
kuzeloseéka V', kterd nejde Zadnym hlavnim bodem A4;.

Bud ¢ teéna ktivky K v bodé P, T jeji dal§t priseéik s S.
Teéna u kiivky V v bodé T je priseénice oskulaéni roviny kiivky K
v bodé P a teéné roviny plochy 8 v bodé 7'. Blizi-li se 7' bodu P,
stane se ¢ hlavni teénou plochy S a u splyne s ¢. Ve spoleéném
bodé maji tedy kfivky V a K dotyk. V obraze V' se dotyka
pétkrat K'. Jest to vyznaéna kuZelosetka uvedend u Rohna.

Bud opét P bod na K, t jeho teéna, T' jeji dalsi priusedik s S.
- Kuzel P (K), ktery z P promitd K, sede S v kiivce C prvého systé-
mu, jez se v T' dotyka ktivky V. Roviny pfimkou ¢ sekou 8 v k¥iv-
kach, jez se v P dotykaji K, tedy v obraze 7" je spoleény bod svazku
ktivek tietiho stupné, jez jdou body A4; a v P se dotykaji K'.
Bud déle X bod na K, Y tieti priseéik PX s 8. C je uréeno body P, Y
a zobrazi se jako piimka C’ uréend bodem kiivky P’ a bodem Y,
devatym spol. bodem svazku kfivek tfetiho stupné uréeného
body A4;, P’, X'. Z toho vyplyva linedrni konstrukce jednotlivych
bodu kiivky K’ ze Sesti dvojnych (4;) a dvou obyéejnych bo-
da (P, X’) kiivky a konstrukce kuZelosetky ¥’ jako obalky
piimek X'Y’ uvedend u Rohna: K dangm bodum A;, P', X' se-
strojme devdty pridruzeny Y', spojme P’ s Y' prtmkou C'; je-li Z'
néktery bod této primky, sestrojme devdty pridruteny bodam A;, P', Z'.
Volime-li na kiivce libovolny bod P a sestrojime k libovolnému bodu
kiivky X' bod Y', jenf s A;, P, X' tvort basis svazku krivek tfetiho
stupné, pak primky X'Y' obaluji kuZelosecku V'.

Piipomertime jesté, Ze oskulaéni rovina ¢ bodu P na K sede S
v kfivee, je v P mé s K dotyk druhého stupné a v 7' s V dotyk
obytejny. Jevi se tedy V' jako obdlka kiivek tretiho gtupné, je% jdou
body A;'a maji v jednotlivych bodech s K' dotyk druhého stupmé.

2. Uvazujme nyni jednu z patnicti pfimek cy, na pr. ¢
Bisekanty ktivky K, které sekou c;,, vypliiuji jeden pt{mkovy
systém plochy druhého stupné P,,, jemuz patii i a,, a;. At p je
jedna z téchto bisekant, 4, B jejf prusettky s K. Body 4, B jde
Jedna kiivka systému C. UvaZujme, jaké je obdlka t&chto kiivek C.

%) Sturm, Geom. Verwandtschaften, IV, p. 272.
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Bud P bod na 8. Jim jde oo! kiivek (' a je znamo, Ze bise-
kanty bodem @ na S ke vsem k¥ivkam tohoto svazku vedené
vypliiuji rovinu @, kterd bodem P prochazi.?) Roviny o9 pii-
fazené takto bodim @ na c;, tvoii svazek, nebot, je-li C jedna
z k¥ivek, jeji bisekanty sekouci ¢y, tvofi systém plochy druhého
stupné a osa g Feteného svazku je piimka druhého systému, kte-
rému patii i ¢;,. ¢ jde bodem P a v kazdé roviné svazku (q) jest
svazek paprsku () tvofeny bisekantami ktivek C. P¥imkou ¢ jdou
dvé tedné roviny ku plose Pj, a v kazdé je bisekanta kiivky K,
jez je zéroveti bisekantou jedné C. Bodem P jdou tedy dvé kiivky C,
které sekou K ve dvou bodech, a spojnice jejich sete c;;. Roviny
splyvaji, dotyka-li se ¢ plochy Pj,. AvSak mezi bisekantami kiiv-
ky C jsou i by, by, jez zarovei sekou cyy, ¢ tedy sece by, b,. Hledame
tedy pifmky sekouci b;, b, a dotykajici se plochy Pj,. Treti pra-
setik takové piimky s S je charakteristicky bod pro obadlku kfi-
vek C, jeho geometrickému mistu odpovida v zobrazeni kuzelo-
setka, jiz obaluji ptimky, obrazy uvazovanych kfivek C'.

Plocha ptimek ¢’ je étvrtého stupné; znaéme ji Gix.- Jak patrno,
jsou na ni dvojné pHmky b, b, cjp. Jeji dalsi prisek Ly, s S je
stupng 4.3 —2.3 = 6. Snadno poznavame, Ze kazda b; md s L
tyii spoledné body, a; zddny, cir dva. Obraz L'y je tedy kuZelo-
setka, kters neprochazi Zadnym dvojnym bodem.

Necht M je spoleény bod kiivek K, L;,. Tetna rovina plochy P;,
v M je soudasnd teénou rovinou plochy G, teéna ktivky L;; v M je
prisednice této roviny s te¢nou rovinou plochy S, a to jest pravé
tedna kiivky K. L, m4 tedy s K dotyk v péti bodech arovnéz
tak L';, s K’'. Tim jest nalezeno dalSich 15 kuZelosetek pétkrat se
~dotykajicich kiivky K’, jez odpovidaji pfimkidm cix na plose.

Bud p bisekanta kiivky K sekouci ¢;;. Rovina (p, ¢;5) sede S
v kuZelosedce, ktera se zobrazuje jako}kuZelosetka jdouci étyfmi
hlavnimi body mimo 4,, 4,. Méme tedy vétu u Rohna uvedenou:
Svazek lkuzelogebek uréeny étyimi dvojnymi body A, vytind na K !
involuci a spojnice pridrufenych bodw obaluji kuzeloseku pétkrdt
se dotykajici.

- . Lze viak nalézti je$té dalsi podrobnost. Piipometime si vétu
Schurovu, kterd pravi, %e dvojSestnina sestava z reciprokych polar
jisté plochy druhého stupnd H. Reciproké polary jsou ay, by, pak
a,, by atd.

Pifmce c;5, jez sede ay, a5, by, by, patii jako reciprokd poldra
piimka d, je% spojuje body (a,, b,), (as, by).1Jsou-li X, ¥ dva body
na 8, prochézi jimi kiivky K, C, jedna kaidého systému. Maji

; %) Viz Reye, Beziehungen der allg. Fliche dritter Ord. zu einer co-
varianten Fldache dritter Classe, Math. Annalen, sv. 55, str. 257.
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jeSté dalsi t¥i spoleéné body Z, T', U. Je-li M tieti priseéik XY s S,
jest rovina (ZT'U) polarni rovinou bodu M ku. plose H.5)

Bodem M na c,, jde vidy bisekanta ke K, jez K sete v X, Y.
Kiivka C jimi uréend seée K v dal§ich bodech Z, T, U a rovina
(ZTU) se otaéi kolem d. V obraze X', Y’', Z’', T", U’ jsou na p¥im-
ce C" a body Z’, T", U’ jsou vytaty svazkem kiivek tfetiho stupné.
Zskladni body svazku jsou 4; a t¥i dal$i body odpovidajici bodim
na d. Jest vSak znamo, Ze Ffada bodi na a; jest projektivni se svaz-
kem pFimkovych elementi A;, bodu (a;b;) odpovidd tedy teéna
v 4; k By, bodu (axb;) teéna v Ay k B;. Rovinné priseky pfimkou d
zobrazi se jako ktivky, které jdou hlavnimi body a maji v 4,, 4,
dotyk s B,, resp. B,. Mame tedy zajimavou novou vétu: Svazek
krtvek tretiho stupné, které jdou dvojnymi body k¥iwky K' a ve dvou
z mich se dotykaji kuZelosecek wurcenych ostatnimi péti, sekou K' wve
trech bodech na primce a tyto primky obaluji kuZeloseCku pétkrdt se
dotykajict. :

Sledujme je$té jednou bod M pohybujici se po ¢;,. Kdyz M
prejde do (ay, ¢y5), polarni rovina jeho jest (by, d), t. j. spojuje b,
s bodem (a,b,), ptislusné C se rozpada v a, a kuZelose¢ku v roviné
uréené pfimkou b; a bodem (a,b,). Jejim obrazem je pfimka jdouci
bodem 4,, ktera se kuzelose¢cky B, dotyka v A,, nebot teény
element v 4, je obrazem bodu (a,b,). Zkritka teéna v bodé 4, k B,
je tetnou kuzelosetky L';,. Podobné i teéna v 4, k B,.

3. Na 8 jest co? kiivek K, mezi nimi co! se dotykd piimky a,.
Mezi o2 kiivkami K’ jest oo! kiivek s bodem vratu 4,. Bodem M’
v roviné jdou dvé takové. Skuteénsd, bud C jedna kiivka druhého
systému, jeZ bodem M neprochézi, m bisekanta jeji jdouci timto
bodem. Ve svazku (m, C) jsou dvé plochy, které se dotykaji pfim-
ky a, a vytinaji tedy z S kiivky K,, K,, jez se dotykaji a, a zobrazuji
se jako kiivky s body vratu v 4,. Z toho lze nalézti i jednoduchou
konstrukei téchto teden. Svazek ploch (m, C) vytina z a, involuci
bodovou a dvojné body jsou dotyéné body kiivek K;, K,. V obraze
dvojiny teten kiivek K’ v bodé A, tvoii involuci a hledané teény
jsou jeji dvojné elementy. K uréeni této involuce moZno pouZiti
degenerovanych k¥ivek K'; na pf. jedna plocha (m, C) seée S v b
a kuzelosedce, jejiz rovina jde primkou a;, K’ skladd se tedy
z kuzelosetky B; a kfivky tfetiho. st. s dvojnym 4; atd.

Jsou &tyfi ktivky K’ se dvémsa body vratu A, 4, nebot
na plofe jsou &tyii ktivky K, jeZ se dotykaji piimek a,, a,. To
pozniéme nejsnaze, volime-li zobrazeni plochy, kde b, se zobrazi

. % Schur, Math. Annalen, vsv. 18, str. 12, a také Reye, pojednéni
Citované v poznamce *). '
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jako body, a; jako kuZelosedky, kiivky systému K jako pi{mky.
Obrazy kiivek K jsou pak spoledné teény dvou kuZelosedek.®)

Z toho jest také patrno, Ze dano-li Sest bodd v roviné, nelze
obecné sestrojiti kiivku patého stupné se tfemi body vratu a dal§imi
tiemi dvojnymi v danych bodech, nebot obecné se nedotykaji tii
kuzelosetky téze piimky. '

Abychom nasli. takovou konfiguraci Sesti bodt, pro niz by
takova kiivka existovala, uZzijme opét jiného zobrazeni plochy S.
Uvazme dvojsestninu

1 1' 23 24 25 26
2 2 13 14 15 16

1, 2 je psano za diivéjsi a,, a,, 1', 2’ za by, b,, 23 za ¢,y atd. Pak v 7 se
zobrazuji kubické kfivky jednoho systému jako kiivky tietiho
stupné s dvojnym A4;, kiivky druhého stupné jako kubické kiivky
s dvojnym A, a spoleénymi jednoduchymi A;, 4,, 4, A44.7)
Je-li tedy k kiivka tietiho stupné s dvojnym bodem I, volme
v roviné libovolné bod 2 a vedme jim teény ke k. Dalsi priseéiky
ti¥i téchto teden s k oznatme 3, 4, 5 a volme na k libovolné bod 6.
Volime-li téchto Sest bodu za zakladni body zobrazeni, jest £ obra-
zem prostorové kubické kiivky, jez se dotykad primek 23, 24, 25
a ve dvou ruznych bodech sede I, 1’, 26. Konfiguraci, pii které
piimky prvni Sestniny se zobrazi jako body, dostaneme dvojnasob-
nou kvadratickou transformaci, volime-li na p¥. po prvé zakladni
trojahelnik 234 a po druhé trojahelnik tvofeny v novém obrazci
piimkami, ve které presla kuZelosetka 1’ a primky 25, 26.
Volime-li je§té 6 na &tvrté teéné z bodu 2, dostaneme v k obraz
kubiky, kterd se dotykd piimek 23, 24, 25, 26.
4. Zodpovime jesté otdzku, jaké zvlastnosti mé kuzelosetka V'
v piipadech, kdy kfivka m4 jeden a% &ty¥i body vratu. Kdyz se K
dotkne p#imky a, v bodé M, plocha telen sete S v a, a kfivce
patého stupné, jez a, sede v bodé N mimo M. V roviné g piimkou a;
dostavame kuZelosetku a kiivku tietiho stupné s bodem obratu v M.
Mimo @, maji obé kiivky spoleény priseéik s K, jenz je bodem
vratu druhé z nich, a tedy je§té 2.3—2 = 4 body. Otacime-li
%) Myslime-li si plochu S zobrazenou na dv& roviny rtznymi zpiisoby
(zékladni body jsou obrazy rtiznych Sestnin pf{mkovych), jest tim dén bi-
raciondlni vztah obou rovin (Cremonova transformace). Tato se vZdy
dostane jako sled kvadratickych transformaci, p¥i kterych trojuhelnik ze
tf{ zdkladnich bod volime za zékladni trojuhelnik transformace. Kvadra-
tickou rozumime transformaci, jif lze psati pfi samozfejmém oznadeni

1 1
PR SN R AR ’
1 &y T Tg ol Ty
: ) piekmmm, Uber Modificationen, welche die ebene Abbildung
einer Flache 3ter Ord. durch Auftreten von Singularitéten erhélt, Mathem.

Annalen, sv. 4, str. 442.

v
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rovinou ¢ az pruseéik s K se blizi bodu M, p se stavd oskulaéni
rovinou kiivky K a te¢nou plochy S v bodé M. Prusetik ptisludné
teény bliZi se patrné bodu N, druhému dotyénému bodu bitangen-
cidlni roviny g. Ale M, N jsou body sdruZené v involuci, jiz na a,
stanovi kuZelosedky v roviné p. V zobrazeni jde kuZelosetka V'
bodem vratu 4, kiivky K’ a teéna kuZelosetky a teéna vratu jsou
sdruzené v involuci, kterou uréuje na pi. ¢, a teéna kuZelosed-
ky B,, ¢;5 a tedna kuZelosetky B; atd. V' mé s K’ dotyk ve &tyfech
bedech.

Necht K se dotyka dvou piimek a,, a,." V jest pak raciondlni
kiivka &étvrtého stupné, kuZeloset¢ka V' jde body A4,, 4, a teény
v téchto bodech jsou v piisludnych involucich sdruZeny s tednami
vratu. V' s K' ma dotyk ve tfech bodech.

Podobné, dotyka-li se K pifmek a;, a,, a;, coZz ovéem obecné
neni mozné, jest V kubickd kiivka, V' jde body 4,, 4,, A a ma
dotyk ve dvou dalich bodech.

Dotyka-li se K primek a,, a,, a;, a,, jest V kuZelosetka v roviné
obsahujici c;6. Ale rovina, jez seée plochu teéen kiivky K v kuzelo-
_sedee, je oskulaéni rovina jeji. Musi tedy jeden z pruseéikii ¢4 a V
padnouti do priseéiku K s V. V obraze V' jde vSemi étyimi body
vratu a dotyka se K’ v bodé na cg.

5. Jest ]esté rozieSiti otazku, jak se chovaji kuZelose¢ky L'y

v prlpadech ze K' mé body vratu. Mé]me na mysli plochy P,s G,,.
12 obsahuje bisekanty kiivky K, jeZz sekou c¢;,. Dotyka-li se na
pr. a; kiivky K, dotyké se i plochy P,,. Ponévadz a, sede by, b,,
lezi i na Gy, a jest 8asti priseku G, s S; vlastni L,, jest patého
stupné. V roviné p¥imkou a, lezi kiivka tretiho stupné s dvojnym
bodem na c,, a kuZelosetka, jez mimo bod na ¢;, maji jesté étyti
spoleéné body. L,, sede tedy a; v jednom bodé a v obraze L';,
jde bodem A, Jestli tedy 4, jest bod vratu, jde jim podle toho

10 kuzeloseéek

L23! L24! L'25’ L’ze, Llsd.s L’35’ Llae’ L’45, L'As, L,ssa
které se dotknou K’ v dalsich &tyfech bodech.

Jsou-li dva body vratu 4,, 4,, jdou soudasné obéma kuze-
losetky

‘ L34’ L’35! L’36) LM’» leﬂ’ Lbo’

pouze bodem 4, jdou kuzeloseéky L'y, L'y, L'gs, L'ys, pouze
bodem 4, jdou L'y, L'y, L'y, L'y Zadnym nejde, pouze L'y,

Kdyz A4,, 4,, A, jsou t¥i body vratu, pak jdou soudasné viemi
kuzelosetky L'y, L'ys, L'ss, pouze body A, A, jdou L'y, L'ys, L'se
Pouze body A4,, A; jdou L'y, L'y, L'ys a pouze body A4,, 4, jdou
L w L'yg, L'yg. Jenom bodem A, procha,zi L'y, jen bodem 4y L'yg
a jen bodem Ay L'y,
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