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CAST MATEMATICKA.

O vété Newton-Sylvestrové pro separaci kotenu
rovnic algebraickych.

Napsal K. Petr.
(Doslo 15. srpna 1930.)

V Casopise pro p&st. math. a fysiky, r. 36 (1907), str. 49, podal jsem
diitkaz véty Descartesovy a Budanovy uplnou indukei. Této metody lze
pouZiti i pfi vété Newtonové, kterou vsak teprve Sylvester dokazal (Philo-
sophical magazine, IV. serie, sv. 31, r. 1866, str. 214). I zde lze dociliti
podstatného zjednoduseni pfi dikaze véty, jeZ Vyply*vé bez jakéhokoli
omezeni. Koneéné podavam v nésledujicim rozsifeni véty Newton-Sylves-
trovy pro funkce analytické a Jakozto pouZiti tohoto rozsifeni poukazuji
na jedno zjednoduSeni v&ty N.-S. pFi rovnicich algebraickych.

L
Budiz déna rovnice stupné n-tého, kde
flx) = a2 + a1+ ...+ ap_y & + an, aoF 0.
Koeficienty aq, @, . . ., @ jsou vesmés &isla realna. Véta Budanova
(Budan-Fourierova) uziva k stanoveni poétu kofenii poloZenych

mezi @, b podtd zmén znaménkovych, které vznikaji v radé (f'(x)
jest prva, f'’(z) druhd derivace vyrazu f(x), atd)

(), f'(2), 1'( o (@), [ (2
kdyz tam dosadlme za & ]ednou @ a po druhé b Véta Newton-
Sylvestrova uZiva dvojité rady
(@), f'(2), 1'(), ..., [*(2) (A)
- 9[0(.’5), Ay (x), Ap(2), ..., An(x),
kde pro k> 0
Ap(x) = [fO(x)]* — o™ fE—D(x) [E1(), Ao(x) = fA(2).
I tato véta potitd zmény znaménkové v prvni z obou fad (A),
aviak bere je v Gvahu pouze tenkrat, kdyZz na piislusném misté
v druhé fadé jest sled znaménkovy. P¥ tom jsou ¢x™ vhodné vo-
lené numerické koeficienty, zdvislé jednak na stupni dané rovnicee,
jednak na indexu k. , ) _
Casopis pro pﬁstovsni matematiky a fysiky. Rodnfk LX. . 1



Budeme se. nejprve zabyvati otdzkou, jak jest tfeba voliti
tyto soudinitele, abychom snadno mohli pouziti Gplné indukce pri
dukaze véty Newt.-Sylv. Dikaz véty se totiZz provadi tak, Ze véta
se pfedpokladd pro rovnici f'(z) =0 a dokaZe se pro rovnici

- f(z) = 0. Pro rovnici f'(z) = 0 se dvojfada (A) reduku]e na

f(z), (), (), ..., f"N=x), | .
“Ao(), Sl[l(:zc) Wy (x ) - an.._l(x) | (A)
kde Ay(x) = f'%(x) a pro k > 1
a[lc 1(2) = [fO(@)P — cpoy®—D fE—D(z) fE+D(z).

Budeme poZadovati, aby

Ci— 1("'-—1)—070(”) (1) o

&m# docilime, 7o Wy, () = A(x) a dvojiady (A), (A) se ‘budou
“aplné shodovati v posledmch (n—1) ¢&lenech. Vztah (1) ma za
na.sledek zZe ck<") jest zdvislo pouze na rozdilu n—k a my poloZime

™ = Cn—k-

Avéa,k ]esté ]ednu podminku pro numerické soucmltele jest
tfeba zavésti, jez nés do jisté miry bude orientovat o zméné zna-
mének pti Ax(z). Pro derivaci funkce V() jest

Wi(x) = (2 — cn—r) [BU) fEFD(@) — € i fE—D(2) fEED(),
- tedy o |
fED(2) Wi(x) = (2 — cn—i) Ur+1(2) [P (2) +
+ [(2 — en—t) Cn—i—y [BH(X) — Cp—ip fE—D() [EFD(2)] fE+2(2).
- - Volime ¢; tak, aby hranaté zdvorka na pravé strané byla pro viecka

x a vSecka f(z) Gtniérna vyrazu Q[k(x) k tomu jest nutno a postadi-
: telno, aby

- s {2 —c¢n—t) Cp—it—1 = 1. )
. Pak jest
: D) Wilz) = (2 S i) sxkﬂ(x f® ) + Q[k(x) f(k+2) (3) ,

 Z tohoto vztahu vyplyva nasledujici disledek: Budi? x = « nulovy
' bod vyrazu Q[k(x), dale f®(a) £ 0, f*+1(a) £ 0. Potom, kdyz =z
. prochazi{ hodnotou e rostouc, podﬂ i’Ik(x)/l[kﬂ(x) ]de od hodnot,
"__‘“‘"]e;llchz znaménko jest
e __sign f(k) a) f+1(a), |
“fk hodnotam zna,menka prot1vného Nebot podﬂ QIk(:v)/ ’ll’k(x) ]de :

-~ od*hodnot z4; ornjreh ke kladnym.
- Rovhice (2) nam umoziiuje vypodisti viecka <, je-li zndmo c,.

Aby véta Newton- Syivestrova byla platna ‘pro rovnice stupné 2, '
'est tf'eba, Vohtl, ]a.k sezname, cl tak aby O < 01 < .1 ph hodnoté
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2 dava véta ta vysledky presné pro podet kofent rovnice stupné
drubhého. Hodnota 0 pro ¢, jest na zakladé (2) nepfipustna. Voli-
me-li ¢; = 2, dostavame ze (2) :

) 1
(2—cy) ¢y =1, ¢ = §, obdobné ca=§,...,c;=-z—+i——; (4)
Volime-li ¢; = 2 — ¢, kde 0 < ¢ < 2, mame stejné
3 —2¢ 4 —3¢ v+ 1—1¢
- At _—— = 4’
T T Ty BT 3 g T i —G—1)e (4

Hodnoty (4), (4') jsou v nasledujicim oboji p¥ipustné, pokud jsou
¢isla kladnéd. Tomu bude vyhovéno pii kazdém n, pozadujeme-li
~jesté pro ¢ podminku & < 1.

Konetns jest tieba jesté rozhodnouti, zda vyrazy Ux(x) mohou
byti rovny identicky nule. Snadnou Gvahou vyplyvéa, Ze, ma-li
byti Ax(z) = 0 identicky, k tomu jest nutno, aby f&—1(x) bylo
tvaru :

_ fk=D(z) = d(x — s)»—*+1; d, s konstanty.

Pak jest

Ni(x) = d¥(x — §)2—2%[(n —k + 12 —cp—p(n —k + 1)(n—k)]
Vyraz tento jest rovny nule vskutku. volime-li pro ¢; hodnoty (4);
volime-li vSak (4'), pak

Bn—k+1)e
n—k—(mn—~k—1)

Wi(x) = - . (x—s)2n—2k

coZ jest vyraz, ktery neni identicky rovny nule; jest rovny nule
jenom pro tu hodnotu, pro kterou i f*)(z) jest rovno nule; jinak jest
stdle kladny. Na zékladé této okolnosti budeme vyrazim Wx(x),
kdy? identicky vymazi, prisuzovati hodnoty kladné pro viecka x riznd
od nulového bodu vyrazu [f®(z).

II.

Uvedu nyni vétu Newton-Sylvestrovu v predbéZném znéni.
Budtez a, b dvé hodnoty, pro které Zadny z vyrazi f(x), f*)(x),
Wo(x), e(x), & = 1,2, ..., n neni rovny- nule (ledaze by néktera
z Ax(z) byla rovna identicky nule, pak ta i(a), Ax(b) pokladame
za ¢isla kladna). BudiZ p, podet zmén znaménkovych v fadé prvé
z fad (A), kdyZ za = dosadime a; pfi tom vSak jenom takové zmény
znaménkové bereme v tvahu, jimZz v druhé Fadé jest prifazen
sled pfi « = a. Obdobny vyznam necht mi p,. Pak véta Newton-
Sylvestrova zni: Poéet kofend, rovnice f(x) = 0 polofenych mezi a, b,
kde'a < b, jest bud rovny pa — p» aneb jest o sudy potet mendi.

1*



, Abychom vétu tu dokdzali, uvazujme ne]prve podet zmén

znaménkovych v prvé fadé (A) pro x = a, jim# v druhé radé —
rovnéz pro x = a — jest pfifazena zména znamenkova Tento pocet
oznad¢ime ¢,. Nejprve lze tvrditi q, jest ¢islo sudé. Nebot Wy(a) > 0,
Nn(@) > 0 alze tedy druhou fadu z (A), kdyz do ni dosadime x = «a,
rozloZiti na n&kolik oddilt tak, %e prvy é&len i posledni &len ]eho
mé znaménko 4. Ku pr. kdyby n="7a meh bychom v druhé

| fadé tato znaménka pro x = a

+ -4+ — — 4+ — +,
rozdélili bychom druhou fadu na tyto t¥i oddily _
Ao(a), Wy(a), As(a); As(a), Ws(a), Uyba), Ug(a); s(a), Us(@), As(a).
~ Uvazujeme-li druhy oddil s prisluSnymi f*)(a), méme dvojiadu

(@), f"'(a), fD(a), [)a)
WUp(a), Ws(a), Wy(a), Us(a).

Ponévadz Ay(a) podle predpokladu jest zaporné a Ws(a) = f''"3(a) —
—c, f'(a) f®(a), maji [f'(a), f%(a) stejné znaménko; jelikoz
A (a) < 0, maji f'(a) a f(5)( ste]ne znaménko. Poskytuje tudiz
prva fadka v (4) bud samé zmény znaménkové aneb samé sledy.
Jest tudiz prispévek druhého oddilu k éislu g, bud 2 aneb 0. A tak
jest tomu v kazdém takovém oddilu, kde na kraji maji Ax(a) zZna-
ménka -, uvnitf vesmés —. |

Jest tedy vskutku ¢, (a obdobns i ¢ ¢islo sudé. Z toho nasle-
duje, Ze ps — pp se lisiti miZe od poltu koFend rovnice f(x) = 0
pouze o ¢éfslo sudé (nebot ps + ¢a — (P + g») se lidi od podtu
kofentli rovnéZ o ¢&islo sudé; nasleduje to z véty pravici, ze, jsou-li
f(a), f(b) znaménka ‘protivného potet korenti mezi a, b jest lichy

d.).

Véta Newton- Sylvestrova jest platna jak snadno lze se pre-
svédéiti pro pfipad, Ze f(x) = a,(x — s)*, jakoZ i pro » = 2, jak

(+)

~ Gtenaf snadnym poétem dokaze. Budeme predpokladatl ze véta °

Jest dokdzéna pro ptipad, Ze stupei rovnice jest mensi ne n a dok4-
Zeme ji pro rovnici stupné n-tého.

Potet zmén znaménkovych v prvé z rad (A) pti x =.a, jimz

pHislusf ve. druhe z fad (A) rovné% pro x=a sledy znaménkové,
oznadime p'y,. Budeme vySetfovati rozdﬂ Pa — P’a. Jestlize sign
f(a) = sign ]‘(a) jest vidy pa—p'a = 0. Patrno to jest, kdyz
Qll(a) > 0." Aviak i kdyz Aj(e) <0, jest ps—p'a =0, nebot
pak i sign f (@) = sign f(a) a zna,ménka t¥i podatetnich glent j jsou
v radach (A) - .

S By 8y 8y
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v fadéch (A) jsou znaménka dvou podatednich &lent
' & &
+, 7
JelikoZ pak ostatni ¢lenové v fadé (A) se shoduji s ostatnimi
¢leny v fadach (A), jest rovnost ps, — p’a = 0 pro temto piipad
patlna
Zbyva Vysetrltl piipad sign f'(a) = — sign f(a). Tu jsou dvé
moznosti: .
I) sign A (a) = + 1 (sign A,(a) jest vidy pii f'(a) & 0 rovno
+ 1). Tu jest po. — p’'a = 1, jakoZ bezprostiedné patrno.

ITa) sign As(a) = — 1, sign Uy(a) = + 1. Tu tii, resp. dva
pocateéni ¢lenové Fad (A) resp. (A) maji tato znaménka
—e, & o [—e ¢
(A){l_l,l’ (A){ 1, 1
I jest pa— p'a = —1. '
I1b) sign A,(a) = — 1, sign Wy(a) = — 1. B
V tomto piipadé mame tato znaménkana poéatku tad (A) resp. (A)
&, —e, & —e, &
(A){ I —1,—=1" (A){ 1, — I

Tu mame ps — p'a = + 1.
Tim vySetfeny vSechny mozné vztahy mezi p, a p's, pfi temz

mléky predpoklédano, Ze v (A) a (A) jsou voleni titiZ numeri¢ti
soudinitelé c;.

Vedle predpokladu pro a, b na podéatku II. odst. uéinéného
zavedu prozatim je$té tento piedpoklad: Mezi a a b lezi toliko
jedind hodnota ¢, pro kterou jeden nebo i vice vyrazu z f(z), f*)(x),
AR z), k =1, 2, ..., n jsou rovny nule. DokéaZi pak vétu Newton-
Sylvestrovu pro ta.kovy interval (a, b) a to nejprve v ptipadé, ze

@) v (@, b) neni nulova hodnota polynomu f(z). Je-li v tomto
piipadé véta N.-S. platna, pak p, — p» = 0. Dejme tomu, Ze
neplati pro polynom f(x); pak jest pa — pp << — 2 (nebot p, — pp
= — 1 byti nemiiZe, jelikoZ p, — ps a podet kofeni rovnice ()
mezi @, b jsou éisla stejné parity). Potom ani f'(x) nemizZe miti
nulovy bod v (a, b), nebot, kdyby f'(x) méla nulovy bod v (a, b),
bylo by p'a —p'y 2> 1 podle véty N S pfedpokladané pro poly-
nomy stupné n — 1. AvSak podle Gvahy predchoz1 (tykajici se
vztahd mezi pq, p’a) jest

Po— Do 2 Pa— s — 2 tedy pa—po = —1, ;
coZ odporuje nerovniné ps — ps << — 2. Neplati-li tedy véta N S
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pro f(x) a pro interval (@, b) a nemé-li f(z) v (a, b) nulovy bod,
nem4 jej i f'(x). Soudasn® jest patrno, Ze p’s — p’, nutné jest rovno
nule a Ze zéroveil musi, aby nebyla v platnosti véta N.-S. pro f(z)
a pro (a, b),

Pa—Pa=—1, pb—jo’p =41, Pa—p=—2,
t. j. v bod® a nastiva piipad Ila), v bods b pak bud p¥pad I)
- @neb 11b). Nastéva-li v a ptipad Ila), v bod& b pak piipad I), jsou
- podatetni tii élenové fad (A) téchto znamének

v bodé a{

’

& —&, & & —¢, ¢
L —1, 1 v bodé& b{ L, 1,

Méni tedy ,(z) v intervalu (a, b) své znaménko a mé tedy v (a, b)
nulovy bod ¢, kde a < ¢ < b. AvSak podle dusledku vyplyvaji-
ctho z rovnice (3) ma byti podil A (x) : y(x) pro z v intervalu
(@, c — 0) kladny, ve skutednosti jest viak zdporny. Nemuze tedy
nastati v bod¢ a pfipad Ila), v bod& b pak ptipad I.

Nastava-li v bodé a piipad Ila), v bodé b p¥ipad IIb), méme
pro znaménka poéétednich &leni v fadéch (A) tyto hodnoty

[e, —&, €, — & &, —&, g, —'¢€
VbOdéall,—l, 1, ] v bodé b L —1—1 1
Mohli jsme vypisovati jiZz znaménka &tvrtych &lend na zaklads
téchto Gvah: Nejprve sign f"''(b) = sign f/(b), nebot sign U,(b) =
= — 1. Uy(x) méni své znaménko, m4 tedy v bodé ¢ nulovy bod
i jest tedy sign As(a): Wy(a) = + 1, sign Ay(b) : Ws(b) = — 1,
koneéné f"’(x) neni rovno nule v bod& ¢, nebot pak by bylo rovno
tam i f"'(x) nuleasign f"'(b) = sign f/(b), tedy sign '’ (a) = sign f'"'(b).

Ze znamének vypsanych jest patrno, Ze p. = 1 + p'",, p, =

o =1+ p", kde p'"s, p'"s jsou &sla obdobna ku p., p, aviak

L _.p>r.o polynom f"*/(z) stupn& n — 3, pro ktery tedy plati p'"’, — p’"",

20. 1 jest tedy pa — pp > 0 a neni tedy p, — pp — — 2. Jest tedy

i tento pfipad nemoZny a jest vidy p, — p» > 0, neni-li v (a, b)

nulovy bod polynomu f(x). " '

_B) V (a, b) budiZ nulovy bod ¢ polynomu f(z) a to ¥4du r-tého.

Pak mi f'(x) nulovy bod v ¢ ¥ddu 7 — 1. MiZzeme psati f(z), f'(x), -
A (z) v tomto tvaru : :

H@) = uolw — oy + wm(z — oy 4., (@) = rugla — oy <14,
: f'@) =rr —Duge —ey—24 ...,
L Y (@) = rugd(x— o)t 4 'vl(x—v—c)”‘ll-'{— e

Uy Uy; Yy, . . . jsou &fsla nezdvisla na x; sign u, znadme e. Z vyrazi
- napsanych jsou patrna tato poditedni znaménka v Fadich (A)
~ Pro = g, resp. pro z = b . : - - .



(—1ye (—1y—te
+1, +1

Ljest pa=pa+ 1, pp=17p" a ponévadz podle véty N.-S. platné
pro mnohotlenn — 1 stupné jest pa—ps=>r—1, jest v tomto
ptipadé p, — py = 7; tedy i v tomto ptipadé véta N.-S. dokézéna.

Jelikoz véta Newton-Sylvestrova jest platna pro soudet inter-
vali (a, ), (ay, a,), (as, @3), . . ., (@n—;, b) —kteryZto soudet jest prave
interval (a, b) — plati-li pro kazdy jednotlivy interval, a jelikoZ
kazdy interval (a, b), o jehoZz koncovych bodech éinime pfedpoklad
na potatku odst. II o a, b udinény, lze rozloZiti v koneény podet
intervald takovych, Ze body, ve kterych mnohodleny f(x)
f®)z), Ax(z), k = 1, 2, ..., n nabyvaji- hodnoty nulové, nachazeji
se uvaitt jednotlivych intervald a v kazdém intervalu toliko jediny
takovy bod, jest patrna véta N.-S. plati pro kazdy interval (a, b),
jehoz koncové body jsou v platnosti pouze predpoklad na poéa,tku
IT. odstavce uéinény. .

v bodé a{ v bod¢ b'{e’

L

111

Véta Newton-Sylvestrova byla dokazana v predchazejicim
pro interval (a, b) za predpokladu, Ze Zddna z funkef f(z), f*)(x),
Ax(x); £ = 1, 2, ..., n'neni rovna nule ani pro * = @, ani pro x = b.
Chceme-li uziti této véty i v piipadech, kdy tato podminka neni
splnéna, nahradime interval (a, b) intervalem (@ + 6, b — 6), kde &
jest &islo takové, Ze v intervalech (@ + 0, a + 8), (b —J, b — 0)
nenf poloZen Ziddny nulovy bod uvedenych pravé funkei. Oznadime
struéné &islo 6, které si mtzeme zvoliti libovolné malé, jakoZto
nekoneéné malé. Dosazovini ve skutednosti netfeba provadéti,
nebot ndm bé&%i pouze o znaménka a ta jsou z predchazejicich
avah ihned patrna. Objashim véc na piikladech.

Dejme tomu, %Ze bychom obdrzeli pro xz = a tyto hodnoty
(u hodnot od nuly riznych vypisuji jenom znaménka) .

i |4 5 6 7 8.9

v fox) [+, 0, 0, 0,0 0, — (x) -
Az) [+, 0, 0, 0, 0, +

Vypsané hodnoty pro Ay(a), QIB(a) , Ag(a) vyplyvaji jednoznaéné
z hodnot prvého fadku. Mé tudiz f(")(x) v bodé a nulovy bod 4.
radu. Lze ji psati fO(x) = + bo(x —a)t 4+ b(x—a) 4 ..
kde b, jest &islo zdporné (nebot f((x) — coZ jest 4. derivace z f“”)(x)
— jest v bod® z = a podle predpokladu zéporna). Pro funkce
%(z), WUo(z), Uq(z), Wgtx) mame- tyto rozvo;e (uVa,dim pouze
prvé, o znaménku rozhodupci éleny) -
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Us(x) =b'(x—a)® + ..., Ug=b"(x—a)* 4 ..., A, =b""(x—a)*+
ey Ug=b"(x—a)l 4+ ...,

kde b, b/, b, b"""" jsou ¢&isla kladna. Nastupuji tudiz misto uve-
denych hodnot pro x = a 4 0 hodnoty o znaménkach

: B
+ 4+ 4 -+ -+
které poskytuji pouze jednu jednotku jako#to piispévek k podi-
tani &fsla p.. Kdyby hodnoty uvedené v (x) byly vznikly pti dosa-

zovani &isla b (horni hranice daného intervalu), dostali bychom pro
x = b — 0 tato znaménka u vyznaéenych funkei

s i e B s
+ = 4+ + + +
poskytujici 3 jednotky pro é&islo ps.
Jako dalsf pifklad budu predpokladati tyto hodnoty pfi

r=a (resp x =b):
i |3 4 5 6 7.8
@)+ — + — + —
A(zr) — 0 0 0 0 "+

Pro-z = a + 6 mame na zakladé dusledku odvozeného z rovnice

(3) tato znaménka .

T = = = £ ==
el I B e i &
tedy ia.dny prispévek k p.. Kdyby pfedpokladané hodnoty byly
platny pfi = b, dostali bychom pro b ——6 hodnoty znamének
+— + — + —
Lo S SR S S
které davaji pro p, pfispévek 4 jednotek.

Obdobné lze postupovati v kazdém piipadé bez jakychkoliv
potiZi a netfeba uvadéti vétu platnou pro kazdé a,b, ktera, jak se
. zd4, nebyla by zvlasf jednoduchs a praktlcky by byla témét
bezvyznamna

Konedné lze. jesté dokazanou vétu doplniti nasledovné. Mu-
Zeme ji totiZ pouZiti na rovnici f(— &) = 0 a interval (— b, — a);
pot‘,et kofenidl nové rovnice v (— b, — a) jest rovny poétu koi‘enu
rovnice f(x) = 0 v intervalu (a, b). Dvojtada (A) se v tomto pri-
padé. reduku]e na dvojfadu
foosin), = P ), 4 (— ), — 1= (—— 1) fo(—z)
sl[“(__, x)a"‘“ g[l(— x)’ : 9[2('_ x): 3(“‘ x) H B mn(_x)
- Dosadime-li do této. dvojtady za z hodnotu — a 'a potitame-li



9

podet zmén znaménkovych v prvé fddece doprovizenych- sledem
v fadce druhé, jest to totéz, jako bychom v fadé (A) poditali potet
sledti znaménkovych v fadce prvé doprovazenych sledem v radce
druhé. MizZeme tudiZ tvrditi: Jsou-li funkece f(z), f(k)(x) (),
k=1,2,...,n vesmés pro x =a i pro x =b rizné od nuly
(nehledé k prlpadu ve kterém i(z) identicky jsou rovny nule,
kdy Ax(x) pokladdme za &isla kladnd i pro z = a i pro z = b), pak
jest podet kofent rovnice f(2) = 0 poloZenych mezi a, b bud rovny
éislu s, — s, aneb mensi nez s, — sq a to o sudé éislo. Pri tom jest
84 potet sledli znaménkovych v prvé fadé z fad (A), jimz v druhé
fadé jsou prifazeny rovnéz sledy, obdobny vyznam ma s;. Dale
jest b > a.

IV.

Dikaz véty Newton-Sylvestrovy, ktery byl v pfedchazejicim
podéan pro rovnice f(z) = 0, kde f(z) jest mnohoélen n-tého stupné,
dé se roz&ffiti i na pripad, Ze f(x) jest funkce holomorfni na jisté
¢asti osy redlnych &isel (na kteréz &asti nabyva f(x) hodnoty
realné). Necht jest tedy ve vSech bodech intervalu (¢ + 0, 8 — 0)
poloZzeného na redlné ose f(x) funkei holomorfni (t. j. v kazdém
bodé toho intervalu rozvinutelnou v fadu mocninnou) a budiz
e < a < b <'B; pti tom znaménko rovnosti mezi @ a a (a obdobné
mezi £ a b) jenom tenkrate jest piipustno, kdyz holomorfie nastavs
i pro x = a. V okoli bodu a jest pak platuy tento rozvoj

a

x— ; x—a) ,,
fiz) = fla) + 2% @)+ B e +
Budeme piedpokladati, Ze podet zmén znaménkovych v fadé

), @) [, .
jest koneény. Pak od jistého indexu p poéinajic maji f*)(a) stile
totéz znaménko aneb jsou rovny nule. Jestlize b > a — jakoZ
predpokldddme — maji i f®(b) pro k=p, p+ 1, p+2,...
rovnéz stile totéz znaménko a stejné jako ¢&isla f*(a), bk = p,

P + 1,... (pokud nejsou oviem rovna nule).
UvaZujme pak dvojfadu
(), f'(x), f”(fv) f"” z)
e, 0, o, | e
kde

Ws(z) = [[P(2)]* — cp—i fE—D(z) fEFD(2), AU(2) = f*(2),
Pii demZ ¢; jsou &isla ve (4) stanovend, ¢, = 0. Oznadime-li podet
zmén znaménkovych vznikajicich pro x = a v prvé fadé zfad (B),
jeZ jsou doprovézeny v ¥ad® druhé sledy znaménkovymi, znakem

pu, pak muzZeme vysloviti vétu Sylvestr-Newtonovu pro funkei
Hz) takto: .
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Poéet nulovych bodu funkce f(x) v intervalu (@ + 0, b — 0) jest
bud p, — pp anebo jest o sudé éislo mensi. Pri tom mulovy bod Fddu
r-tého se poditd za r nulovych bod% a zdrover se predpoklddd, %e sddné
z Cisel f®)a), f*)(D), Ax(x), Wx(b), k = 0,1, ..., p neni rovno nule.
Neni-li tento posledni predpoklad splnén, pak nakradime-li éisla
Pa; Py Vhodnymi Eisly podle ndvodu podaného ve (II1), zastane véta
Sylvestrova © tu v platnosti.

Nazyvejme funkci f(x) holomorfni na (e, b), a < b, jejiz
derivace f®(a) pro k =p, p+ 1, p + 2, ... maji (pokud nejsou
rovny nule) totéz zmaménko, funkce p-élenné na (a, b). Pak f'(x)
jest na (a, b) (p — 1)-6lenna. Véta N.-S. jest odividné platna pro
funkce 0-¢lenné a jednotlenné. Podame-li tedy dikaz, Ze véta
N.-S. jest platna pro p-lenné funkce, je-li platna pro funkce
p’-6lenné, kde p’ << p, pak véta N.-S. dokdzdna. AvSak onen dikaz
jest identicky s dikazem svrchu podanym tvrzeni, Ze véta N.-S.
jest platna pro rovnice algebraické stupné =-tého, plati-li pro
rovnice stupné mensfho nez n»; netfeba jej opakovati a lze tedy
vétu N.-S. pokladati za dokazanou pro rovnice f(x) = 0, kde f(x)
j_e_a_sL holomorfn{ na (a, f) a m4 predpokladané vlastnosti.

Lze dokonce tohoto vysledku pouZiti pro rovnice algebraické
k jistému rozifienf véty N.-S. Objasnim to na specielnim pifpads.
Budiz ddna rovnice stupné Sestého a,x® + a,2® + ... + azx + a4
= 0. Pak pro odhad poétu kofent kladnych (t. j. kofent v inter-
valu (0, o0)) uzivame podle véty N.-S. této dvojrady

A, QB’ Ay, _ as, ‘ A2, af1'> @y
2 .2 2 2__ 5. |
Bg®s A5 — - § Aylg, @ — §-§ 35, A5® — §- 3 @50y, @2 — 1§ aya;, -_-n(‘g);
) |

(v prvé fadé jsou f*)(0) délené k, v druhé fadé Ax(0) sestrojené
podle. (I) a dé&lené (k!)%; dvojfadu pro x = oco netfeba vypisovati,
nebot prvni jeji fada mé vesmeés sledy znaménkové). Podet kofent
kladnych dané rovnice stupné Sestého jest roven podle véty N.-S.
~nejvySe poétu zmén znaménkovych v prvé z fad (C) doprovaze-
nych v druhé fadé sledy (omezuji se na p¥ipad, kdy Zadné z &isel
v (C) nenf rovno nule, v opaéném piipadé pomoci avah odst. III
- pislusné &fslo snadno najdeme). |
 Budiz prvni z &isel ay, a;, a,, ..., jei jest zdporné, a, Pak
-k stanoveni poé¢tu kofenii kladnych dané rovnice st. 6 jest zpra-
vidla vyhodn&j{ uziti jiné dvojfady a sice té, kterou dostaneme,
pokléddame-li levou stranu dané rovnice za funkei v (0, co) 4-¢len-

‘nou; nebot f®(0), f)(0),... jsou, pokud jsou rézny od nuly,
~ &fsla kladna. Dostaneme tak dvojtadu

Qg Qg A4y - @y, % } ’
a0, a5 — §.§a8, 0 —§.Fag;, 0t — 3400, a, (C')
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Pouziti této dvojrady jest stejné jako dvojrady (C), soudinitelé
numeriéti p¥i druhych ¢lenech ve vjrrazech pro A, (0), ... jsou

v (C’) v absolutni hodnoté vétsi nez v (C), éimz se praveé stane, Ze
v (C’) dostavame v druhém radku ¢asto vice hodnot zapornych

nez v (C).
*

Sur le théoréme de Newton-Sylvester concernant la séparation des
racines des équations algébriques.

(Extrait de l'article précédent.)

J’ai donné, dans ce Journal, t. 36 (1907), p. 49, une démonstra-
tion du théoréme de Descartes et de Budan, basée sur le principe
d’induction mathématique. On peut appliquer cette méthode de
méme au théoreme de Newton, démontré, cependant, seulement
par Sylvester (Phllosophlcal Ma,gazme IV. série, t. 31, 1866, p. 214).
Ici encore, on réussit & simplifier essentiellement la démonstration
du theoreme lequel en découle sans aucune restriction. Je donne,
de plus, une extension du théoréme de N.-S. aux fonctions ana-
lytiques; il en suit une simplification ultérieure de ce theoreme
pour les équations algébriques.




O podminkach dostaéujicich v teorii krajnich
hodnot funkei. =

E. Bunicky.
(Doslo 13. VIII. 1930.)

1. Rozbor podminek dostadujicich pro existenci krajnich
hodnot funkef jedné nebo nékolika proménnych souvisf s vypodtem
derivac{ druhého a nékdy i vyssich ¥4dd. Odvodim nékteré véty,
jez majf za Gdel usnadniti postup éasto obtiZny, jenz zéle#i v po-
stupném derivovani. Tyto véty lze pokladati za jakési zevieobec-
nénf{ metody udané E. Goursatem pro urdovéni krajnich hodnot
poméru dvou funkei.*) -

Krajni hodnoty funkei jediné promdnné.

2. Budeme nazyvati funkci y = f(x) proménné z, ktera je
definovéna v daném intervalu a ma v tomto intervalu kone&né
_ derivace a% do n-ho ¥addu, funkei n-krate derivovatelnou
v daném intervalu, pfi dem% lze slova ,,v daném intervalu vyne-
chati, kdykoli to nevede k nedorozuméni.

Pottebujeme dokézati nejprve tuto pomocnou vétu:
Pomocna vita I. Budte?
?/: /u’ly uz: o o oy um p]’ Pz; * e ey Pn
funkce v poétu 2n + 1 proménné z, definované v daném intervalu
a vyhovujict vztahdm
y = Pity, Uy = Poly, . o, Wk = Pri1¥rt1, - - o Wney = Pyl (1)

Funkce y, uy, Uy, . . ., un jsou mimo to alespors jednou derivovatelné

v daném intervalu a funkce p; (1 = 1,2, ..., m — 1) resp. n-i krdt.
Za téchto podminek je fumkce y m-krdt derivovatelnd, a derivace y’,
y's. .., y™ lze vyjddriti linedrné funkcemi uy, w,, . . ., u, podle vzorci

*) E. Goursat, ,,Cours d’analyse mathématique*, v jednom ze starSich
vydéni.
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i=y—1

y(") = plpg - Pyily + 2, Qvi Ui, (v = 19 2; sii0: 8 n) (2)

kde koeficienty q.; jsou mnohocleny dokonale urdend, vyyadrené ve svém

souhrnu funkcemts py, Py, . . ., Pn—y @ jejich derivacems riznych Fdds.
Poznamka. Pro » = 1 zni vzorec (2) .
Y =pu. .t (3)

a ztotoznu;e se s prvni rovnici (1). Ponechavame hodnotu 1 pro
index » ve vzorcich (2) jen proto, aby daldi  vypoéty byly sou-
mérné&jsi.

Pro n = 1 vzorce (2) plati. Nebot' pro tento pfipad se reduku]i
jak jsme pravé vidéli, na rovnici (3), ktera plati podle pfedpokladu.
Polozme n = 2. Pro n = 2 a » = 1 nabude vzorec (2) opét tvaru
rovnice (3), jiz potvrzené. V' tomto pripadé je funkce p; derivo-
vatelna, podle predpokladu, (2—1)krat, t. j. jednou, a totéZ plati
o funkei u,. Derivujeme-li tedy rovnici (3) a.dosadime do ni hodnotu
'y vypoétenou z druhého vztahu (1), dostaneme

Y" = Papaus + P -4

Clen p,pyu, je totozny s élenem pyp, . . . pu, vzorce (2) pro » = 2.

Jestlize mimoto poloZime p’; = ¢, shleddme, Ze koeficient g,

zavisi na p,, totiz na derivaci p’;, coz souhlasi se znénim pomocné

vety v pripadé n = 2, » = 2. Plati tedy vzorce (2) pro n =1
an=2.

Pfipustme, Ze vzorce (2) platl pro n = m, kde m je libovolné,
dislo celé vétsi nez 1, a polozme potom n = m + L Pro tuto
hodnotu » nabudou vztahy (1) tvaru

Y = Py, Uy = Polhy, o UWm—y = P Um, W = Pmiy Um+tis ()
kde funkee p, (.= 1, 2, . .., m) jsou derivovatelné resp. (m + 1 —j)
krate. Zvlasté plati S ST
Y =P, Wy = Doy, - o Win—s = Pm—y Um—1, Win—y = Pmilm, (6)
kde funkce p; (1 =1,2,...,m —1) jsou derivovatelny resp.
(m + 1 — 9)-krate, tm spise tedy (m — ¢)-krat. UZzijeme-li tedy
pomocné véty, jejiz platnost pro » = m predpokladime, na m
rovnic (6) a na funkce ¥, p;, . . ., Pm, Uy o U, obdrzime vzorce

i=p—1

LY =pyp, ... DU+ Z Giwi (v=1,2,...,m), (7)

kde koeficienty g¢,, jsou mnohotleny vyjidiené funkcemi p,, p,,
-« Pm—; & jejich derivacemi rdznych radi.

Polozime-li v poslednich m- rovnicich. (5) o
’th:Y, pl+l=-Pl: ul+1=Ub_ (l=1;2:""m)
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obdrzime

' - ¥ = P,y U = Pyl o5 Uy = Pl

kde funkce P; = piy1 (2 = 1, 2, .. ., m—1) jsou podle pfedpokladu

derivovatelné resp. m + 1 — (¢ + 1) = (m — ¢)-krate. UZijeme-li

tudiZz znovu pomocné véty pro » = m na funkce Yy, P,, .. ., Py, U,
., Um, obdrzime ;

i=y—1

Y® — PP, .. PO+ 3 Qi Us b=12..,m),

kde koefmenty @,: jsou mnohoéleny vyjadiené funkcemi P,
P,,. ..., Py_, a jejich derivacemi raznych radu.
Vratme se k pivodnimu oznadeni a piSme posledni vzorec (8)
zvlasté; obdrzime tak N )
=y—

u.l(v) = DPalg -« « Pr+1 vt -+ Z; Qvi Uit1 ("' =12..,m— l): (9)
= .

© j=m=1

U™ = DyPy ... Pmts Umir T D QmiUisy, (10)

=1

kde koeficienty @i (+ =1, 2,...,m — 1) a @ui jsou mnohoéleny,
jeZ ve svém souhrnu jsou vy]adreny funkcemi p,, Ps, ..., P a
jejich derivacemi riznych fada. Je tedy funkce u, derivovatelna
m-krét a derivace u'y, 'y, ..., u,™ lze vyjadfiti linedrnimi for-
mami funkei wu,, us, . . ., Um, pfi ¢emZ souhrn koeficientt hodnot

Ug, Us; « « ., Umy Um+y V tEchto linedrnich formach (poéitaje mezi né
i vyrazy Dops...Pv+1 & Dels. .. Pmt1) Zdvisi na funkeich p,, ps,
« v+ Pms Pm+1 & Na derivacich ruznych ¥4da funkei p,, ps, . . ., Pp-
Mimoto je funkce p, podle pfedpokladu derivovatelna (m + 1) — 1
= m-krat a totéZ plati o funkeci u,. Derivujeme-li tudiZ prvni ze
vztahl (5) m-krat, obdrzime podle vzorce Leibnizova

. t=m—1 ml
+1) — 0) — | —
y" Py ™ + Z T =g o=
Nahradime-li v této rovnosti derivace u'y, %'y, ..., u,™—1), g, (>

jejich hadnotami vypodtenymi ze vzorcu (9) a (10) a hledime-li
k tomu; Ze funkce umy; & Pmy, se vyskytuji jen ve vzorci (10),
mﬁzeme vyjadiiti derivaci y™+1 v tvaru

i=
YD = pipy . Pty +2 Im+15 i, - (AL
kde koeficienty gmi1,; jsou mnohoéleny, jichZz soubrn je vyjadfen
funkcemi p,, p,, . . ., Pm & jéjich derivacemi riznych fadda.
' Pripojime-li rovnici (11) k rovnicim (7), obdrzime
t=y—1

Y =pp. .. DU+ S G (P=1,2,..,mm+ 1),

t=1
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kde koeficienty g¢,; jsou mnohoéleny, jichZ souhrn je vyjddifen
funkcemi py, P, . . ., Pm & jejich derivacemi rtznych fadu.

Je tedy potvrzena platnost pomocné véty pro n =m + 1,
kdyz se predpoklada jeji platnost pro n = m. Plati tedy tato véta
obecné.

Poznadmka. Malou apravou provedené tvahy dalo by se
dokézati, Ze koeficienty ¢,; ve vzorcich (2) jsou mnohoéleny homo-
geni, resp. stupné ¢, vyjadfené obecné funkcemi p,, p,, ..., p; a
jejich derivacemi az do ¥adu » — 0. ZvI4sts plati vidy g, = p,¢—2.
Nebudeme se zabyvati podrobnostmi tohoto druhu.

3. Véta 1. Budtez y = f(z) a

P> P2y« - o5 Pn—ypy Uy, Uy ooy Up—
funlcce proménné x v poctu 2n — 1, jeZ jsou definovdny v daném
intervalu a spliuji vztahy
Y =Py, w'y = Pally, . . o Wi=Djgs Uity -+ o UWn—2=Pn—1 Un—1. (12)
Funkce y, uy, Uy, ..., Uy, budtez derivovatelné alesporn jednou a
funkce p; (1 =1,2,...,n—1) resp. (n—1)-krdt v daném inter-
valu. Predpoklddejme, %e derivace y'(x) md jeden korfen ¢ wuvnitf

daného intervalu, pri CemZ funkce Py, Py, . - ., Pn—y @ Uy, Ug, - « o, Up—1
spliiujt pro x = ¢ wvztahy

pi(c) F 0, Pyc) F 0, ..., pn—(c) F O, (13)

Ug(C) = ug(c) = ... = Un—5(c) = 0, (14)

Waa(c) % 0 (15)

Celé éislo n budiZ podle predpokladu rovno nejméné 2, pri éem?% se
vztahy (13), (14), (15) redukuji pro n = 2 na nerovnosts p,(c) ¥ 0,
u'y(c) F 0. _
' Za téchto predpokladi, je-li n éislo liché, nemd funkce y krajni
hodnoty pro x = c.
Je-li n ¢islo sudé a splhiuje-lv soutin
P1(c) Pale) -« - Pu—s(€) u'n—(c)
(ktery nent roven nule, jak ukazuji nmerovnosti (13) a (15)) podminku
11(C) Pa(©) - - - Pr—1(C) #'n—y(c) <O, ' (16)
nabyvd funkce y pro x = ¢ maxima vnitintho a viastniho.
Je-li n sudé a je splnéna podminka
11(¢) Pa(€) - - - Pa—a(C) w'n—i(c) > O, (17)-
nabyvd funkce y pro x = ¢ minima vnitiniho a viastniho.
Poznimka. Maximum-'nebo minimum funkce definované

v intervalu nazyva se vnit¥nim, nabyvéa-li funkce této hodnoty
pro hodnotu z = ¢ nezavisle proménne z ledici uvniti daného
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intervalu. Toto maximum nebo minimum nazyvd se vlastni,
- jestlize rozdil y(x) — y(c) je zdporny, resp. kladny (ani% se anu-
luje) pro viechny hodnoty = vyhovujici nerovnostem

0< |z—c| <4, kde J je dané &islo kladné.*)

Aby vypodty byly soumérngjsi, polozme

po=1; - S8
Up = Un—y; (19)
pak lze psati rovnice (12) v tvaru

Y = Pith, Wy = Paty, .+ ., Wiy = Py Un—q, Wn—y = PnUn. (20)
Jezto funkes y', uy, u,, . . ., un—, jsou derivovatelné jednou a funkce
»(=12,...,n —1)resp. n —i-krat, je funkce y podle vztahu
(20) a ve shodé s pomocnou vétou derivovatelnd n-krit a jejich n

" derivaci lze vyjadFiti vzorei

i=v—1

YO =Py .. Py + D, =12,...,n) (21) -
. i=1

kde g,i jsou funkce apln® urlené. Je-li ¢ kofen derivace ¥,
a jeito py(c) je podle prvni nerovnosti (13) rtzné od nuly, plati
¥'(c) = py(c) uy(c) = 0, z &ehoz plyne u,(c) = 0. Spojime-li tuto
rovnost 8 rovnostmi (14), obdrzime

(€) = Upl€) = . . . = Un—y(€) = Un_y(c) = 0.
Polozime-li tedy v identitdch (21) z = ¢, shleddme, Ze
ye)=y"(c)=... =y Nc) =0,

y™(e) = P1(¢) Pa(©) - - . Pa—a(C) Palc) Ua(c)
¢ili, vzhledem k rovnostem (18) a (19)
y™(c) = pi(c) palc) - . . Pa—s(c) u'n—s(c).
Mimoto plati podle nerovnostf (13) a (15)
21(¢) Pa(€) - - . Pu—s(€) w'n—y(c) F O &ili y™(c) = 0.
Méme tedy konen&
: Ye)=9"()=...=y" ) =0,
- Y®(c) = Py(c) Po(c) - - . Pas(c) U'ny(c) F 0. (22)-
Je-li n &islo liché, nem4 funkce y krajni hodnoty pro z = c,

coZ plyne pfimo ze vztahi (22), podle znamych pravidel z teorie
maxim a minim.
*) N&mecky eingentliches Extremu.m, francouzsky extréme strict

ou propre, anglicky proper éxtremum. 8rv. Hadamard ,,Lecons sur le caleul
des variations‘‘, 1910, str. 2—&. -
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Je-lin &islo sudé a jestlize soudin p,(c) py(c) . « « Pp—r(€) %' n—y(c)

vyhovuje nerovnosti (16), plati podle vztaht (22) '
ye)=y"(c)=... =y D) =0, y™(c) <O.
M4 tedy funkce y pro x = ¢ maximum vnitini a vlastni. .

Je-li n &islo sudé a jestlize soudin p,(¢) ps(€) . . . Pp—1(€) ®'n—q(c)

vyhovuje nerovnosti (17), plati

') =y"(c)=...=y"=Vc) =0, y™c) > 0.
M4 tedy funkce y v tomto pifpadé pro x = ¢ minimum vnitini
a vlastni.

Véta odvozend. BudiZ y = f(x) funkce x, kterd je defino-
vina a alespori jednou derivovatelnd v daném intervalu. Necht lze
dervact y' vyjddiiti v tvaru - b

o Yy =pu, T (23)
kde p a w jsou funkce x, derivovatelné n —I-krdt v daném intervalu.
Predpokladejme, Ze derivace y' md wvnité daného intervalu koren
vyhovujict vziahim : :

p(c) + 0, w'(c) =u"(c)=... =ur—3(c) =0, u—1c) F 0. (24)
Cislo m budi? celé kladnd, vétsi mes 1, pii éem# se relace (24) redukuji
pro n = 2 na nerovnosti p(c) & 0, w'y(c) & 0. Za téchto predpokladi,
je-lt m éislo liché, nemd funkce y krajni hodnoty pro x = c. Je-li éislo
n sudé a jestliZe soucin p(c) u»—V(c) je zdporny, md funkce y pro
x = ¢ maximum vnitint a vlastni. Je-li n éislo sudé a soucin
p(c) um=N(c) je kladny, md funkce y pro x = ¢ minimum vnitini
a vlastni. : -

Tuto vétu odvodime ihned z véty pravé dokdzané, jestlize
poloiime p;, =P, Uy =%, Pp=Py=...=Pn—y = 1.

Lze ji dokazati také dosti jednodude a nezdvisle na vété 1.,
jestlize derivujeme identitu (23) n—1-krét a polozime ve viech
rovnicich, jez tak obdriime, x == c. '

Pozndmka. Véta I. mize dasto poslouZiti k tomu, aby se
zjednodusilo fe¥eni tloh o krajnich hodnotédch funkef jediné pro-
ménné. Méjme totiz uréiti krajni hodnoty funkce y(z), jejiz deri-
vace y'(x) ma redlny kofen uvniti intervalu, kde je funkce y(x)
definovana. Pfedpoklddejme, Ze se derivace y'(z) d4 rozloziti ve dva
<initele p(x) a uy(x), vyhovujiei vztahtim p,(c) & 0 a u,(c) = 0. Aby
se vyzkousel kofen ¢, stadf podle véty I. derivovati &initel %(c)
a nikoli derivaci y'(z). Tento postup zjednodusuje feSeni problému
ve viech ptipadech, kde vypotet derivace u';(x) je jednodusii, nez
vypodet druhé derivace y''(z). Jestlize w';(c) & 0 a py(c) w'y(c) < O
{(anebo p,(c) w'y(c) > 0), je y(c) maximum (minimum) funkce y(x).
-{esﬁliie w'y(c) = 0, hledime znovu rozloZiti derivaci w';(z) ve dva
Cinitele py(z) a uy(x), z nich% jen druhy je roven nule pro z = c.
Pokratujice timto zpisobem, snaZfme se sestrojiti aplnou posloup-

Casopis pro péstovénf matematiky a fysiky. Rotnik LX. 2
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nost funkef p;, u;, Pg, %s, . . ., Prn—ys Un—y, Vyhovujicich vztahtm
(13), (14), (15) jakoZ i v8em ostatnim podminkdm véty I, kters
poskytuje dostateény navod k tomu, aby se dokonéilo vyzkouseni
kofenu c¢. Po kazdé, kdy se nepodaii rozloZeni jedné z derivac{
w'y(x) (v < n—1) ve dva d&initele p,1,(z) a u,4,(x), které by vyho-
vovaly vztahim p,,(c) £ 0 a %,4,(c) = 0, nutno poloZiti p,,(z) =
= 1. Poslednf dvé funkce p;, u; jsou oznadeny v textu véty I
indexem 7 = n—1 tak, aby prvni derivace funkce y, ktera se pro
z = ¢ neanuluje, méla index n. Nahradi-li se »—1 indexem £,
nabudou rovnice (I2) a vztahy (13), (14), (15) tvaru

Y = Py, Uy = Polly, . . ., Ui = Pit1 Uy « - o Wi—y = DIUE;
pl(c) :": 0, Pz(c) :': 0,... Pk(c :i: 0;
Ug(c) = Us(c) = . . . = ur—y(c) = 0; w's(c) F 0.

Jezto liché a sudé hodnoty k odpovidaji sudym, resp. lichym
hodnotam n, nutno dusledek transformované véty vysloviti timto
zpﬁsobem je-li k& &islo sudé, hodnota y(c) funkce y(x) neni krajni;
jestliZe k je &islo liché a plati

Pa(c) pa(c) - - . Pr(c) w'i(c) <O,
je y(c) maximum funkce y(x); jestlize & je liché a plati

p1(c) pa(c) - - - pr(0) wWk(e) < O,
je y(c) minimum funkce. y(z).

Objasnime uziti véty I nékolika pffklady. Abychom zestru¢nili
oznabeni, budeme v FeSenich piikladi psati funkce p,, py, . . ., Dk
vzdycky do zavorek, mimo to vynechédme nékdy v soudinu
pi(c) polc) . - . prlc) v y,(c) Sinitele z¥ejmé kladné, coz nems vlivu na
znaménko pf‘fsluéného soudinu. Koneéné ponecha.me viude Gtenaii,
aby si potvrdil platnost vztahu (13), (14), (15) jakoZ i viech ostatmch
podminek véty I.

4. Pitiklady. 1. Jest uréite krajnt hodnoty funkce y(x) defi-
nované rovmict

y = sin® z — 6-sint 2. (25)

Redeni. Derivovanim rovnice (25) obdriime
y' = 6 (sin? x —4) sin3 z cos .

JeZzto vyraz sinx — 4 je stile zdporny pro redlné hodnoty z, jsou
redlné koteny derivace y definovany rovnici sin®zcosz = 0,
ktera je ekvwalentni dvéma rovnicim sin x = 0, cos x = 0. ‘M3,
tedy derivace y’ dvé posloupnosti redlnych korenﬁ totiz

x=c=mn, x=c¢ = (m + })=,
kde m je libovolné &fslo celé.
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Vyzkouent kofeni ¢ = ma.

y' = {6 (sin® x — 4) cos x} sin® z, u; = sin® z; u'; = {3 cos z} sin® z,
u, =sin?x ; u'y={2cosx}.sinx, wu;=sinz; u’3= cosz,
cosc = (—1)m, [(sin? x — 4) cos £ . Co8 Z . COS Z . COS X]p—¢ =

= —4.(—1)m <0,
Pro x = mz ma funkce (25) maximum y(mz) = 0 vnitin{ a vlastni.
VyzkouSent korenti ¢’ = (m + ) m.
y' = {6(sin? x — 4) sin® z} cos &, u; = cos z, w'; = — sin z,
sin ¢’ = (— 1)»,
[(sin? z — 4) sin® z (— sin 2)],—e = (1—4) (—sin%c¢’) =3 > 0.

Funkce (25) mé pro z = (m + 1)z minimum y [(m + =] = —5
vnitini a vlastni.
2. Krajné -hodnoty. funkce

y = e5% cos® x. (26)
Regeni. Derivovani rovnice (26) d4
y' = 5eb% (cos ¥ — sin x) cos? z.
Pro koteny derivace y’ plati rovnice
cos x —sin = 0, cos z = 0.
Odtud plynou kofeny  =c = (m + 7w a 2 =c¢ = (m + )=,
kde m je libovolné &islo celé. oo
Kofeny ¢ = (m + 1) =. y' = {5€% cos* x}(cos  — sin z),
“u; = cos ¥ — sin x; u’; = — (sin x + cos ), u'y(c) = F l—/2:—2_= :F]/2_.
Je-li m é&islo sudé, m = 2k, kde k je libovolné é&islo celé. V tomto
piipad® maji koteny c tvar ¢, = (2k + })=; plati pro né «',(c,) =
= —)/2 < 0. M4 tedy funkce (26) pro z = (2% + })= maxima

vnitini a vlastni, rovnd y(c,) = 4-—565(2”*)".

Je-li m ¢islo liché, je ¢ =c¢, = (2k + 1 4+ $)n = (2k + §)=,
u'y(c;) = V2 > 0. M4 tedy pro « = (2k + $)z funkce (26) minima.
vnitini a vlastni, rovna —21—565(2’“'5)". Pti zkouSeni kofend ¢
vedbali jsme kladného &initele 5e5 cos? c.

Kofeny ¢’ = (m + 1) a. y' = {5e% (cos & — sin x)} cos* z,

u; = cos* & ; u'y = {— 4 sin z} cos® x, u; = cos® x;
2%
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Uy = {— 3sin x}cos? &, w; = costx; 'y = {— 2sin z} cos z,
Uy = 0C08.&; Uy =—sing, uy=TF1+0, :
Prvni derivace u';, kterd se neanuluje pro # = ¢, mé index sudy
% = 4. Nemé tedy funkce (26) pro hodnoty x = (m + 4)# pro-
ménné 2 ani maxima ani minima, ) ‘
3. Jest uréiti krajni hodnoty funkce*)

L (@+3p
‘ CE: =)
Reseni. Derivovani této rovnice d4va
r_ (@ +38)Px
Y=t op |
Derivace ' m4 dva realné kofeny # = ¢, = 0, x = ¢, = — 3.
y (= + 37\ ; (z + 3)2 :
K 6 =0y=-—Clz 4, = a; =1 ]|——7=.1 =
oren 1 Y {(x + 2)3Ix 1 x 1%1 (x + 2)3 el
9 ) B
= §> 0.
Funkce (27) m4 tedy minimum y (0) = 27/, vnitini a vlastni.
- , x -
K?Ten 62=—. 3. Yy = {m}(x + 3)2, | U = (x + 3)2;

w={2}(x+3), =24 3; v, = 1&o0.

Prvn{ derivace u’,, kterd se neanuluje pro x = ¢,, ma sudy
index 2. Nemé tedy funkce (27) pPro x = ¢; = — 3 ani maxima
ani minima. ’ .

Poznédmka. P feSenf pifkladd 1), 2), 3) nutno miti na pa-
méti, %e funkce (25) a (26) jsou definovany v intervalu (— oo, + o)

& Ze funkce (27), kterd se stavé rozpojitou pro ¥ = — 2, je defino-
vana ve dvou oddé&lenych intervalech (— oo, — 2)a (—2, + oo),
Pfi demZ hodnota — 2 je po ka%dé vyloudena. Kofeny x = —3 a

« = 0, zkoumané v pifkladu 3), lezi jeden uvnit# prvniho, druhy
uvniti druhého tohoto intervalu. ,

Krajni hodnotj tunkei dvou nezévisle prom¥nnyeh.

5. Metoda vySe vylofens mie byti roziffens na funkce né-
kolika proménnych. V tomto &ldnku se omezim na piipad funkef
dvou proménnych. Bude tfeba dokazati nejprve pomocnou - vétu.

: *) V. F. Frenet, ,,Recueil d’exercices sur le calcul infinitésimal
1891, str. 23, § X, Maxima ét minima, probléme '195. -
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Pro struénost v oznaceni, budeme. oznadovati znaky w,, wy, Wes,

Way, Wy PO Fadd parcilni derivace o2, 2%, ﬂ) —fiﬁ o libovol-
zy; Wyy P p & vy oat axoy o

né funkece w(z, y) dvou proménnych x a y. Hodnotu w(z,, y,) funkce

w(z, y) pro dané hodnoty * = z, a y = y, proménnych 2, y ozna~

¢ime w,, po piipadé (w), nebo [w],, kdyby oznadeni funkce w bylo

jiz komplikovdno nékterymi indexy nebo zavorkami.

Pomocnd véta II. BudiZ z = f(z, y) funkce dvou mezdvisle
proménnych x a y, definovand v oboru dvourozmérném D a majict.
v tomto oboru koneéné parcidlni derivace az do druhého Fddu véetné.
Necht lze parcidlni derivace z. a z, vyjddriti vzorci

2z = Pu, 2z, = pv, - (28)

kde P = P(z, y), v = u(z, ¥), p = p(x, y) @ v = v(z, y) jsou funkce
proménnych x, y, definované v témze oboru D a majict tam koneéné
parcidlni derivace podle x ¢ y. Necht ddle
uy = U(Zy, Yo) = 0, V9= v(Ty, Yo) = 0, (29)
kde x,, y, jsou soutadnice nékterého daného bodu (x, y,) v oboru D.
Jsou-li vSechny tyto podminky splnény, plati rovnosti

(2az)o = Po(Uz)o; (2uy)o = P.o('vy)o (30)
a
= 2) (U)o (uy)o D(u, v)
‘HO — (zzz)o (ZIIII)O - (zﬂl )0 - Popo (vz): (,Uy) Popo I:-D(x> y):l
= Popot o, (31)
kde H o J = D, v) , jsou strucnd oznacent pro Hessidn s 2yy —2y

 D(x, y)
funkce z a pro Jacobidn funkct w, v vzhledem ku proménnym z, y.
- Derivujeme-li identity (28) podle  a y, obdrZime
22 = Pz + Pyu, 22y = Puy + Pyu, 22y = Pz + DoV, 2yy = PUy—+Py¥-
Dosadime-li v téchto identitich z = z,, ¥ = ¥,, a pnhliiime
zérovenl k rovnicim (29), obdriime -

(222)0 = Poluz)o . (32)
(2ap)o = Po(wy)o (33)
(2zp)o = Po(vz)o e : (34)
(2w)o = Po(Vy)o (35)

'I‘1m jsou dokézany rovnosti (30), které jsou tplné totoiné s rov-
nostmi (32) a (35). Mimoto se odvodf uZitfm rovnio (32), (33), (34),
(35):
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(222)0 (22y)o _ Py(uz)e, Po(uy)o _
(2z4)0 (2y)0 Po(Vz)o> Po(Vy)o

D(u, v)]
= Popo [m]o_ Pope/ .

Tim jsou dokazany 'ta,ké rovnosti (31).
Véta II. BudiZ

(Uz)o (%y)o|

| H'&)’: ° (V2)o (vy)q -

z = f(x, y)

funkce nezdvisle proménnych x a y, majici ve dvourozmérném oboru D,
v némZ je definovdna, véechny parcmlm derivace prvntho i druk” the
rddu spojité.

- Necht ma soustava rovnic

2e =0, 2y =20

reé'eni T = o, Y = Yo, kde bod (x4, y,) leh wonité oboru D, a necht lze
vyjddiitt parcidlnit derivace z, a zy v oboru D rovnicems

2z = Pu, z, = pv, (37)

lcde P, u, p, v jsou funkce proménnych x, y, majict v oboru D koneéné
derivace prvmho radu. Zvlasté necht vyhovuyz funkce P, p nerovnostem

Py 0, po 0. (38)
Za té’chto predpokladu a polotime-li | |
D(u, v)
=J,
D(z,y)
platt tyto véty:
Jestlize
.4 PypeJy < 0, (39)

- funkce z nemd krajni hodnoty v bodé (xo, Yo)-
Jestlize naproti tomu - :
Poplo >0, | (40)

- md- funkce 2 v bodé (2o, yo) krajni hodnotu vnitini a vlastm V tom

pripadé jsou hodnoty P (uz) a po(vy)e ritzné od nuly a maji stejné
znaménko. - '

Je-li splnén vziah (40) a jestlizZe mimoto
Py(uz) < 0 a

Polty)e < 0), (41)
mti funkce z v bod¢ (x,, y,) maximum vnitini a viastni.
J e-lv splnén_vztah (40) a jestlize mimo to

Py(uz)o > 0

: (éili, cof je ekvivalentni,



23

(¢ils, cof je ekvivalentni,
Po(¥y)o > 0), (42)
md funkce z v bodé (x4, y,) minimum vnitini a vlasins.

Pozndmka: Maximum nebo minimum 2z(z,, y,). funkce
2(z, y) definované v oboru D nazyva se vnitinim, lezi-li bod
(g, ¥o) uvniti oboru D. Toto maximum nebo minimum z(z, ¥,)
nazyvd se vlastnim, jestlize rozdil z(z, y) — 2(,, ¥,) zlstavd
zéporny, resp. kladny pro vSechny hodnoty z a y, které spliiuji
vztah 0 < |z — 2y | + | ¥ — %o | < 8, kde 4 je dané éislo kladné*).

Podle ptedpokladu plati (z:)g = 0, (2y)o = 0, ¢&ili, vzhledem
k rovnicim (37), -

Pyuy, = 0, pevy = 0,

odkudZ plyne podle nerovnosti (38)
' Uy = 0, vy = 0. (43)

Vyhovuji tedy funkce 2z, P, p, u, v viem podminkdm pomocné véty
II. Nebot funkce z mé v oboru D parcialni derivace koneéné a do-
konce spojité a to fadu prvniho a druhého. Parcialni derivace 2z, a 2,
jsou vyjadieny v oboru D rovnicemi (37), pfi ¢emz funkce P, u, p, v
maji v témZe oboru konené prvni derivace podle =z a y. Mimoto
se funkce % a v anuluji v bodé (z,, y,), jak ukazuji rovnice (43).
Je tedy podle pomocné véty II

~ (222)0 = Po(uz)o, (2yw)o = Po(¥y)o (44)

Popeo = Hy = (222)o (2uy)o — (Zzs*)o- (45)
Plati-li nerovnost (39), je vzhledem k relacim (45) H, < 0, z ehoz
plyne podle zndmé véty z analyse, Ze funkce z nema krajni hodnoty
v bodé (z,, y,). Plati-li nerovnost (40), je PypoJy = Hy > 0;
v tomto ptipadé ma funkce z, jak znamo, krajni hodnotu v bodé
(%o, Yo), pTi Semz jsou &isla (2z)e & (2yy) riznd od nuly a majf spo-
¢né znaménko. Aviak (22;) @ (2yy) jsou podle rovnosti (44) rovna
vyrazu Py(uz)e, resp. po(vy)e; jsou tedy vyrazy Py(usz)e & Po(vy)e
14zné od nuly a maji spoleéné znaménko.
Plati-li nerovnosti (40) a (41) zaroven, nalezneme, hledice
k rovnicim (45) a (44), Ze plati Hy > 0 a (2z2)s < 0 [&ili (24)0 < 0],
z &ehoz plyne, %e funkce z mé v bodé (z,, y,) maximum vnitini a
vlastni. Jestlize koneén& plati ziroveii nerovnosti (40) a (42),
obdrzime Hy > 0 a (24)o > 0 [8ili (2,), > 0]. M4 tedy funkce z
v bod& (2, y,,) minimum vnitini a vlastni.

. Pozndmka. Plati-li rovnost J, = 0, je také vzhledem k rov-
nicim (45) H, = 0, coZ znamend, Ze nastdvd piipad pochybny.
*) J. Hadamard, 1. c.

a




6. Piiklady. 1. Jest uréiti krajni hodnoty funkce
: _ 3dPzy — 2%y
x+y

kde a je dané czslo rediné, nikoli rovné nule. Funkce z proménnijch
z, y je definovdna v celé roviné xy, vyjimaje body pFimky

. z+y=0. (47)
Regeni. Ozname pfimku (47) pismenem I. Tato p¥imka d&li
rovinu zy na dvé poloroviny. Oznaéme znakem A4, polorovinu,
kterd obsahuje thel kladnych smyslt os soufadnych, znakem 4,
druhou polorovinu, pfi ¢emz v kazdé poloroving 4, a 4, viechny
body pfimky ! podle predpokladu jsou vyloudeny. V kazdé polo-
roviné takto sestrojené ma funkce z vSechny parcié,lni derivace
prvniho a druhého fadu spojité. Jezto funkce zzavisi jen na a? lze
v rovnici (46) nahraditi @ hodnotou | @ | Jinymi slovy, lze pokladatl
a za &islo kladné.
Derivujeme-li rovnici (46) podle = a y, obdrzime

(46)

¥¥(3a® — 2y — 2?) . — z¥(3a® — 22y — y?)
(z + )% P (x + )
PoloZime-li z, a 2, rovno nule, obdrzime .
Y} (3a* — 22y —2?) = 0, 2*(3a® — 22y — y?) = 0. (48)

Soustava rovnic (48) je obecné ekvivalentni témto &tyfem sousta-
vam:

25=

¥=0,22=0 ' (I)

¥ =0, 3a>—2zy —y2 =0 (IT)

3a? — 22y —a?=0, 22 =0 (I1I)

30> — 22y — 22 =0, 3a® — 2ay — 42 = 0 IV)

Soustava (I) dédvé feSeni x = 0, y = 0, které nevyhovuje,
jezto bod (0, 0) leZi na p¥imce I. Sousta.vy (I1) a (III) vedou k rov-
nostem y =a=0ax=a =0, jez ]sou nemozné, jezto ¢islo a je
podie-predpokladu kladné. Zbyva, tedy jen soustava (IV). Odecte-
me-li v nf prvni rovnici od druhé, obdrifme -

2 —yr=0,dili (z + y) (x —y) = 0.
Jeito prvnf ¢initel nemii¥e byti roven nule, je
& = y. ' (49)

Rovnice (49), kombinovand s jednou nebo druhou z rovnic (IV),
davé tato dvé Fefeni
z=a,y=a .. ' - (B0)

z=—a, y=—a. (51)
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Vyzkouseni feSeni (50). PoloZime-li
2

Y
= , u = 3a% — 2zxy — a?,
(@ + 9P Y
2 sar \ (52)
= ——0, v=3a—2xy — 1,
P=@+yp vy
plati
2z = Pu, z, = pv; (53) "
-
a? 1 _ 1
P(a, a) :P":Eé: i 0, pla, a) = py = p >O,u(a,a)=u0=
=0, v(a,a) = vy = 0; Uy = —22— 2y, uy = —2x, v, = —2y,

1 1f|—2z2—2y,— 22
vy=—20—2y; Hy= PypyJy = [ y

4 4 || —2y,—22—2y

]z a,y=a

3 1 :
= a? > 0; (2z2)o = Po(us)y = Y Uz(a, a) = —a < 0.

Je tedy Hy >0, (222)9 < 0. Z toho plyne, Ze funkce (46) nabyva
v bodé (a,a) poloroviny 4, maxima 2z(a,a)= a® vnitfnfho a
vlastniho.

Vyzkouseni fefeni (51). Utzijeme-li opét rovnic (52) a (53),
obdrzime pro x = —a, y = —a

1
T-0%

u—a, —a) =uy =0, v(—a,—a)=v,=0; Hy=

1
P(—a, —a) =P, =—>0, p(—a, —a)=p,=

= Pp, [___'2?/,_. 2x”"2y}x=—a . =TT 12a‘_
: 1 4a :
= y a® > 0, (2az)p = Po(uz)o = Z ux(__ a, —a) = T ~ 0.
M tedy vzhledem k nerovnostem Hy > 0, (25z), > 0 fonkoa (46)
v bod¢ (—a, — a) poloroviny 4, minimum z(— @, — a) = —a?,

minimum vnitini a vlastni.

Poznamka. Ptiklad pravé rozreseny vy]ad.ru]e geometncky
velmi zndmou tlohu: najiti mezi viemi pravouhljrml rovnobé&zno-
stény o daném povrchu 6a?* ten, ]ehoz ob]em je nejvétsi. Odpovéd’
(Ze je to krychle o hrand a) je déna FeSenim (50).

2. Jest uréiti krajni hodnoty funkce z definované rovnici

z—et (g —2) (y—1) - (54)
pro vdechny redlné hodnoty x a y. ‘

Reseni. Derivovanim rovnice (54) obdrzime

Bp=e" (x—1)(y —1), 2y = &V, (x — 2)y.
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Soustaya rovnic z; = 0, z, = 0 je ekvivalentni soustavé
(z—1)(y—1) =0, (x—2)y =0,
jer dava FeSeni ‘
r=1, =0, (55)
‘ #=2 g=1 (56)
Reseni (55). Polozime-li
. P=etV (y—1), u=2—1, p=¢e*(x—2), v=y,
“ obdrzime ' '
2z = Pu, zy = pv; Py = P(1,0) = —e, p, = p(1,0) = —e¢;
Uy =u(1,0) =0, =210 =0, u, =1, 4, = 0,v: = 0, v, = 1

: : 10
Hy = Ppoly = (—e)(—e) |o 1 ‘ = &> 0, (Zur)o = Poltie)y =
' =—e.l=—e<0.
Nerovnosti Hy > 0 a (244), < 0 ukazuji, Ze funkce (o4) mé v bodé
(1, 0) maximum z (1, 0) = e vnitini a vlastni.
Redeni (56). Polozime-li

P—e‘+”(x——l) u=y—1, p=etiy v=uzx—2
vypotteme

2z = Pu, 2y = pv; Py= P(2,1) = €%, p, = p(2, 1)_e3
o= (2, 1) = 0,0 =0(2, 1) = 0; uy = 0,y = 1, v, = 1, v, = 0;
01}
1.0

Vzhledem k nerovnosti H, < 0 nema funkce (54) v bodé (2, 1)
ani maxima ani minima.

3. Jest uréiti krajni hodnot