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0 integrovani nekoneénych fad. ,
Napsal Vojtéch Jarnik.

§ 1. Uvod.

V nauce o integrovani nekoneénych fad- je zvlasté dileZiti
nasledujici véta Arzelova:?) »

Véta 1. Budiz h(x), f:(x),... posloupnost funkci, definovanyci
v intervalu < a,b >, .jez md tyto vlastnosti:

1. Funkce h(x), f2(x),... jsou integrace schopny?®) v intervalu
<a, b> .
2. Pro kazdé x intervalu < a,b > existuje limita lim fa(x) = f(x).

n=oo

3. Funkce 1(x) jest integrace schopna v intervaly < a,b>.
4. Existuje kladré cislo C tak, Ze 'fn(x)| < C pro vechna x
intervalu <a,b> a pro viechna n=1,2,3,....

Potom jest

T ft}’(")“*#,{i:gffn(x)dx.

Véta tato pravi tedy, Ze za urditych predpokladii Ize zaméniti
pofadek mezi limitnim p¥echodem a integraci, t. j. Ze za oné&ch
pfedpokladii plati ! : :

b 5 L
| [ tim fuy e = tim (7o ().

Véta Arzelova, tak jak byla vyslovena, jedna o integraci limity
konvergentni posloupnosti; lze ji viak okamzité dati tento tvar:

Véta 2. BudiZ g1 (x), gs(x),... posloupnost funkci, detinovanych
v intervalu <a,b>, jez md tyto viastnosti:

1) Viechny funkce a vSechna &isla v této praci jsou redlnd, konedna.
Jestlize a <b, potom znadf <@, b> mnoZstvi viech &sel x, pro néi
2 <x < b (uzavieny interval); obdobné. zma&f (g, b) resp < a, b) resp.
(2, ® > mnoistvi viech fsel x, pro né% a<x<b (otevieny interval),
resp. a S X< b, resp. a < xS b (Polouzaviené intervaly). - s
= °2) »Integrace schapny« a sintegril« jest rozumdti v této préci ve
smysh Riemantiove; viz K. Pe'tr, Polet integralni, str. 102. -
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1. Funkce g1(x), g:(x),... jsou integrace schopny v intervalu
<a,b>,

2. Pro kaZdé x intervalu <a,b> jest Fada g1 (x)+ gs(x)+ ...
konvergentni. Oznaéme

g1(x)+ g (x)+...=1(x).

3. Funkce i (x) jest integrace s¢hopna v intervalu <a, b>.

4. Existuje kladné cislo C tak, Ze | gi(x)+ ge(x)+...+
-+ & (x) | << C pro vechnia x intervalu <a,b> a pro viechna n—=
=12,3... :

Potom jest

b b b
ff(x)dx_—;fg,(x)dx+fg,(x)dx+...

Véta 2 jest bezprostfednim diisledkem véty 1; poloZme totiZ
fn(x) = g1 (x) + g2 (x) +... + gn (x); funkce h (x), 2 (x), ... splfiuji
potom patrné pfedpoklady véty 1 a tedy jest nasledkem véty 1

b b -b
f f(x)dx=lim ffn (x)dx = lim (g, () + ... + ga(x)) dx =

= lim (fg, () dx+ ... +f:r,,(x) dx) =fg,(x)dx+fg,(x)dx+...,

jak bylo dokizati.

Véta 2 udéavi, ze za urditych pfedpokladii 1ze nekonecnou fadu
integrovati Clen po &lenu. V literatufe existuje hojnost dikazii véty
.1 a2%). V roce 1925 vypracoval jsem pro 2 vydani knihy prof.
Petra »Pocet integralni« novy dikaz, ktery zde podavam.

Diikaz je zaloZen na pojmu vné&jsi miry Jordanovy; &tenaf ne-
potfebuje vSak teorii miry znéti: pouZivam totiZ jen definice vn&jsi
miry Jordanovy a jejich nejjednodussich vlastnosti, jeZ lze z defi-
nice pfimo vycisti. Z teorie mnoZstvi bodovych nemusi Stenaf téz
nic znéti: jednoduchy specialni tvar pokryvaci véty Borelovy, ktery

v nasledujicim potfebuji, dokazuji v 1. pomocné v&tg.

Diikaz Arzelovy véty, ktery provadim, bylo: by moZno smést-
nati na mnohem mensj prostor: abych viak vyklad uginil pokud _
- mozno srozumitelns’rm;;;nrovédim ob3irn& vSechny kroky,

§ 2. O mife Jordanové,

Zavedeme nap¥ed nékolik oznagen{. Pod »mnozstvim bodovyme
rozumim mnozstvi redlnych &fsel &ili — geometricky fefeno —
" 3) Veta Arzelova pochdzi z rokeu 1885. Dalsi dikazy podall Hartogs,
.Bieberbach, Landau, Osgood, F. Riesz, Hausdorff. Literarn{ tdaje viz v po-

jednini: F. Hausdor ff, Bewels -eines Satzes von Arzeld, Math. Zeltschr.
- 26 (1927), str. 185—137. = L SRR
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mnozZstvi bodové na ose Ciselné. Jsou-li M, M: dv& mnoZstvi bo-
dova a je-li kazdy bod z Mi obsajen v M, znaéim tuto okolnost
znakem My < Ms. Jsou-li My, M:... mnoZstvi bodova v koneéném
nebo nekonefném poctu, znamenid Mi—+ M: -+ ... mnoZstvi viech
boddi, které jsou obsaZeny aspoii v jednom z mnoZstvi Mi, Me...;
M;. M: . .. znamena mnozstvi viech bodi, jeZ jsou obsaZeny ve v§ech
mnoZstvich My, Ms,... Je-li ddno mnoZstvi bodové M a koneény
nebo nekoneény pocet bodovych mnozZstvi My, M.,... tak, Ze
M= M+ M:+...(t i tak, Ze kazdy bod z M le#i aspoii v jednom
z mnoZstvi Mi, Me,...), fikdme, Ze systém mnoZstvi Mi, Ms, ... po-
kryva mnoZstvi M. .

1. pomocnd véta (zvidStni pFipad véty Borelovy). Budiz
J=<a, b> uzavreny interval; budiz

N, Je,. .. n

posloupnost otevienych intervall, jez pokryvd interval J (t. |.
J=Ji+J2+..); potom 1ze zvoliti celistvé Eladné éislo tak, Ze
také systém intervalit

' Ju Jo ..o Jn

pokryvd interval J (t.j. J < Ji+ Jo ...+ Jo).

Diikaz. V posloupnosti (1) existuje aspoii jeden interval Jros ktery
obsahuje bod a.f) Pro kazdé celistvé n > ko definujme &islo bn ja-
kozto nejv&tsi z &isel x intervalu <a, b> takovych, Ze

<a, x)§ St Je 4. o In;

takové Cislo br patrng existuje ke kazdému > ko a plati a < bn <
= bpi1 < b; existuje tedy limbn=c a jest

a<bn<c<b )

Predpokladejme, Ze ¢ < b; potom existuje v (1) aspoii jeden interval
Jr, ktery obsahuje bod ¢; volme n&jaké Cislo m tak, Ze ni> ko,
m 2> ki a déle budiZ m ji% tak veliké, Ze bod bn, lei v intervalu Ji;
to je moZno, jeZto limbs=c. Systém intervald Ji, Je,...,/n, PO-
kryva patrn& aspoii cely interval <a, d), kde d je pravy koncovy
bod intervalu Jk. a tedy d > c. Nutng& tedy jest bn, = d > ¢, coZ je
viak ve sporu s (2). , :

Je tedy nutng ¢ =b. Vyberme z (1) interval /x,. ktery obsahuje
bod b. Volme & v&t3f neZ ko a ke tak, Ze bod b leZi v Ji, — to je
mozZno, jeZto limb,=>; potom intervaly Ji, Js, ..., Je pokryvaji
patrné cely interval <a, b>, jak bylo dokazati.

Definice. Budiz M ohrani¢ené mnoZstvi bodové; Ji, Js, ..., Jn
budiz konelny pocet otevienych intervald a_budiZ M __<='.h+!= :I—
+...4 Jn (L. j. systém intervald Ji, Js,. .., Jn necht pokryvd mnoz-

4) Obsahuje-li n&jaky ofevieny interval (@ B) bod g, fest a<a<p
t. i. a jest vmitFnim bodem intervalu (a, #). - o

Casopis pro péstovini matematiky a-¥ysiky. Roéaik LVIL




106

Sstvi M); oznacme znakem u soucet délek téchto intervalzi (t. j. jest-

" n
lze Ji= (i, Bi), potom = Z B — a)). Uvazujme nyni viechny
. =1

Systémy, sloZené z konecného poétu otevienych intervaliy, je po-
kryvaji mnoZstvi M; ke kazdému takovému systému pFislusi urcité
kladné Cislo u. VSechna cisla u, pFislusnd ke vem témto systémaim,
tvofi jisté mnozZstvi Cisel kladnych; dolni hranici tohoto mnoZstvi
cisel kladnych nazyvdme vn&jsi Jordanovou mérou mnozstvi M.

_ Pozndmka, Misto »vn&j§i Jordanova mira« budu fikati kratce
»mira«. Miru mnoZstvi M znagiti budu mM. Je-li My < Ms, je pa-
trn€ mMi < mMs. Mira intervalu (otevieného, uzavfeného, . nebo
polouzavieného) rovna se patrng jeho délce, na pf. m <a,b>=
=b—a. Mira mnoZstvi, obsahujiciho jen kone&ny podet bodi, je
patrné rovna nule. ’

2. pomocna véta. Budtez M, N dvé ohrani¢end mnozstvi bo-
dovd, M < N; ddle budiz I, I, ... I konecny pocet otevFenych in-
tervald, jeZ pokryvaji mnoistvi M (t. j. M< h=+1I:+ ...+ I).
¢ budiz Cislo kladné, libovolné zvolené. Potom lze nalézti konecny
pocet otevienych intervaliy 141, liya, ..., Iyp, takZe plati

LN LAl oot figps
2. mlipi+mli o4 ... +m11+p§mN—mM+ E.

Diikaz, Oznadme Mi=h-+Ilz+...+ I ~Sestrojme koneény
poCet otevienych intervalii Ki, Ks,...Kr, jeZ pokryvaji N tak, Ze
mKi+mKe+...4mKe <mN -+ Le a oznadme

NMi=Ki+Ke+...+ Kz 3) .

Mnozstvi N1 jest ddno v (3) jako soudet intervalii otevienych,
JeZ mohou miti body spoledné; je viak bezprostfedné jasno, Ze lze
vyjadfiti mnoZstvi Ni téZ jako soulet koneéného podtu otevienych
intervalii Hi, H, ..., Hp, z nichZ Z4dné dva nemaji spole¢nych bodii:
NMi=Hi+Hy+...+Hy Tim spige jest ‘

mHy +mHe +... 4+ mHy <mN + j¢; 4)

obdobnZ lze vyjadfiti Mi. Z toho je patrno, Ze také mnoZstvi MiNi
lze vyjadfiti jako souCet koneiného poltu otevienych intervalfi
Ly, Le,..., L, z nichZ 4dné dva nemaji spolenych bodii: MiN: =
=L+ L+...4 L. KaZdy bod z M lezf v. M1 a rovnéZ v Ni
{nebot M<N=<N,), je tedy MM, N, a tedy nutné

mLy+mLs+...4mL; > mM, - (5)

nebof mM je dolnf hranici takovych souétin. Odstranime-li z N
viechny body, obsaZené v L1+ L +... + L= MiN1, zbude jakési
mnoZstvi bodové Ns, sloZené z kone&ného podtu mnoZstvi Py, Ps...,
Py, Ne=Py+-Ps4-.i. + Py tak, e kazdé mnozstvi- Pr(r=1,
2,...p) je bud interval (uzavfeny, polouzavfeny nebo otevfeny)
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nebo jediny bod a déle tak, Ze Z4dna dvé z mnoZstvi Py, P, ..., P,
nemaji bodii spolednych. Plati ov§em

mL1+ng+ +mL1+mP1—|—sz+ -I-mP =
—mH1+mHz—|— .+ mH,,
a tedy podle (4) a (5) '

mP, +mP, 4 ... +mP, < mN —mM 4+ %e.

Dale je MiN1+ N:=N;, tedy M1+ N: > N. Nahradme nyni
kazdé mnoistvi Pr (r=1, 2,...,p) otevienym intervalem, jeiZ
oznacime li+r, takZe Pr <li+r, mli+r < mPr-+-¢/2p. Potom je

LNEMAN=SL+. ..+ h4 T+ .+ Iy,

2. mlips+mhips+ ...+ mliyp <mN—mM+ e,

jak bylo dokazati.

3. pomocna véta. Budiz Mi, Ms,.., posloupnost mnozstvi bo- .
dovych, jez md tyto vlastnosti: 1. M\<M, <M, <...; M, +
+M:+...=<a,b>. Potom jest hmmMn—-b—a

Dikaz, Jest Mn < <a b> a tedy mMr<m<a,b>=b—a.
Za druhé jest mMn < mMn+1. Existuje tedy llmlta y=limmMn a

n=oo
jest v <<b—a.
Predpokladejme, ¥e v<b—a; z toho vyvodime spor. Zvo]me

n=3%10bB—a—v»); tedy n>0, Ses"tro;me napfed oteviené inter-
valy 1, ..., 1, takie

ML+ L+...+ 1L, mly+mly+ ...+ ml, < mM, + /2.

Podle druhé pomocné vety sestrojme déle oteviené mtervaly
]1,+1, 111.;.2, ]1, tak ze

M, <[+Is+ A1, mli,+l+m[i‘+2+ .+ ml,<mM, —mM +'i/2"

podle druhé pomocné véty sestrojme déale oteviené mtervaly
i1, L, ..., I, tak, Ze c
ML+ 1+ ...+ Iy, mlppr + ITI11.+2+ -+
: + mly, < mMg — mM, + 77/2s

tak pokracujice, dostdvame posloupnost otevienych intervalii I, lg,
Is, ... jJez ma tyto vlastnosti:

A) <a,b>=<h-+I+:..; nebot kazdy bod z <a,b> leZi
v né&jakém Ma a plati 3

MaZL+5+... + lin. -
B) Pro kazdé k jesthlu <b—a—n; nebot, jeli r: defino-
n=1 1% 4 =Y

8*
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véano nerovnostmi

k i ! '
1 <k=ir, je Dimh < Dmly+ D mhy ...+

L= o T ‘n=1 n= n=i+1
+12 ml,.< (li . —;L) + (;nM, —mM, + %) + .4
n=ir_+1

+(mMr mM:_, + )<mM,+o;<v+n b—a—n.

~ Podle prvni pomocné véty lze nalézti & tak, Ze <a,b> =1+
+1Is+..:+1r (na zdklad& vlastnosti A). Podle vlastnosti B je
'v§ak soucet délek intervali h, Is, ..., Iz men$i nez b—a, coZ je
patrné ve sporu s okolnosti, Ze tyto intervaly pokryvaiji cely in-
terval <a,b >. NemiiZe tedy byti »<b—a a je tedy vr=»b—a,
jak bylo dokazati.

§ 3. Dﬁkéz véty Arzelovy.

4, pomocmi véta. Budiz hi(x), h:(x),... posloupnost funkci de-
finovaniych v intervalu <a, b>; budiz ddle lim hn(x) =0 pro

=w

a<x=b; konelné necht existuje Fkladné Eislo D takové, Ze
| Ba(x)[ <D pro viechna x intervalu <a, b> @ pro vsechna
n=1,2,3,.... Potom jest“) '

b e
lim sup [ha(x)dx=<0, lim inf f ha(x)dx > 0.
n=aqo - n=w

Dikaz. Pro ¢ <x<b, n=1, 2, 3,... poloZme®) Fa(x)=
= Max ©, Aa(x), hn+1(x),.. ) Toto slo existuje, nebot bud jsou

&isla
ha (x), hn+1 (x) ‘ ©)

viechna < 0 a potom je Max (0, hu(x) hn+1(x) ..) =0, nebo Ié
aspoii jedno z &sel (6) kladné a potom vzhledem 'k lim fn (x) =
musf byti mezi nimi asponl jedno nejv&tsi. Plati

0 < Faya (x) g Fa(x) <D, lim Fn (x) =0 (19

pro a<x<b.
Zvolme libovolné kladné &islo ¢; oznadme znakem Mn(e) mnoZ-
stvf on&ch bodfi x intervalu <a, b >, pro n&% Fa(x) <&2(b—a);

5) Definici *horatho a dolniho integrdlu viz. v knize K. Petr, Polet
intezrdln( sir. 108,
: , Og, 03, ...) oxnaduji nejvEtsf z &fsel ay, ag je-li

tichto &sel. edné mnoistvi je oviem nutno existenci nelvétsfho Sisla

mezl nimi dolphzati.



109

vzhledem k (7) je patrng Ma(e) < Mat1(e), Mi(e) + Me(e) +...=
=<a, b>. Podle 3. pomocné véty je tedy lim mMas(c) =b—a;

n=co
1ze tedy zvoliti &islo no=rmo(e) (zavislé na ¢ tak, Ze
3 mMnn (8) >b—‘a—5/2D.

Rozdé&lme nyni interval <a,b > na konedny polet dilii body
Xo, X1, X2, .+ oy X tak, Ze

Q=X <X < Xg <o <Xy <X=0b, 121 8)

a oznaéme symbolem w (i=1, 2,...1) dolni hranici funkce Fa, (x)
v intervalu <xi—, xi>. Sestrojme soudet

!
s= D w(xi— xi.1).
=1

Tvrdim: ony z intervaltt <xi—, x>, v nichZ je ui=¢/2 (b — a), maji
soucet délek nejvyse /2D ; kdyby totiZ soucet jejich délek byl v&tsi
neZ ¢/2D, byl by souet délek ostatnich intervalii < xi—i, xi > mensi
nez b—a—e¢/2D. MnoZstvi My,(€) neméa viak Zadny bod v inter-
valech <xXi—s, Xi >, v nichZ u; >¢/2(b—a); jest tedy mnoZstvi
My, () pokryto t&mi ostatnimi intervaly < xi—4, X1 >, jichZ délky by
mély souCet men$i neZ b —a — ¢/2D. Bylo by tedy moZno pokryti
mnoZstvi Mg, (€) koneEnym poétem uzavienych intervalfi o soudtu
délek menSim neZ b —a — /2D a tedy také konednym poctem ote-
vFenych intervalii o soudtu délek mensim neZ b —a—&/2D (k to-
mu stadi, nahraditi kaZdy z téch uzavfenych intervalii inter-
valem otevienym trochu vé&t$im); to je vSak ve sporu s nerovnosti
mMg, (&) > b —a—¢/2D. ‘

Jest tedy pfispévek on&ch intervald <xi—, Xi>, pro néZ

€ - & &
5 = : < D. P¥i-
W= 20—a)° k soudtu s mensi nez D. D=2 nebot w < D. P¥i

spévek ostatnich intervalit < xi—, Xi > k soudtu s je pak men3i nez

€ ; c e .
o W) =g Jetedy s< 5 g =2

at jsou &isla I, Xo, X1,...,X:, hovici vztahiim (8), zvolena jakkoli.
. h )
Dolni integral { Fn, (x) dx je v3ak podle definice roven pravé

' . a
horni hranici soudtti s, vzatych pro v§e_chny moZné volby C&isel
1. Xo, X1,...,%;, Dro n&Z plati (8). Jest tedy

b
f Fn(x)dx<e.
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Vzhledem k (7) je tedy

b
O_S_fF,.(x)dx_<__e pro n > n, (),

tedy b
lim ‘{Fn (x)dx =0.
b’ 3 :
JeZto patmé h, (x) < Fn(x), jest kone&ng
b
lim sup [ha(x)dx<0.
n=ow
a

U#%iji-li tohoto vysledku na funkce — Ai(x), — h2(x), ..., dostavim

b
lim sup [(— ha(x))dx<0;
ale b - w
[ (= mndr=— [ ax,

b e
tedy
lim sup [(— #n(x))dx = — lim inf f ha(x) dx,
n=w n=wm
a

a

&l , C :
lim inf | ha (x)dx =0,
¢ n =0
jak bylo dokazati. a I
Diikaz véty 1. Funkce f1(x), fo(x),... necht spliiujf pfedpoklady

vty 1 z § 1; polozme fa(x) —#(x) = hn(x), 2C=D; potom je?)
lim ha(x) =0, | ha(x) | < D pro a<x<b, n=1, 2, 3,...; podle

n=w
4. pomocné vity je tedy -
b e
lim sup | 4, (x)dx<0, lim inf f ha(x)dx 2 0.
n=om 4 . n=c -
" Funkce ha(x) jsou vSak v intervalu <a,b> integrace schopny: jest

f h,..(a-c)djc—‘——' fb l;. (x)dx= f ha (x)dx,

1) Nebot |f(x).| = 1im | fn @sc
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