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qui a été trouvée rmplrlquement par M. Guye déja en 1891.
Dans cette relation ¢, et » représentent des constantes umi-
verselles.

. Quant & la grandeur ef I’énergie potentielle des moléculés
doubles, une comparaison avec les résultats des mesures fait
voir que le rayon d’une molécule double est sensiblement le
double du rayon de la molécule simple et que une molécule
double livre & Dénérgie potentiefle du gaz autant que deux
molécules simples. Cela montve que ces doubles molécules la
sont des couples de molécules qui s’y trouvent librement 1'une
auprés de l'autre.

La forme de la courbe caractéristique -de Joule (No. 33)
fondée sur 1'équation d’état est representée & la fin de ce travail.

Piiklad funkee spojité nemajici v zadném
bodé derivace.
Napsal K. Petr. '

Prvni pifklad funkce spojité nemajici v Zddném bodé de-
rivace podal, jak zndmo, Weierstrass ve svych piedndskach
(potinaje rokem 1861). Po prve uveiejnén byl od P. du Bois-
Reyminda v Journal fir r. u. a. Math,, sv. 79. str. 29 (roku
1875) a od té doby jest asto vykladén v ucebnicich pottu in-
finitesimalniho. Pokldd4n jest obytejné za nejjednodussi z Cetnych
od té doby uvefejnénych piikladd,*) jak ku pf. vys]ovné pravi
N. Nielsen ™).

(7. Peano uvefejnil v Math Annalen, sv. 36 (r. 1890)
prdci (Sur dne courbe, qui remplit toute une aire plaine), ve
které ukazuje, Ze existuji kifivky o rovnmici

r=f{), y=g9@),

*) Jsou to zejména price: Schwar; (Beispiel einer stetigen, nicht
differentierbaren Funktion z r. 1873), la>boux (Annales de I’Ecole normale,
L 4., 1875, str. B7.- 112.), Dini, Fondamenti per la teorica di funzioni di
\anabxh reali, r. 1878, str. 147 a nésl.), Zerch (Journal fur r. u. a. Math.
sv. 103., str. 126.—138;, r. 1888).

**) V Elemente der Funktionentheorie (z r. 1911) pravi doslovné na
str. 101. citovany spisovatel: Das ersle vollstindig behandelte ‘und gewisz
auch das einfachste Beispiel solcher Funktionen verdankt man Weierstrasg
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kde £(t), g(¢) jsou funkce spojité v jistém intervalu, a kterézito
ktivky prochézeji kaZdym bodem daného ttverce. Funkee f(2),
¢ (t) jsou rovnéz funkce nemajici derivace v Zddném bodé da-
ného intervalu.*)

Postup Peaniiv dd se vSak je&té zevseobetnm a zdroven
podstatné zjednoduSiti, jak v nasledujicim vyloZzim, a docilime
tim piikladu spojité funkece nemajici v zddném bedé derivace
nadmiru jednoduchého a nad to takového, Ze k jeho vykladu —
nehledé k pojmim spojitosti a demvace — netieba Z7ddnych
jinych v&domosti, nez v&ty z poldtkd arithmetiky.

Aby vyklad byl co nejjednodudsf, zalnu se zvlddtnim pii-
padem a budu definovati funkei y = f(x) ndsledovng v intervalu
(0, 1). Kazdou hodnotu toho intervalu lze wvyjidiiti zlomkem
desetinnym ve tvaru

T
=@+ 10-+ it +10k +- ()

kde a: jsou tisla celd intervalu (0, 9); 0 = a, = 9.
Této hodnoté « pfifadim y vyrazem

- h b h

y—'éizﬂzi‘?ti i—.:fi; (2)
kdez 7, jakoZz i znaménka —+ jsou urtena dle téchto zasad: Je-li
ar sudé, jest by =0, je-li ax liché, jest b, = '. Jestlize 7, =1,
pak v ndsledujicim élenu jest voliti protivné znaménko jako
v Clenu A-tém (8 4x), vyjma v tom piipads, kdy &, jest piira-
zeno &islu ay = 9 a kdy jest voliti v ndsledujieim ¢&lenu zna-
ménko totéz. Rovnéz, kdyZz b, = 0, jest voliti v nésledujidm
¢lenn znaménko totéz Tak ku pi.

1 0 1 1 0 1

j(0]4372916) “““_57_?‘*“27 W TR +2_;,
; : _ 0 i .
j(0'222 ..... ):—2—+—§5+'—2—3+...:O,

j(0999 ..... ) == +2’+21+

*) Viz jasny vyklad o tom v L. Bierbach, Dlﬁ"erentxal- und lnlegr.-
rechnung, sv. 1. (rok 1917) str. 104.—109.
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Tim jest kazdé hodnot® z v intervalu (0, 1) pfkifazena
jedna hodnota y; nebof, patif-li ku z dvoji riznd vyjadreni po-
mocf zlomku desetinného, jak tomu pfi téch x, jez lze vyjadriti
pomocei konetného zlomku desetinného, jest pfislusnd hodnota .
pro y, at si ji vypotteme na podkladé jednoho nebo druhého
vyjadieni Cisla x desetinnym zlomkem, vidy tdz. Tak ku pf. jest

027 = 026999 .
Jest viak :

oo 0 11
FO2) =5+ =,

0 0 1 1 1 1
*(036999..-) §’+?+?+§I+25+..:Z.

Tato okolnost se dd dokdzati obecné zcela snadno; ostatné vy-
plyvd téz z dikazu o spojitosti funkce f(x).

Funkce tuk definovand jest funkci spojitou. Nebot je-li
pro dvé hodnoty =, 2’ neodvisle proménné

0<&—a <, ®)
jest dvoji moznost se zfetelem ku vyjédieni Cisel x, z' dese-
tinnymi zlomky :

1) Obé eisla x, ' shoduji se v prvych A-1 desetinnych
mistech (za tetkou desetinnou); jelikoz pak ta &dst hodnoty J(x),
ktera pifslusi vyrazu

g ey
10F T 100 T+
jest mensi v absolutni hodnoté nez 1.2-k+1  rovndz tak i pii

[(x) & ob& ty tdsti (i pH f(x) ipfi £(x)) maji za pFedpokladu
pravé &inéného totéz znaménko, jest v tomto pFipads

| @) — £ &) | < g (4

2) V z! jest na k-tém misté desetinném 9 a necht jest
(abychom hned nejobecnéjsi piipad m&li na mysli) 9 na misté
k—1, k—2, ... k—p; v z jsou potom na tdchto mistech samé

nully Na misté k—o—1 1i8f se cifry u z 4 2’ o 1. Pak jest
otividng



28

Nyt 1 1 1
| flxe) — f(.z,') | "-\521:—:'—1 ToFe T gE—gi1
1 - ‘
—gr—gmp 02601
=\ o 1 1 o |
| =\ =l ) e
a tedy )
v l
‘ lf(x)—ff(w)i<,‘2“k,;

tim spise pak jest platna i v tomto drubém p¥ipadé nerovnina (4).

Jelikoz pak pro v8ecka x, z' intervalu (0, 1), pro néz
| — «' | << 10-%, jest splnén vztah (4), jest funkce f () v'in-
tervalu (0, 1) spojitd.

Funkee f(x) nemd derivaci v Zddném bodé intervalu (0, 1).
Dokazme to nejprve o bodech, jez jsou ddiny konetnym dese-
tinnym zlomkem. M&jZ tento zlomek celkem ¢ desetinnych mist:
jest tedy pro takovi x v (1) dg.1 = @oqa = ... =0. Pak jest
patrné pro tato x

1 2\
f(”imk)—f @)= a*’ ’( ——wk)“f“)
pro vSecka & > o.
Klademe-li 7z = 4+ 1. 107¢, jest tudiz

f(x -+ /Ik) — j(x) 10“

=+ =+ =
k:m 5 Z - t + =
volime-li v8ak /iy — =+ 2. 10°%, jest, .
' ( Y — £ .
iml @D = F@) _ .
k=w hk 2

odtud. jest utinéné tvrzeni Gplné patrno. Nelze-li viak vyjadFiti
~ « konetnym desetinnjm zlomkem, utinime
i€ €kt

hie = qor T g0
Pii tom jsou dény &, ér41 ndsledovnd: Neni-li zadné z Cisel
ax, Qiga TOVDO 9, jest voliti &, &y rovny + 1, pfi &emz zna-
ménko jest hbggolné a toliko, kdyZz ¢, ary, jest rovno bud O
aneb 8, jest v prvém piipad® pksluSné &, e, uliniti rovnym
+ 1, v druhém pak piipad® rovnym — 1. Je-li a; rovno 9 necht
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jest & = — 1, &4y = 0%je-li arsy =9 a o4 rizné od 9, jest
g = 0, &,, = — 1. UtCinénd volba ¢isel &, &, md za nd- .

sledek, ze zména, kterd v hodnoté funkce f(r) nastane, dosa-
dime-li @ + /; misto T, bude toliko pii &islech by, bits, & jest
bezprostfedné jasno, Ze

1

| f(x + ) — f(x) | gfﬁi"

[ jest tedy
FE A —f@_

I,]/=7:' hi -
Rovnéz snadnou volbou pro A; bychom mohli dociliti, aby tato
limita byla rovna nulle, coZ v8ak pfenechdivdm Ctendii, podoty-
kaje pouze Zze miZeme pfedpoklddati, Ze vx v (1) se od jistého
indexu poéinajic nerovnaji stile 9. Tim jest proveden dikaz, ze
J1x) nemd derivaci ani v bodech, jez jsou ddny nekonetnym
desetinnym zlomkem.

Priklad prdvé podany lze zevSeobecniti. Zistdvame li ku
pi. i na dale pii vyjdidieni ¢isla x zlomkem desetinnym ve tvaru
(1), mizeme funkei v = f(x) definovati vyrazem

hy | by , b I

!/:‘4i‘i“12I4Sa_i-"iZEi—'."’ (%)
pii temz. ¢sla by jest voliti ku pf. na zdkladé tabwlky
@ 0]1121314(516|7|819
3 : /k_‘()!l;{“l 0 12'11‘413,

- znaménko pak ve &lenu % -+ 1-vém jest voliti protivné znaménku
ve tlenu 4-tém jenom tenkrite, je-li ax = 2, 3, 6 (ve kterémito
piipadé jsem nad pifslusnd %, dal v tabulce pravé napsané vo-
dorovnou &drku). Obecnd 1ze volbu ¢isel bx provésti takio: Cislu
1 =0 pHsludi /3 = 0, pro o, = 9 pak jest ¢ =— 3; dvéma
a; lidfeim se .0 1 pifsludf rovnéz dvé riznd by lisici se 1; jeli
ui takové, ze kdyby bylo o 1 vétsi, pislugelo by mu /. o jed-
nothu mensf, pak ve &lenu .+ 1-vém jest brati znaménko pro-

tivné znaménku ve &lenu /-tém (jinak jest zvoliti znaménko
t()téz;.' : . .
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Misto (2) a (5) bychom mohli koneénd voliti vyrazy tvaru
b b b, ' b b
y:?il{ie—i:t"éa'i...; y—.g—;i 2+
Rovnéz nebylo by tieba vychdzeti od soustavy desitkové pri
vyjadfovani x; to jsou vSak véci vesmés na snadé lezicf.

\

Exemple d’une fonction continue qui n’admet de dérivée pour
aucune valeur de la variable.

Par K. Petr.

(Résumé de 1'article précédent.)

Pour définir une telle fonctiori la variable indépendante x
étant dans l'intervalle (0, 1), nous commenqons par convertir «
en une fraction décimale

g

€r = + +103 |"'+”(;k+ (1)

les a; sont des entiers positifs, 0 — ar=9.
A cette valeur de x, faisons correspondre I’expression y:

b [/ h
R IR

ou les quantités bx et les signes + sont définis au moyen de
la régle suivante: si a; est un nombre pair, on a b, =0; si
_ar est impair, on a br=1. Bi bpy=1, le signe qui figure de-
vant b4, est contraire & celni qui figure devant /;, sauf le cas,
ol /; correspond & a,=—9; dans ce cas, ainsi que dans le cas

b =0, il faut choisir, devant b, et devant /.y, des sigues
égaux.

La fonction y ainsi définie est continue et n admet de dé-
rivée pour aucune valeur de x, cette valeur étant comprise
dans Vintervalle (0, 1); ce fait est presqe évident, sil’ on peut
‘exprimer z par une fraction décimale finie, mdis la démonstra-
tion n’ offre aucune difficulté dans le cas générz{l.

L’exemple qui vient d’ &tre donné, peut étre généralisé. En
conservant la maniére adoptée pour exprimer x par une fraction
décimale (1), on peut définir une fonction % —=f(x) au moyen
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