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Ktivky rovinné stupné 2n-ho s tiemi body
n-nasobnymi.
Pise B. By/diovsky".

O kiivee Etvrtého stupné s tiemi body dvojndsobnymi platf
véta, Casto dokdzand,') Ze tetné v bodech dvojndsobnych (podtem
Sest) dotykaji se téZe kuzeloselky, takZe péti z nich Sestd je
uréena. Nalezl jsem obecnou vétu, jez plati pro kiivky stupné
2n-ho s tiemi body »-ndsobnymi a jejimZ zvldstnim piipadem je
véta prdvé vyslovend. Odvozeni této véty a disledkim z ni ply-
noucim vénovdny jsou tyto Fadky.

L

1. Vlastnimu dtkazu budiz pf¥edesldna pifpravnd tvaha :
protnéme rovinnou kfivku K, stupn& »-ho pfimkami a, b, c
trojstranu, jehoZ Zddny vrchol nelezi na kiivce. Tak vzniknou t¥i
skupiny po » priseticich na kazdé piimce. Takové tii skupiny
bodi nejsou zcela libovolné: zvolime-li totiZz na tfech
piimkéch po » bodech, netvofi tyto t¥i skupiny
obecné tdplnou soustavu prisediki kfivky stupné
n-ho s témito tfemi pfimkami To plyne — vzhledem
k tomu, Ze tyto tfi pffmky tvoif ¢dru tfetfho stupné — ze znd-
mych vét o prisecicich kfivek, lze vSak tuto véc ihned nahléd-
nouti takto : vezméme dané tfi piimky za osy soufadné. Rovnici:

1) V. na pf. K. Petr: ,JO raciondlnich kfivkich &tertého sfupnéf‘.
str. 19. Tento ¢asopis roé. XXXII. (1903). : o
1
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kiivky stupné n-ho lze psiti ve tvaru
a',,z;‘ + b2 + caz® + %'%’ AnZrZe + 2, 2,23 f. (1)) =0

kde f; je vyraz stupné (n-3)ho v soufadnicich. Skupiny bodové,
v nichz k¥ivka protin4 jednotlivé osy, jsou ddny rovnicemi:

na ose z; =0 box? +caz? +....=0
e g Bg=0 anz? 4+ cnz? 4 .... =0 O
s g B3=0 2" 4+ bazt 4 ....=0

kde ¢leny naznadené vytetkovdnim jsou v kazdé rovnici jiné.
Pozorujeme vSak, Ze Cleny nejvydiich stupit maji ve viech
rovnicich tytéZ koefficienty.

Jsou-li tedy ddny tii skupiny po » bodech na jednotlivych
osdch rovnicemi:

na ose z, =0 W s=bxs+ 0oty +....4+ baz2=0
y w %o=0 =t tcat e, ... .t 2" =0
s 5 Zg=0 als =] + a2ty . . .o aazi=
a maji-li tyto tii skupiny tvoriti Gplnou soustavu priiseciki
s kfivkou stupné »-ho, musi byti moZno uvésti je na tvar hofej-
§ich tif rovnic, totiz uliniti koefficienty p¥i n-tfch mocnindch
téze proménné stejné. Aby v b2,,, c2,, byly stejné koefficienty
pfi 22, k tomu sta¢f ndsobiti prvni ¢,, drubou b,, takZe spoletny
koefficient je pak bnc,; jezto z% v prvé rovnici ma pak koef-
ficient b,c,, 2 ve druhé koefficient b,c,, musi ve ttetf rovnici
Ay 2 Ay = bty @ byc,-
Tato podminka pak staéi, jezto rovmnice
buCa2® + bucyz® 4 .... =0

uddvad potom k¥ivku x-ho stupné protinajici trojstran v danych
tfech skupindch bodd. Nalezend podminka ukazuje, Ze ve tfetf
rovnici pomér dvou koefficientd je ostatnimi uren; to znamens,
ze z nbodd skupiny touto rovnici vyjddiené jen
(n-1) je libovolnych; bod »-ty je urten poZadavkem
vy8e vyslovenym. Z dikazu zéroveil vysvitd, ze — je-li
#ddand podmfinka splnéna — kaZdé kfivka st. n-ho obsahujici
3n—1 z danych 3n obsahuje také zbyvajici.

2. Vyslovime vétu dudlni: Tii skupiny po = paprseich
prochézejici vrcholy trojstranu netvoif obecné dplnou soustavu
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teten vedenych z téchto vrehold ke kiivee n-té tifidy. Aby tomn
tak bylo, musi byti vyplnéna jedna podminka; pak (3n — 1)
paprski je libovolnych, ale 3rn-ty je jimi urCen. Kazdd kiivka
n-té tiidy, kterd se dotykd 3n — 1 z nich, dotykd se také
zbyvajiciho. :

3. Promitneme kaZdou ‘ze tfi skupin z prot&jsiho vrcholu
trojstranu » paprsky. Tyto tfi svazky paprski jsou dény ovsem
také rovnicemi I. BudiZ na pi.

oy, + a2, =0

rovnice jednoho tohoto paprsku jdouctho vrcholem (1, 0, 0);
zavedeme-li piimkové soutadnice & obvyklym zplisobem, totiz
tak, aby rovnice incidence znéla
b1z, + &7y + E37, =0,
pak pro soufadnice onoho paprsku plati
b =0t b |
bhiby=—2x:m,
A tak ov8em pro kazdy paprsek vrcholem (1, 0, 0). Podobng platf
pro kazdy paprsek svazku o vrcholu (0, 1, 0):
fib=—uax
a vrcholu (0, 0, 1):
§ b =—u=: 2,
Obdrzime tedy z rovmnic (I) ihned rovnice, jimZz vyhovuji

soufadnice paprskd, jeZ promitaji tii skupiny bodd, kdyZ do nich
dosadime dle napsanych Gmér; obdrZime rovnice

bkl (—1)7 cabn . . .. =01
andy + (—1)" i+ ... =0 (II)
a4 (=1 b . z= 0

Rozezndvejme dva pipady: 4
a) n je sudé. Pak rovnice (II) nabudou tvaru:

b2+ cafn 4. ... =0
W24k ....=0
a2+ baf2 ... =0

1*
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Nésobime-li prvni rovnici a,, druhou #,, tieti ¢, obdrzime:

anbaf? 4 ancaé® 4+ . ... =0
Anbaf? A bucnb2+.... =0
a2 4 bucaf2 +....=0

t. j., u n-tych moenin téZe proménné tytéz koefficienty. Uvazujme
kfivku, jejiz rovnice v soufadnicich p¥imkovych je

bncnS‘l‘ + ancné‘; + ('n"ngg +....+ §1§2§3f(§i) =0

kde f(&) je vyraz stupné (z—3)-ho a tetkami je vyznalen sou-
tet Clend, jez rovnéz telkami jsou naznadeny v rovnicich (1I).
Soufadnice teten vedenych k této kiivce z vrchold trojstranu
se obdrzf, kdyz do jeji rovmice se dosadi postupné &, — O,
£, =0, § = 0; ale pak se obdrzf prdvé rovnice (II). Mime vétu:

Prasecilky k¥ivky stupné n-ho s trojstranem maji pro
n sudé tuto vlastnost: promitneme-li vidy ty. jes ledi na téze
strané, z protéjsiho rohu, obdrZime 3n paprskda, jes se dotykajé
tése krivky tridy n-té.
b) n liché. Rovnice (II) pak majf tvar

bng','—c’n&’—{—....:O
anf® — 82+ ....=0
Ank? — baf? + ... = 0.

Nésobime-li tyto tfi rovnice opét po ¥adé a@n, bn, cn, Obdr-
#ime pi n-tyech mocnindch sice opét koefficienty téze absolutni
hodnoty, ale jen pii 27, &2 jsou téhoz znaménka, kdezto pii &=
znamének opalnych. Nedochdzime zde tedy k témuz vysledku
jako pro n sudé. Nahradme vSak kteroukoliv skupinu paprskd
z danych tif skupinou paprski s nimi harmonickych dle téch
dvou stran trojstranu, jichZ priseéfkem prochdzeji paprsky zvo-
lené skupiny. Této transformaci odpovidd zména znaménka jedné
soufadnice, na pf. v posledni rovnici soufadnice §,. Obdrzime pak

— Unf? — b4 ....=0.

Je-li tfetf rovnice takto zménéna, lze utiniti tyz disledek
jako pro = sudé. Plati tedy véta:

Praseéiky krivky stupné w-ho s trojstranem maji pro
n liché tuto vlastnost: nahradime-li viechny priseciky s jednow
stranon body, jei s nimi jsou harmonicky sdruieny dle obow



5

voldt trojstranu, a palk tyto body jakoZ i ostatni prasebiky
promitneme z protéjich vrcholit trojstranu, obdriime 3n pa-
prski, jez se dotylkaji téie krivky tridy n-1é.

Bylo by snadno vysloviti véty dudlni; specidlng véta a)
se dualisuje pouhym obrdcenim.

IL

4. Kiivka stupné 2n-ho miZe miti nejvyse tii body =-
ndsobné, nemd-li se rozpadnouti. Bod n-ndsobny plati za
1n (n—1) bodi dvojndsobnych; m4-li tedy kiivka % bodd -
ndsobnych, je jeji rod

p=3i@n—1) (2n—2)—ikn(n—1) =
=1tn—1)[4—"Fn—2]

Toto tfslo je kladné jen pro %t < 4; je tedy skuteiné
k& = 3 nejvétsi piipustnd hodnota. Budiz X', kfivka stupné 2x-ho
s tfemi body »-ndsobnymi. Jeji rod je dle posledniho vzorce

p=3(r—1n—2

t. j. takovy, jako rod obecné kiivky st. n-ho. To je ndsledek
toho, Ze kiivka Ko, vhodnou kvadratickou transformaci ptejde
v obecnou kfivku st. »#-ho. Nebot zvolime-li tfi body »-ndsobné
— jez ovSem nele#f v téZze piimce — za hlavni body takové
transformace, prejde kiivka skuteéné v kiivku stupné

2 X 2n — 3n = n;
tato kfivka pak jiz nemd vicendsobnych bodi.

Zvolime body n-ndsobné za vrcholy soufadného trojstranu;
Jezto tedy na p¥. bod (0, O, 1) je m-ndsobny, musi &leny nej-
nizitho stupné v w,, x, byti stupné »-ho, ¢ili ¢len v =, stupné
nejvyssiho rovnéz n-ho. Koefficient pfi «2 je pak oviem vyraz
stupné n-ho v x,, x,. TotéZ plati s piisludnymi zménami o bodech
©, 1, 0,), (1, 0, 0). PiSeme-li struéns

al, =@z +a 277 2 + ...+ a. 2§
b:,a =byal + b 2t x; + .., + b2z
G =Co 3 + ¢ a3~ 'ay + ...+ 2 r]
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mé rovnice kiivky tvar
af, 23+ 03,21+ 55 +... =0,
kde ¢leny naznalené tetkovdnim maji tvar
' bl h2 bs
Ty Xy Ty
kde kazdé h; je rovno nejméné dvéma. Nebof vSechny &leny
stupné jen n-ho v nékterych dvou proménnych jsou uz vyéerpiny
ttemi vyrazy vySe napsanymi a ve &lenech ostatnich mohou se
vyskytovati jen souiny stupné vysiiho. Je tedy
hh4+h>n+1, h+h>n+1 h+h>n+4 1.
Settenim prvych dvou nerovnosti obdrzi se

hy + 0y by 4+ 0 =20+ 2

Jeito viak
hy 4+ hy 4+ by = 2n,
plyne odtud o
hy > 2
a pravé tak

hy =2, hy = 2.
Lze tedy ze vSech tlenii tvaru vy¥e uvedeného vytknouti alesport
x? z2 2 a rovnice md tvar
a7, 25 + b5, 21 + ¢f, @ + 2] @) 75 fons (x:) = O,
kde fin—¢ (x;) je mnohollen v z; stupné oznateného indexem.
Tento mnohotlen neni oviem obecny svého stupné, nebof vyraz
22 23 23 fan—s (x:) miZe obsahovati jednotlivé proménné nejvyse
ve stupni (n — 1), fun—s (2;) tedy nejvySe ve stupni (» — 3).
Z toho plyne ostatné snadnym vypoétem, Ze vSech ¢lendl v fon—6
(zi) je préavé tolik jako v rovnici kfivky st. (n — 3), t. j.
3 n (n— 3) 4 1. Také je vidéti, ze kiivka
Jon -6 (2)) =0
mé vrcholy soufadné za body (» — 3) nédsobné.
5. Mimochodem budiZ upozornéno na jeden disledek, ktery
plyne z vyjddfeni (1). BudiZ ddna jind kiivka st. 2»n-ho majici
tytéZz body n-ndsobné s tymiZ tetnami. Jeji rovnice pak znf

at, 7 + Upy 21 + ¢, 25 4 27 25 25 gaa— () = O,
kde gsn_ (x;) je funkce téhoZ druhu jako fo,—¢ (2i). Obé
ktivky protnou se mimo v bodech =-ndsobnych, jez plati, jak
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se snadno zjisti, za 3n? 4 3n priseiiky, jesté v dalSich bodech
v pottu n® — 3n, jez lezi na kiivce o rovnici

f2n—6 (Cb'i) — Yan—s (Iz) g O,
coz je oviem opét kiivka tychz vlastnosti jako fen—¢ (2;). Odtud
véta: Dvé kiivky stupné 2»-ho s tymiz tfemi body
n-ndsobnymi a se spoleinymi tetnami v nich pro-
tinaji se mimo né¢ jedt& v n(n—3) bodech, jez lezi
na kiivce stupné st. (2» — 6) majici tytéz tfi body
za (n — 3) ndsobné. Na pf. dvé kfivky st. osmého s tymiZ
tiemi body étyfndsobnymi, v nichZ maji spoletné te¢ny, protinaji
se mimo né jeSté ve Etyrech bodech; tyto &tyii body lezi na
kuzelosetce, jeZ obsahuje také tfi body Eétyindsobné.

6. Teény v n-ndsobném bodé (0, 0, 1) kiivky (1) se obdrii,

kdyz se polozi roven O souhrn &lentt »-ho st. v @, x,, t. j.
rovnici

alyy + hazi + coxy = 0.
Podobné jsou ddny tetny v bodé (1, 0, 0) rovnici

b3, + ag2d 4+ cax? =0
a teény v bodé (0, 1, O) rovnici

¢y, + anx? 4+ byzr = 0.

Vyznaéime v téchto rovnicich jen »-té mocniny proménnych
a ostatni naznatime te¢kami:

(g + bn) 22 4+ (an +c) 22 + ... =0
(o + ) a3+ (ty + ba) 25 + ... =0
by F+ )22+ (an+c)a2+...=0

N4sobime-li tyto rovnice po fadé vyrazy (b, -+ ¢a), (a2 + ¢5),
(a, + b.), stanou se koefficienty pii n-tfch mocnindch stejnymi;
skupiny bodové vyznatené t8mito tiemi rovnicemi na osdch vyho-
vuji tedy podmince vyslovené v odst. 1.

Tim je dokdzdna véta:

Teéné ve trech m-ndsobngch bodech krivky stupmé 2n-ho
protinaji spojnice téchto bodd ve 3n bodech, jes leii na k¥ivce
stupné n-ho: je tedy jedna z téchto teden ostatnimi wriena.

Zvlastni pifpady: pro n =1 dostivdme vé&tu, Ze prisetiky
teten ve tfech bodech kuZzelosetky se spojnicemi téchto tif bodi
lezi na pfimce, coZ je zndmy piipad Pascalovy véty.



Pro » = 2: tetny ve tfech dvojndsobnych bodech kfivky
stupn® Ctvrtého protinaji prot&jsi spojnice téchto bodi v Sesti
bodech, které lezi na téze kuZeloseice. Tato kuZelosetka je
oviem jedind.

Pro » —= 3 dostdvdme obdobnou vétu pro kiivku stupn&
Sestého s tfemi body trojnésobnymi; na jejich tfech spojnicich
obdrzi se devét bodd, jimiZz prochdzi kiivka stupné tietiho. Ta-
kovych kiivek je pak oviem cely svazek, jezto tii spojnice samy
tvofi rovnéZz jednu kfivku stupné tfetiho obsahujici téchto
devét bodd.

7. Mezi vétami platicimi pro » =1 a » = 2 a v&tami
tykajicimi se vys%ich hodnot = je dilezity rozdil. ne sice ve
znéni, ale za to ve vyznamu piislu§nych vét. V piipadé kuzelo-
sefky resp. kiivky stupné &tvrtého ocfekdvdme piredem, Ze
tetny ve tiech danych bodech jednoduchych resp. dvojndsobnych
~ Jsou navzdjem zavislé; nebof tiemi body a tenami v nich kiivka
byla by preurfena. Tak je kuZelosetka urlema jiz tiemi body
a teénami ve dvou z nich; tetna ve tfetim musi nutné byti
néjak urdena témito elementy, coZ nale véta pravé vyslovuje.
Rovnéz je kiivka stupné &tvrtého s tfemi dvojndsobnymi
body urlena: témito body dvojndsobnymi (coZ je devét podmi-
nek) a péti teénami v nich (dalsich pét podminek, celkem
¢trndct, coz je potet podminek nutny k urteni kiivky stupné
ttvrtého); poloha Sesté tedny musi plynouti z polohy ostatnich
péti. Ale tato okolnost se jiZ neprojevuje pro » = 2. Na pf.
pro n — 3, t. j. kiivku stupné $estého s tiemi body trojndsob-
nymi, piislu§ng vdvaha zni takto: tfi body trojndsobné znali
osmndct, podminek pro stanoveni kiivky. Jezto kfivka stupné
Sestého je urtena dvacetisedmi podminkami a kazdd te¢na plati
za jednu, zddlo by se, Zze je moZno voliti vSech devét tefen
v téchto trojndsobnych bodech. Tomu tak ovSem nenf, jak nds
pouluje nafe véta: osmi tetnami v trojnasobnych bodech je de-
véts tetna urlena, pfes to, Ze tiemi body trojndsobnymi a osmi
tenami v nich kfivka Sestého stupné uréena neni.*)

2) Tento zjev neni oviem u kfivek vyssich stupndt vzacny; pfipomi-
ndm na p¥. vétu, Ze z deviti dvojndsobnych bodl nerozpadajici se kiivky
Zestébo stupné lze jen osm voliti zcela libovolné, pres to, Ze devét dvoj-
nédsobnych bodd plati za dvacetsedm podminek. Existuje ovéem vidy kfivka



A tak obecné: tfi n-ndsobné body plati za -
gn(n+ 1)
podminek pro urtenf kiivky; jezto kfivka stupné 2»-ho je uréena

.
podminkami, zbyva BEYLS)
n2n+3)—inmn+1)=;in(n+3)
podminek.
Je pak pro n =< 3 vidy
Lu(n+3) = 3n

t. j. neZ potet teten v n-ndsobnych bodech. Nebof FeSenim této
nerovnosti se obdrzi

n*—3n >0 t.j. n{n—3)=>0.

Pies to tedy, Ze kfivka st. 2v-ho pro » > 3 nenf{
pfeuréena, po pfipadé nenf ani uréena pottem pod-
minek, nelze tyto teény voliti libovolns.

Zvolime-li tedy libovolné tfi body »-ndsobné s teénami
v nich a dal$i body v poétu

snm—+38)—3n=1ygn(—23)

obdrzime zajimavy pfipad, Ze je ddn dostateiny a
nikoliv pfespotetny potet podminek, jimZ pfesné
nevyhovuje zddnd k¥ivka Z2ddaného stupné.

V §ir§im - smyslu vyhovuje témto podminkdm kfivka, jez
se sklddd z dvojndsob poéftaného trojstranu, jehoz vrcholy jsou
body »-ndsobné, a z libovolné kiivky stupné (2» — 6)-ho s body
(n — 3)-ndsobnymi v téchto vrcholech; ta oviem md v téchto
vrcholech body (» 4+ 1)-ndsobné a ndsledkem toho kazdd pfimka
timto bodenm vedend miiZze byti pokldddna — v Sir§im smyslu —
za tetnu v bodé »-ndsobném.

8. Bylo jiz upozornéno (v. odst. 4.) na to, jak kfivka Ka,
8 tfemi body si-ndsobnymi souvisi s obecnou kfivkou K,. Se-
strojme kvadratickou transformaci majici »-ndsobné body 4, B, C'

destého stupné s deviti libovolné danymi body dvojndsobnymi: je to dvoj-
nasob poéitana kiivka stupné tfeliho urdend témito Lody. Néco takového
nelze Fici o pfipadu, o némz je jedndno v textu; v. dle.
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kfivky K., za hlavni; budtez A‘, B, C' hlavni body druhé
soustavy. Touto transformaci pfejde K,, v kfivku stupné »-ho,
jak jiz vime. Tato kfivka K, neprochdzi body A4‘, B, (', jeito
ktivka K,, neprotind spojnic AB, BC, CA mimo body hlavni.
Teéné v n-nisobnych bodech ptejdou pii tom v piimky, jez pro-
mitaji z bodt A‘, B’, C" prisetiky kiivky K, s paprsky 4'B,
B'C‘, C'4'. Body nékteré pfimky hlavni, na pf. BC, pfechdzeji
oviem v paprsky svazku A’ ale odpovidaji jim zdroveii body
ptimky B‘C’, totiz ty, v nichz tuto piimku protinaji paprsky
svazku A' pravé zminéné. I je pak ziejmo, vzhledem k vlast-
nosti bodd, v nichz tetné v n-ndsobnych bodech protinaji spoj-
nice AB, DC, C4, ze je dokdzdna véta:

Uplnd soustava prisediki t#{ primek s kr¥ivkow stupné
n-ho prejde kvadratickou transformaci, jiZ tyto primky prejdou
opét v primky, opét v takovou.?3)

9. Vzdjemnd zivislost teten v #-ndsobnych bodech kiivky
Ky, vynikne jesté ndzornéji, kdyZ spojime vétu odst. 6. s vé-
tami a), &) odst. 3. Priiméty bodd, o nichZ tyto dvé véty mluvi,
jsou totiz pravé tetny v n-ndsobnych bodech. I obdrzime tyto
véty:

a) Teény ve trech n-ndsobnych hodech krivky stupné 2n-lo
pro n sudé dotykaji se téte krivky tridy n-té.

b) Teény ve trech n-ndsobnijch bodech Liivky stupné 2n-ho
maji pro n liché tuto vlastnost: teény ve devow téchto bodech a
primky, jeé jsow harmonicky sdruiemy s tecnami ve tFetim
vzhledem k jeho spojnicim s ostatnimi dvéma, dotykaji se téZe
krivky t¥idy n-té.

Tak dostivdme pro » — 2 vétu o kiivce stupné ¢étvrtého
hned s poddtku uvedenou: §esti teten ve tiech dvojndsobuych
bodech této kfivky dotykd se kuZelosetka, oviem jedind. Pro
n =4, t. j. kiivku stupné osmého, dostavame dvanict telen ve
tiech bodech &tyrndsobnych, jez se dotykaji kiivky tiidy étvrté.
Témito dvandcti tetnami nenf oviem tato kiivka urtena (kiivka

8) Tuto vétu bylo lze odekdvati, jezto tFi pFimky tvoFi sloZenou kfivku
stupné tretiho. Parameiry 3n priiseéikd této k¥ivky s ktivkou stupné n-ho
vyhovuji jedné relaci, jeZ se neméni kvadratickou transformaci, jiz kfivka
stupné tfetiho prejde opét v kfivku iéhoZ stupne.



11

étvrté tiidy je urCena étrnédcti tefnami), je tedy nekonetn&
mnoho kiivek, jichZ se onéch dvandct teten dotykd. To pak platf
tim spiSe pro n v&tii. °

Nejjednodussi ptipad véty b), totiz » =1, vede k této
vlastnosti kuZelosetky: teény ve dvou bodech kuZzelosetky a
ptimka harmonicky sdruZend s teénou v bodé t¥etim dle spojnic
tohoto bodu s prvymi dvéma prochdzeji tymZ bodem. Tato véta
ovSem ihned plyne z poldrnich vlastnosti kuZelosetky. Dalsf p¥f-
pad » — 3: teény ve dvou trojndsobnych bodech kiivky stupné
Sestého a pifmky sdruzené harmonicky s teénami ve tfetim uda-
nym zpisobem dotykaji se kfivky tkidy tteti. Takovych kiivek
je nekonetné mnoho, jezto Cdra sloZend ze t¥i bodid trojnisob-
nych také je tiidy tieti a md také onéch devét teten. Tim spiSe
je tomu tak pro vétsi hodnoty ».

III.

10. Véty dokédzané v predchozich odstaveich ziistdvaji oviem
v platnosti, kdyZz jednotlivé teény v témZe n-ndsobném bodu sply-
vaji; ony véty jen nabudou tvaru specidlnéjifho. V ptipadé » — 2
je piisluiné specidlni véta zndma: jestlize teény ve tfech dvoj-
ndsobnych bodech kfivky stupné &tvrtého splynou, takze kiivka
md pak body uvratu, tfi tetny v téchto bodech protinaji se
v jediném bodu.

To souhlasi s vétou @) odst. 9., nebof tento bod je kiivka
prvé tifidy, kterou nutno potitati dvojndsob, jezto také tetné
v bodech tdvratu jsou dvojndsobné. Je otdzka, jak dalece se
specialisuji nalezené véty v pripadé obecném.

11. Budiz tedy A,, kfivka stupné 2n-ho s tfemi body
n-nasobnymi s te¢nami vesmés splyvajicimi. +) Tyto body vezmeme
opét za vrcholy soufadného trojstranu; prasetik tefen v bodech
©, 0, 1), (1, 0, 0) vezmeme za bod jednotkovy, takie rovnice
- téchto tefen jsou

2, —x, =0, 7rp—a;=0.
4) Mimochodem budiZ upozornéno, Ze bod n-nésobny se splyvajicimi

te¢nami pro n sudé ma vzhled bodu uvratu, pro n liché se vzhledem nelisi
od obytejného bodu kfivky.
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Rovnice n-ndsobné tetny v bodu (0, 1, 0) md tvar
xy— g, = 0.

Rovnice kiivky musi obsahovati «,, =, ve stupni nejméné
n-tém a koefficient pfi z,” musf byti (z;, — z,)"; podobné pii
a,® jo koefficient (x, — a,)7, pfi «,” kofficient (x; — Ax;)2. 1lze
psati rovnici této kiivky
(x, — ) 23" + a (2, — x3)"2,® + b(x, — Az))"2,» + ... =0,
kde mezi ¢leny naznalenymi vytetkovdnim se vyskytnou cleny,
jimiz se koefficienty pfi «,?, z,7, x,® upravi dle pozadavku prévé
vysloveného. Vzhledem k tomu nutno liditi p¥ipad » sudého od
piipadu » lichého.

a) n sudé. Cleny n-ho stupné v z,, x,, pokud jsou v ho-
fej¥f rovnici vypsdny, jsou

(‘rl - xz)n‘ran + ax,"x;" + bxznxz;n;
i musf v rovnici se vyskytovati jeité tleny
— ax,2x® — b x,"x,%,

aby koefficient pi¥i x,» byl pravé jen (z, — z,)*. Nyni jsou jiz
vypsdny tyto Eleny stupné n-ho v x,, x,:

a(xy — x)" 2" + a,7x," + b A, "x," — ax,"xy"
aby koefficient pi¥i z,” byl préavé jen (x, — 2,)", musi jednak
a = 1, jednak se v rovnici musi je§t& vyskytovati ¢len — bAnz, 7z, 2.
Jsou tedy tleny »-ho stupné v z,, x, tyto — dosazujeme hned
a=1—:

h(y — A2))"2," + Z," x3" + x,"2," — bx, 25" — bA %, "z, ;
aby koefficient pfi x,* opét byl (2, — Ax;)", musf
' b=1, blﬂ:l;odtudl”;l

a rovnice kfivky koneéné znf
(@, — )" 23" + (B, — 23)" 2, + (23 — A2,)" 20" — 2,72, "

— 7"%" — ,°Zy" + 232323 [ (2:) = 0
8 podminkou

@)

A= 1,
Posledni ¢len v této rovnici je téhoZ druhu jako v rovnici
(1) a obdrzf se touz tuvahou, jako se stalo tam. Jezto » je sudé
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a A nutné redlné, ma 2 dvé moZné hodnoty:
A=+ 1.
a) V pifpadé 2 = 1 rovnice znf
(2) — )" 23" + (T, — 23)"x, " + (23 — 2,)ry" — 2,725

— 2, — 2P0, ... =0
a n-ndsobné tetné v n-ndsobnych bodech jsou
2, —x, =0, vg—zx;, =0, 2, —zx, = 0.

Tyto tfi tetné protinaji se v jednom bodé.
B) V piipadé A = — 1 rovnice znf
(® — &) 23" + (1, — 23)" 1"+ (@3 + 2,)"@," — 2,70y”
— " — "2 4 ... =0
a n-ndsobné tetné v n-ndsobnych bodech jsou
6 —a,=0, z—ar;,=0, z,+ x, =0;
tyto tfi pfimky protnou osy soufadné ve tiech bodech piimky
' Z, —a, + 7, =0.

Nabyli jsme vysledku: K#ivka stupné 2n-ho s tFemi n-nd-
sobnymi body se splynulyymi teénami md pro n sudé tu vlast-
nost, Ze lyto tri tecny bud

®) prochdzeji tymz bodem, nebo

B) protinaji spojnice t¥i n-ndsobngjch boddi ve tFech bodeck
PFimky.

Vétu pB) lze vysvétliti jedté jinak. Je totiz na zdklad®
zvla§tntho pfipadu Pascalovy véty, pfipomenutého v odst. 6.,
ziejmo, ze v tomto piipad® i#i teény n-ndsobné dotykaji se
kuzeloseéky obsahujici tFi n-ndsobné body. V tomto znéni pak
vétu o) 1ze" poklddati jen za zvlastni piipad véty gB); kuZelo-
setka poklddand za kfivku druhé tiidy pfejde v piipadé «) ve
dvojndsobnou ¢aru prvé tiidy, t. j. bod.

b) nliché. Touz uvahou jako pro » sudé shledd se, Ze musi

) Ar=—1
a tedy
A=—1
a Ze rovnice kiivky md tvar _
(@) — @) 3™ — (X, — 230" 2" — (F + 2,)" 2" — 2,°%3" 3)
+ @7xy" -+ x,7xy" 4 xiwgag fon - (1) = O.
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Tetny v bodech #-ndsobnych jsou
Ty — =0, tg—x3=0, 23+ 2,=0;
tyto pfimky protnou osy ve tfech bodech pfimky
z, — %, + 2, = 0.

Odtud véta: Krivka stupné 2n-ho s tremi m-ndsobmymi
body se splynulymi teinami md pro u liché tu vlastnost, Ze
tyto tri teény protinaji spognice ti-i n-ndsobnych bodi ve tiech
bodech pFimky, éili ze se dotykaji kuselosecky obsahujici tyto
tri body.

Oba pfpady, » sudého i » lichého, 1ze shrnouti v jedinou
vétu:

Krivka stupné 2n-ho s tfemi n-ndsobnymi body se sply-
nulymi tecnami md tu vlastnost, Ze tyto t¥i teény dotykaji se
kFivky druhé t¥idy obsahujici tyto t¥i body; pro m sudé miie
tato krivka prejiti ve dvojnisob poditanow édru tFidy proni,
£. . bod.

12. Vsimnéme si blize pfipadu » sudého. Pro toto » kfivky
K, se rozpadaji ve dva typy projektivné rizné, jez jsou chara-
kterisovdny vétami «), ) a jeZ nelze kollineaci pfevésti jeden
ve druhy. Sledujme to na jednotlivych piikladech. Pro » = 2

dostivame kiivku stupné &tvrtého; dle obecného vzorce je jeji
rovnice v pf¥padé «):

(z, — ) 73 + (2, — 23) 2} + (0 —x)* «] — 275 — T, x5
— g} 23 =0
il . '

z; 23 + 2% &} + 22 2} — 2r, 22} — 2wir,w, — 20,250, =0
a tetné v bodech dvratu se oviem protinajf v jednom bodé, coz
Jje vlastnost zndmd a jiz diive pfipomenuti.

V ptipad® B) je rovnice kfivky:
(ar, — o) x5 - (09 — 73)% ] + (25 + x,)? @] — x} 2} 25 23—
' —zlx)=0
<Lili

z; x5 + 23z} + x} 23 — 2r,2,7; — 222,25 + 21 2z, = O.
Aviak to je

(2y2g — 2,25 + 7,25)* = O.
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V tomto p¥ipadé tedy se kiivka rozpadne ve dvé& kuZelo-
setky, jeZ oviem vyhovuji hofejsi vété

Pro » = 4 dostivdme pro typ «) a £) rovnice
(2, — 29)* 25 + (2 — @) 2] + (@) ) @) — 23 — 27 75

— @y 2y + ®] 23 7} (azy0y + by @y + c2y%) =0
a zde tedy existuji oba typy nerozpadajici se. Nebot typ «) by
se mohl rozpadnouti jen ve dvojndsobnou kiivku stupné ttvrtého
tvaru vySe udaného a typ ) jen ve &tyfndsobnou kuzeloselku,
ale tomu brani arbitrdrni konstanty a, b, c.

Je tedy ziejmo, Ze pro n > 2 existuji oba typy nerozpa-
dajicich se kiivek, o) i f3).

13. Srovndvdme-li véty nalezené v této kapitole s vétami
platicimi v piipAddé obecném, shleddvdme: véta a) «) je speciali-
sovand véta o existenci k¥ivky n»-té tiidy, jez se dotykd vSech
teten; tato kiivka zde se rozpadla na n-ndsobnou Ciru tiidy
prvni.

Véta a) ) je specialisovand véta o existenci kiivky z-ho
stupné, jez obsahuje priseliky teten v n-nisobnych bodech s je-
Jjich spojnicemi; tato kiivka zde se rozpadla v n-ndsobnou pt{mku.
Totéz plati o vété b). Av3ak to jsou specialisace nejkrajnéjsi;
zminéné véty lze specialisovati jinak, bezprostfedné;i.

Pfedev&im véta odst. 6.: kdyZz splynou vSechny telny,
splynou navzdjem priseliky téchto teten se spojnicemi bodi
n-ndsobnych: kfivka n-ho stupné, o niz je v oné vété fet, méla
by pak s kazdou touto spojnici » splyvajicich bodé spoletnych,
t. j. tyto spojnice mély by s kiivkou styk (-1 ho fddu. Body,
v nichZ nastdvd takovy styk, nazyvaji se hyperoskulaénimi. Lze
pak skutelné sestrojiti rovnici kiivky n-ho stupné, jeZ md hyper-
oskulatni body na osdch, kde je protinaji ptimky

2, —x,—=0, z,—2, =0, z;+ 2, =0.
Tato rovnice zni pro
a) n sudé:
@ — z)" + (2 — 23)" + (23 + 2, — 2] — 2] — 73
+ 22,25 fo—s(z:) =0,
b) n liché:
(@ — )" — (2 — @5)" + (%3 + #,)* — @] + 2] — 43
+ 2,2,%; fos(2:1) = 0.
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