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Ktivky rovinné stupné 2n-ho s tiemi body
n-nasobnymi.
Pise B. By/diovsky".

O kiivee Etvrtého stupné s tiemi body dvojndsobnymi platf
véta, Casto dokdzand,') Ze tetné v bodech dvojndsobnych (podtem
Sest) dotykaji se téZe kuzeloselky, takZe péti z nich Sestd je
uréena. Nalezl jsem obecnou vétu, jez plati pro kiivky stupné
2n-ho s tiemi body »-ndsobnymi a jejimZ zvldstnim piipadem je
véta prdvé vyslovend. Odvozeni této véty a disledkim z ni ply-
noucim vénovdny jsou tyto Fadky.

L

1. Vlastnimu dtkazu budiz pf¥edesldna pifpravnd tvaha :
protnéme rovinnou kfivku K, stupn& »-ho pfimkami a, b, c
trojstranu, jehoZ Zddny vrchol nelezi na kiivce. Tak vzniknou t¥i
skupiny po » priseticich na kazdé piimce. Takové tii skupiny
bodi nejsou zcela libovolné: zvolime-li totiZz na tfech
piimkéch po » bodech, netvofi tyto t¥i skupiny
obecné tdplnou soustavu prisediki kfivky stupné
n-ho s témito tfemi pfimkami To plyne — vzhledem
k tomu, Ze tyto tfi pffmky tvoif ¢dru tfetfho stupné — ze znd-
mych vét o prisecicich kfivek, lze vSak tuto véc ihned nahléd-
nouti takto : vezméme dané tfi piimky za osy soufadné. Rovnici:

1) V. na pf. K. Petr: ,JO raciondlnich kfivkich &tertého sfupnéf‘.
str. 19. Tento ¢asopis roé. XXXII. (1903). : o
1
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kiivky stupné n-ho lze psiti ve tvaru
a',,z;‘ + b2 + caz® + %'%’ AnZrZe + 2, 2,23 f. (1)) =0

kde f; je vyraz stupné (n-3)ho v soufadnicich. Skupiny bodové,
v nichz k¥ivka protin4 jednotlivé osy, jsou ddny rovnicemi:

na ose z; =0 box? +caz? +....=0
e g Bg=0 anz? 4+ cnz? 4 .... =0 O
s g B3=0 2" 4+ bazt 4 ....=0

kde ¢leny naznadené vytetkovdnim jsou v kazdé rovnici jiné.
Pozorujeme vSak, Ze Cleny nejvydiich stupit maji ve viech
rovnicich tytéZ koefficienty.

Jsou-li tedy ddny tii skupiny po » bodech na jednotlivych
osdch rovnicemi:

na ose z, =0 W s=bxs+ 0oty +....4+ baz2=0
y w %o=0 =t tcat e, ... .t 2" =0
s 5 Zg=0 als =] + a2ty . . .o aazi=
a maji-li tyto tii skupiny tvoriti Gplnou soustavu priiseciki
s kfivkou stupné »-ho, musi byti moZno uvésti je na tvar hofej-
§ich tif rovnic, totiz uliniti koefficienty p¥i n-tfch mocnindch
téze proménné stejné. Aby v b2,,, c2,, byly stejné koefficienty
pfi 22, k tomu sta¢f ndsobiti prvni ¢,, drubou b,, takZe spoletny
koefficient je pak bnc,; jezto z% v prvé rovnici ma pak koef-
ficient b,c,, 2 ve druhé koefficient b,c,, musi ve ttetf rovnici
Ay 2 Ay = bty @ byc,-
Tato podminka pak staéi, jezto rovmnice
buCa2® + bucyz® 4 .... =0

uddvad potom k¥ivku x-ho stupné protinajici trojstran v danych
tfech skupindch bodd. Nalezend podminka ukazuje, Ze ve tfetf
rovnici pomér dvou koefficientd je ostatnimi uren; to znamens,
ze z nbodd skupiny touto rovnici vyjddiené jen
(n-1) je libovolnych; bod »-ty je urten poZadavkem
vy8e vyslovenym. Z dikazu zéroveil vysvitd, ze — je-li
#ddand podmfinka splnéna — kaZdé kfivka st. n-ho obsahujici
3n—1 z danych 3n obsahuje také zbyvajici.

2. Vyslovime vétu dudlni: Tii skupiny po = paprseich
prochézejici vrcholy trojstranu netvoif obecné dplnou soustavu
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teten vedenych z téchto vrehold ke kiivee n-té tifidy. Aby tomn
tak bylo, musi byti vyplnéna jedna podminka; pak (3n — 1)
paprski je libovolnych, ale 3rn-ty je jimi urCen. Kazdd kiivka
n-té tiidy, kterd se dotykd 3n — 1 z nich, dotykd se také
zbyvajiciho. :

3. Promitneme kaZdou ‘ze tfi skupin z prot&jsiho vrcholu
trojstranu » paprsky. Tyto tfi svazky paprski jsou dény ovsem
také rovnicemi I. BudiZ na pi.

oy, + a2, =0

rovnice jednoho tohoto paprsku jdouctho vrcholem (1, 0, 0);
zavedeme-li piimkové soutadnice & obvyklym zplisobem, totiz
tak, aby rovnice incidence znéla
b1z, + &7y + E37, =0,
pak pro soufadnice onoho paprsku plati
b =0t b |
bhiby=—2x:m,
A tak ov8em pro kazdy paprsek vrcholem (1, 0, 0). Podobng platf
pro kazdy paprsek svazku o vrcholu (0, 1, 0):
fib=—uax
a vrcholu (0, 0, 1):
§ b =—u=: 2,
Obdrzime tedy z rovmnic (I) ihned rovnice, jimZz vyhovuji

soufadnice paprskd, jeZ promitaji tii skupiny bodd, kdyZ do nich
dosadime dle napsanych Gmér; obdrZime rovnice

bkl (—1)7 cabn . . .. =01
andy + (—1)" i+ ... =0 (II)
a4 (=1 b . z= 0

Rozezndvejme dva pipady: 4
a) n je sudé. Pak rovnice (II) nabudou tvaru:

b2+ cafn 4. ... =0
W24k ....=0
a2+ baf2 ... =0

1*
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Nésobime-li prvni rovnici a,, druhou #,, tieti ¢, obdrzime:

anbaf? 4 ancaé® 4+ . ... =0
Anbaf? A bucnb2+.... =0
a2 4 bucaf2 +....=0

t. j., u n-tych moenin téZe proménné tytéz koefficienty. Uvazujme
kfivku, jejiz rovnice v soufadnicich p¥imkovych je

bncnS‘l‘ + ancné‘; + ('n"ngg +....+ §1§2§3f(§i) =0

kde f(&) je vyraz stupné (z—3)-ho a tetkami je vyznalen sou-
tet Clend, jez rovnéz telkami jsou naznadeny v rovnicich (1I).
Soufadnice teten vedenych k této kiivce z vrchold trojstranu
se obdrzf, kdyz do jeji rovmice se dosadi postupné &, — O,
£, =0, § = 0; ale pak se obdrzf prdvé rovnice (II). Mime vétu:

Prasecilky k¥ivky stupné n-ho s trojstranem maji pro
n sudé tuto vlastnost: promitneme-li vidy ty. jes ledi na téze
strané, z protéjsiho rohu, obdrZime 3n paprskda, jes se dotykajé
tése krivky tridy n-té.
b) n liché. Rovnice (II) pak majf tvar

bng','—c’n&’—{—....:O
anf® — 82+ ....=0
Ank? — baf? + ... = 0.

Nésobime-li tyto tfi rovnice opét po ¥adé a@n, bn, cn, Obdr-
#ime pi n-tyech mocnindch sice opét koefficienty téze absolutni
hodnoty, ale jen pii 27, &2 jsou téhoz znaménka, kdezto pii &=
znamének opalnych. Nedochdzime zde tedy k témuz vysledku
jako pro n sudé. Nahradme vSak kteroukoliv skupinu paprskd
z danych tif skupinou paprski s nimi harmonickych dle téch
dvou stran trojstranu, jichZ priseéfkem prochdzeji paprsky zvo-
lené skupiny. Této transformaci odpovidd zména znaménka jedné
soufadnice, na pf. v posledni rovnici soufadnice §,. Obdrzime pak

— Unf? — b4 ....=0.

Je-li tfetf rovnice takto zménéna, lze utiniti tyz disledek
jako pro = sudé. Plati tedy véta:

Praseéiky krivky stupné w-ho s trojstranem maji pro
n liché tuto vlastnost: nahradime-li viechny priseciky s jednow
stranon body, jei s nimi jsou harmonicky sdruieny dle obow
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voldt trojstranu, a palk tyto body jakoZ i ostatni prasebiky
promitneme z protéjich vrcholit trojstranu, obdriime 3n pa-
prski, jez se dotylkaji téie krivky tridy n-1é.

Bylo by snadno vysloviti véty dudlni; specidlng véta a)
se dualisuje pouhym obrdcenim.

IL

4. Kiivka stupné 2n-ho miZe miti nejvyse tii body =-
ndsobné, nemd-li se rozpadnouti. Bod n-ndsobny plati za
1n (n—1) bodi dvojndsobnych; m4-li tedy kiivka % bodd -
ndsobnych, je jeji rod

p=3i@n—1) (2n—2)—ikn(n—1) =
=1tn—1)[4—"Fn—2]

Toto tfslo je kladné jen pro %t < 4; je tedy skuteiné
k& = 3 nejvétsi piipustnd hodnota. Budiz X', kfivka stupné 2x-ho
s tfemi body »-ndsobnymi. Jeji rod je dle posledniho vzorce

p=3(r—1n—2

t. j. takovy, jako rod obecné kiivky st. n-ho. To je ndsledek
toho, Ze kiivka Ko, vhodnou kvadratickou transformaci ptejde
v obecnou kfivku st. »#-ho. Nebot zvolime-li tfi body »-ndsobné
— jez ovSem nele#f v téZze piimce — za hlavni body takové
transformace, prejde kiivka skuteéné v kiivku stupné

2 X 2n — 3n = n;
tato kfivka pak jiz nemd vicendsobnych bodi.

Zvolime body n-ndsobné za vrcholy soufadného trojstranu;
Jezto tedy na p¥. bod (0, O, 1) je m-ndsobny, musi &leny nej-
nizitho stupné v w,, x, byti stupné »-ho, ¢ili ¢len v =, stupné
nejvyssiho rovnéz n-ho. Koefficient pfi «2 je pak oviem vyraz
stupné n-ho v x,, x,. TotéZ plati s piisludnymi zménami o bodech
©, 1, 0,), (1, 0, 0). PiSeme-li struéns

al, =@z +a 277 2 + ...+ a. 2§
b:,a =byal + b 2t x; + .., + b2z
G =Co 3 + ¢ a3~ 'ay + ...+ 2 r]



6

mé rovnice kiivky tvar
af, 23+ 03,21+ 55 +... =0,
kde ¢leny naznalené tetkovdnim maji tvar
' bl h2 bs
Ty Xy Ty
kde kazdé h; je rovno nejméné dvéma. Nebof vSechny &leny
stupné jen n-ho v nékterych dvou proménnych jsou uz vyéerpiny
ttemi vyrazy vySe napsanymi a ve &lenech ostatnich mohou se
vyskytovati jen souiny stupné vysiiho. Je tedy
hh4+h>n+1, h+h>n+1 h+h>n+4 1.
Settenim prvych dvou nerovnosti obdrzi se

hy + 0y by 4+ 0 =20+ 2

Jeito viak
hy 4+ hy 4+ by = 2n,
plyne odtud o
hy > 2
a pravé tak

hy =2, hy = 2.
Lze tedy ze vSech tlenii tvaru vy¥e uvedeného vytknouti alesport
x? z2 2 a rovnice md tvar
a7, 25 + b5, 21 + ¢f, @ + 2] @) 75 fons (x:) = O,
kde fin—¢ (x;) je mnohollen v z; stupné oznateného indexem.
Tento mnohotlen neni oviem obecny svého stupné, nebof vyraz
22 23 23 fan—s (x:) miZe obsahovati jednotlivé proménné nejvyse
ve stupni (n — 1), fun—s (2;) tedy nejvySe ve stupni (» — 3).
Z toho plyne ostatné snadnym vypoétem, Ze vSech ¢lendl v fon—6
(zi) je préavé tolik jako v rovnici kfivky st. (n — 3), t. j.
3 n (n— 3) 4 1. Také je vidéti, ze kiivka
Jon -6 (2)) =0
mé vrcholy soufadné za body (» — 3) nédsobné.
5. Mimochodem budiZ upozornéno na jeden disledek, ktery
plyne z vyjddfeni (1). BudiZ ddna jind kiivka st. 2»n-ho majici
tytéZz body n-ndsobné s tymiZ tetnami. Jeji rovnice pak znf

at, 7 + Upy 21 + ¢, 25 4 27 25 25 gaa— () = O,
kde gsn_ (x;) je funkce téhoZ druhu jako fo,—¢ (2i). Obé
ktivky protnou se mimo v bodech =-ndsobnych, jez plati, jak
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se snadno zjisti, za 3n? 4 3n priseiiky, jesté v dalSich bodech
v pottu n® — 3n, jez lezi na kiivce o rovnici

f2n—6 (Cb'i) — Yan—s (Iz) g O,
coz je oviem opét kiivka tychz vlastnosti jako fen—¢ (2;). Odtud
véta: Dvé kiivky stupné 2»-ho s tymiz tfemi body
n-ndsobnymi a se spoleinymi tetnami v nich pro-
tinaji se mimo né¢ jedt& v n(n—3) bodech, jez lezi
na kiivce stupné st. (2» — 6) majici tytéz tfi body
za (n — 3) ndsobné. Na pf. dvé kfivky st. osmého s tymiZ
tiemi body étyfndsobnymi, v nichZ maji spoletné te¢ny, protinaji
se mimo né jeSté ve Etyrech bodech; tyto &tyii body lezi na
kuzelosetce, jeZ obsahuje také tfi body Eétyindsobné.

6. Teény v n-ndsobném bodé (0, 0, 1) kiivky (1) se obdrii,

kdyz se polozi roven O souhrn &lentt »-ho st. v @, x,, t. j.
rovnici

alyy + hazi + coxy = 0.
Podobné jsou ddny tetny v bodé (1, 0, 0) rovnici

b3, + ag2d 4+ cax? =0
a teény v bodé (0, 1, O) rovnici

¢y, + anx? 4+ byzr = 0.

Vyznaéime v téchto rovnicich jen »-té mocniny proménnych
a ostatni naznatime te¢kami:

(g + bn) 22 4+ (an +c) 22 + ... =0
(o + ) a3+ (ty + ba) 25 + ... =0
by F+ )22+ (an+c)a2+...=0

N4sobime-li tyto rovnice po fadé vyrazy (b, -+ ¢a), (a2 + ¢5),
(a, + b.), stanou se koefficienty pii n-tfch mocnindch stejnymi;
skupiny bodové vyznatené t8mito tiemi rovnicemi na osdch vyho-
vuji tedy podmince vyslovené v odst. 1.

Tim je dokdzdna véta:

Teéné ve trech m-ndsobngch bodech krivky stupmé 2n-ho
protinaji spojnice téchto bodd ve 3n bodech, jes leii na k¥ivce
stupné n-ho: je tedy jedna z téchto teden ostatnimi wriena.

Zvlastni pifpady: pro n =1 dostivdme vé&tu, Ze prisetiky
teten ve tfech bodech kuZzelosetky se spojnicemi téchto tif bodi
lezi na pfimce, coZ je zndmy piipad Pascalovy véty.



Pro » = 2: tetny ve tfech dvojndsobnych bodech kfivky
stupn® Ctvrtého protinaji prot&jsi spojnice téchto bodi v Sesti
bodech, které lezi na téze kuZeloseice. Tato kuZelosetka je
oviem jedind.

Pro » —= 3 dostdvdme obdobnou vétu pro kiivku stupn&
Sestého s tfemi body trojnésobnymi; na jejich tfech spojnicich
obdrzi se devét bodd, jimiZz prochdzi kiivka stupné tietiho. Ta-
kovych kiivek je pak oviem cely svazek, jezto tii spojnice samy
tvofi rovnéZz jednu kfivku stupné tfetiho obsahujici téchto
devét bodd.

7. Mezi vétami platicimi pro » =1 a » = 2 a v&tami
tykajicimi se vys%ich hodnot = je dilezity rozdil. ne sice ve
znéni, ale za to ve vyznamu piislu§nych vét. V piipadé kuzelo-
sefky resp. kiivky stupné &tvrtého ocfekdvdme piredem, Ze
tetny ve tiech danych bodech jednoduchych resp. dvojndsobnych
~ Jsou navzdjem zavislé; nebof tiemi body a tenami v nich kiivka
byla by preurfena. Tak je kuZelosetka urlema jiz tiemi body
a teénami ve dvou z nich; tetna ve tfetim musi nutné byti
néjak urdena témito elementy, coZ nale véta pravé vyslovuje.
Rovnéz je kiivka stupné &tvrtého s tfemi dvojndsobnymi
body urlena: témito body dvojndsobnymi (coZ je devét podmi-
nek) a péti teénami v nich (dalsich pét podminek, celkem
¢trndct, coz je potet podminek nutny k urteni kiivky stupné
ttvrtého); poloha Sesté tedny musi plynouti z polohy ostatnich
péti. Ale tato okolnost se jiZ neprojevuje pro » = 2. Na pf.
pro n — 3, t. j. kiivku stupné $estého s tiemi body trojndsob-
nymi, piislu§ng vdvaha zni takto: tfi body trojndsobné znali
osmndct, podminek pro stanoveni kiivky. Jezto kfivka stupné
Sestého je urtena dvacetisedmi podminkami a kazdd te¢na plati
za jednu, zddlo by se, Zze je moZno voliti vSech devét tefen
v téchto trojndsobnych bodech. Tomu tak ovSem nenf, jak nds
pouluje nafe véta: osmi tetnami v trojnasobnych bodech je de-
véts tetna urlena, pfes to, Ze tiemi body trojndsobnymi a osmi
tenami v nich kfivka Sestého stupné uréena neni.*)

2) Tento zjev neni oviem u kfivek vyssich stupndt vzacny; pfipomi-
ndm na p¥. vétu, Ze z deviti dvojndsobnych bodl nerozpadajici se kiivky
Zestébo stupné lze jen osm voliti zcela libovolné, pres to, Ze devét dvoj-
nédsobnych bodd plati za dvacetsedm podminek. Existuje ovéem vidy kfivka



A tak obecné: tfi n-ndsobné body plati za -
gn(n+ 1)
podminek pro urtenf kiivky; jezto kfivka stupné 2»-ho je uréena

.
podminkami, zbyva BEYLS)
n2n+3)—inmn+1)=;in(n+3)
podminek.
Je pak pro n =< 3 vidy
Lu(n+3) = 3n

t. j. neZ potet teten v n-ndsobnych bodech. Nebof FeSenim této
nerovnosti se obdrzi

n*—3n >0 t.j. n{n—3)=>0.

Pies to tedy, Ze kfivka st. 2v-ho pro » > 3 nenf{
pfeuréena, po pfipadé nenf ani uréena pottem pod-
minek, nelze tyto teény voliti libovolns.

Zvolime-li tedy libovolné tfi body »-ndsobné s teénami
v nich a dal$i body v poétu

snm—+38)—3n=1ygn(—23)

obdrzime zajimavy pfipad, Ze je ddn dostateiny a
nikoliv pfespotetny potet podminek, jimZ pfesné
nevyhovuje zddnd k¥ivka Z2ddaného stupné.

V §ir§im - smyslu vyhovuje témto podminkdm kfivka, jez
se sklddd z dvojndsob poéftaného trojstranu, jehoz vrcholy jsou
body »-ndsobné, a z libovolné kiivky stupné (2» — 6)-ho s body
(n — 3)-ndsobnymi v téchto vrcholech; ta oviem md v téchto
vrcholech body (» 4+ 1)-ndsobné a ndsledkem toho kazdd pfimka
timto bodenm vedend miiZze byti pokldddna — v Sir§im smyslu —
za tetnu v bodé »-ndsobném.

8. Bylo jiz upozornéno (v. odst. 4.) na to, jak kfivka Ka,
8 tfemi body si-ndsobnymi souvisi s obecnou kfivkou K,. Se-
strojme kvadratickou transformaci majici »-ndsobné body 4, B, C'

destého stupné s deviti libovolné danymi body dvojndsobnymi: je to dvoj-
nasob poéitana kiivka stupné tfeliho urdend témito Lody. Néco takového
nelze Fici o pfipadu, o némz je jedndno v textu; v. dle.
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kfivky K., za hlavni; budtez A‘, B, C' hlavni body druhé
soustavy. Touto transformaci pfejde K,, v kfivku stupné »-ho,
jak jiz vime. Tato kfivka K, neprochdzi body A4‘, B, (', jeito
ktivka K,, neprotind spojnic AB, BC, CA mimo body hlavni.
Teéné v n-nisobnych bodech ptejdou pii tom v piimky, jez pro-
mitaji z bodt A‘, B’, C" prisetiky kiivky K, s paprsky 4'B,
B'C‘, C'4'. Body nékteré pfimky hlavni, na pf. BC, pfechdzeji
oviem v paprsky svazku A’ ale odpovidaji jim zdroveii body
ptimky B‘C’, totiz ty, v nichz tuto piimku protinaji paprsky
svazku A' pravé zminéné. I je pak ziejmo, vzhledem k vlast-
nosti bodd, v nichz tetné v n-ndsobnych bodech protinaji spoj-
nice AB, DC, C4, ze je dokdzdna véta:

Uplnd soustava prisediki t#{ primek s kr¥ivkow stupné
n-ho prejde kvadratickou transformaci, jiZ tyto primky prejdou
opét v primky, opét v takovou.?3)

9. Vzdjemnd zivislost teten v #-ndsobnych bodech kiivky
Ky, vynikne jesté ndzornéji, kdyZ spojime vétu odst. 6. s vé-
tami a), &) odst. 3. Priiméty bodd, o nichZ tyto dvé véty mluvi,
jsou totiz pravé tetny v n-ndsobnych bodech. I obdrzime tyto
véty:

a) Teény ve trech n-ndsobnych hodech krivky stupné 2n-lo
pro n sudé dotykaji se téte krivky tridy n-té.

b) Teény ve trech n-ndsobnijch bodech Liivky stupné 2n-ho
maji pro n liché tuto vlastnost: teény ve devow téchto bodech a
primky, jeé jsow harmonicky sdruiemy s tecnami ve tFetim
vzhledem k jeho spojnicim s ostatnimi dvéma, dotykaji se téZe
krivky t¥idy n-té.

Tak dostivdme pro » — 2 vétu o kiivce stupné ¢étvrtého
hned s poddtku uvedenou: §esti teten ve tiech dvojndsobuych
bodech této kfivky dotykd se kuZelosetka, oviem jedind. Pro
n =4, t. j. kiivku stupné osmého, dostavame dvanict telen ve
tiech bodech &tyrndsobnych, jez se dotykaji kiivky tiidy étvrté.
Témito dvandcti tetnami nenf oviem tato kiivka urtena (kiivka

8) Tuto vétu bylo lze odekdvati, jezto tFi pFimky tvoFi sloZenou kfivku
stupné tretiho. Parameiry 3n priiseéikd této k¥ivky s ktivkou stupné n-ho
vyhovuji jedné relaci, jeZ se neméni kvadratickou transformaci, jiz kfivka
stupné tfetiho prejde opét v kfivku iéhoZ stupne.
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étvrté tiidy je urCena étrnédcti tefnami), je tedy nekonetn&
mnoho kiivek, jichZ se onéch dvandct teten dotykd. To pak platf
tim spiSe pro n v&tii. °

Nejjednodussi ptipad véty b), totiz » =1, vede k této
vlastnosti kuZelosetky: teény ve dvou bodech kuZzelosetky a
ptimka harmonicky sdruZend s teénou v bodé t¥etim dle spojnic
tohoto bodu s prvymi dvéma prochdzeji tymZ bodem. Tato véta
ovSem ihned plyne z poldrnich vlastnosti kuZelosetky. Dalsf p¥f-
pad » — 3: teény ve dvou trojndsobnych bodech kiivky stupné
Sestého a pifmky sdruzené harmonicky s teénami ve tfetim uda-
nym zpisobem dotykaji se kfivky tkidy tteti. Takovych kiivek
je nekonetné mnoho, jezto Cdra sloZend ze t¥i bodid trojnisob-
nych také je tiidy tieti a md také onéch devét teten. Tim spiSe
je tomu tak pro vétsi hodnoty ».

III.

10. Véty dokédzané v predchozich odstaveich ziistdvaji oviem
v platnosti, kdyZz jednotlivé teény v témZe n-ndsobném bodu sply-
vaji; ony véty jen nabudou tvaru specidlnéjifho. V ptipadé » — 2
je piisluiné specidlni véta zndma: jestlize teény ve tfech dvoj-
ndsobnych bodech kfivky stupné &tvrtého splynou, takze kiivka
md pak body uvratu, tfi tetny v téchto bodech protinaji se
v jediném bodu.

To souhlasi s vétou @) odst. 9., nebof tento bod je kiivka
prvé tifidy, kterou nutno potitati dvojndsob, jezto také tetné
v bodech tdvratu jsou dvojndsobné. Je otdzka, jak dalece se
specialisuji nalezené véty v pripadé obecném.

11. Budiz tedy A,, kfivka stupné 2n-ho s tfemi body
n-nasobnymi s te¢nami vesmés splyvajicimi. +) Tyto body vezmeme
opét za vrcholy soufadného trojstranu; prasetik tefen v bodech
©, 0, 1), (1, 0, 0) vezmeme za bod jednotkovy, takie rovnice
- téchto tefen jsou

2, —x, =0, 7rp—a;=0.
4) Mimochodem budiZ upozornéno, Ze bod n-nésobny se splyvajicimi

te¢nami pro n sudé ma vzhled bodu uvratu, pro n liché se vzhledem nelisi
od obytejného bodu kfivky.
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Rovnice n-ndsobné tetny v bodu (0, 1, 0) md tvar
xy— g, = 0.

Rovnice kiivky musi obsahovati «,, =, ve stupni nejméné
n-tém a koefficient pfi z,” musf byti (z;, — z,)"; podobné pii
a,® jo koefficient (x, — a,)7, pfi «,” kofficient (x; — Ax;)2. 1lze
psati rovnici této kiivky
(x, — ) 23" + a (2, — x3)"2,® + b(x, — Az))"2,» + ... =0,
kde mezi ¢leny naznalenymi vytetkovdnim se vyskytnou cleny,
jimiz se koefficienty pfi «,?, z,7, x,® upravi dle pozadavku prévé
vysloveného. Vzhledem k tomu nutno liditi p¥ipad » sudého od
piipadu » lichého.

a) n sudé. Cleny n-ho stupné v z,, x,, pokud jsou v ho-
fej¥f rovnici vypsdny, jsou

(‘rl - xz)n‘ran + ax,"x;" + bxznxz;n;
i musf v rovnici se vyskytovati jeité tleny
— ax,2x® — b x,"x,%,

aby koefficient pi¥i x,» byl pravé jen (z, — z,)*. Nyni jsou jiz
vypsdny tyto Eleny stupné n-ho v x,, x,:

a(xy — x)" 2" + a,7x," + b A, "x," — ax,"xy"
aby koefficient pi¥i z,” byl préavé jen (x, — 2,)", musi jednak
a = 1, jednak se v rovnici musi je§t& vyskytovati ¢len — bAnz, 7z, 2.
Jsou tedy tleny »-ho stupné v z,, x, tyto — dosazujeme hned
a=1—:

h(y — A2))"2," + Z," x3" + x,"2," — bx, 25" — bA %, "z, ;
aby koefficient pfi x,* opét byl (2, — Ax;)", musf
' b=1, blﬂ:l;odtudl”;l

a rovnice kfivky koneéné znf
(@, — )" 23" + (B, — 23)" 2, + (23 — A2,)" 20" — 2,72, "

— 7"%" — ,°Zy" + 232323 [ (2:) = 0
8 podminkou

@)

A= 1,
Posledni ¢len v této rovnici je téhoZ druhu jako v rovnici
(1) a obdrzf se touz tuvahou, jako se stalo tam. Jezto » je sudé
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a A nutné redlné, ma 2 dvé moZné hodnoty:
A=+ 1.
a) V pifpadé 2 = 1 rovnice znf
(2) — )" 23" + (T, — 23)"x, " + (23 — 2,)ry" — 2,725

— 2, — 2P0, ... =0
a n-ndsobné tetné v n-ndsobnych bodech jsou
2, —x, =0, vg—zx;, =0, 2, —zx, = 0.

Tyto tfi tetné protinaji se v jednom bodé.
B) V piipadé A = — 1 rovnice znf
(® — &) 23" + (1, — 23)" 1"+ (@3 + 2,)"@," — 2,70y”
— " — "2 4 ... =0
a n-ndsobné tetné v n-ndsobnych bodech jsou
6 —a,=0, z—ar;,=0, z,+ x, =0;
tyto tfi pfimky protnou osy soufadné ve tiech bodech piimky
' Z, —a, + 7, =0.

Nabyli jsme vysledku: K#ivka stupné 2n-ho s tFemi n-nd-
sobnymi body se splynulyymi teénami md pro n sudé tu vlast-
nost, Ze lyto tri tecny bud

®) prochdzeji tymz bodem, nebo

B) protinaji spojnice t¥i n-ndsobngjch boddi ve tFech bodeck
PFimky.

Vétu pB) lze vysvétliti jedté jinak. Je totiz na zdklad®
zvla§tntho pfipadu Pascalovy véty, pfipomenutého v odst. 6.,
ziejmo, ze v tomto piipad® i#i teény n-ndsobné dotykaji se
kuzeloseéky obsahujici tFi n-ndsobné body. V tomto znéni pak
vétu o) 1ze" poklddati jen za zvlastni piipad véty gB); kuZelo-
setka poklddand za kfivku druhé tiidy pfejde v piipadé «) ve
dvojndsobnou ¢aru prvé tiidy, t. j. bod.

b) nliché. Touz uvahou jako pro » sudé shledd se, Ze musi

) Ar=—1
a tedy
A=—1
a Ze rovnice kiivky md tvar _
(@) — @) 3™ — (X, — 230" 2" — (F + 2,)" 2" — 2,°%3" 3)
+ @7xy" -+ x,7xy" 4 xiwgag fon - (1) = O.
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Tetny v bodech #-ndsobnych jsou
Ty — =0, tg—x3=0, 23+ 2,=0;
tyto pfimky protnou osy ve tfech bodech pfimky
z, — %, + 2, = 0.

Odtud véta: Krivka stupné 2n-ho s tremi m-ndsobmymi
body se splynulymi teinami md pro u liché tu vlastnost, Ze
tyto tri teény protinaji spognice ti-i n-ndsobnych bodi ve tiech
bodech pFimky, éili ze se dotykaji kuselosecky obsahujici tyto
tri body.

Oba pfpady, » sudého i » lichého, 1ze shrnouti v jedinou
vétu:

Krivka stupné 2n-ho s tfemi n-ndsobnymi body se sply-
nulymi tecnami md tu vlastnost, Ze tyto t¥i teény dotykaji se
kFivky druhé t¥idy obsahujici tyto t¥i body; pro m sudé miie
tato krivka prejiti ve dvojnisob poditanow édru tFidy proni,
£. . bod.

12. Vsimnéme si blize pfipadu » sudého. Pro toto » kfivky
K, se rozpadaji ve dva typy projektivné rizné, jez jsou chara-
kterisovdny vétami «), ) a jeZ nelze kollineaci pfevésti jeden
ve druhy. Sledujme to na jednotlivych piikladech. Pro » = 2

dostivame kiivku stupné &tvrtého; dle obecného vzorce je jeji
rovnice v pf¥padé «):

(z, — ) 73 + (2, — 23) 2} + (0 —x)* «] — 275 — T, x5
— g} 23 =0
il . '

z; 23 + 2% &} + 22 2} — 2r, 22} — 2wir,w, — 20,250, =0
a tetné v bodech dvratu se oviem protinajf v jednom bodé, coz
Jje vlastnost zndmd a jiz diive pfipomenuti.

V ptipad® B) je rovnice kfivky:
(ar, — o) x5 - (09 — 73)% ] + (25 + x,)? @] — x} 2} 25 23—
' —zlx)=0
<Lili

z; x5 + 23z} + x} 23 — 2r,2,7; — 222,25 + 21 2z, = O.
Aviak to je

(2y2g — 2,25 + 7,25)* = O.
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V tomto p¥ipadé tedy se kiivka rozpadne ve dvé& kuZelo-
setky, jeZ oviem vyhovuji hofejsi vété

Pro » = 4 dostivdme pro typ «) a £) rovnice
(2, — 29)* 25 + (2 — @) 2] + (@) ) @) — 23 — 27 75

— @y 2y + ®] 23 7} (azy0y + by @y + c2y%) =0
a zde tedy existuji oba typy nerozpadajici se. Nebot typ «) by
se mohl rozpadnouti jen ve dvojndsobnou kiivku stupné ttvrtého
tvaru vySe udaného a typ ) jen ve &tyfndsobnou kuzeloselku,
ale tomu brani arbitrdrni konstanty a, b, c.

Je tedy ziejmo, Ze pro n > 2 existuji oba typy nerozpa-
dajicich se kiivek, o) i f3).

13. Srovndvdme-li véty nalezené v této kapitole s vétami
platicimi v piipAddé obecném, shleddvdme: véta a) «) je speciali-
sovand véta o existenci k¥ivky n»-té tiidy, jez se dotykd vSech
teten; tato kiivka zde se rozpadla na n-ndsobnou Ciru tiidy
prvni.

Véta a) ) je specialisovand véta o existenci kiivky z-ho
stupné, jez obsahuje priseliky teten v n-nisobnych bodech s je-
Jjich spojnicemi; tato kiivka zde se rozpadla v n-ndsobnou pt{mku.
Totéz plati o vété b). Av3ak to jsou specialisace nejkrajnéjsi;
zminéné véty lze specialisovati jinak, bezprostfedné;i.

Pfedev&im véta odst. 6.: kdyZz splynou vSechny telny,
splynou navzdjem priseliky téchto teten se spojnicemi bodi
n-ndsobnych: kfivka n-ho stupné, o niz je v oné vété fet, méla
by pak s kazdou touto spojnici » splyvajicich bodé spoletnych,
t. j. tyto spojnice mély by s kiivkou styk (-1 ho fddu. Body,
v nichZ nastdvd takovy styk, nazyvaji se hyperoskulaénimi. Lze
pak skutelné sestrojiti rovnici kiivky n-ho stupné, jeZ md hyper-
oskulatni body na osdch, kde je protinaji ptimky

2, —x,—=0, z,—2, =0, z;+ 2, =0.
Tato rovnice zni pro
a) n sudé:
@ — z)" + (2 — 23)" + (23 + 2, — 2] — 2] — 73
+ 22,25 fo—s(z:) =0,
b) n liché:
(@ — )" — (2 — @5)" + (%3 + #,)* — @] + 2] — 43
+ 2,2,%; fos(2:1) = 0.
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Je tedy téchto kfivek pro » = 3 nekonetné mnoho; piimka,
o niz mluvi véty ) ), b) odst. 11. potitand n-krite, tvoii sama
také jednu z téchto kiivek.

Prévé tak se nahlédne, Ze existuji kiivky =-té tiidy obecn&
se nerozpadajici, jez vzniknou specialisaci kiivek n-té t¥idy, o nichz
mluvi véty a), b) odst. 9. Pro ty jsou tetny v »-ndsobnych bo-
dech hyperoskulatni, t. j. tetna z tohoto bodu ke kiivce vedend
vznikla splynutim » teen. Rovnice téchto kiivek zni v soufad-
nicich te¢novych pro » sudé

EFEr+Et+Er+EFE—E—8—8&
+ §1§a§3 fn—s(fi) =0 .

a pro » liché:

&+ &7+ (52 4+ &)+ (& + &) — &’.’— 5'2‘ —_ §';
_'(‘ §.52§3 fn-—s(&j) == ().

Téchto kiivek je pro » = 3 nekoneéné mnoho; kuzelo-
secka, po pifpadé bod, o nichZ mluvi véty «), 8),lze poklddati,
potitdme-li je v p¥isludné ndsobnosti, pro » sudé za jednu z téchto
kiivek.

Nékteré konstrukce ploch stupné druhého.
(Dalsi serie 1).

Podava dvor. rada prof. Dr. Vinc. Jarolimek.

1. Sborcend plocha 2. stupné bud dana dvéma mimobéz-
kami A, B a tFemi rovinami tecnymi o, o, 7.

Budiz spoleény prisetik danych rovin (¢ o7) = v. Kazdd
rovina poloZend povrSkou je tetnou rovinou plochy sborcené,
tedy i roviny (v4) =e¢, (vB)=p. K rovindm e, 8, o, o, 7
sestrojme teény kuZel 2. stupné x. Obecné urtuji Fidiei piimky
4, B a kuZel », jeho? pfimka tvofici stdle se dotykd, sborcenou
plochu stupné &tvrtého, kterd vSak v naSem piipadé, jezto piimky
A, B jsou tetnami kuZele %, se rozpadd v plochu stupné dru-

1) Viz Cas. mathem. ro¢. XLI, str. 371; XLII, 145; XLIV, 24; Jaro-
limek, Zikladové geometrie polohy, svazek II, str. 66—75; III, 102—105;
1V, 35—44; Rozpravy IL ifidy Ceské Akademie véd, 1916.
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hého ¢* a ve dva svazky paprskové, které leZice v rovindch «,
B, maji sttedy své v priselicich (fd) = a, (¢B) = b. Kazd4
tetnd rovina kuZele x sete pHmky A4, B ve dvou bodech, jichz
spojnice dd povriku plochy ¢®.

Jsou-li vSak dv€ dané roviny na pf. ¢, ¢ imagindrné,
urtené samodruznymi rovinami elliptické involuce rovinové
dané na ose M, bude prisetik rovin (9o7) = (Mz) = v a kuZelx
o vrcholu » stanoven teénymi rovinami e, 8, o, o, 7, kdez zase
wA) = «, (vB) = B, aviak roviny o, s jsou imagindrné sdru-
7ené. V tomto pfipadé protneme libovolnou rovinou u, kterd
vrcholu » neobsahuje, involuci rovinovou A v involuci papr-
skové m == (My), jejiz samodruzné paprsky R = ou, S = ou
jsou imagindrné, stanovime priisetnice ou = A’, pu= B/,
tw = T, a sestrojime v rovind u kuzelosetku K urtenou teé-
nami A, B', T, R, S (z nichz R, S jsou sdruz. imag.) zpiso-
bem zndmym ). KuZel » je nyni stanoven vrcholem v a kfiv-
kou K, a urtuje s pfimkami A4, B plochu ¢* jako nahote.

Reciprokym zpiisobem feifme tlohu dudlni: sestrojiti sbor-
cenou plochu 2. stupné ze dvou pfimek a tff bodd, z nichz dva
mohou byti také pomyslné.

2. Shorcend plocha 2. stupné dand jedmou pFimkou P,
dvéma redlnymi body (a, b) a Ctyrmi imagindrnymi body,
z nichZ dva, ¢, d, spolu sdruzené, ddny jsou elliptickou invo-
lucf bodovou na pfimce N, a dva sdruZené e, / elliptickou invo-
lucf na p¥imce S. Ptimky P, ab, N, S budtez mimobé&Zny.

Polozme rovinu o pf{fmkou N a bodem a. Rovina ¢ protne
zddanou plochu ¢* v redlné kuzeloselce K, kterd prochdzi bo-
dem «, prisetikem (¢P) = m, a imagindrnymi body ¢, d. Body
a, m, ¢, d urtuji svazek kuZelosetek 3, v némz kiivka A jest
obsazena. Obdobné rovina ¢ = (hS) protne plochu ¢* v redlné
kuZelosetce L, kterd prochdzi bodem b, prisetikem (cP)= n,
a imagindrnymi body e, f. Body b, », e, f urtuji svazek kuZzelo-
setek 2'. Roviny ¢, ¢ protinaji se v ptimece O, z niz svazky
2, ' vytinaji involuce bodové I, I’ jichz spoleind druZina z, y
dé spoletné priisetiky kiivek K, L. Jsou-li tyto sestrojeny, lze
kuzelosetku A konstruovati v rovind ¢ z bodd a, m, ¢, d, x, a

1) Jarolimek, Geometrie polohy 1I, str. 11., odst. 112. na pravo.
2
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kuZelosetku L v rovingé ¢ z bodd & =, e, f, x (K, L prochd-
zeji pak nutné i bodem y), nate fidicimi utvary X, L, P je
sborcend plocha ¢? stanovena, jezto kfivky XK, L protinaji se
v bodech z, y, pfimka pak P see K, L v bodech m, resp. .

Druzinu zy sestrojime takto: BudiZ rovina ¢ ndkresnou
(obr. 1.), v nf body a, m, elliptickd involuce bodovd na pfimce
N dand stfedem svym o a potenci = — o0? (0w | N), a

Obr. 1.

piimka O == go. Ulohou jest stanoviti involuci 7, kterou z piimky
O vytind svazek kuZelosetek =, urteny redlnymi body a, m a
imagindrnymi body samodruZnymi ¢, d involuce dané na pfimce
N. PHmky am, c¢d = N, skladajice jednu zvrhlou kuZelosetku
svazku 3, vytinaji z pfimky O jednu druZinu ww, involuce I.
Abychom stanovili jesté druhou vv,, zvolme kdekoli bod, na pf.
v na O, prolozme body a, m, ¢, d, v kuZelosetku R a stanovme
jejf druhy prisetfk v, s piimkou O. KuZelosetky R netfeba
rysovati.
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Spojnice am, av sekou pifmku N v bodech 1, 2; usta-
novme body 8 nimi (v involuci N) sdruzené '
1,2 (ol | 1o, 02 | ©2)

a spojme 1'm, 27v; prisetik téchto spojnic s da daldf bod ku-
zelosetky R '); bod s je primétem bodu « na kiivku R z pélu
poléry N. Opatime si obdobné jesté jeden bod ¢ kiivky R, kterd
je nynf urlena péti body redlnymi a, m, s, ¢, v, -tak ze vétou
Paskalovou miizeme snadno urtiti bod Sesty », na paprsku O
prochézejicim bodem «. Involuce I je stanovena druzinami wu,
vv,. TymZ zplisobem sestrojime dvé druZiny involuce I’, kterou
na téze ptimce ) vytvofuje kuze.oseka L, déle pak spoletnou
druzinu x, y obou involuef I, I' konstrukef zndmou *). Posléze
sestrojime v rovin® o kuzelosetku K z redlnych bodd a, m, x
a sdruZenych imagindrnych ¢, d3), dale kuZeloselku L z redl-
nych bodd &, », z a sdruZzenych imaginirnych e, /. Jsou-li viak
body z, y imagindrné, sestrojime K z redlného bodu a, a z ima-
gindrnych bodt ¢, d, z, ¥ podvojné sdruzenych ) a obdobné L.

Ktivkami K, L, jeZz protfnaji se v bodech z, y (redln. &,
imag.) a piimkou P, kterd kiivky sete v bodech m, resp. », je
zddan4a sborcend plocha ¢ urtena. Z kazdého bodu g. na ptimce P
zvoleného, jde (mimo P, gz. gy) jedna piimka, kterd protinajic
kuzelosetky XK, L, ploie ¢* jako povrika ndleZi.

3. Sborcend plocha 2. stupné dand jednou pFimkou P,
dvéma redlnymi a, B a étyFmi imagindrnymi teényms rovinamd,
z nichZz dvé y, d, spolu sdruZené, ddny jsou elliptickou involucf

i

1) Znadmd to konstrukce kuZelosetky ze tFi bodd realnych a, m, v
a dvou imagindirné sdruZenych ¢, d (Jarolimek, Geom. polohy II, str. 11).

2) Jar., Geom. polohy 1I, 14. Promitneme involuce 7, /’ na libovol-
nou kruznici U z kterékoli bodu jejiho 7, stanovime stFedy ¢ ¢ involuei
vzniklych na U a priseéiky &, » spojnice g na U, a promitneme body &
# z bodu = na pFimku O do bodi x, y. Jsou-li v3ak body &, 7, tudiz také
x, v imagingrné, uréime pol J kruinice U k poldte 9, vedeme jim dvé
setny ke kruZnici U a prise¢iky promitneme z bodu 7 na pfimku O; tim
zjedndny jsou dvé druZiny elliptické involuce na pfimce O, kterd urduje
s doslatek body x, y jakeito imagindrné své body samodruzné. Je to tdz
involuce harmonickych pold, kterou obeé kfivky A, Z na O vytvoryji.

3) G. P. II, 11. na levo.

4) G. P. II, 13.

2*
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rovinovou na ose N, a dvé sdruZené &, ¢, elliptickou involuct
rovinovou na ose S. Tato tdloha dudlni Fe$f se celkem konstrukes
reciprokou, ale s jistou odchylkou, protoZe konstrukce, kterd
v tloze 2. byla provedena v roviné o, nelze vykonati v reci-
prokém bodé r.

Stanovme prisetik » roviny « s pfimkou N. Z bodu r
promfitd se zddand plocha ¢? redlnym kuZelem x, ktery se do
tyk4a roviny e, roviny (rP) = u, a imagindrnych rovin 7, 4. Ro-
viny «, g, 7, 0, jdouci bodem r» (jakoZto tetné), urtuji osnovu
kuzeld 27"). Obdobn& z bodu s = (6S) promiti se plocha ¢*
redlnym kuZzelem A, ktery se dotykd roviny g, roviny (sP) = »,
a imagindrnych rovin & ¢. Roviny g, », & ¢ uréuji osnovu
kuzeld '

Spojnice bodé rs = O promitd osnovy kuzelid 2, Q' dvéma
involucemi rovinovymi J, I‘, jichZz spole¢nd druZina &, n dd spo-
leéné tetné roviny kuZeld x, A. Jsou-li tyto roviny sestrojeny,
lze kuZel » konstruovati z vrcholu » tak, aby se dotykal rovin
o, u, v, 0, & a kuZel 2 z vrcholu s tak, aby se dotykal rovin
B, v, & @, & nalez fidicimi atvary =, 4, P je sborcend plocha
@* stanovena, jeito x, 4 dotykaji se rovin &, » (tedy i ve dvou
bodech navzdjem), piimka pak P> dotykd se kuZzell x, 1, leiic
v rovindch u, ».

Druzinu £, n sestrojime takto: Protnéme roviny e, u, 7, 8,
urtujici osnovu kuzeld £, libovolnou rovinou z, kterd neobsa-
huje vrcholu », v pfimkdch 4, M a imag. C, D. Involuce (yd)
bud déna dvéma druzinami rovinovymi na ose A, jichZ priset-
nice s rovinou z (obr. 2., kdez rovina . zvolena ndkresnou) bud-
tez 11', 22"; tyto prochédzeji prisetikem (Nt) = n. Imagindrné
samodruzné paprsky involuce 11'. 22" jsou pfimky C, D. Pro-
tndme tuto involuei kruznici jdouci bodem » a stanovme stied ¢
involuce vzniklé na kruznici. Rovina z sete ddle ptimku O v bodé
o & osnovu kuZeli £ v osnové kuZelosetek I, urtené zdkladni-
cemi (tetnami) A, M, C, D. Involuci rovinovou I, kterou se
osnova I" promitd z pfimky O, stanovime involuci paprskovou ./,
ve které = sefe I; J promitd osnovu kuzeloseiek I' z bodu o.

1) Osnovou kuzeld jmenujeme soustavu kuzel 2. stupné dotykajicich
se ¢tyF rovin, jez prochdzeji jednim bodem.
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Prisetiky (ADM) = u, (CD) = n tvoii spolu jednu zvrhlou ku-
zelosetku v osnové I'; spojnice ou = U, on = U, daji tedy
jednu druzinu involuce J. Abychom stanovili je§té jednu V'V,
zvolme kdekoli pifmku, na p¥. ¥ vedenou bodem o, sestrojme
ku piimkam 4, A/, C, D, V tetnou kuZelosetku R a stanovme
jeji druhou te¢nu 7, z bodu o. Avi8ak kfivky R netieba ryso-
vati. Prisetiky (AM)= u, (4V)= e promitaji se z bodu »
paprsky 3, 4; ustanovme k nim paprsky sdruzené (v involuci =)

Obr. 2.

3. 4" (pomoci stiedu ¢« a kruZnice), a prisetiky (3'AM) =g,
(4'V) = q; spojnice bodl gg = L d4 dalsi tetnu kuzelosetky
R"). Opatime si obdobné jesté jednu tet¢nu 7' kiivky R, kterd
je nyni urtena péti tetnami redlnymi 4, M, L, T, V, tak Ze
vétou Brianchonovou lze snadno sestrojiti sestou tednu V, jdouci
bodem o, jenz lez{ na tetn§ V. Paprskovd involuce J je stano-

1) Znamd to konstrukce kuZelosetky ze tfi te¢en realnych 4, a7, V
a dvou imagindrné sdruzenych C, D (Jar. Geom. pol. II, 11, na pravo).



- 22

vena druzinami UU,, V'V, a involuce rovinovi I druzinami
(0U0), (0U,); (OF), (OV,). Tymz zpisobem sestrojime dvé dru-
Ziny involuce I', kterou na téZe pfimce O vytvotuje kuzel 2,
déle pak spoletnou druZinu &, n obou involuei I, I” pomoci
proniku s libovolnou piimkou Z, kterd s O je mimobézna.

Posléze sestrojime kuZel x z vrcholu », redlnych teénych
rovin «, 4, £ a sdruz. imag. y, ¢, ddle kuzel i z vrcholu r,
redlnych teénych rovin B, », £ a sdruz. imag. &, . Jsou-li vsak
roviny £ 7 imagindrné, sestrojime x z redlné tené roviny «
a imag. teénych rovin p, ¢, & n podvojné sdruZenych (pomoct
priseku s libovolnou rovinou), a obdobné kuzel A.

Kuzeli #, 4, jez maji dvé spoletné roviny tetné & n (re-
alné ¢. imag.) a pfimkou P, kterd se dotykd obou kuzeld, lezic

v rovindch u a », je Zidand plocha ¢? stanovena. KaZdym bo-
 dem piimky P lze proloziti jesté dalsi dvé tetné toviny ke ku-
zeldm «x, 4, jichz spoletnd priise¢nice, dotykajic se obou kuzeld,
plose @?* jako povrika nélezi.

4. Sborcend plocha 2. stupné bud ddna tremi mimobis-
kami, z nich? dvé jsou imagindrné sdrufené. Redlnd bud 4,
imagindrné B, C budteZ stanoveny takto: na dané sborcené
ploSe 2. stupné w* jsou diny dvé dvojiny povriek téZe soustavy
MM,, NN,, které se rozdéluji; jimi je urfena elliptickd invo-
luce I povriek, jejiz imagindrné piimky samodruzné budtez B, C.

Libovolnd rovina ¢ polozend pfimkou A protne plochu w?
v kuzeloseéce K, kterd prochdzi prisetiky (Mo) == m, (M,0) =m,,
(No) = n, (N,0) = n,. DruZiny mm,, nn, uréuji na A ellipti-
ckou involuci bodovou J, ve které rovina ¢ sete paprskovou
involuci sborcenou I. Imagindrné samodruzné body b, ¢ involuce J
lezi na involutni ose O; tuto obdrzime, stanovime-li prisetiky
spojnic (mn, m,n,) = u, (mn,, mn) =v a spojime wuv = O.
Tato redlnd p¥imka O spojuje imaginirné body b, ¢, a sele
pimku A4 v urtitém bod® . Pimka O tudiz protinajic
pkimky A4, B, C v bodech a, b, ¢, je povr8kou Zddané plochy
¢?. Dalsi dvé roviny proloZené piimkou 4 daji obdobnym zpi-
sobem povriky @, R, natez plocha ¢? z redlnych ¥idicich pii-
mek O, ¢, R se sestroji.

| 8
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Poznamky o soustavé paraboloidi prochazejicich
dvéma danyma mimobézkama a o utvarech s nimi
souvislyeh.

Podavia M. Lerch v Brné.

Dvé piimky o a &,, jichz rovnice budte
0(z=vc, y=mz), resp. d,(s=—r¢, y=—— mx),

lezi na nekonetném pottu ploch druhého stupné; jich rovnice
jsou tvaru '

0 o c
taa (7 — m72) 4 a3, (5% — o) + 2aw(xz —Z9)
+ 2ay5 (yz — mex) = 0.

Ze soustavy téchto ploch chceme uvaZovati ony, které ne-
maji sttedu, t. j. paraboloidy; vycislenf diskriminantu kvadra-
tické ¢dsti ddvd pro né podminku

Aye [a75 + m* (ag9055 — aj,)] = 0.
Tu bychom shledali, Ze vyraz v hranaté zivorce vymizi pro
plochy vélcové a jen hodnota a,, — O podavd paraboloidy.

» Paraboloidy prochdzejici p¥imkami 0, &, maji rovnici

22— ¢% 4+ 20 (a:z —% y) + 2b(yz — mex) = 0,“  (2)

pfi temz a, b jsou libovolné parametry.
Pro plochu necentralni
a2+ ayy* + ...+ a,=0
“'lze rovnice osy psati
amd; + angd, + anzd; =0 (h =1, 2, 3),

*) A. Rasche, Untersuchung der Flichen zweiten Grades, welche
durch zwei windschiefe Geraden gehen. (Diss. Paderborn, 1882.)

J. Kloboutek, O komplexu os ploch 2. stupné, které prochizeji dvéma
redlnymi mimobézkami (TFicitd ro¢ni zpriva eeské vyssi redlky Karlinské,
1903—4). :

— Methodické pozndmky k theorii komplexu 42 (Rozpravy ceské
Akademie cis. Franliska Josefa, ro¢. XIV., ¢&is. 7; 1905).

V. Simandl, O ur¢itém konoidu stupné patého. (Casopis pro péstov,
m. a f,, roé¢. XLIIL, 1913; str. 155.)
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kde poloZeno
Ar=unx + aray + a2 + aus.
V ptipadé plochy (2) jest

Alzaz—:— bem, A2:bz—a—”f, A, = 2z 4 ax + by,
a rovnice osy budou

' A4,=0, ad,+b4,=0
t. j. po dosazeni hodnot

_ __abc (1 + m?)
z—l—ax—l—by_o, Z—m—. (3)
Elegantn&jsi a zirovei pro vystizeni geometrického vy-
znamu vhodnéjsf jsou rovnice, které vzniknou zavedenim para-
metri © a

__ctosw b_____sinw
247 T 21 7
pii ¢emZ zdrovein zavedeme thel o na misté konstanty
m = tg o.

Pak méme oo® paraboloidi

A(e* — ¢®) = z(x cos @ -+ y sin w) -
— ¢(y cotg @ cos ® 4+ z tg « sin w) (27)
a jich osy

TR zcos®+ ysinw =21z. 3%

1.

Uvazujme nejprve tyto osy, jez patrné tvofi kongruenci.
Zavedme pro zkrdceni veliinu stdlou
_ c
~ sin2e’
kterd ma jiny vyznam neZ méla tdz litera pfedeSle, a na misté
parametru A zavedme

h—2alsin2w —= 21

a ¢ =a sin 2 a,

¢ sin 2w
sin 2¢

Rovnice osy paraboloidu pak znéjf
z=asin 2w, zcos w + ysin w =14, )
pfi CemZ A, @ jsou parametry vespolek neodvislé.
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Pifmky (4) jsou charakterisovany podminkami, Ze jsou
rovnob&iny s rovinou Ozy a Ze kolmo protinaji piimku

z—=asin2w, z=hcose, y="Lsinw ®)

pfi proménném 7, stilém o. Tyto pifmky (5) tvoif konoid
Pliickertiv

2(z® + y*) = 2axy, ®")
Kll ” q”
I/,/ i
0] 2w | X
K §2u
q'
OV

jehoz konstrukce pravé na zdkladé rovnic (5) je velmi jedno-
ducha.

Vedeme kruh se stfedem A, jehoZ polomér 04 — a. Rémé
AK" dhlu XAK" — 2w stanovi na kruhu bod K", kdezto rdmé
OK' dhlu XOK" — o v pidorysné stanovi bod K’, a je privé
pidorysem pimky (5), kterou znaéime g.

Body K’ a K" jsou priméty urcitého bodu K na pfimce
g, jehoz soufadnice jsou

z=12acos? w, y=2a cos w sin o,
z=asin 20 =y.
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Bod K tedy opisuje ellipsu, priset roviny y —z s ko-
noidem, jejiZz oba priméty splyvaji s kruhem (4, a).

Osa (4) — kterou znatime 0 — mé priméty o” = q”,
o’ 1 q a jeji prisek H s pfimkou konoidu uréuje parametr
h = OH'.

7 konstrukce samé vyplyvd, Ze kazdym bodem prochdzeji
dvé osy a na kazdé roviné leZi jedna osa kongruence (4).

Rovnice (4) stanovi pfimku o jako priise¢ dvou rovin a
snadno z nich odvodime jeji soufadnice p, g, r, &, %, ¢;%)
roviny maji soufadnice

__ CtoSwm _ sinw
Wy ===y =y

w, =0,

1

=0, r,=0, w—— ———
T2 roE asin 2w’

takze, znati-li o urcity faktor mérnostni, bude

—1
op=-=—, 0 =————, r=20
p Qahcos o’ 2 2ah sin o ’ J
o6 cos W ox sin @ " Co—1

= = pr—— =
h’ h T asin 2w

Eliminaci o, 7, & vychdzeji odtud rovnice

r—=0, pd + qx =20 (4%)
_d)‘__i— b
a - 7 = 2a. 4%y

Z téch jest u (42) druhd désledkem prvni » — O a vztahu
zékladnfho platného pro kazdou pfimku p& + gx 4+ r¢ =0, a
rovnice (4%) charakterisuje kvadraticky komplex slozeny z pif-
mek, jez kolmo protinaji pfimky konoidu Pliickerova (5*).

,Orthogondlni seény primel: Plickerova konoidu vedené
dangm bodem tvori kuZel 2. stupmé.

Tytéz seény ledict v dané roviné obaluji kuZelosedku.”

- Lezi-li bod na konoidu, rozpadd se kuZel ve dvé roviny,
z nichZ jedna stoji kolmo na povrchové piimce konoidu obsahu-

*) Oznaleni totéz jako v knize Clebsch-Lindemannové (2. dil), s od-
chylkou, Ze zde uZito litery @ misto tam zavedeného .
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jici vrehol, a druhd mé rovnici
zp 8 2=
x0+ o (6)
pii €emz z, y, 2, znali soutadnice bodu na konoidu, z néhoZ
vedeme kolmé setny ku pifmkdm tohoto.
Nazveme tyto roviny singuldarnimi rovinami komplexu (4°).
Soutadnice roviny (6) :

1 1
U———, 0= —, W—=-—
To Yo &)
hovi nasledkem vztahu (5*) rovnici .
2a uvw = u* 4+ 02, (62)

t. j. obalovd plocha singuldrnich rovin komplexu

qo — pz == 2a pq
je tietf tiidy.
Dosadime-li do (6) za xz, ¥, 2, hodnoty (5), obdriime pro
obalovou plochu singuldrnich rovin vyjidfeni parametrické

z=hecos 2w, y=—hcos2wsinw, 2= —asin2w;

piSeme-li % za 7 cos 2 w, shledavdme tplnou shodu s rovnicemi
(3) pro parametr — w.

» lovina singuldrni (6) prislusnd I bodu x,y,2, ne primce
® obsahuje primku — w a dotykd se konoidu v bodé, jeho#
parametry jsow — o, h cos 2 w.“

Rovnice (62) je skutetné tangencidlni rovnice konoidu (5).

Singularni rovina a singuldrni bod jsou utvary reciproké.
Piimky komplexu (4%) lezfei v sing. roviné prochazeji piislus-
nym sing. bodem.

Ponévadz kazdd tetnd rovina konoidu splyvd se singuldruni
rovinou pifslu§nou k uréitému bodu, nachdzime vétu: vedeme-li
viemi body nékteré ellipsy na Pliickerové konoidu piimky, které
lezf v jeji roviné a stoji kolmo na p¥islusnych p¥imkéch konoidu,
tvori vedené pfimky svazek.

Bud S bod v prostorn mimo konoid, S, bod na konoidu
lezici s ptedeslym na rovnobéZce s Oz; kolmice SP spulténd
na piimku konoidu p m4 tutéz patu P jako kolmice na p¥imku p
spusténd z bodu S,; paty P napliiuji tedy ellipsu (jeji pidorys
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je kruh), ve které konoid protind sing. rovinu pfislu§nou k bodu
8S,. Tato ellipsa jest fidfci kiivka kuZele s yrcholem S, ktery
sestivd z pfimek komplexu (4") timto bodem vedenych.

2.

Obratme se ke kongruenci (4). Osy o protinajici danou
piimku rovnob&zaou s osou konoidu z = z,, ¥y = g, hovi pod-
mince

Z, c08 0 + ¥y, 8in 0 = 1
a tedy jsou dany rovnicemi
z—asin20, (x — z,) cos w 4+ (y — 7,) sin @ = 0.
Vyloutenim @ vychdzi
2@ —a)' + (¢ — %)°] + 20 (@ — =) (y — y) =0; (7)
tedy

SDFimky kongruencc (4) se Fadi v Pliickerovy konoidy ve-
spolek shodné a rovnohéiné,“
jak bylo otekdvati, jezto pfimka zistivd v kongruenci, pofine-li
se rovnobézné v téZe roviné horizontdlni.

Znamenejme S, bod (z,y, %) spoletny konoidu (5*) a ose
konoidu (7), jeho priméty S‘, a S"; hleddme prise¢ konoidd
(5% a (7). Ptimka o konoidu (7) protind dvé piimky konoidu
(5*), které znamenejme p a p, a které odpovidaji parametrim
® a } 7 — w. Prisek P pitimek o, p na sob& kolmych je sou-
¢asné pata kolmice spusténé z bodu §, na pfimku p; souhrn
bodi P jest ellipsa (P), v niZ sing. rovina (6) piislu$nd k bodu
S, sete zdkladni konoid (5*). Pidorys této ellipsy je kruh nad
primérem OS',,.

Oba konoidy maji spoleéné dutvary v nekomeénu t. j. tii

primky .
2@ 4y =0,

a ellipsu (/); zbyvajiel Cdst priisede tdchto ploch je tara (P)),
geometrické misto priseku P, piimek o a p,. Cdra ta je stupns
4. a snadno shleddme z konstrukce na zdkladé prométnych
svazkil, Zze pudorys jeji jest rovnostrannd hyperbola majici délku
0S', za priimér, jejiz asymptoty jsou rovnob&iny s osama sou-
fadnic Oz, Oy.
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Urdeme jesté osy o, které sekou libovolnou piimku
x=eaz+4p, y=pz+ g, 9)
jez nenf kolma na Oz.
Spojenim rovnic (¢g) a (4) vychdzi
h = (e cos @ + 3 sin @) « sin 20 + p cos w + ¢ sin o,
kterdzto podminka charakterisuje hledané piimky; dosazenfim
této hodnoty % do (4) vych4zi na misté druhé rovnice (4)
(x—p)cos o + (y — ¢g)sin ® = (@ cos o 4 3 sin o) 2,
pii ¢emZ jsme uzili té%Z prvni rovnice (4). Mdme tak rovnice
hledanych piimek ve tvaru
@x—p— az)cos o 4 (y —q—pP2)sinw =0,
z = asin 2m;
eliminace @ podd rovnici plochy, jiz tyto pfimky tvofi, a sice
Z[(.E — P — “2)2 + (.y — g — ﬂz)‘l] (5)
+2a(c —p—a)(y —qg—P2)=0;
plocha ta je konoid stupné tietiho, oviem kosy.

3.

Vratme se k paraboloidiim (2*), abychom vySetkili jejich
vrcholy, tedy priseéiky jich s osami (3*). K vili pohodli zna-
menejme na okamzik

x=¢§cos e, y=—nysine;
pak ndm rovnice (2%) a (3*) daji
¢t 4 2°
¢
§cos @ cos @ 4 7 sin e sin @ = 24 ¢,

. £gin e sin 0 4 7 cos @ cos 0 = 2,

mimo to plyne z prvnf rovmnice (3*) — s pouzitim hodnoty
c—=asin2a¢ —

w

+o
2a

= sin (0 + &) cos (0 — a),

z—;—-—uc.—_- cos (o 4+ «) sin (0 — a).
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7 poslednich &tyd rovnic vychézi

n+4+ &= s 27 sin® (@ + «) cos (0 — «),
n— &= S;Lna‘)'z— sin® (0 — «) cos (v + «),

9 odtud pro souiadnice vrcholu
al

s« + o)),
al
Y = osw [sin?(o + &) 08 (0 — @) + sin? (@ — @) cos (© +- )],
kterézto vyrazy lze téZ psati
z=2al sin ® [1 4 cos (0 + «) cos(w — «)],
y=2al cos o [1 — cos(® + &) cos(w — a)],
aneb s pfipojenim soufadnice tieti
x = 2a4 sin o (cos® o + cos? a), I
y = 2al cos & (sin? o -} sin? a), ‘ O
2z = a sin 2m.

Tyto rovmice poskytuji parametrické vyjidieni geometri-
ckého mista vrchold 7 paraboloidi (2*) prochdzejicich pfimkami
0, 0,; tyto body V¥ tvoii plochu, kterd otlividné je piimkovd,
a sice piimy konoid s ¥dici ptimkou Oz jako dvojnou, ktery
je stupné 5. a md ubéinou piimku fidici roviny Ozy za troj- -
ndsobnou pfimku, a p¥imky J, J, za dvojndsobné. *)

Rovnobéznym osdm (3*) nasi soustavy paraboloidd pifslusf
stdlé w, a vrcholy paraboloidi lezf tedy na téze poyrchové
piimce konoidu (7).

4.

Bud s libovolnd sena pfimek d, J,; piimka g na Pliicke-
rové konoidu (5), kterd ma pidorys ¢’ rovnobézny s piidorysem
s' ptimky s, je timto (viz hof. konstrukei) urdena, a jeji narys
poskytuje soutasné ndrys viech os o nas¥f kongruence (o” = ¢"'),

*) V. Simandl, 1. c.
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které kolmo sekou piimku ¢. Jedna z t&chto piimek o sefe té%
piimku s, a sice jest uréena ndrysem prise¢ného bodu V, jeni
je prisetikem piimek zndmych o, s"; uvazovand pfimka o je
kolmé na promitajici roving pfimky s a je tedy jeji kolmou
setnou. Primka s protind kolmo osu paraboloidu a sefe dvé
jeho pfimky d, &, ; ukdZeme, Ze pfimka ta (s) lezf na parabo-
loidu nasi soustavy urteném osou o; tim bude zjisténo, ze s je
vrcholovou piimkou paraboloidu, vrehol jeho ¥V je priisek piimek
0, s. Druh4d vrcholovd pfimka s, téhoZ paraboloidu lezi v roviné
kolmé na O; a mé s piimkou s spoleiny pidorys, jsouc kolma
na o (s",=o", s, =+ 1 0).
Uvazujme nejprve piimky s, ; jich souhrn tvoif kongruenci
z2=uasin2m, zsino—ycso=1"~, (10)

Jjez vznikne z kongruence (4) substituci @ — 17 za © a zménou
znameni pii a. '

Vyjadif-li se, ze tato ptimka lezi na paraboloidu (2*), ob-
drzi se

h! =2 Aa sin (0 + «) sin (0 — «). (102)

Pro pffmku s mdme stejny pldorys, pro jeji priseky
s pfimkama J, J, obdrZime soufadnice z rovnic

Z, 8in (0 — &) = ' cos o, «, sin(w + @) = A’ cos «,
jez vyjdou z rovnice piadorysu

zsinw—ycosw=17"

dosazenim hodnot y — + =z tg «; hledané soufadnice jsou tedy
po dosazeni hodnoty (102)
2y =1¢, ¥, = 24a cos « sin(o + «),
2y =—¢, % =22acos e sin(o — «);
rovnice vrcholové pfimky s tedy jsou
zsin o — y cos @ = 24a sin (o + «) sin(@ — «),
x = Az c0S ® 4+ 2al cos? & sin o, (11)
y = Az sin  + 2« sin? « cos w.
Piimym dosazenim do rovnice (2*) shleddvdme, Ze tato
pifmka lezf na naSem paraboloidu (w, 4), ¢im% dikaz proveden.
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Pifmky vrcholové s naSich paraboloidi sekou zdkladni
ptimky d, d,, a tvoif tedy linedrnf kongruenci.

Z (11) plyne dile geometricky vyznam parametru i
A =1g(s, 2),

jako tangenty uhlu, jejz pfimka s svird s osou Oz; ,veliéina A
rovnd se kotangenté whlu vrcholoviyeh piimek s, s, “.
(Pokracovani.)

0 kuzeloseckovych plochach translacnich.

Napsal Dr. Frant. Kaderavek.

Utelem tohoto ¢&lanku jest poddni jednoduchych dikazi
geometrickych a vysvétlenf znamych povétsing yvét o translaénich
plochich kuZelosetkovych. K cfli tomu odvozeny tvodem né-
které jednoduché v&ty pomocné.

Obr. 2.

Budtez ddny dvé kfivky (obr. 1.) 4, %4, piimka O a
smér S. Sestrojme z kiivek 'A, 24 novou kiivku 4 zpisobem
néslednim: Vedme libovolnou piimku rovnobéZnou s S, vyhle-
dejme jeji prisetiky °a, 'a, %e, s pfimkou O a s kfivkami 4, 24
a utitime %za = %a'a + %a’a. Bod a ndlezi kfivee 4, jiz na-
zyvejme kritce soucdet kiivek 14, 24 smérem S pfi zdkladné O;
A= ("4 4 %4)s,0. Z obr. 2. patrno, Ze

1. soudet dvou primek 'A%A smérem S a pri zdkladné O
jest opét primka A; (P4 4 %4)s, 0 = 4.

Vytkneme-li v obr. 1. k paprsku %aa nekonetné blizky
a rovnob&iny s S a oznalfme-li jeho prisetiky s O, '4, 24, 4

-
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pismenami %’, 'a’, %', o/, tu bude pfednd “a’a’ = %’ 'a'+°a"‘u',
ddle 'a'a’ = T teéna kiivky 4 v bodé§ 'a, *a‘a’ = T

2. tetna ki'lvky 24 vbodé *a a sondet T*=(T"*+ T**)s, 0 =
aa' teéna soudtu A =4+ 2%4)s,0-

Roziifime-li pojem uvedeny seéitini na prostor, nazveme
plochu & (obr. 3.) souétem ploch '@ %« smérem S a pfi zdkladni
roviné w, — @ = (*a + %a)s,» —, je-li plocha « geom mistem
bodd a, jeZ stanovime, kdyZ provedeme libovolny’r paprsek Tov-
nobézny k S, vyhleddme jeho prisetiky %, 'a, %a 8 o, 'a, %«
a utinfme %aa = %’a + Ya’a. Jeito soutet dvou pimek jest
vZdy piimka,

* Obr. 3.

3. musi soucet dvou rovin obsahovati ve viech se smérem
stitdni S rovnobd&znych rovindch pFimky, tedy musi byti rovinou.:
V obr. 4. zvolena zikladnf rovina o za primétnu p¥i promitdni
rovnob&zném se smérem S séiténi a urteny dvé roviny ‘¢, %e
stopami P'¢, P% a hlavnimi pifmkami H'¢, A% vyméry rovné
4. jednotkdm méFitka M. Spojnice prisetiki (P¢, H%) a (P*, H*¢)
je primét hlavni pfmky A¢ souitu ¢ = (*¢ 4 %g)s,» Vyméry 4;
stopa ¢ roviny ¢ jde priselfkem stop rovnobéiné k H¢ a tvoii
8 tdmito a primétem /?, prisecnice rovin 'g, %¢ Etvetinu har-
monickou.

Uréeme v selftdni, daném zdkladni rovinou @ a smérem S
soutet ¢ rovin '¢o a *¢ a vytknéme vdlec » druhého stupné,
rovnobézny se smérem S. Oznalme priseénice vdlce x 8 o,

%0 a o pismenami °4, 4, ?4,, A. Jest patrno, Ze 4 =
(*4 + %4)gw. Promitneme-li celek do roviny kolmé k w a ¢
3
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orthogonédlné, promitnou se kfivky °4,'4 do ptimek O,, '4,
kiivky 24, A do kuZelosedek %4,, 4,; 4, = (*4, + %4))s,, 0,-

4. Soucet primky s kuleloseékou smérem S a p#i sdklad-
né O dd kuZeloseéhu.

Zvolime-li misto vilce stupné druhého vilec n-tého stupné,
presvédéime se, Ze

B. soudet primky s krivkou n-tého stupné jest opét kriv-
ka n-tého stupné.

Zavedeme-li v uvedené tdvaze primétnu kolmou pouze
k roviné o, tu jedind kfivka °4 promitne se orthogondlné do
piimky O,, ktivky 4, 24, A daji priméty '4,, %4,, 4,, majici
spoletné tetny, rovnobézné s S,. Z toho patrno, Ze

6. soudet dvou kuzeloseiek téhoi druhu, majicich spolecné
tedny rovnobéiné k sméru séitdni, jest opél kuZelosecka téhoZ
~ druhu a tychZ teéen se dotylajici.

Na zdkladé této véty mozno tvrditi, Ze

1. soudet smérem S a pri zdakladni roviné @ roviny a plochy
stupné druhého jest plocha druhého stupné;

8. soudet dvou ploch 2°, majicich spolecny teény wvdlec
rovnobédny se smérem séitdni, jest opét plocha stupné druhého
téhoz vilce se dotykajici.

Vratme se k obr, 3. Plochy ‘e. %z, « v soumezi bodi
g, %a, a lze nahraditi tetnymi rovinami ¢'2, %%, 7.

9. Snadno bychom dovodili, Ze z* = (z'* 4 7%%)s,0.

Jsou-li dény dvé kiivky '4, 24 stupné n a m-tého, tu
stupeii souttu 4 = (*4 4 %A4)o,s (obr. 5) uréime takto: Vy-
tkndme libovolnou pifmku P, stanovme 24’ = (P — %4)s,0. 24
jest kFivka stupnd m-tého a protind kfivku .'4 n-tého stupné



35

v u m bodech; kazdy tento prisetik vede viak k bodu sonétu 4
polozenému v pifmce P. Protind tedy pfimka P kiivku 4 v n m
bodech.

© 10. Soudet dvou kiivek.stupiii n a m je_st' obeéné'_léfipl;a
stupné n m-tého. TR L o
31(



36

11. Soudet dvou ploch stupné n u m-tého jest obecné plocha
n m-tého stupné. > L

Jest proto soudet dvou libovolné k sméru scéitdni umisté-
nych ploch 2° plocha stupné étvrtého ; z téchto ploch souttovych
poviimnéme si v prvé fadé oné, kterd vznikne sedtenim dvou
rotatnich valed ’'e, %, jejichZz osy 'O | 20 se protinaji v bodé o.
Smér s¢itdini S bud kolmy k zdkladni roviné w = (10%0), jiz
zdroveil zvolme za prvou primétnu (obr. 6.).

la. Plocha @ = ('a -+ %a)s,» jest soumérna k rovindm o,
16, %0 a stiedoré soumérna dle bodu o, ponévadZ plochy ', %«
jsou vzhledem k tymZ rovindm orthogonédlné soumérny (obr. 6.).

Rovinou '¢’'|| '¢ profat jest vilec 'e ve dvou pifmkéich
14| '4" || w; vélec %e v kruZnici 24, soulet téchto Gtvard jsou
dvé kruznice 4, A’ &S 24 plochy «. Podél piimky '4 dotykd
se vdlce ‘e rovina; jeji soulet s vdlcem %« dava vilec, ktery se
plochy « podél kruznice A dotykd. Podobné v rovinich rovno-
béZnych 8 ¢ najdeme kruznice B plochy «. Z toho patrno:

2a. Na plofe « jsou dvé soustavy kruZnic shodnych ; polo-
zenych v rovindch rovnobé&Znych s 'o a %¢; v kazdé z téchto
rovin lezi dvé kruZnice téZze soustavy, podél nich dotykaji se
plochy o vélce, jejichZz povrchové pifmky jsou tetnami kruZnic
drubé soustavy. .

3a. V rovindch ', %, 3, 4 lezici dvojiny kruZnic spadaji
v kruZnici jedinou; A%, 4%%, B3, B¥, Podél celych téchto
kruznic dotykajf se roviny 'z, %r, 3¢ 4z plochy «.

4a. Plochu « moZno vytvofiti téz ¢ramslaci, ponévadz
obsahuje dva systemy kfivek shodnjch v rovinich rovnob&znych.

_ Ellipsu, vepsanou do obdélnfkového obrysu k,'%," k,"" k"""

plochy & (obr. 7.) lze poklddati za primét 'C, kfivky 'C vilce
e (0 ose 0), polozené v roviné 'y o stopé P'y; touz kfivku
lze v8ak poklddati za priimét 2C, povrchové kiivky 2C vilce 2o
(o ose 20), poloZené v roviné 2%y, jejiz stopa je P2%y. Kfivky
'C, *C le#f na témz vélei ve sméru siitani S | w = (10, 20),
jest proto soudet jejich ellipsa C plochy «, poloZend v rovinég,
jejiz stopa jde prisetfkem stop P'y, P%y, to jest bodem o.

5a. Na plofe « jsou poloZeny ellipsy C, a to v urtitych
rovindch, jdoucich stfedem o.
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6a. Vytkneme-li libovolnou kruznici A plochy « (obr. 6.)
a udélime-li ji rovnomérny pohyb po plofe, bude se jeji stfed
s4=1 kol osy 'O rovnomérné otdteti; pidorys 4, pak bude
kyvati okolo pffmky ’0,. Pohybuje-li se téz kfivka B rovno-
mérné po plofe e, a to tak, aby soutasné s kfivkeu -A celou
plochu o prosla, tu jeji stfed s® = 1’ otd¢i se rovnomérné kol
0sy 20 — stejnou thlovou rychlostf jako hod s4 okolo osy 'O
— a pldorys B, kyve kol pifmky %0,. Oznaéime-li prisetik
piimek A, B, pismenou ¢, tu vytvo¥{f bod ¢, ellipsu, vepsanou
do obdélnfka, urteného krajnimi polohami Aj* A}z, Bir, Bir
kmitajicich pfimek A,, B,*); lze proto kriviu C na plose «
vytvoriti prusetikem v ploSe o se rovnomérné pohybujicich
kruénic A, B raznyjch soustav.

Ta. Rozdélime-li kruZnice x»4, »P, vyplnéné stiedy kruznic
4, B body 1,2,3 ... 1,2",3 ... na stejny potet stejnych dild
(v obr. 6. na 24 dily), vytkneme tim na ploSe systém &tyfdhel-
niki; jimi# prochdzeji kfivky C diagondlné,

8a. Smérem =, poloZenym v roviné os 'O, 20 a s- témito
stejné Ghly (45°) svirajicim, promitaji se veskery kruZznice plochy
« do ttvrté primétny 4 ||» do kfivek kruhovych s pivodnimi
shodnych. Soustfedné kruznice »4, P ddvaji opét soustiedné

*) Oznatime-li poloméry kruZnic 4, B pismenami a, b, a je-li 20, = X,
10, =Y, pak jednollivé polohy pfimek 4,, B, jsou ddny vyrazy x —b cos ¢,
Y =acos (¢ + ¢), z nichZ vyloutenim ¢ dostaneme rovnici kfivky bodu ¢, :

x2 | yr  axy .
3_2__|_?+ iz o8 & =—sin 2,
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priméty a i rozdéleni jejich body 1,2,3... 1',2,3"... nadily
stejné zlistivd nedotéeno promfitnutim. Z toho patrno, Ze obrys
4 pramélu plochy o jsou dvé soustFedné kruinice C'", C"¥,
priméty to dvou kfivek systému (C) polozenych v rovindch
¢’ 1=, ¢"” L= (obr. 6.).

‘ 9a. Z obr. 6. téz patrno, ze i ddst k¥ivek soustary (C)
promitne se do 4 prumétny do kruZnic soustiednijch o spolet-
ném stiedu 0,, druhd ddist pak do ellips soustiedniyjch a shod-
ny‘ch A(C"4‘l" g C’4¢I)'

10a. 7 toho patrno, ze i k#ivky systému (C) je vhodno
rozdéliti ma dvé podsoustavy; jedny prochdzeji jednim, druhé
drubym smérem diagondiné v ¢tyfdahelnicich v ploSe « vytknutych;
krivky téie podsoustavy se meprotinaji a ddvaji ve 4 pramétu
shodné priméty.

1la. Vilce 'a, %« (obr. 6. i 7.) protinaji se v prostorové
ktivee stupnd 4 : '2D; jeji primét do roviny o = (*0, %0) jest
rovnoosd hyperbola D,. Séitime-li vélce 'e, %e, tu body kiivky
12]) lezici na vétvi nad rovinou o a C¢itané jednou k 'e, podruhé
ku %¢, dévaji body kiivky D' = (**D < '2D) stupné 4, affinni
k 2D dle v poméru 2:1. Body kfivky *2D soumérné k
davaji alg. soutet soutadnic rovny O, jest proto alg. soutet D =
(22D — 21y hyperbola rovnoosé D = D, jedinou v roviné o
polozenou kuZelosetkou plochy o« a proto jeji AFivkou dwvojnou.

Jsou-li vélce ', *« shodné, rozpadne se hyperbola D ve
dvé ptimky; plocha ¢ md pak dvé piimky dvojné.

Pronik plochy « s libovolnou rovinou ¢ stanovime ndsledné:
Plocha « je souttem dvou védled ‘e, %a; vyhledejme véilec %o’ =
(p — %) a jeho priisetnou kfivku '?A” 8 vélcem ‘o jakoZ i pri-
seénou kfivku 2/ promftajictho vélce kiivky 2K’ s plochou *«;
soutet K = (*K' 4 *K)s,» kiivek '*K’ a *K d4 k¥ivku Etvrtého
stupné v roviné ¢ ndleZejici ploe o. Z toho -patrno:

12a. Plocha « je 4 stupné; primét prisetné kfivky plochy
« s libovolnou rovinou ¢ do roviny o stotoziiuje se s primétem
priisetné kiivky plochy 'a s plochou (¢ — *) [nebo vélce *«
8 vélcem (p — 'a)]. (Dokongéeni.)

~



Disledky akusticko-dynamického principu.

Napsal skolni rada Framigek Kaiika.

II. Sklad nékterych obrazcii pod kmitajicimi étvercovyms
obrazotvornymi deskami.

A. Odvozeni geometrickych atvard v sebe pi-
sobfcich ¢dsti poli. —V roé 44. tohoto Casopisu str. 439
jsem uzil dvou piipadi pod obdélnfkovymi sklenénymi deskami
(obr. 7. a 14)) na rozklad a sklad nékterych i pivodnich obrazcd
pod zné&jicimi deskami

Tim jsem doséhl uréitého stupné jistoty v postupu o sprdv-
nosti napodobeni obrazcdi, tak Ze mohu pokusiti se — maje opét
dotvrzenu platnost akusticko-dynamického principu a zdkont akus-
ticko-dynamickych ve virnych obrazcovych polich pod kmitajicfmi
deskami — ptedem odvoditi akustickc-dynamické vztahy poli pod.
¢tvercovou deskou, seskupenych budto a). dle symmetrdl stran
nebo b) dle symmetrdl 4hld, a stanoviti geometricky tvar piimo
v sebe pusobicich akustickych vird.

K a) — Mém li na mysli pfipad prvni pod étvercovou deskou,
uprostted upevnénou, s Chladniho obrazcem, kryjicim se se
symmetrdlami stran ¢tverce, bude jisto, %e je desku rozdélena
na Ctyfi rozkmitny, které konaji vychvéje v dilech sousednich
o fasich protivnych a v dilech protilehlych o fasich souhlasnych.

K témto Ctyfem rozkmitndm bude ndleZeti 'pod deskou
obrazec slozeny ze &tyf skupin virnych poli, z nichZ sousednf
jsou protismérnd a protéjsf stejnosmérnd. Ndzorem budiz obr. 1.

Jednotlivd pole, jednotlivé virné-skupiny, sklidaji se ze
stejnobéZnych prstencovych vird, které na tomto obrazci jsou
zastoupeny pouze jedinym prstencem v kazdé Ctvrti. V prvé
a v tfeti étvrti vzduchové tdstetky, vifice, sméfuji prostfedkem
prstencl za rovinu ndkresnou; v druhé a &tvrté tvrti vystupuji
prostiedkem prstencii pfed rovinu ndkresnou.

Dle toho miff v prvém piipadé virné osy prstenci ve smyslu
pohybu ruéitek hodinovych, v druhém piipadé proti nim, jak
je Sipkami na obrazci naznaleno.
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Dle akusticko-dynamického principu mozno si mysliti kazdou
étvrt obrazce pod kazdou rozkmitnou rozdélenu na samé elemen-
tdrné virné prstence. V naSem piipadé jest jejich smé&rovy
smysl v téZze ¢&tvrti nebo v protilehlych &tvrtich souhlasny,
v sousednich ¢tvrtich protivny.

Jsouce pouceni dle difvéjsich pokusi (L. ¢dst ,Disledki
akust.-dyn. principu,“ poznatek (5))", Zze se tvofi na rozhranf
dild, jez maji virné prstence sméri opa¢nych, pole solenoidovi
z vird rovnobéinych, zfidme ono délenf tak, aby stfedy elemen-
tdrnych prstenci tvorily se symmetrdlami stran rovnobézné fady.

Obr. 1.

Tyto fady prstenci vytvofi v téze &tvrti pole spojitd, sklida-
Jicf se z vird pfimocarych, jdoucich téz rovnobézné se symme-
trdlami stran. Tim vzniknou mezi sousednimi ¢tvrtmi étyfi pole
solenoidovi.

Jde jeSté o to, jakému geometrickému tvaru se celkem
pfizpisobi tyto pf{mocaré viry pod touz rozkmitnou, tedy v téze
&tvrti? '

Uzijme ndzoru v obr. 1. Poklidejme symmetrily stran
za o8y soustavy soufadnic pravodhlych. Pak lze oznatiti polohu
pfimolarych virnych vldken, kterd v jedootlivych &tvrtich v sebe
piisob,

1) Tento Casopis, ro¢. 44., str. 245 a 246.









41

rovnicemi pifmek: o
2 A (R P=y=1, Po=z=na;

v IL..... Py=2=—a P =y=1;
YIIL . . .o Pb=y=—9b P=z=—a;
vIV...... P,=z=a, Py=y=—0b.

PonévadZ jsou v jednotlivfch c(tvrtich elementdrné viry
stejnosmérné, bude din vyslednf geometricky ttvar soudinem
rovnic, znamenajicich polohu v sebe pisobicich linedrnych vird.*)

Tim vznikaji dtvary pro jednotlivé &tvrti:

Q, =zy=ab, Q,=xy =— ab, Q,=zy—ad, Q, =2y —=—ab.
Ponévadz se vyskytly totozné rovnice @, a Q,, pak @, a @,
jsou hledané tutvary dény pouze dvéma rovnicemi:
xy = ab a xy = — ab.

Pozorované pifpady tykaji se ttvercové desky; mozno tedy
klasti a = b, ¢imz dostivime dvoje rovnoosé hyperboly;

H=xy—=a?..... 1)

PonévadZ viak a zastupuje libovolnou proménnou hodnotu,
znati ob& rovnice dvoje skupiny hyperbolickych Car, jejichz
spoletnymi asymptotami jsou symmetrdly stran.

Viecky Ctyfi ctvrti obrazce obsahuji vétve dvou skupin
hyperbol, jejichz vrcholy lezi na symmetréldch thld.

K 1) — Podobné miizeme postupovati pro pifpad, Ze se
kmitajici ¢tvercovd deska déli na 6tyi‘1 ¢asti dle symmetrdl hld.
Nédzorem budiz obr. 2.

Naznatené prstence budteZ op&t zastupci neséetnych ele-
mentdrnych vird v jednotlivych &tvrtich. Jejich smérovy smysl
vifenf jest v sousednich dilech protivny a v protilehljch dilech
souhlasny. Z toho jde, Ze se vyvinou Ctyfi solenoidovd pole
podél uhlepfiten.

Uzijeme-li i zde akust.-dyn. principu a sestavime-li fady
elementdrnych viri stejnolehle s dhlopFi¢nami, obdrzfme v kazdé
&tvrti podél thlopiiten dvé pole spojitd, slozend z rovnob&znych
virnych vldken téhoZ virného smérového smyslu. '

2) Srov. v tomto Casopise ,,0 akust.-dyn. principu, rot. 42., sir. 434.
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Obé stejnosmérnd pdsma kazdé Etvrti pisobi v sebe akus-
ticko-dynamicky a spojujf se v dtvary, jez lze geometricky
vystihnouti. Poklddejme opét symmetrdly stran za osy soustavy
pravoihlé; i budou platiti rovnice polohy p¥imych virnych vidken
v jednotlivych dilech obrazce:

¥ L.:.e P=y—z=—1, Py=y—+z=0n;
VIL ... Py=y — 2=, Po=y+2=0b;
vIil. .. ... Pi=y+ax=—1, P=y—z=0b;

Obr. 2.

Vznikajici Gtvar. stejnosmérnych virnyeh vldken bude uréen
opét souinem jich rovnic polohy v jednotlivych dilech po sobé:
Q=y—a'=—b  Q=y —a'=0
=y"—2t=—10%; @Q,=y®—2?=0%
Tyto piipady znaéf rovnoosé hyperboly, obsaZené v nasle-
dujicich dvou rovnicich: :
H=y—22=08% ...... 3)
H=y—22=—=8....... “4)
ProtoZe zna&i b proménnou hodnotu, jsou témito rovnicemi
diny soustavy hyperbol, jejichz spoleénymi asymptotami jsou
symmetrdly uhld a jejichz vrcholy lezf na symmetrdldch stran.
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B. Ovéfujici pokusy. — K ovéfeni dedukce nejsnize
by bylo ziiditi ke kmitaci &tvercové desce (¢ == 85 cm), jiZ
byly vyrobeny obrazce 21. a 22. v rof. 41., str. 191 a 192
tohoto Casopisu, pfiméfené desky rozborné, které by se soudasnd
s podlozkou a kmitaci deskou seviely do svéraku. Deska by se
rozkmitala smyécem.

Obr. 3.

Mohu vsak ukdzati ndsledujicim pfipadem, Ze se k podob-
nym pokusim hodi i jind Etvercovd deska, v uréitych bodech
podepfend a rozkmitivand ty&f, vyddvajici vhodny ton, objevi-li
se jen Chladniho obrazcem ¢&tyfi dily, chvé&jicf v Zzddouecich
fasich, byt by i Chladniho obrazec byl sloZity.

Pokus 1. Sklenénd &tvercovd deska o strand 14 cm a tloust-
ce 2 mm jest podepfena na vSech &tyfech rozich opérami roz-
méri: 2r = Tmm, v —=3 mm. Jind deska, s touto shodnd,
poslouzi za podlozku.

Kdyz jsme byli podlozku posypali korkovym prachem a desku
svrchni jemnym piskem, nasadme rozkmitdvaci ty¢ (I — 89 cm)
na nizky korkovy kotoutek ve vhodné poloze a (obr. 3.).

Rozezvulime-li ty¢, drzfce ji uprostted, vyvine se Chlad-
niho obrazec na desce a virny, &tyfdilny, pod deskou kmitaci.
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Obrazec 3. poddvd je oba souasné, tfeba Ze jen v&tsi
&dst eelku.

Chladniho obrazec se sklddd ze &tyf uzlin: z t¥i vinovek,
jeZ jsou na obrazei patrny, a z &iry o dvou obloucich na horni
&dsti obrazce, kterd fotograficky zachycena -nebyla.

Na obrazci spodnfm jevi se ¢ty osovd virnd pole, kterd
ovlddla veSkeré déni pod deskou a vytvofila vysledni tvar dle
vzéjemného akusticko-dynamického pisobeni. Tento sloZity tvar
je podén téz o sob& obrazcem 4.

Obr. 4.

Viecka Ctyfi jeho Edstetnd pole jsou v rozpojitosti; byla

tedy pod vlivem opat¢nych fasi kmitajicich sousednich dili desky.

. Pozoruhodno jest, Ze ob& svrchnf vlnové uzliny (obr. 3.)

objimaji dvé protilehld osovd pole, a Ze oba protilehlé, v sou-

hlasnych fasich rozkmitané dily desky, které ona protilehld pole
vytvoFily, spojily se ve spoleénou rozkmitnu.

To se nedéje u Etvercovych desk, uprostfed upevnénych —
pro piipad téhoZz obrazce pod deskou — nybrz nastoupi misto
obou objimacich vinovek uzliny v poloze uhlopiitek &tverce.

Téchto ¢ty virnych polf moZno uZfti na sklad obrazchi
ptislusnymi deskami rozbornymi (propoustécimi) dle uvedeného
odvozeni.
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Vyhodno je ziiditi si je z jediné korkové desky. Volil jsem
k tomu desku rozméri 10> 10 X 1¢m3. Na nf sestrojil jsem
symmetrdly stran i whld; kolem spoleéného priseéiku védl jsem
kruznici (r = 35 mm) a kolem bodd, v nichZ se profala se sym-
metralami, vykrojil jsem osm otvord (2 » — 14 mm) po &tyfech
na symmetralich stran i dhli. Vykrojené Spalicky poslouzi pak
jako zdtky, chei-li ponechati otvory pouze na symmetrdlich stran
nebo 1hli.

Pokus 2. — K ptipadu a):

Potiebné desky : 1.Sklenénd deska (14 X< 14 e¢m?, v =2mm),
slouzfci za podlozku. 2. Deska rozbornd s otvory na sym-
metraldch Ghld. 3. Deska obrazotvornd z pokusu prvniho.

Obr. 5

Uprava pokusu: Na stfedy stran podlozky poloZf se nizké
opéry (2 r =7 mm,v=3 mm), podlozka se popri¥f jemnymi
korkovymi pilinami, rozbornd deska se poloZi rohy na nfzké opéry,
na rohy podlozky se postavi jiné opéry, 15 mm vysoké (2r =
14mm) pro desku obrazotvornou, kterd se na né klade stejnolehle
8 podlozkou.

Déme-li pak piisobiti sklenéné ty¢i (I = 89 ¢m) dle pokusu 1.
v misté a, objevi se na podloZce po jednom mfrném zaznéni
obrazec z4daného tvaru (obr. 5.), ptiléhajici k ndzoru obr. 1.
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Kazdym otvorem rozborné desky proniklo virné déni od
desky obrazotvorné, pod kazdym otvorem utvofila se virnd sku- -
pina, nadand vzhledem ke skupindm sousednim virnou proti.
smérnosti a ke skupind protilehlé virnou stejnosmérnosti. Tim
vznikla ttyfi pole solenoidovd a na mistech, kterd v sebe piiso-
bila, vyvinuly se &tveré vétve dvou rovnoosych hyperbolickych
skupin s asymptotami, jeZ splyvaji se symmetrdlami stran,
a s vrcholy, jez lezf na symmetraldch dhld &tverce, vie to
v souhlase s vysledkem nahoie -odvezenym.

Obr; 6.

Pokus 3. — K piipadu b): i

Potfebné desky : Podlozka a obrazotvornd deska jako v pokuse
druhém. Deska rozbornd mé otvory na symmetrdldch stran.

Uprava pokusu bude se shodovati s tdpravou k pokusu
druhému, aZ na polohu desky rozborné. Desku tuto polozime
na nizké opéry do stejnolehlosti s deskou, za podlozku slouZief,
nebof jde o to, aby virné déni; jez bylo pfi¢inou vzniku osovych
polf pod obrazotvornou deskou, se otvory rozborné desky pfend-
8elo na podlozku. ‘

Rozkmitdme-li opét ty¢ (! = 89 cm), opfenou 6 kotouéek a,
‘podélng, utvoit se obrazéc 6., odpovidajici ndzoru v obr. 2
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a sklddajici se ze &tyf osovych virnych skupin, po dvou v sou-
sedstvi protismérnych, které vytvofily &ty¥i pole solenoidovd,
prechézejici ve Etveré vétve dvou soustav hyperbolickych, zvlasts
na mistech, kde elementirna pole mohla v sebe piusobiti. Hyper-
boly jsou rovnoosé. Asymptoty splyvaji se symmetrilami dhld
a vrcholy hyperbol le#i na symmetrdldch stran.

Obrazcem timto jest téZ ndpodoben obr. 4., jenz se obdrzel
piimo pod obrazotvornou deskou.

Ptirovndme-li mimo to obrazce 5. a 6., jeZ jsme tuto obdr-
zeli pomocf rozbornych desk, k obrazcim 21. a 22. v roé. 41.,
str. 191 a 192 tohoto Casopisu, které vznikly ptfmo pod zn&jfci
deskou, uprostfed upevnénou, pozndme, Ze i tam hyperbolické
tvary, mezi solenoidovymi poli se vyskytujici, se jimi objasiiuji.

Vyroba elektrickych osecillaci dynamo-
elektrickymi stroji.
‘Napsal B. Macku:
(Prednadka v Jednoté C. M. a F. v Praze, v lednu 1916.)

Praktické telegrafie bez dratu dozivd se letos svého dva-
cdtého roku - Za dobu tu piesla, jakoZto jisty obor védeckého
vyzkumu, skoro dplné jiz z fysiky do elektrotechniky. Kdezto
dfive obsahovala Fadu otdzek ftegitelnych raciondlnd potetnimi
neb pokusnymi methodami fysikédlni, jedné se v ni nyni v prvé
fadé o otdzky, tykajici se zdokonaleni s hlediska &ist8 praktického.
O jedné z nich chei pojednati: o vyrob& elektrickych oscillaci
strojem dynamoelektrickym. N

Fysikovi je zndma fada principielnich moZnosti pro vyrobu
netlumenych oscillaci. Jednd-li se mu o realisaci, postatf mu
stroj, jehoz vykonnost je, fekn&me 10.000 ergi za sekundu, t. j.
Jedna miliontina kilowattu, nebot oscillacemi této energie bude
moci pomoci svych piistroji pohodlnd experimentovati. Také
konetné nebude velkou véhu kldsti na to, je-li kmitotet oscillact
téch 10.000 nebo 30.000.

Znatné jinak zni’ v8ak poZadavky v praltické telegrafii
bez drdtu. Tam se z4daji stroje o vykonu aspoii kilowatt, ba
desftek i set kilowatt, a kmitotet ne mnoho pod 50.000. Mimo
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to méd byti kmito¢et znatné lépe konstantni neZ pii obvyklych
sttfdavych proudech.

S ¢m souvisi tyto podminky? PFedpis o vykonu dén je
pozadavkem telegrafovati na sta i tisice km daleko. O wvelikost:
kmitoétu rozhoduje pfedevdim konstrukce a rozméry anteny. Ma-li
byti moZno antenou, jakékoliv dnes zndémé konstrukee, vyzakiti
takové mnoZstvi energie, aby pro dnesnf pi¥ijimaci piistroje dosta-
tetné mnozstvi z ni dalo se zachytiti ve vzddlenosti nékolika
tisic Am, musi antena byti provedena v rozmérech jen pouze
nejvySe nékolikrite menSich nez je délka vyzafované Ctvrt viny.
Pro velké stanice, uZfvajicf vin Gkilometrovych, jsou to jiz sta
metri a pfi zvétSovani délky viny (¢i zmenSovani kmitoétu) rostly
by 8 nf i rozméry anteny pfiblizné piimo Gmérné. Jsou tedy:
velikost kmitottu a rozméry anteny pfi predepsaném ji vykonu
dvé strdnky téhoz problému. Za snadnéjsi cestu pokldid4 se dnes
konstrukce  stroji- o potfebném kmitoiétu pro dne$ni konstrukce
anten stametrovych, nezli konstrukce anten tdchze asi rozméri
a vykonu pro kmitofet podstatné mensf.

V prvych letech telegrafie bez drdtu, kdy obvyklou byla
délka viny sta metrd,. byly poméry pro strojovou vyrobu oscillaci
mnohem t&28f, nebof Zdddn byl kmitodet asi desetkrite votsf.
A tyz pozadavek musil by byti i dnes splnén, kdyby se jednalo
o uziti strojovych-oscillaci pro stanice malé, jez pravé s ohledem
na moznost uZiti mendich anten uZivaji i mensi délky viny.

Pozadavek konstantnosti kmitocétu souvisi se sladénfm sta-
nice ptijimacif. Proudovy effekt na stanici pfijimaci jest totiz

piimo Gmérny vyrazu:
1

n, — _n— 2 _8_0_ 2
( n, ) + (2::)
kde znadf @, lg dekrement Gtlumu piijimaci stanice, n», jeji
kmitotet, n kmitotet dopadajici netlumené viny. Pfi mélo tlume-

njch antendich md &, hodnotu asi 003 (béfeme-li v tivahu jen
utlum anteny). Nemé.—h tedy zménou kmitottu klesnouti proudovy

2 . 2
effekt vice nez o 10°/,, musi byti (__n,. B ”) = ]10 (02(3:3 ’
0

| <0 0015, t.j. rozladéni nemd pfesahovati + 0°15°%/.

tedy




49

Prikro¢éme nyni k vlastnimu thematu. Pii tom po¢neme
konstrukcemi dynamoelektrickych stroji o kmitoétu kol 10.000
a vice. Kmitotet proudu ze stroje dd se totiZ pFistroji, o nichz
bude Fe¢ v oddilu dalim je§td nékolikrdte zvysiti.

Prvy. kdoz zhotovil dynamoelektrické stroje o velkém
kmitoétu, byl Nikolu Tesla') v letech 90tych. Jemu oviem
nejednalo se o oscillaci pro tehdy nezndmou telegrafii bez dratu,
nybrz o stfidavy proud tak velkého kmitoltu, aby ton obloukovych
lamp byl nad mez{ slySitelnosti.

s

Obr. 1. a, b.

Prvou jeho konstrukei z r. 1889 ukazuje obr. 1. Magnety
M jsou pevné a armatura 4 se tolf. Poli magneti jest vSak,
proti obvyklym alternatoriim, veliky pocet, ku pi. 384 pfi vnitfnim
priméru 75 ¢m, tak Ze na jeden pol a mezeru piipadd asi 6 mm.
Proto ovinuti magneti provedeno ne civkami, nybrZ voditem
sem tam vedenym. Zpisob vinuti armatury patrn je z vykresu.
Zeleznym jddrem armatury byla civka tenkého ozehlého, Zelezného

1) J. C. Martin: Nikola Tesla’s Untersuchungen aber Melrphasen-
strome. 1895.
4
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dratu, P¥ 3000 obratkdch za minutu docflilo se kmitottu 9600
za sek. O vykonu té&chto, jakoZ i daldich Teslovych stroji,
chybi bliz&f tdaje; byl v8ak asi 1 kilowatt.

Daldf Teslovu konstrukcei ukazuje obr. 2a. Magnetisujici
civka m jakoZz i vinutf kotvové A (v némz zédany proud vznikd)
jsou nepohyblivy. Otd¢i se vSak Zelezné jddro elektromagnetd M.
Jeho poly v mistech proti kotvovému vinuti (1, 1; 2, 2) zakonceny
jsou ostrymi zuby, dle obr. 2b. Kotvové vinutf provedeno je

T

Obr. 2. a, b, c.

jedinym vodiem sem tam vedenym (obr. 25). Magnetické pole
mezi poly je nehomogenni, proti hrotim je magnetickd indukce
nejvétsi, proti mezeram nejmensf. Pfirovnomérném pohybu jadra
Al pFevlad4 tedy vzdy elektromotorickd sfla indukovand v ¢dstech
vodite blizsfch hrotim a vznikd tedy ve vinuti tom stiidavy
proud. Perioda jeho ddna je dobou, kdy tdZz &dst vinutf urazi
drdhu rovnou vzddlenosti dvou hroti, jeZ volena byla asi 3 mm.

Konstrukei pondkud pozménénou ukazuje obr. 2¢. Zde je
v klidu elektromagnet M i se svou magnetisaéni civkou »: a
otad¢f se kotvové vinut{ 4, jez opét provedeno je jedinym voditem
sem tam vedenym. Poly elektromagnetu zakonteny jsou zase
zuby jako v piipadu p¥edeslém (obr 26).
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Stroji této konstrukce docilil Tesla kmitottu az 30.000.
Vykon jich byl v&t$f neZ u konstrukce prvé a i vikonnost lepsi.

Z doby o mélo pozdé&jsi (1891) pochazi stroj sira D. Salo-
monse, zhotoveny Pylkem a Harrisem. Pfi ném elektromagnety
i kotva jsou shodné konstruovdny ve formé kotoutl se zuby,
poly, k sobé obrdcenymi. Kotoute otdleji se proti sobé, kazdy
1500 krédte za minutu. Na kazdém bylo 174 pold. Mél tedy
proud kmitofet 8700. Vykon uddn neni.

Obr. 3. a, b.

7Zadnd z udanych konstrukef, ani Teslova ani Salamonsova,
nedosly uzit{ pii telegrafii bez drdtu, nebof proudu z nich pfimo
nedd se uziti, ponévadz kmitofet jeho je je§té maly. A v dobé,
kdy pri§lo se na zvySovani kmitottu, zndmy byly pro kmitolet
asi 10.000 konstrukce vyhodn&jsi, o vét&im vykonu i lepif vy-
konnosti. — -

Nejvétsiho kmitottu, pfi vykonu upotiebitelném pro prak-
tickon telegrafii bez dratu, dosaZeno dosud stroji konstruovanymi
z podmétu Fessendenova Alexandersonem (1907).

4*
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- Stroje ty jsou typu induktorového, pti némZ vinuti magneti
i kotvové m4 spoleéné jadro Zelezné. Indukce ve vinuti kotvovém
docili se pak tim, Ze jiné pohybujici se Zelezné téleso méni
magnetickou indukei ve vinutf kotvovém. Pti racionelni konstrukei
je vSak nutno. aby celkovd magneticki indukce (pFisludejici
vinuti magnetisujicimu) zistivala i pti pohybu stile konstantni.
Podrobnosti vysvitnou z dalifho.

Jednu konstrukei Alexandersonovu znazoriiuje vykres 3.
M jest Zzelezné jddro elektromagnetu, s magnetisujici civka.
Poly magnetu (dovnitf obrdcené) opatieny jsou zuby, mezi nimiz
je navinuto kotvové vinutf, jedinym voditem sem tam probiha-
jicim. Mezi zuby pohybuje se zelezny kotoué D, otdtejici se kol
osy O. Kotou¢ na okraji opatfen je 8térbinami (obr. 3/) tak, Ze
zbyld Zebra Zeleznd maji stejnou §fiku, rovnou &ffce zubu a mezery
na polech (obr. 3¢). Jest tedy poclet Zeber kotoute poloviint
pottu zub@i pélu. Stérbiny kotoute vyplnény jsou fosforovon
bronzi, aby kotou¢ byl tuplné hladky. (Dokonéeni.)

Vestnik literarni.
Recense knih.

Ziklady vyssi mathematiky. Napsal Dr. techn, Fr. Curik.
Dil 1. Pocet differencialni. Praha 1915. Nakl. Ces. matice technické.

Maje posouditi tuto knihu zfejmé& urcenou pro zacdtecniky, od-
délim vyklad od prikladd a budu prihlizeti hlavné k onomu. Pri-
pomindm pfedem, Ze k napsini dobré knihy o tak elementdrni litce
dnes nenf treba zvldStnich kvalit ducha; je tu hojnost vzorti a treba
jen si opatriti tolik vzdelani, aby se jim rozumélo, a urovnati si litku
methodicky a v prirozené souvislosti, a na konec jesté dbali trochu
strizlivosti slohu.

Kniha za¢ind raciondlnim &islem, a zavddi Dedekindiiv fez.
Autor jej definuje plné pouze v pripadé raciondlni hodnoty. Pro jiné
ptipady mluvi pouze o \/3, uvddi dvé fady (zakoncenych zlomka)
desetinnych sbliznych hodnot, a pravi bezprostredné na to: »Cisla,
kterd deli soustavu raciondlnych ¢isel ve dva Fezy tak, Ze. .., sluji
iraciondlnd«. Samd nedopatreni! Predné ctenir dosud neznd obecny
pojem ¢isla. (nebof pak bylo by zbytetno mu je ptedvddéti pomoci
reztt), za druhé p¥slusi ke kazdému cislu jeden Dedekindv rez a
nikoli dva. Ctendr z vykladu vibec nevidi, jakou roli tu hraji rezy
a co md od nich oc¢ekavati, zvlasf kdyz na polovici stranky dohraly
svoji roli a nikde pozdéji v knize nevystupuji.
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A hned po té autor v knize vénované po vytce funkcim redlné
proménné spéchd zminiti se o ¢islech komplexnich o - &/, kterd
bylo by didakticky ucelné&jsi zavésti teprve, kdyz se md jednati o jejich
funkcich, aby vyklad tvoril prehledny celek. To viak je véc vkusu;
zalosin&jsi je, Ze autor vaZné bere konfusni vyklad geometrického *)
zndzornéni i jako stfedni geometr. imérné ze dvou délek, jimz pri-
pisuje hodnoty 4+ 1 a — 1, .

Ze tu pripomenuty také kvaterniony — které v dalsich kapito-
lich se neobjevi — spadd na vrub povidavosti, Origindlni a podivna
je definice veliciny (str. 7.): »Kvantitativni a kvalitativni vlastnosti
predmétd, zjevii nebo pochodii nazveme veli¢inami« (!).

Ndzev »libovolné malé ¢éislo« prislusi v obvyklé mluvé mathe-
matické ¢fslim od nully mdlo se ligicim, a nikoli zipornym velikym
hodnotdm (str. 7., konec).

Pri svém sp&chu nemiize si autor odeptiti jiz zde, na samém
zacdtku, zminiti se o prostoru ctyfrozmémém; mysli zcela vaing, Ze
vznikne pohybem prostoru obycejného. Pojem funkce (str. 8.—10.)
mohl lépe byti podén s velkou usporou vymluvnosti. Bylo opomenuto
vziti podminku jednoznacnosti do definice; v oboru reilné proménné
a jen o 1é se zde jednd — je funkce vidycky jednoznacni; dvoj-
znaénd (jako na pt. y?=u, tedy y, =\o >0, y,=— \r < 0)
by zastupovala funkce dve. O vicezna¢nych funkcich Ize jednati pouze
v oboru komplexni proménné (coz autor na prisl. misté viak pomijf).

Podivno je, Ze tu autor (str. 10.) zavddi rovnici

w(z, y) = O:
aniz dosud jednal o funkcfch dvou proménnych, a jestd divnéjsi je,
Ze funkef implicitni je mu vjraz i a nikoli y. Také o funkci obra-
cené se tu jednd piedcasné&, a oviem nenf pii tom fedi o principidlni
strance véci, o podminkich existence (ne kazdou funkci lze obratit).

V druhé ¢dsti md byti podin prehled funkef elementdrnich ;
linedrni celistvd funkce svedla autora k vykladu kartesianské rovnice
primky (kterou jiZ ¢tendri znajf a coZ ostatné rusi myslenkovy postup
svoji nesystematicnosti), pfi cemZ rudi tiskovd chyba v rovnici (1)
str. 12, (y 4 ma = b, m smérnice!). Nasleduji dlouhé vyklady o pre-
vadéni stupniové miry dhld v obloukovou (str. 14—16.), které ptec jsou
chsaZeny v definici - 1800

—180 T
nacez se okamzik pokraCuje v geometrii primky.
Autor jednd o funkci raciondlni celistvé a lomené a o alge-
braické funkei irraciondlni explicitni; vedle nf, jako by to byl jiny.
typus, uvddi funkei 2", kde mocnitel n je raciondlni; pfi tom do-

0 —

. *) Vsechny vainé spisy se mu vyhybaji, je to sofisma; u nds 3ifil
Jej F. J. Studnicka a zastiva jej B. Bydzovsky (Mathematika pro nejvyssi
ttidu redlek, str. 7—S8).
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1 N
ddvd, 2e jest »x" opét funkei mocninovou, oviem iraciondlni«, Pro
n =1} tomu tak ale neni.

Po tomto rozvrhu pravi kniha na str. 20.: »Vsecky funkce, jez
nelze zaraditi do nékteré z uvedenych kategorif funkeci algebraickych,
slujf transcendentni<. Podle p. Cuiika by tedy pofadnice u algebraické
¢ary byla obecné transcendentnf; nebot rovnice algebraické pocinaje
stupném 5. jsou obecné& neresitelny (vyrazy explicitnimi).

Divné zné&ji pozndmky o funkci a*; »aby byla i pro lomené =
(x <= 1) jednoznacnou, bereme ji jen kladn&«. Nézvem lomené veli¢iny
rozumi autor ¢isla ryze lomend. Je klamné, ze by vyraz a* co do
jednoznac¢nosti mél jinou povahu pro & <<1 a pro = 1. Autor by
mél védet, Ze funkce tato jest jednoznac¢na (vdc¢i proménné w, neb
@ jest konstanta) pri kazidé pripustné definici vyrazu «*; nebot je
to hodnota fady stdle konvergentni

) v

b} (o) x'.

o w!
Citenar tu cfti nedostatek rddné definice vyrazu a* s irraciondlnim ex-
ponentem (podobné& pfi x™); k tomu by byly prokdzaly dobré sluzby
rezy Dedekindovy, kdyby to autor s nimi bral vdzné. Stejné povrchné
probran logarithmus.

Opét jsme prerudeni logarithmickym pravitkem (odbylo velmi
maceSsky) a logarithmickym papirem; tyto pomtcky maji velikou
cenu praktickou a zaslouzi, aby se o nich jednalo na misté k tomu
vhodném, kdy c¢tendr je tak dospely, aby pochopil prakticky dosah
véel; prilezitost by k tomu byla pri ¢iselném feSeni roynic, o némi
podivnou ndhodou kniha nejednd.

V ¢lanku o funkcich trigonometrickych (str. 28.) zardzeji rovnice

fI@k+ 1)%j_—m]:00f(w), fhr+ o)=F(.

Jako applikace zavidi se tu Hessetiv tvar rovnice p¥fmky a vyraz pro
vzdilenost této od daného bodu. Harmonicky pohyb tu vykldddn jisté
predcasné, kdyz nemutze byti uzito derivace!
Na strénce 44, zara# rovnice
" .

oo

cislo té vlastnosti jako zde symbol co neexistuje; absolutni nekoneé¢no
neni veli¢ina a také s nim jako takovou nepoéitdme. »Transfinitni«
neznamens nekonecn& veliké v obyvyklém smyslu (ndzev ten zavedl
G. Cantor do theorie mnozin, kde m4 sv@ij vyznam a udcel).

K rovnici & 4 & = &, podotykdm, Ze obstoji toliko pro &, =0
a nikdy pro veli¢iny &, nekonecné malé druhého (neb vyistho) radu
od nully rizné, Podivné fantasie, jez se u autora poji k zikladnim
pojmfim limity a nekone¢né& maljch, vyskytujf se tu (str. 44.) ponejprv
ve tvaru, jenZ nepfipousti vytdcek.
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Na str. 45, »vyjadfuje symbol lim 2z = 0 nikoliv nulu ve smyslu
algebraickém, nybrz ¢islo nekonedné malé«. Pri uvolnénosti slohu
autorova tézko vycisti obsah tohoto temnoslovi; v kazdém pripadé
je pravd strana skutecnd, obyCejnd nulla a 2 je proménnd, kterd se
spojité neb pretrzité blizi nulle.

Také neni pravda, ze »funkce

@
2 sin?g (cos?x)" = 1
0

pro viecky hodnoty w, tedy i pro @ — O«. Pravé naopak, pro 2 == 0
mi rada hodnolu O (funkce je tu pretrzitou).

Povrchni je také vyklad dplného differencidlu (str. 78.). Zde
jiZ mluvi autor o roviné teéné, jakoi vibec predpoklddd znalost
zakladd analyt. geometrie v prostoru. Pro geometrii rovinnou ji ne-
predpokladal ! Charakteristicky priklad ledabylosti je ndsledujici misto
(str. 78.):

»Podminkou pro existenci parcidlnich derivaci a totdlniho dif-
ferencidlu je, aby funkce v misté (x, %) byla spojiti«<. Vime vsak, Ze
dostatecné podminky pro existenci derivaci u funkei nezndme; exi-
stenci derivace v obecnjch uvahdch obycéejné predpokliddme; mluviti
o spojitosti jako podmince nuiné je nalvnf je to =amozrejm0 a bylo
jiz drive vyt¢eno. Konecné k existenci d1ﬂ'erenc1alu je nutna spojitost
jedné z obou ¢istecnych derivaci, Uplné& nezdafenym dluzno nazvati

% __ 0%
dxdy ~ dyox
funkei slozenych (str. 85.) v@bec neni v knize dokazéno, ackoli je
to jeden z prednich ukold diff. poctu.

Stejné nemozno vyklady ¢l. 35. (str. 83., 84) o differencovint
funkei nerozvinutjch povazovati za néjaky dﬁkaz

Vétu Rolleovu a s ni ekvivalentni Lagrangeovu o stiedni hod-
noté kniha uvadf jen bez dikazu, jakkoli tvori zdklad nejdilezit&jsfch
partii diff. poctu.

V theorii fad pésobi komicky dojem véta (str. 94. dole): »Aby
fada konvergovala, musi jeji zbytek ubyvati k nulle< (autor md pro
to obraz!). Na vysvétlenou pro ctendre zacCatecniky vysvétluje: Bud
tada s, zbytek r,, v oznaceni autorové

Sz=u, +uy+ ... +ta o+ ooy 0= tnp1 + Unga + ...
Mame-li o zbytku jako veli¢cing mluviti (jej vysetfovati), musi rada
r, konvergovati; fada s se od ni ligi jen konecnym poétem clent.
Zikladni veéta o raddch s kladnymi ¢leny (str. 95.; § 41., 1)
by méla byti dokdzdna.
U kriteria Cauchyova (str. 96.) autor tvrdi nesprdvné: »Je-li

dikaz zdkladni véty

podany na str. 81. Derivovéni

1 . .
lim \/un 1, rada diverguje«. Na pf. pro u, = 2 e tato lim wu,

=1 a rada konverguje prec,.
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Dukaz kriteria Dalembertova poddn trochu nedplné. Pripad di-
vergence nenf vySetfen, pouze stylisovdn a s tiskovou chybou v hlavni
casti.

Vyklad Raabeova kriteria velmi p&kné& osvétluje povrchnost my-
gleni autorova. Z Raabeovy podminky (str. 97.)

1imn\1—‘ﬁ—‘)>1

n

: ” 1
autor vyvozuje b 2 ¥ oy | FE *)
Un n

a pokracuje (str. 98.). »Trvé-li tento vztah az do lim # = oo, pak
lim ¥ lim(i - —i) ali lim ";’l—ﬁ“ <1,...

Un

A prece hned po té autor uvadi priklad
1
Un = E>1,
v ném; platf podminka (*), a jak sim konstatuje, je zde

L u
lim 2 — 1,

o Un
Podany diikaz autoriv je venkoncem konfusni.

Primo tzasnou neznalost svého predmétu osvédéuje p. dr. Curfk
8vymi vyvody na str. 99.—100. Jde o radu Xa,u,, jejiz prvky hovi
podminkdm .

ay =gy, lima, =0 (»=1,23, ...

a veliciny =+ Uy + .. Uy
jsou ve stilych mezich, tedy | s, | << G. Za téchto podminek rada
je konvergentni.

Autor cetl tuto vétu v néjaké lepsi knize, ale podal jeji dikaz
ye formé znetvorené,

Dikaz bude proveden, kdyz se zjisti existence lim S, pro

So = wqu, + ayuy, + . . .+ anua;

zndm4 identita Abelova podd
Sn — (al — a‘_.) S + (a2 == 03)89 + e + (an—l = an) Sn—-1+ AnSn.
Zde jest lim a,s, = 0, a rada **)

2]

.i-‘ (a,, = a,,+1)5,,

jest absolutné konvergentni, majic ¢leny abs. mensi nez konvergentni
rada kladnych clent 2(a, — dy+1) G-

Tim je konvergence dokazdna.

Ale p. Curik dikaz upravil takto (str. 100.): Dospév k iden-
tite (**) pokracuje: »Rozdily v zivorkich jsou kladné a absolutni
hodnoty ¢éstednjch souctd | s, | blizi se koneéné mezi s, (!) . ..
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bude v platnosti rovnice

Sn < s[(a, —ay) + (a3 —a;) + . . . + (82 — an41)]:

»>Ponévadz lim a, — 0, je soudet v zdvorce roven a, a
lim S, < 8.«

»Soucet S, zOstdvd pod urcitou koneénou mezf, tedy rada
X a,u, konverguje,«

Co slovo, to blamaz.

Stile presvédcen o spravnosti svého nesmyslu (Ze z omezenosti
soucth

u,

H[\<=

vychaz{ konvergence S u,) »dokazuje« p, Curik konvergenci rad
1
(str. 100.--101.)

2 sin ne, = cos ma.

O nic lépe nejednd autor o radich mocninnych; fakt, Ze moc-
ninnd rada 2 «,x" konverguje uvnitf jistého intervallu (— o ... 0)
(pripad ¢ —= O neb p — oo neni vyloucen), domnivd se dokdzati po-
moci kriteria podilového ; nachdzi (str. 101)

§ Qn
0 = lim

An41 ’
Jak by se dal fento diikaz provésti u rad
e+ at4 o+ 24224 ..., Ycosno.a"?

Autor u zddné z funkei v knize uvaZovanjch nezjistil spojitost,
také se o to nepokusil u fad mocninnych. Derivovani jejich (str. 102.)
provadi takto:

Pro radu s urcitym oborem konvergencnim f£(x) = Ja,x"

utvori fadu derivaci ¢lent f'(x) = Xra,ax”’! a vyvijl (konfusnf)

diitkaz jeji konvergence; domnivd se, ze to pro ditkaz napsané deri-
vaéni rovnice stac¢i! Také velmi dilezitdi methoda neurcitych soucini-
tela (str. 103.) zstivd bez dikazu.

Pri Setreni funkce e* dle Maclaurinovy rady (str. 110.) spletl
si autor zbytek R, obecného vzorce se zbytkem fady. To znameni,
Ze podstatnd podminka lim R,=— O zlstala nedokdzina (ovsem, Ze
si véc doplni i nejslabsi zacddtecntk sim).

Stejny defekt pri radé logarithmické. U rady binomické (str. 117.)
Jjiz si uvédomuje, ze treba uvazovati zbylek [¢,, tvrdi, Ze konverguje
k nulle, ale dikazu nepodavi.

Pomijim ledabylé vyklady o funkcich cyklometrickych a zastavim
se na okamiik u funkci s komplexni proménnou (130). Autor di:
»V theorii funkei komplexni proménné se dokazuje, Ze rady pro
funkei exponencidlni a logarithmickou plali i pro komplexni argu-
ment.« K tomu podotjkdm: Funkce e*tir dosud (v knize) definici
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nemd; za jeji definici se bére rada

(x + iy)”
v

stile konvergentni. Dobrda kniha by také podala zikladni véty o ra.

dich dvojndsobnych a z nich vychdzi snadno e®1t22—= ¢?1¢%2, tedy
zde polrebny rozklad e*tiy=— e*¢; identita Eulerova
eV==—cos y + isiny

pak vychdzi znamym zpisobem. Podobné snadno se vysetri rady pro
logarithmus, bez odkazu na th. funkei kompl. promeénné, kterou
¢lendf v tom sladiu zndti nemuze.

Je tzasné, Ze tu autor mohl potlaciti vyklad zdkladnich pojma
o0 jednoznacnosti a mnohoznac¢nosti funkci kompletni proménné, véci
to tak dulezitych.

U prilezitosti theorie extrémii utvofil si autor pro jisté pripady
zvld§ini (ale zbytecné) pravidlo; neumi ho vsak sdm uzivati; tak na
ptiklad pro funkei (str. 145.—6.)

a h
=

Y= .
y cosx ' sinax
nachdzi nemozZnou véc ¢’ =y (pri y’ = 0).

V knize jsou oviem celé rady stran, jimZ neucinéno vytek;
ale jsou v differencidlnim poctu také stati, v nichi je tézko udélati
chybu. —

Pokud se tyée vybéru prikladd, jsou tam mnohé ukoly pied-
pokladajfcf znalost jinych nauk, fysikdlnfch neb technickych, které
c¢tendti v dob&, kdy mu jest osvojiti si differencialni pocet, najisto
nejsou jesté zndmy; aby si jejich znalost opatril, k tomu by potre-
boval znalost zéklad®i analyse, v kazdém prfpadé dokonalejsi, nez
jakou mu méze poskytnouti kniha p. Curikova. Ostatné piklady ty
byvaji po strénce mathematické casto banalni (lomend kvadratickd funkce
k v@li maximu a minimu, neb pod.), a chudy zisk, jejZz mohou stu-
dentovi poskytnouti, nestoji za ndmahu spojenou se shdné&nim po-
micek. —

Zvlgstnosti spisu je také 17 tabulek se 160 obrazci, pro text
velmi postridatelnymi, které studium jen komplikuji; jejich pfimo
hyrivé preplnéni (zvldstni to vdSen kreslifskd) snad nezasvécenému
simulujf diikladnost spisu.

b
—

’

O knize p. Curika bylo referovino v 21. ¢is. ro¢. XXIV.
Technického obzoru ; referent p. inZ. J. Vancl pravi, ze v poslednich do-
bach za hranicemi se mnoZily ucebnice vénované otdzkam theoreticko-
fysikdlnfm a zvldsté otizkdm technicko-védeckym a inZenyrskym, a
dod4vi, ze ucebnice p. Fr. Curika »sleduje zrejmé tento cil«. Kdo
si d4 prdci, aby srovnal cetnd mista, vyse uvedend, s prislusnymi
misty v dobrych dilech (psanjch ucenci a nikoli poseury), a zdroven
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porovnal celkovy program knihy s jinymi, musi dospéti k poznini, Ze
kniha p. Cutika se od dobrych znimych knih literatury francouzské, né-
mecké a italské 1isf jen svymi chybami a nedostatky. Kniha neobsahuje-
nic specidlné technického mimo snad priklady, o nichz jsme pravé mlu-
vili. Stedra chvéla, kterou p. Vancl zahrnul pravé ta mista knihy,
jez jsou jeji nejslabsi strankou, velebeni presnosti, po které v ni
neni stopy, osvétluje dostatecné, jak lehkomysiné se odbyjvaji kulturni
otizky v nasi zemi, i v kruzich, od nichZz by to nikdv necekal.

Pédnové z prakse by meéli méné podléhati hypnose, jez se jim
pod rouskou stavovskych zdjmt vnucuje z mist ne vidy kompetentnich.
Jiz od vice nez deseli let hlisf se ve spolcich a v tisku k Zivotu
hnuti, které md za ucel redukovati technické studium v nékolika theo-
retickych oborech. Pokud jde o mathematiku, tu se sice neomalené
hldsd, Ze jeji program nedostacuje; ve skutecnosti se vsak chce do-
ciliti jejtho oklesténi a hlavné splosténi math. vychovy. Mlddezi ma
se dostati uditel@, jejichz obzor nevyboc¢uje prilis z mezi danych lit-
kou, nynf v dvouletych kursech probiranou, a jejichZ pasobenf na
mlddez md zameziti, aby tato nenabyla hlubsiho vzdélini, jez by
usnadnilo prohlédnuti slabin jistych augurd.

Je pozorovati dva typy volajicich. Jedni jsou tisi gemové, svij
obor ani technicky ani literirn& nijak neobohativsi (le¢ Ze psali po-
hlednic¢ky); ti co do vehemence a vlivu o nic nejsou za svymi gra-
motnéj¥imi priteli, kteri svizné vlddnouce pérem stdvaji se apostoly
hnuti; takto vzdélavaji hlavné hokyndrskou strinku svého predmétu.
Z jejich gest a zpiisobu vystupovini, jakoz i z nesmyslného obsahu
jejich reéi snadno bylo seznali vzdélanym kruhim, oc¢ béii augurim:
chtgji se v tladenici, zplisobené denni vravou tydennik@ objeviti odéni
v Fizu proroku.

Mathematicky svét nereagoval; je viinému muzi nechutno
priti se s drydacniky. Zistali jsme klidni, obriceni zady k poseurdim,
ocekdvajice velké veci, jez mely se zroditi v boufich. Objevila se
kniha p. Cutika .

»Podle ovoce jejich poznite je!«

Zivy aplaus, kterym byla vitina (nemyslim tu na T. 0.), budf
zvédavost, ktera z Cetnjch perel v této knize uloZenych bude as zdo-
biti korouhev »reformy<. Snad X' sin nw, X cos mx! M. Lerch.

Vortrige iber die kinetische Theorie der Materie und der
Elektrizitit gehalten in Goltingen auf Emladung der Kommission
der Wolfskehlstiftung von M. Planck, P. Debye, W. Nernst, M. v.
Smoluchowski, A. Sommerfeld und H. A. Lorentz. Mit Beitré'\gen von
H. Kamerlingh-Onnes und W, H. Keesom, einem Vorwort von D).
Hilbert und 7 in den Text gedruckten Figuren. Lipsko-Berlin, B, G.
Teubner 1914; str, IV 4196, cena 7 M.

Stastnd myslenka, aplikovati kinetickou theorii plyn@ na hmotu
vilbec a téZ na jeji elektronovou  theorii, vedla k vysledktm velmi
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Uspésnym a pro moderni fysiku ddlezitym. Aby svjm clentm i ji-
nym interesentim poskytla odborného pouceni o tomlo novém zpi-
sobu vykladu fysikdlnich déji ve hmotdch, usporddala krdl. spolec-
nost véd v Gotinkdch radu predndsek vynikajicich pracovniki v tomto
oboru z riznjch nirodtt v dubnu r. 1913. Ud¢initi tyto prednasky
pristupnymi i &rsim kruhim odbornym jest tcelem tohoto spisu,
jehoz vydani usporadal prof. Hilbert jakozto 6. svazek sbirky: ,Ma-
thematische Vorlesungen an der Universitit Gottingen . Jednotlivi
prednésejici udenci prihliZeli pri zpracovanf svych prednasek k tisku
té2 k myslenkam, jeZ se naskytly za diskusi konanjych po prednds-
kach, jak dé&je se to pravidelné ve fysikdlnf obci v Gotinkach.

Spis zahajuje predndska tviirce theorie kvant Maxe Plancka
o nyng&jsim vyznamu hypothesy kvant pro kinetickou theorii idedl-
nich plynd jednoatomovych. K ni pripojuje se predndska P. Debyea,
v niz odvozuje stavojevnou rovnici téles tuhych na zdikladé theorie
kvant, vénuje zvlditni pozornost slavu télesa pri teploté absolutniho
bodu nullového, a vypocitivd alesponn v prvnim priblizeni tepelnou
vodivost téles tubhych. V prednasce tieti uvadi nas prof. W. Nernst
do kinetické theorie t&les tuhych, prihlizeje hlayné k hmotim jedno-
atomovym krystalickym a rozsifuje theorii svou i pro hmoty vice-
atomové. Jeito mezi vysledky kinetické theorie hmoty a druhou zi-
kladni vétou thermodynamickou v nékterjch piipadech objevily se
rozpory, poukazuje k {émto ptipaddm M. v. Smoluchowski v dalsi
prednasce, v niz hlavni vahu klade na sprdvné porozumeéni zvrat-
nosti a nezvratnosti d&ji molekulovych a zastivd se jak opravnénosti
kinetické theorie, tak i druhé véty thermodynamické,

Patd predndska Sommerfeldova sklida se ze dvou ¢dsti. V prvni
provadi prirovnani mezi kinetickou theorii téles tuhych a plynfi; vy-
chdzeje z uvahy o vlastnich kmitech jednotlivych é&dstic, ukazuje, ze
z kinetické theorie téles tuhych lze jako disledek vyvoditi nekteré
sprivné vysledky znimé jiz z theorie plynt, Ze v3ak dle dosavadnich
predpokladd uplné shody dociliti se posud nepodatilo. V ¢dsti druhé
poukazuje na vyznam veli¢iny zvané | volni draha molekuly® (, freie
Wegléinge“) pro kinetickou theorii plynd a odvozuje na zikladé ni
vzorec pro koefficient treni a tepelnou vodivost plyna,

V prednasce posledni podavd prof. H. A. Lorentz vyklad vedeni
tepla a elektriny v kovech aplikacf kinetické theorie plynd na pohyby
elektronové. Ku konci pfij.ojeny jsou dvé poznimky Kamerlingha-
Onnesa a W. H. Keesoma.

Predstavuje tedy nds spis soubor monografii témuz predmaétu
vénovanych, ale s riznych hledisek a ziroven s réznymi intencemi
sestavenych, tvoricich, a¢ pochdzeji od rdznjych spisovatelt, harmo-
nicky celek. Kaidy ze sicastnénych autort podavd tu vytézek svych
vlastnich praci a tdvah, jez v obor kinetické theorie hmot spadaji,
ptihlizeje ovsem svédomité téZ k pracim jinych badateld, jez spravné



61

oceiiuje a pri tom poukazuje na leckteré nedokonalosti price vlastni
i cizi v téchto tak obtiznjch otdzkdch jak po strince mathematického
reseni, tak 1 verifikace experimentdlni.

Jezto zahrnuty jsou v dile tomto myslenky badateld nejzyuc-
ngjsfch jmen v oboru modernf kinetické theorie, doporucuji podrobné
studium téchto predndsek viem, kteff hledaji dikladného a spolehli-
vého pouceni o téchto novych smérech atomistického vykladu hmoty.

Arthur Llewelyn Hughes: Die Lichtelektrizitit. Deutsch von
Max Iklé, Mit 40 Figuren. Joh. Ambr. Barth, Lipsko 1915, Str. VI
+ 192, cena vdz, 640 M,

Vyklad dilezitého objevu Hallwachsova ionisaci zpfisobenou
svétlem vedl k rozvoji nového odvétvi fysiky, jez vySetfuje ve zjevech
fotoelektrickych souvislost svétla a elektriny. Podati prehled vysledki
baddni ¢etnych pracovnikii v tomto oboru jest cilem anglického spisu
amerického fysika A. L. Hughesa, ktery ¢tendfim na pevniné evrop-
ské pristupnéjsim ucinil Max 1klé, preloziv jej do némciny.

Obsah spisu uloZen jest v desiti kapitolich. Vyloziv v dvodni
kapitole podstatu zjevi fotoelektrickych, probird spisovatel ve druhé
kapilole ionisaci plynt a par svétlem ultrafialovym hodné& malych dé-
lek vln, poukazuje pii tom na veliké potfze experimentilni, jez pu-
sobi, ze mnoho otdzek zlstivd posud v tomto oboru nezodpovédéno.,
Rozséhla kapitola treti vénovdna jest zdvislostem rychlosti elektrond
svétlem vybavenjych z téles tuhych na intensité svétla, na kmitoctu
a teploté V druhé jeji ¢asti podavd pak spisovatel vyklad zjevi foto-
elektrickych dle theorie kvant, statistické theorie Richardsonovy a
theorie resonancéni.

Kapitola étvrta pojedndvd o tom, jaky vliv md na fotoelekiricky
efekt okolni plyn, intensita ozarujiciho svétla, zména teploty a elek-
tricky vyboj, a vyklddd o fotoelektrické tinavé v prostoru vzducho-
prizdném i plynem naplnéném jakoz i o foloelektrickjch zjevech na
slitinach. Ze efekt fotoelekiricky zdvisi na kmitoctu a polarisaci do-
padajiciho svétla, jest predmétem kapitoly paté, v niz spisovatel vy-
svétluje téz pojem normédlniho a selektivniho efektu. U tenkych vrstev
kovovych ligi se zjevy fotoelektrické jak poctem vybavenych elekirond,
tak jejich rychlosti dle toho, zdali pozoruje se na stranég, kde svétlo
dopadd, ¢i kde z vrstvy vystupuje. O téchto rtznostech a jejich vy-
kladu jednd kapitola Sestd. Téz na nekovech, réznych anorganickych
slouc¢enindch, ba i na isoldtorech lze fotoelektiricky efekt pozorovati,
vysledky téchto pozorovani sdéluje spisovatel v kapitole sedmé.

Jaké jsou vztahy mezi efektem fotoelektrickym, fluorescenci a
fosforescenci, vysetfuje kapitola osmé. Zminiv se v kratké kapitole
devdlé o oboru posud mdlo probadaném, Ze totiz svétlo dovede vy-
bavovati téz kladné elektrické ionty na povrchu ozéfenjch kovi, konéf
spisovatel dilo své v kapitole desdté popisem zdrojii zireni maljch
délek vln a propoustéjicich je prostfedi, jichz se pri pokusech foto-
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elektrickych s vyhodou pouzivi. Ke konci ptipojen jest seznam osobni
i vécny.

Jak z toholo stru¢ného nastinu obsahu dila Hughesova vidéti,
-dosahuje uplné tcelu, ktery mu spisovatel vytkl, a radf se tak po
bok spisu: ,Dr. R. Pohl-Dr. P. Pringsheim: Die lichtelektrischen
Erscheinungen®, jenz vysel jako I. svazek sbirky ,Sammlung Vie-
weg“*) a sleduje tyZ cil. Spisovatel, jenZ sidm hojnymi pracemi
v tomto oboru fysiky se zaslouzil, zasvécuje tu spolehlive cétendre do
‘vsech podrobnosti zjevli fotoelektrickych, upozoriuje na vysledky ba-
-ddni zarucend jisté 1 na zavéry, jeZ nejsou posud zcela oprivnény,
uvadi hojné materidlu ciselného v tabulkdch i v grafickych zndzorné-
nich, jakoz i schematické ndkresy tupravy pokusd, nezapominaje po-
ukdzati, kde jest tfeba jesté dalsich méreni a zkoumidni. aby se urdité
-otdzky sem spadajici mohly zodpovédé&ti bezpecn&. Kazdému, kdo se
chce tadn& pouciti o téchto novych zjevech, jez slibuji osvstliti do-
sud ne zcela probadiné pole elektronové theorie hmoty, budiz spis
Hughestiy vrele doporucen. - Dr. Jos. Stépdnek.

Dr. Friedrich Poske: Didaktik des physikalischen Unterrichts.
Mit 33 Figuren im Text. Leipzig und Rerlin. Druck und Verlag von
B. G. Teubner 1915. Str. X -} 428, cena vdz. 12 M.

Lipské zndmé nakladatelstvi Teubnerovo obralo si tkolem, vy-
dati didaktické spisy vsech tak zvanych realistickych predmété na
vyssich skoldch, jichZz redakei prejali zndmi a osvédceni odbornfei:
Dr. A. Hofler, profesor university videnské, a Dr. F. Poske, profe-
sor askanského gymnasia v Berliné, vydavatel vyborného casopisu:
,Zeitschrift fiir den physikalischen und chemischen Unterricht.“ Ci-
lem spis@t téchto jest, aby byly pomiickami a skute¢nymi priruckami
ucitelim realistickych obord na strednich skolich a aby, poukazujice
na vzdjemny vztah jednotlivch redlnfch predmétt, usnadnovaly sou-
¢innost réiznych uciteld k harmonickému vyyucdovani a vzdéldvdnt
svérené mlddeze. Direktivou t&chto spis@i jsou zndmé ndvrhy uceb-
nych osnov merdnské komise lékaréi a prirodozpytcd pro reformu
ptirodovédeckého a mathematického vyucdovini z r. 1905. Z desiti
projektovanych svazkd vydal jiz pred valkou prof. Hofler dva, a to
didaktiku ‘mathemaltiky (1910) a didaktiku astronomie (1913), a krd-
lovecky profesor Landsberg didaktiku botaniky (1910). Jakozto @tvrty
svazek téchto spisti, zvanych ,Didaktische Handbiicher fiir den reali-
stischen Unterricht an hoheren Schulen®, jehoz vyddni r. 1915 vilka
znacéné opozdila, vysla Poskeova didaktika fysiky, jiz chceme vénovali
svou pozornost,

Spisovatel zasvétil ji pamdtce svého byvalého ucitele Bernarda
Schwalbea, prvnfho navrhovatele praktickych cviceni fysikdlnich v Né-
mecku. V tvodé pfipomind, Ze jest si toho védom, Ze nelze podati

*) Referdt o ném viz v ,Casopise pro pestovini mathematiky a fy-
siky“ roé, XLV., str. 66. aZ 68.
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takového ndvodu vyucovaciho, ktery by samojediny k cili vedl, ale
Ze nicméné& chce prospéti svou didaktikou uciteli, aby, slyse ndzory
jinych ucitelt a prirovnivaje je se svymi, propracoval se tak k do-
konalosli v uméni vyucovatelském.

Spis kromé uvodu rozvrien jest ve ctyri dily, V prvém vse-
obecném dfle pojedndva spisovatel o predmété, tloze a cfli fysiky,
vifmd si methody fysikdlniho baddni a yyvozuje z toho, jaké jsou
tkoly a cile vyucovdni fysikdlniho, totiz: 1. zdokonaliti schopnost
pozorovaci, 2. sdileti positivni védomosti, jez md si mldidez trvale
osvojiti pro Zivot, 3. uvddéti v pozndni pFi¢inné souvislosti a v systém
fysiky a 4. navddéti k védeckému mysienf. Z toho- vyplyvd pak, ze
vyucovaci methoda md byti z disti heuristickd, z cdsti dogmatickd,
rozhodné viak stavi se spisovatel proti pozadavku vyslovovanému od
nékterych reformatorti, aby jen né&kleré partie fysiky byly dikladné
probirdny, jiné pak dle okolnosti i zcela vynechdvdny. V pti¢ing roz-
vrzeni uciva na jednotlivé tridy, jest prof. Poske horlivym privrzen-
cem dvojstupnovitosti, jak jiz v organisadnim statutu rakouskych
gymnasii z r. 1849 byla pafizena. I na niz$im stupni navrhuje v celo
fysiky zdklady mechaniky, jezto operuje nejvice s pojmy danymi pfimo
smyslovym pozndvanim. Vrele se primlouvd za to, aby po vzoru ra-
kouskych osnov z r. 1908/9 byly téz ziklady astronomie zarazeny do
osnoy fysiky stfednich kol v Némecku. Vysvétliv své ndzory o cené
a vhodném provddéni praktickych cviceni fysikdlnich, probfrd nékteré
jednotlivosti z vyucovan{ fysiky, z nichZ zvlisté budiz upozornéno na
pozadavek, Ze jest tfeba osnovy mathematického vyucovani tak upra-
viti, aby bylo moino ve fysice poznatkd mathematickych véas upo-
trebiti, tak jmenovité pomérd a imér jiZz na nizSim stupni a zdklad-
nich pojmid poc¢tu infinitesimalntho na stupni vyssim. I v tom jest
se spisovatelem souhlasiti, Ze plné oceruje ucebnici jako pomucku
Zikova domdciho studia, nikoli vSak jako normu latky, kterd by mu-
sila byti probrdna, jakoz i Ze vdif si historickych doplikd a techni-
ckych aplikaci, pri vyucovdn{ fysice.

V dile druhém a tfetim poddvd spisovatel podrobny nédvod, jak
jednotlivym partiim fysiky jest vyucovati, a to ve strucn&jsim dile
druhém na stupni niZsim a na stupni vy$3im v obiirném dile tretin.
Nelze v tomto strucném referité sledovati vsech myslenek spisovate-
lovych a jest nutno laskavé ¢tendfe stran podrobnosti odkdzati ke
studiu difla samého. Jen tolik budiz tu uvedeno, ze se spisovatel
vyslovuje pro stejny porad uc¢iva na stupni niZSim i vy$§fm, totiz
mechanika, thermika, akustika, optika, elektrina a magnetismus. Vyuco-
vani chce mfti zaloZeno na method& problémové; ucitel md vzbuditi
v Zicich zdjem a zvédavost pro urdity problém fysikdlni a uzivaje
drivéjsich poznatk@ i vlastnich zkugenosti Zdkovych, m4 spolucinnostf
zactva fedeni, po pripadé vysvétlenf toho problému provésti jak po
strdnce experimentdlni, tak i theoretické a ukojiti tak zvédavost Zi-
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kiav. Rozhodné vyslovuje se Poske proti uzkostlivému lpéni na syste-
matické upravé latky vyucovaci a davd prednost prirozenému uspo-
raddnf se stilym zretelem k historickému vyvoji. Ku konci tretiho
dilu vyklida své ndzory o zafadén{ astronomie jakozto zavrcholeni
fysiky na konec celé litky, proti ¢emuz polemisuje v dodatku k to-
muto tretimu dilu prof. Hofler, poukazuje na osvédcéeny zpilisob v ra-
kouskych osnovich z r. 1909 zavedeny, kde pripojuje se nauka
o pobybech nebeskych téles hned k nauce o kfivocarém pohybu.

Stru¢ny dil cétvrty vénovdn jest kritice ucebnych osnov stred-
nich Skol némeckych se zietelem k fysice, chemii, prirodopisu a
mathematice. Spisovatel pral by si, aby fysika a chemie byly v rukou
jednoho ucitele jak na nizsfm, tak i na vys&m stupni, Jako priklady
osnov uvddi tu jiZz zminénou merdnskou osnovu z r, 1905 a pak
osnovu bavorskych vyssich realnfch gkol z r. 1907, v niZ zavedena
jsou jiz praktickd cviceni Zzikovskd jako povinnd soucdst vyucovini,

V nisledujicim prvnim doplnku uvedeny jsou dplné tituly
zkratkami citované literatury, druhy doplnék obsahuje prehled znacek
a vét, na nichz se do roku 1914 usnesl vybor pro oznacovini velic¢in
fysikalnich a technickych a stanoveni dtilezitjch konstant fysikdlnich.
Zivérem spisu jest vécny seznam.

Neobycejnd cena dila Poskeova spocivd v tom, Ze dovedl jakoito
dlouholety, vynikajici praktik stredoskolsky ve spise svém shrnouti
bohaté své zkusenosti v oboru didaktiky fysikdlni, neuzaviraje se pri
tom cennym navrhim a zkuSenostem jinych znamenitych uciteld
fysiky, a naznaciti tak jinym ucitelim sprdvnou cestu, po které jest
se jim pii vyucovéni brati. Hlavné ocenuje veliké zisluhy, jichZ o di-
daktiku fysiky vétginou po strince experimentdlni si dobyl Arnost
Grimsehl, jenz na pocitku svétové vilky padl v boji o Langenmarck.
Dalsi svétlou strankou didaktiky Poskeovy jest diiraz, ktery klade pri
fysikdlnim vyudovdni na experiment, ovsem vidy peclivé pripraveny
a zdarile provedeny; aby usnadnil uciteli vhodny zptisob experimentu
si vybrati a sestaviti, uvddi podrobné odkazy na hlavn{ dila o technice
experimentdlni. Neméné dluzno vdziti si, Ze hojné jest prihlizeno
k aplikacim fysikdlnfm v technice, a e pri tom spisovatel stdle do-
tvrzuje, jak velikd jest cena sprdvného vyucovéni fysikdlntho i po
strdnce vzdéldni humanistického.

I kdyz nelze kazdému ve vSech jednotlivostech se spisovatelo-
vymi ndzory se srovnavati, tolik jest uznati, Ze peclivé studium didak-
tiky Poskeovy prinese kazdému uciteli fysiky na strednich skolach
prospéch nemaly, jeito z réznych methodicko-didaktickych pokynt,
jichz tu prehojnd zdsoba se mu poddvd, miZe si vybrati pro své vy-
ucovanf ty, jez nejlépe se mu zamlouvajf. Doporucuji proto spis tento,
jenz vynikd i svou zevnf vypravou kniZnf i mirnou cenou, do knihoven
véech nadich odbornik@ a hlavné té7z do knihoven uditelskych viech
strednich skol. ;

V Praze v zarf 1916. Dr. Josef Stépdnek.



Pfiloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 fokalnich kruznicich kuZelosecek.
Napsal Dr. Fr. Kaderavek.
Dén bud rotaini kuZel, jehoZ vrchol bud bod v a osa bud

rovnob&zna s ndrysnou, naklonéna v¥ak k pidorysné (obr. 1.).
Vyhledejme stopu K kuZele na pldorysné jakoz i kruZmici F,

Obr. 1.

v niz sete prvni primétna z plochu kulovou x, vepsanou do
daného kuzele a dotykajici se ho podél kruZnice ¢. Déle nary-
sujme pidorysnou stopu D roviny kiivky ¢. Po té vytknéme
obecny bod % kfivky K a vedme jim k ploSe kulové » telny

5
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kf — jest to ptimka poloZzend v pidorysné a tetna kruznice F
a kd — totoznou s povrchovou p¥imkou kdv; narys k,d,, pravd
velikost k‘d’ vyhleddna pomoci bodem % proloZené kruznice . na
daném kuzeli. Délky t&chto teten jsou si rovny; d'%' = fk-
Spustime-li s bodu % kolmici kd* k piimece D, jest

‘—i+—k1 = m:
proto pomér
ak, =517=m;=¢i'—70'=k—9=§5a=6
veli¢inou stilou. Z toho jest patrno, Ze, nazveme-li ,vzddlenosti“
bodu %, od kruznice F délku tetny Zf,, plati véta:

1. Geom. misto bodd, pro néz pomér vzddlenostf od dané '
piimky D a dané kruZnice / jest stdly, jest kuZelosetka K.

KruZnice ¥ nazyvd se fokdlni kruznici kiivky K a piimka
D jest piislusnou piimkou Fidicf. JeZto koule » se podél kruz-
nice ¢ daného kuZzele dotykd, patrno, zZe

2. KuZelosetka K dotykd se fokdlnf kruznice v priseénych
bodech jejich s pfimkou Fidici.

Sestrojme daldi plochu kulovou 'x, kterd se plochy kuze-
lové dané dotykd podél kruznice 'p, jejiz rovina méjZ prvou
stopu v pfimce 'D; pidorysny fez plochy kulové 'x bud kruz-
nice 'F. Pomér vzdilenosti libovolného bodu %, kfivky K od
utvart 'D, £ jest '

ktd:k, f=1lq' Dy : A = hg : gv, = ¢,
tedy opét stdly a tyz jako prvé. Kuzelosetka K se dotyka téz
kruznice ' v priseéicich jejich s pfimkou 'D. Patrno z toho, Ze

3. Kazdd kruZnice, kterd se dotykd dvakrate kuZeloselky K,
jest jeji fokédlni kruZnice; spojnice dotytnikii jest pFislusna ¥idict
piimka.

Mezi foklni kruZnice p¥indlezi téz ohnisko, které tvoif
ptechod od redlnjch k imaginarnym kruznicfm fokdlnym. Tak
na pf. plocha kulovd %x protind pidorysnu v imagindrné kruz-
nici fokdlni, k niZ viak ndlezi redlnd pifmka #idiei 2D (nd-
rys 2D,).

4. Pro veskery dvojiny fokdlnich kruZnic a p¥islugnvch ¥f-
dicich pfimek mé pi téze kuZeloseice (neb kuzelosetkédch po-



67

dobnych) stéld hodnota ¢ touZ velikost a to pfi ellipse jest
¢ << 1 (viz obr. 1.); pii hyperbole jest ¢ = 1 (obr. 1.a); pii
parabole jest ¢ = 1 (obr. 1.9).

Na zékladé uvedenych vét snadno lze sestrojiti kuzelo-
setku, ddna-li fokdlni kruznice, piimka ¥{dicf a bud bod neb
hodnota stdlého poméru ¢, neb déna-li osa kuZeloseéky, fokélni
kruznice a dva body.

Koule » a 'x protinaji se v kruZznici %, pddorysna stopa Ch
roviny této kiivky jest chorddlou kruznic ¥ a 'F. Jeito jest

np = mp =Vpq . pg,
jest i

D,Chy, == Chy'D,
a proto i vzdélenost piimek D, 'D od chordily C stejn4.

5. Piimky ¥fdief D, 'D piisludici k fokdlnim kruznicim F,
1I" jsou stejné vzddleny od jejich chordily.

Na zdkladé této véty snadno uréime pfimku Fidiei 'D,
déna-li kruznice fokilni F, pi{mka ¥idici D a daldf kruZnice fo-
kalni '/ kuZeloselky. (Centrdla kiivek F, 'F | D.) Té% mozno
uvedenou v&tou provésti feSeni kuZelosetky dané 3 kruZnicemi
'F, 2F, 3F fokélnimi (stfedy samozfejmé v jedné piimce), obr. 2.
Vyhledejme chorddly Chi,, Chis, Chys a na jedné z nich na pi.
Chy3 vytkndme bod ;5. Jim vedme ob& od pifmky Chkis o libo-
volny tbel @ odchylené piimky, jejichZ prisetiky a,q, as s 8 chor-
ddlami Ch,g, Ches opét piimky pod tymZ tdhlem e. Priseéikem
*d posledné sestrojenych pfimek vedme paprsek A | Chis a

5%
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vySetfme prisedfky jeho !d, 30 s pfimkami bodem a,; vede-
nymi. Body ’d, %d, 3d vedené kolmice 'D, 2D, 3D k paprsku A4
jsou ¥idfei piimky p¥islufiné k danym fokdlnim kruznicim, nebof
jsou vidy po dvou stejné vzddleny od piisluSnych chordal.

Konstrukce této lze pouZiti k vySetfenf obrysu plochy
2. stupné, zndmy-li 3 kruhové priméty tii kuzelosefek povrcho-
vych neb jsou-li ddny orthog. obrysy tfi ploch kulovych -dané
rotatni plochy 2° se dotykajicich.

Z obr. 1. ddle patrno, ze vzhledem k rovnostem

bf=d%; k=¥
algeb. soucet
fhy +kYf=dk +'d=d"d=0C
jest pro kiivku K konstantni. I jest

Obr. 3.

6. geom. misto bodid, pro néZ alg. soutet vzdalenosti (me-
fenych délkami teten) od dvou pevnych kruZnic F, 'F jest kon-
stantni, kuZelosetka, dané kruZnice jsou jeji kruZnice fokalnf.

V obr. 3. bud O, orth. primét osy sborceného hyperbo-
loidu rotatniho, jehoz hrdlo I/ bud v primétné. P, bud primét
obecné povrchové pHmky P; lpv, primét s pfimkou P rovno-
bézné ptimky Fidictho kuZele (Kv) daného hyperboloidu, ktery
protndme rovinou ¢. Stopa jeji bud P?, F¢ bud stopa roviny
o|le a jdoucf vrcholem v fidiciho kuZele. Priseéik % pfimky
P s rovinou ¢ stanovime ndsledovné: Bodem v vedme piimku
nejvétsiho spddu v'q v rovind o, ddle stopou p ptimky P rovno-
bézku pq k 'p'q a priisetikem g oné se stopou P’ pimku nej-
vétstho spadu gk v roving o, t. j. gk|| 'qv. I jest pak

A\ pak, C\"/_\ p'qu,,
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tudiz pomér %,q:kp =0, 'q:v,'p = poméru vzdalenosti bodu
v, od ptimky P! k poloméru kruznice K, tedy hodnoté stalé.
Proto:

7. Rez rovinny rotad. hyperboloidu shorceného promits se
kolmo na rovinu hrdla do kuZzeloselky, pro niZz hrdlo plochy
jest fokdlni kruZnice a stopa roviny sené pifisluinou pi¥imkou
Fidied.*)

Z véty uvedené snadno odvodime zndmou vétu o

7a rotatnim kuZeli: Vrchol rot. kuZele promitd se do ro-
viny kolmé k ose do ohniska primétu rovinného fezu.

Véty 7. a 7a miZzeme pouziti ke konstrukei teény T ku-
zelosetky K v bodé % (obr. 4.), zndme-li kruznici fokdlni F a
piisluSnou piimku ¥idici D. Predpoklddejme, Ze K je primét

L U

Obr. 4. Obr. 5.

rovinného Fezu hyperboloidu na rovinu hrdla F, D je stopa ro-
vmy tetné. Roviné tetné bodu X pfisludi na roviné hrdla stopa
wn' a tudiz ¢k, kde ¢ jest prisetik piimky ww' s piimkou D,
je priim&t priseénice roviny seéné s rovinou tetnou hyperboloidu,
tedy tena k primétu K kiivky setné. V témZ obraze vyznatena
zndmé konstrukce pro ohnisko f a pimku Fdici D (F't 1 f%).

Dva rot. sbor. hyperboloidy o rovnob&inych osdch a témz
kuzeli fidiefm maji krom nekone¢né vzdédlené kiivky jesté jednu
kuzelosetku spole¢nou. Tato promitd se na rovinu kolmou k osdm
hyperboloidii do kuzelosetky K (obr. 5.) a hrdla F, 'F do je-
jich kruznic fokdlnich. Chceme-li v libovolném bods % kiivky K
sestrojiti tetnu, sestrojime bodem % tetny ke kruZnicim F, 'F;

*) Srv. Brisse, Cours de géométrie descriptive, II, 1891, sir. 234 a n.
a Mannheim, Cours de géométrie descriptive, 1880, sir. 403, leqon 28.
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jsou to priméty povriek obou systémi hyperboloidd uvazova-
nych. Naneseme-li na tyto teiny stejné tsetky od bodu % do
bodd w, u'; v, »" kruzniei L kol & opsanou, tu uu', vv’ jsou hlavni
ptimky (riiznob&zné) tetnych rovin obou hyperboloidd v bodé %
a jest tudiz spojnice priseiiku ¢ pimek wuw/, v’ s bodem %
primét prisetnice rovin teénych, tedy teina ke kifivee K. Kdy-
bychom bodem #¢ vedli tetny ke kruznici L a spojili dotyéniky
s bodem %, obdrzeli bychom dva paprsky, jdouci ohnisky kiivky K-

Mannheim A. uzivd kuZelosetky urcené bodem a dvéma
fokdlnimi kruznicemi pii sestrojovdni dvojnych bodd vrZeného
stinu prstence. BudteZ (obr. 6.) F, 'F kruZnice svételného meri-
diénu prstence a bod s bud bod svitici. Vedme jim teny sn,
s'n k F, 'F, utiime s'»' =sn a opisme kol sttedu o bodem

Obr. 6.

'n' kruznici 2 a jeji prisetiky s F' oznatme I, Y. V téchto bo-
dech dotykd se merididn rot. hyperboloidu sborceného, prochd-
zejictho bodem s, a souosého s danym torem kiivky 7, tedy
prstence sama dotykd se pouzity hyperboloid podél kruznic L,
'L (priméty L,, 'L,) body !/, 'l popisovanych. Povrchové piimka
pomocného hyperboloidu, jdouei bodem s, ndlezi jeho mezi stinu
vlastniho a priseciky jeji s kruznicemi L, 'L jsou dva body
meze stinu vlastniho daného prstence, které, spotivajice na jedi-
ném paprsku svételném, vrhaji stin oba do téhoZ bodu, dvoj-
ného to bodu meze stinu vrzeného.

V obr. 6. vyznatena téZ konstrukce pro osvétleni paprsky
rovnob&znymi se smérem S (v roviné kiivek F, 'F polozenym).
Konstrukei 1ze provésti téZ velmi jednoduge dle M. Janina takto:
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Stiedem o prstence vedme paprsek S, stiedem 'o merididnu
svételneho 'F k nému kolmici 'og, prisetikem jejim o s S
kolmici k w'o a prisetiky I, %' této s 'F kruznice I, 'L, na
nichZ poloZzené body meui stinu vlastniho maji spoleény vrzeny
stin, tedy urtuji dvojny bod meze stinu vrzeného. Konstrukei
tuto mozno snadno odivodniti poétem; jef pfi hyperbole, jejiz
asymptota jest S, osy XY, délky poloos », & a jeden jeji bod
I' o soufadnicich (z, y), subnormdla *' budu ' déna vyrazem

2 _ o b P
%2 x5 v obr. 6. 1% . z = I*0?, 170:7, tedy (*lo— Qx
a
(Mannbeim A., Cours de géométrie descriptive, 1880, str. 340.
Srv. zejména ¢l. p. Dra. Q. Vettera: KuZelosetky dvojndsobné

se dotykajici dvou kruznic. Tohoto Casopisu ro¢. XLIV. str. 415.).

Vypoditavani obsahu Sikmo setiznutého kuzele.
Zaktm stiednich gkol podiva Fr. Granat, prof. redlky v Koslelei n. Orl.

Protneme-li rotaéni kuzel rovinou, je zndmo, Ze fezem je
kuZelosetka. Je-li odchylka povrchovych pfimek od osy kuZele
2, je odchylka myS$lené roviny zdkladny (kolmé k ose kuZele) od
povrchovych piimek « — R — B, a odchylka roviny Fezu od
osy kuzele y, tedy od zdkladny w — R — v, plati, Ze Fez je
kruhovy pro v = R (w = 0), fez je ellipticky pro v > 8 (0 << «),
parabolicky pro y — 8 (@ = «) a hyperbolicky pro v << g (w0 > a).

Vezmeme-li v dvahu pravé odchylku roviny fezu od osy,
miizeme mluviti o nekonetné ploSe kuZelové seifznuté rovinou,
vedenou bodem na povrchové piimce v urdité vzdilenosti od
vreholu, bez ohledu na velikost poloméru zakladny kuzele. Tim
se nam naskytd dloha vypo&isti obsah takto odfiznutého kuZele
a také oviem kuZele komolého, vzniklého oddélenim tohoto od
uplného kuZele, ktery musime oviem omeziti fezem kolmym
k ose kuzele v urtité vzddlenosti od jeho vrcholu.

Ku stanoveni krychlového obsahu odffznutého kuZele mu-
sime znati rozméry kuZelosefek.*) Rozméry tyto lze s vyho-

*) Srovnej pojednini: Vdclay Hibner ,O plasti rota¢niho kuzele,
sefiznutéhio rovinou.“ Vyroéni zpriva c. k. reilky na Kral. Vinohradech,
g&k. r. 1903—4, a jednotlivé ¢lanky v C. . M. roé. 33, 38.
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dou uréiti uzitim poutky Quetelet-Daudelinovy, Ze ohnisko Fezu
je v dotyéném bodé koule, dotylkajici se obliny kuzele ¢ roviny
rezu. —

Budiz (obr. 1.) v rovin& listu ddn osovy Fez rotaéniho
kuZzele za podminky, Ze rovina ¢ kolmé k roviné tohoto osového

Obr 7

fezu svird s osou O dhel y = B; tedy iez touto rovinou je
ellipticky. Krychlovy obsah takto odiiznutého kuZele je
=1lz.v,

kde z je plocha fezu, v vyska takto vzniklého Sikmébo kuzele,
t. j. vzddlenost vrcholu od roviny fezu. Z analytické geometrie
je zndmo, e 2 = E — na . b, pii &emZ a, b jsou poloosy ellipsy.
Urteme tyto jednoduSe z 4 a,b,v,, kde

' __msin 28

2a = — y
sin y



pro y = ¢ — f tedy
' __ msin28

T sin(y —g)’

z toho
__ msin 28
B — 2sin(y — 8)’ )
kde m = v,b,.
Pro ellipsu plati: 42— a® — e?; jedna se tedy o vypotteni
excentricity e.

Z Ada,f,0, plyne, Ze

e=(a+e)tgi(¥—4p) @)
a z Ab,f,0, plyne, Ze
0e=(a—o)tg;9; @)
d=2R —(y + 2p9)

&ili
0=2R—@ + 8.
Porovnédme-li tyto rovnice, uréime z nich jednoduchymi
poctetnimi tkony e.
(a4e)tgs(vy —B)=(a— e)COtg )
a[tga[zj‘f—(w+ﬁ)]— tgz(w ﬂ)]
=e[tgz[v — 6) + t83[2R — (v + B)1),

sin (R — w) sin (R — ﬁ)
“sini(w+ B cosi(y—p)  * cosi(v— p).sini(v + B
a tedy”

¢ili

@ COSY = e COS f3;
z toho

CcoS v
e—=a E(W (4)

a tedy .
2 COS™ W

cos®
cos*f —cos® v
cos* @
— Ly — 2 —
b= 3 % \eos?f—cos? y = s 2% _\/(cos f—rcos v) (cos B + cos V)

a nahradime li vyrazy schopnymi logarlthmovani bude

_WVsln(ﬁ+w)s1n(w—é)- ®)

0?2 = aq%—

b? = a*
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Tedy 2 = mab.
- a? . : :
Z2=nmn C-(ﬂ Vsln(ﬁ + 1”) Sln(w lj)

a dosadime-li za « (1), bude

= m*sin22p T : —=
&= (-:ES#B . mp—:?j’) Vsln (ﬁ -+ U‘) sin (w — ‘d)
a tedy
2qin2 4 _ - e
F==1 0 M3 v T oenw—f) . mns,

cos B 4sin® (y — p)
kde ¢ = ¢ + 3, tedy po-tpravé vlozenim nékterych tCiniteld
pod odmocnitko

" =1 am® sin 2 sing \/[_s_m_(g)—{—__ﬁ)]a ,
sin (y — )
kteryzto vyraz je schopny logarithmického poéiténi.

(Dokonceni.)

0 nékterych analogiich mezi hydrodynamikou
a naukou o elektiiné .
Zak@m stiednich gkol piSe prof. Dr. Bohumil Kudera.

Hydrodynamikou nazyvd se nauka o pohybu kapalin. N&-
které vlastnosti proudici kapaliny jevi velikou formélni podob-
- nost s vlastnostmi elektrického (magnetického) pole nebo s vlast-
nostmi proudici elekttiny, takze duch lidsky, zvykly objastiovati
si nezndmé zjevy z denni zkuSenosti béZznymi a ndzornymi zjevy
mechanickymi, zatasté podléhal pokuSeni, vidéti v téchto podob-
nostech vice nez analogi/, vidéti v nich vyklud zjevi nezna-
mych. V dalsich vyvodech poznime, ze zaCasté neni toto poli-
ndni si opravnéno, jezto oba druby zjevi jevi vedle podobnostf
také rozpory, jez oviem stavaji se zatasté patrnymi teprve tehdy,
sledujeme-li zjevy podrobné, nejlépe cestou mathematické analyse.

*) Tento ¢linek radi se k diivéjsim ,,0 pohybu otdtivém® a ,0 rdzu
teles“ v rocniku lonském a predloniském a plati o ném totéz, co tam bylo
feceno. Udebnite fysiky pro vyasi téidy stFednich Skol Jenista-Masek Nach-
tikalova, jejiz vyvody &lanek doplanje, jest citovina dilem (L. &i IL) a strdn-
kou a to na prvém misté vyddni pro gymnasia, na druhém vyddni pro
readky. Clanek piinasf soucasné¢ maleridl pro Teseni fysikalnich tloh.
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K usnadnéni tdvah hydrodynamickych piedpokldddme za-
tasté, ze kapalina nejevi enitiniho tfeni, Ze neni viskosni, nemd
viskosity, to jest Ze pii vzdjemném posunuti jejich C&dstic ne-
vznikd odporujici sfla (I, 114, 123), Ze kapalina je idedini. Od
idedlni kapaliny poZadujeme je$té i jiné vlastnosti, jez se ndm
ozfejmi teprve prib&hem daldich vykladi. Vysledky, k nimz
dojdeme, plati pak zcela piesné oviem pouze pro kapaliny ide-
dlnf, let chovdni se kapalin skuteénych se Casto od nich lisf
velmi madlo, nebot kapaliny jako voda, alkohol, aether a j. jevi
vnitfni tfeni pomérné malé. .

1. Postupny pohyb kapaliny jakozto celku. Mdme-li uzavienoun
a kapalinou zcela vyplnénou nddobu, podléhd pfi pohybu po-
stupném tymz zdkonim jako téleso tuhé, nenastane v kapaliné
zddného vzdjemného posunuti &dstic. To lze snadno pokusem
dokdzati, vytvofime-li na pf. ve vod& kapkou anilinové modte
nebo nékolika lomky inkoustové tuzky zbarvend vldkna.

Je-li kapalina podrobend vlivu zemské tize v klidu, jest
tlak v téze hloubce pod povrchem stejny, kazdy horizontdlni fez
kapalinou jest hladinon (I. 116, 126). Stejné je tomu, pohybuje-li
se kapalina rovnomérné. Pti pohybu zrychleném (neb zpozdé&ném,
0 zrychleni zdporném) smérem riznym od vertikdlniho tomu
tak neni. ‘

Dejme tomu, Ze se kapalina specifické hmoty s i s nddo-
bou pohybuje horizontdlné se zrychlenim rovnym a. Piedstavme
si v ni horizontdlni véletek délky ! a prifezu ¢, jehoZ osa sou-
hlasi se smérem zrychleni. Na pfedni strané sloupetku ulinkujz
bydrostaticky tlak p,, na zadnf pak p,. Pak je Ghrnna sfla @éin-
kujici smérem pohybu na viletek rovmna f= (p, — p,) q. Jeito
je hmota véletku m = ¢ I s, a sila dle zdkladnfho zdkona New-
tonova rovna soutinu z hmoty a zrychleni (I. 18, 19.), musi

(Ps—p)a=glsa i BTz 1)

Roste tedy tlak v téze horizontdlni roving, postupujeme-li
proti smérn zrychleni a sice -vzroste pii postupu o jednotku
délkovou o velidinu sa. Je-li tlak dén vertikdlnim sloupcem
kapaliny vyiky %, méme

he — b, n

P=lasg Pe=lysg 8 = )
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kde ¢ je zrychleni zemské tize. Volny povrch kapaliny jest
sklonén k horizontdle o thel &, kde
hn - h a

tg 0 = _t—l = L 3)
takze kapalina stoji ve sméru (kladného) zrychleni nize. Je-li
pohyb rovnomérny, a =0, je h, = h, volny povrch horizontdlni.
Kdyby nebylo otfesdi, uddval by volny povrch vody ve sklenici
kazdou zménu rychlosti Zelezniéniho vozu. Zjev ndmi studovany
vysvétluje, pro¢ se pfeleje -voda ve sklenici, pohneme-li ji rychle
na stole.

2. Rotace kapaliny jakozto celku. Otdtime-li nddobou, v niz
jest kapalina opatfena anilinem zbarvenymi vldkny kolem ver-
tikdlni osy, pozorujeme divajice se shora, Ze kapalina zprvu
zistdvd v klidu, a pozdgji, Zze otativy pohyb postupuje od stén
blize k ose otdeci, aZ konetné se dostane celd kapalina v ota-
¢eni jako tuhy celek, takZe vzdjemnd poloha jeji Cdstic se neméni.
Pfi tom nabyl volny povrch kapaliny vydutého tvaru, jehoz
povahu mizeme pottem zjistiti. )

Znendhlé postupovani rotace od stén k ose rotaénf vysvét-
luje se vnitfnim tfenim. Rotujfci n4ddoba strhuje s sebou nejprve
Cdstice kapaliny, které Ip&ji na sténdch; tato vrstva strhuje
ndsledkem vnitiniho t¥eni k rotaci daldi koncentrickou vrstvu
kapaliny od stén vzddlen&j§i a podobné &ifi se pohyb dale.
Kdyz nastal svrchu zminény stav ustileny (staciondrny), pie-
stdvd vnitini t¥enf pdsobiti a bude tedy vysledek nasi dvahy od
viskosity kapaliny nezivisly.

Predstavme si v kapaling (obr. 1.), kterd jakoZto celek se
otddi se stdlou tblovou rychlosti @ kolem osy 4B, horizontsl-
ni viletek CD prifezu ¢, ktery potinaje od nejnizsitho bodu C
povrchu, charakterisovaného vzdélenosti x, — O od osy otdteci,
jde az ku sténé nddoby ve vzdélenosti z, — R, kde E je polo-
mér nadoby. Vy8ka volného povrchu kapaliny nad védletkem
budiz oznatena pismenou y s pifsluinym indexem, takze patrnd
yo = 0. UvaZujeme-li o elementu vdletkn mezi z, a «,, jehoz
bmota jest m = (¢, — z,). ¢. s, tedy vidime, Ze na né&j musi
" plsobiti dostfedivd sfla m. r. @? . kde » jest jeho vzddlenost od
osy otéteci, aby udrZoval se v rovnomérném otdteni (I 59, 63).
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Jezto lze klasti » = 1 (z, + ,), jest sila dostfedivd ddna vyra-
zem
(s — ) q. 8.1 (@ + 7). 0 =1 g s @® (22 — 22).
Jedinou vnéj3f silou na element piisobici jest hydrostaticky

pretlak sloupetku y, nad y,, rovny (y, — ¥,)q.S.g, takie lze
pséti podminku rovnovdzného staciondrného stavu

w?
Yo— Y% — 2_,,("”5 — @1

Obr. 1.

Myslime-li si cely védletek rozdéleny na n elementd fezy ve
vzddlenostech x, =0, @,, @ ... n—, 2, = R, miZeme pro
viechny psiti obdobné

o?
Y — Y%= ﬂ(mi — o),

o o, 2
3/2"'3/1=2_‘g'(w2—w1)

o 2
Yo — Ypn— = % (mn == wn—l)-

Setteme-li vSech » rovnic, tedy, jeito x, =0 a y, =0,
zbude ‘

®
Y= ﬁ x2. , (4)



8

Integralnim poltem *) obdrzeli bychom tyz vysledek rych-
leji. Podminkou rovnovdhy, piseme-li za

x,—a,=dx y,—y, =dy a r=u,

g.s.de.xz.0*=dy.q.s.9g

b x
n O)Q n w2
d :1,:«/90(7;70:——.%2.
ofy 7 29

Vidime, ze kazdy osovy fez volnym povrchem jest para-
bola, ze tedy ma volny povrch tvar rotaéniho paraboloidu, a
to u riznych kapalin téhoZ, nebof jedin& tuto riznost charakte-
risujici konstanta, totiz specifickd hmota kapaliny, z pottu vy-
padla. Na velikosti vnitfnfho tfeni zdvisi pouze doba, za kterou
nastane stav ustileny pii dané rychlosti rotaénf a tvaru nddoby.

*) Viz Bydfovsky-Vojtéch: Mathemaiika pro nejvysai tiidu gymnasii
a redlnyeh gymnasii, str. 55 n. nebo Dr, J. Vojtéch, Ziklady mathematiky
ke studiu véd prirodnich a technickych (Praha 1916, nikladem Jednoty ¢&e-
skych mathematikdl a fysiki), str. 108 n. Tuto knihu lze doporuéiti k studiu
tém, kdoz jsouce obeznimeni s mathematikou stredogkolskou, chtéji poznati
zsklady vy3si analyse, potfebné k hlubsimu studiu fysiky.



79

Lezi na snadé, jak lze uziti popsaného zjevu v praxi ku
méieni rychlostf rotatnich nebo takovych postupnych, které se
soukolim, hnacim femenem a pod. na rotalni daji pFevésti.
Obr. 2. znazoriiuje schematicky zafizeni, kterym se na vdlci B,
hodinovym strojem otiteném, automaticky zaznamendvd rychlost,
kterou sjizdi klec do Sachty resp. rychlost otdCeci bubnu, na
kterém se naviji t&Zné lano, na némz je zavéfena.*) Sestivd
ze Zelezného vdlce V opatieného dvéma trubicemi 7' a &édsteéné
naplnéného rtuti, na niz spotivd pohyblivy plavdk P opatieny
psacim zaffzenim Z. Vdlec uvddi se v otdteni kol osy O, jsa
pevné soukolim spfaZzen s navijecim bubnem. Z diagrammu na-
psaného lze zjistiti, kolikrat, kdy a s jakou okamzitou rychlost{
klec sjela nebo vyjela. Neéini zvldstnich obtizi podati theorif
tohoto zafizenf.

3. Bocni a celni tlaky u rotujiciho vidlce kapalinového.
7 ptedchozfho odstavee jest patrno, Ze postranni (boénf) tlak,
kterym na rotujici vélec kapalinovy pisobi sténa nddoby, musi
byti vétsi, nez kdyby kapalina byla v klidu. Pfedstavme si vél-
covitou nddobu poloméru R tplné kapalinou vyplnénou a kolem
osy vilee rotujici (obr. 3.). Aby Cdstice u stény rotovaly, musi
na né pisobiti dostfediva sila, kterd, jak jsme nalezli v odst. 2.,
je déna tlakem sloupce kapalinového vysky y., patiictho k vzda-
lenosti od osy x, = R. JeZto vyska sloupce jest

w

2 R2
Yn = 99"
jest pifslugny tlak, t. j. sila na jednitku plognou
P:yn.s.g:%m“l{“’. : B)

Tento tlak musi pfistupovati k obytejnému tlaku hydrosta-
tickému, md-li byti rovnovéha; stejnym tlakem reakénim, pocho-
dicim od reakénf sily odstfedivé, pisobi rotujici vilec kapalinovy
na stény nddoby.

Kdyby kapalina nebyla v nddobé uzaviena, nybrZ méla
horni povrch volny, tu by se kolem osy povrch snizil, polinaje

*) Jest to patentované zarizeni es. ini. Karlika, které jsem laska-
vosti majitele p. Augsteina a techn. feditele p. ing. Wojciechowskiho mél
prilezitost pozorovati v chodu na dillu ,Anna“ v Lénech.
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jiston vzdédlenostf pak zvysil. Z toho usuzujeme, Ze horni i spo-
dni dno nddoby podléhd jinym tlakdim, nez za rovnovéhy v klidu.
Vypotitdme je jednoduchou tvahou. Vedle hydrostatického tlaku
piisobi ve vzddlenosti » od osy od rotace tlak P — } sw?7?% jenZ
se oviem v kapaling &if{ stejnomérné na viechny strany. Na
mezikruzi plochy s (x2 — «}) hornfho dna nddoby piisobi tedy
od rotace kapaliny sila
R.n(zy — ) = 17sw?(x) — x?).r?
= lnso?(x? — a}) . 3 (2] + z2),

pifeme-li za kvadrat stiedni vzddlenosti mezikruZi od osy

r?= 301 + )

Obr. 3.

Rozdélime-li celé dno na » mezikruzi kruhy o polomérech
Wy =0, By £ - on By, =1
a selteme-li veskeré sfly od rotace na dno pisobic, t. j.
for = rswd (st — ab)
fra = i780% (zy — )
Ja—a,n= %n:m“ (och — x4_y)

obdrzime sflu vyslednou F, jiZ se snazi vdlec kapalinovy pro-
dlouziti se
: F = }ns0® R4 (6)
Ve vypottu je zase skryta integrace. Sfla dF na elemen-
tarnf mezikruzi $ifky dx poloméru « a plochy 27z . dx jest
dF = 2nx * de . §s0x’ = nso’2® . dz
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a sfla celkovd
R

F = nsw? /w‘"‘dac = sw?Rt.
0

Tato sila jest oviem po dnu nestejnomérné rozdélena ro-
stouc od osy smérem k vnéj§imu obvodu, leé¢ je-li polomér vilce
velmi maly, miZzeme ji mysliti nahraeznu tlakem p, phsobicim
stejnomérné na celé dno. Pak oviem je /"= zk%p a tedy tento
tlak

p=;sw’R*=1P. )

Jest zajimavo a dilezito, Ze primérny tlak, ktery musi
pristoupiti k obyc¢ejnému tlaku hydrostatickému na koncich rotu-
Jiciho viélce, jest jen polovitni nez tlak na sténach jeho. Kdy-
bychom tedy cely rotujici vdlec ponoiili do kapaliny a vedle tlaku
hydrostatického podrobili stejnomérnému tlaku vnéjsimu P, zpiiso-
benému na p¥. pistem na kapaliné spoéivajicim, museli bychom
na koncich vélce ddti pasobiti tahiim rovnym } I’, aby byla rovno-
vdha. Nebof teprve tehdy by na koncich piisobil vn&jsi tlak

= % = % =D, "
rovny tlaku rotujiciho sloupce. Kdyby tahu i P nebylo, tu by
se rotujiei vdlec snazil zkratit vnéjsim pietlakem 1P.

4. Virovd vlikna. Virovym vliknem nebo s Lordem Kel-
vinem Spravnéji wvirovym sloupcem (vlastné sloupcovym virem,
pcolumnar vertex“) nazyvdme vélcovitou Cast tekutiny, kterd ro-
tuje jako téleso tuhé se stejnomérnou uhlovou rychlosti, jsouc
obklopena tekutinou, ktera, byf se i pohybovala, pfece se ne-
otacéi. Po smyslu Helmholtzové, ktery prvy svym slavnym poje-
dndnim z r. 1858 ,Uber Integrale der hydrodynamischen Glei-
chungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen“, nauku
o vifivych pohybech kapalin zalozil, jsou virovymi vldkny (Wirbel-
fiden) ¢dsti kapaliny vyplnéné viiivym pohybem, t. j. virovymi
sloupei nekoneéné malych polomérd, a omezené tarami, které
v celém svém priibéhu uddvaji smér okamzité osy rotatni, a to
Cdsti prifezu nekonetnd malého. Ndm bude slouZzit nédzev virové
vldkno pro virové sloupce libovolnych polomérd. Podstatnou
vlastnosti vifivého pohybu jest, Ze se tdst kapaliny otdti jako
celek, jako téleso tuhé. Céstice zndzornénd ve svém pohybu

6
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obr. 4a jest tedy &dsti virového vldkna, kdezto Castice obr. 4%
ji neni, byt i sledovala drdhu kruhovou.

Vidéli jsme, Ze virové vldkno miZe byti v rovnovize, je-li
podrobeno viestrannému tlaku }sw®R? kdeZto jeho konce jsou
soutasné podrobeny tahu 1sw?R®. Z toho plyne, Ze virové vlikno
miZe koncit pouze tam, kde tento tah mtZe pisobit, t. j. na
sténé, nebo Ze mize byti samo v sob& ve tvaru prsténce uza-
vieno, %e viak nemiZze kontiti ve volném povrchu kapaliny, ne-
bot pak by tento byl tazen dold, ani volné v kapaliné. Piklad
virovych vldken mdme ve virech, které vzniknou v klidné ka-
paliné rychlym pohybem tuhého télesa opatieného ostrou hranou,
na pf. lzicky v (iSce éaje, vesla ve vodé. Tato virovd vldkna

a. b,

Obr. 4. a, b.

ovsem pomérnd rychle zanikaji ndsledkem vnitiniho tfeni kazdé
skutetné kapaliny.

Pripinaji-li se konce virového vldkna ke dvéma pohybli-
vym tuhym t8lesiim, tedy longitudindlnim tahem jejich se obé
télesa k sob& ptiblizuji, jako by se pFitahovala. I lezi na snadé
myslenka, vysvétlovati obdobné pfitazlivou silu mezi dvéma
télesy opatné zelektrovanymi (zmagnetisovanymi).

Dle Faraday-Mazxwellovy theorie (IL. 26, 29) pochdzi vzd-
jemné p¥itahovani i odpuzovéni takovychto téles od silotar (resp.
silotrubic jimi omezenych), které spojuji opatné naboje elek-
trické (magnetické, viz II. obr. 1. a 14., resp. 3. a 18.), a které
se snazi prdvé tak jako virovd vldkna podélné se zkritit a pfitné
roziffit, Mohly by tedy snad silokfivky byti virovymi vldkny
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v etheru svételném. Ale dd se dokdzati (viz na pi. J. J. Thom-
son, Elemente- der mathem. Theorie des Elektr. und des Magne-
tismus. Do némciny pielozil Wertheim, Brungvik), Ze v silotru-
bicich je pfi¢ny tlak piesné roven podélnému tahu, takze v mediu
o v3estranném tlaku P musi na koncich silotrubice k udrZeni
rovnovahy pusobit tah 2 P, kdezto u virového vldkna, jak jsme
vidéli. pouze ;P. Tim moZnost podobného vykladu pads.
Rozvifime-li vodu v cylindrické nddobé tytinkou nebo 1Zi¢-
kou, nabude povrch jeji tvaru v obr. 5. pfiblizné zndzornéného.
U stén a dna se ndsledkem ptilnavosti a vnittnfho tieni voda
téméf nepohybuje. Jezto by se voda u dna nésledkem pfetlaku
v mistech a nad misty 0 udrzovala v rovnovdze, kdyby roto-
vala s ostatni vodou ve volné nddobé, vznikd pravé timto pfe

Obr. 5.

tlakem ve vodé nerotujici pohyb smérem od a ku b, takze se
voda vedle rotace uvede také v proudéni smérem Sipek. Naché-
zeji-li se blize dna lehké piedméty (kifidovy prdSek), odndSeji
se smérem k ose nddoby, kdeZ se nakupf, jak snadno miZeme
zjistiti. TyZz zjev vykladd, proé potoky nebo fitky v prudkych
zahybech podryvaji a vyhlubuji bieh ve vnéjsim oblouku, kdezto
u vnitinfho se tvofi nanosem mél¢ina. Jestipatrno, Ze zdhyb
Jednou, tfeba ndhodné vznikly, se Casem stdvéd ostiej§im. Pif-
slovetnym je od &asd klassickych u feky Maiandros (odtud
v architektufe ,meandr“), dnes zvané Menderes, v Malé Asii.

5. Zdroje proudeni. Pojednavie krdtce o virech, musime
se zminiti o druhém typu pohybu kapalinového. Pfedstavme si,
ze vnesmirng velikém objemu kapaliny jsou jednotlivd viznatni
mista, body, v nichz kapalina neustéle stejnomérné — takze

6*
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sekundové mnozstvi je stdlé — vznikd (tvofi se) neb zanikd
(mizf). Takovéto body nazyvime zdroje, a to bud kladné, veniky,
nebo zdporné, zdnily.

Tato naSe piedstava jest oviem vzhledem k nezniitelnosti
hmoty pouze idedlnf, le¢ mizeme ji pfiblizné uskutetniti, mysli-
me-li, ze do vzniki ptivadi se kapalina velmi tenkymi trubi-
cemi z néjaké vnéjsi nddrze, kdeZto ze zdniku podobné odtéka.
Rozdfl mezi poméry nastivajicimi v idealnim obraze a v tomto
uskute¢néni bude tim mensf, ¢im trubice jsou uzsi. Vlivem zdroji
vznikd oviem v kapaliné pohyb, takZe rychlost kapaliny v kaz-
dém misté méd za ustdleného stavu zcela urtitou stélou velikost
i stily smér. Ddle jest patrno, ze v libovolném objemu tplné
ohraniteném, t. j. omezeném my§lenou uzavienou plochou, neni-li
v ném zdroji, musi mnoZstvi nestlacitelné kapaliny byt stalé,
neproménné, jinymi slovy, kolik kapaliny v jednotce &asové do
tohoto objemu vstupuje, tolikéz jej v témz case opousti.

Postupujeme-li v kapaliné od bodu k bodu stile ve sméru
rychlosti, vznikd souvisld Cara, k¥ivka proudovd, jejiz teind
v kazdém bodé uddvd smér toku kapaliny. Prolozime-li prou-
dové kiivky vSemi body obvodu malé plofky, na toku koliné,
vznikd frubice proudovd, ttvar vyznaény tim, Ze jeho sténami
74dnd kapalina ani nevstupuje dovniti trubice ani nevystupuje
z ni ven. Snadnou tuvahou dochdzime k poznatku, ze proudové
trubice mohou zatinati nebo kontiti pouze na zdrojich, nebo
u nekoneéné rozlehlé kapaliny v nekonetnu. Jest patrno, Ze
proudov4 trubice nemize spojovati vznik se vznikem nebo zdnik
se zanikem — spojuje vzdy vznik se zdnikem. Mluvime li o iso-
lovaném zdroji, myslime tim zdroj tak vzddleny od jinych, Ze
kapalina od ného proudi na v3echny strany stejné, ¢imZ trubice
proudové nabyvaji tvaru kuzeld, jichz vrchol jest ve zdroji.

Mnozstvi nestlatitelné kapaliny, které v ¢asové jednotce
prostupuje libovolnym prifezem proudové trubice, jest oviem
u v3ech prifezi stejné, nebof uvnitf trubice neni zdroji a ka-
palina ndsledkem své nestladitelnosti nemize se nikde v trubici
hromaditi. Myslime-li si v nékterém misté trubice kolmy priitez
plochy g¢,, jimZ proudi kapalina rychlosti v,, jest objem za jed-
notku ¢asovou proSeddi kapaliny patrné v, ¢, a jeji hmota — je-li
s hmota specifickdi — jest sv,q,. Z definice proudové trubice
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plyne dle hofejsiho pro jiny kolmy priiez q, vztah
SV Q1 = Sty

¢ili

UiV = (G2 ¢, (8)
to jest, rychlosti nestladitelnych kapalin jsou v obrdceném po-
méru prifezi proudovych trubic. Velmi snadné jest sevieobec-
néni téchto vyvodd na kapaliny stlatitelné. I tu plyne z definice
proudové trubice, ze kazdym priiezem prochdzi soutasné totéz
mnozstvi kapaliny — at¢ oviem ne t¥z jeji objem. Spec. hmoty
v riznych prifezech jsou rizné a plati tudiz vieobecnéjsi vztah

$101¢1 = $3V9q5 -

Na snadé lezi analogie s ustilenym proudénim elektfiny

ve hmotnych voditich, na p¥. ve vodivém roztoku. Isolovany
drdt tvoff proudovou trubici. Jezto intensitu proudu ./ definu-

jeme jakozto mmozstvi elektiiny priiezem trubice v jednotce
¢asové prochdzejici, jest patrné

Ji=85,0,0,, Jy= 5,149,

kde s, a s, jsou hustoty elektiiny. Rychlost proudéni jest oviem
stdld, takze v, — »,. Definujeme-li hustotu proudovou i jakozto
munozstvi elektiiny prochdzejici za vtefinu jednitkovym prifezem
na sméru proudu kolmym, jest patrné

7, :i a ’52 :ﬁ -
8 9,
Ponévadz pak J, = .J,, plati
il =0

hustota proudovd je obrdcené umérna kolmému prifezu trubice
proudové.

Vydatnosti (méné vhodné ,silou® nebo ,mohutnosti®)
zdroje nazyvime mnozstvi kapaliny ve zdroji za jedni¢ku Caso-
vou vzniklé nebo zaniklé; jeji znameni je kladné u vznikd, zd-
porné u zénikd. Myslime-li si ¢dst kapaliny omezenu uzavienou
plochou, kterd obsahuje zdroje, jest patrné mnozstvi kapaliny cel-
kem za vtefinu vystupujici z oné plochy ddino algebraickym
souétem vydatnosti v8ech v ni uzavienych zdrojd.
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Méjz ona plocha tvar koule o poloméru », tedy plosném
obsahu rovném 4 »»2, v jejimz stiedu jest zdroj vydatnosti (.
PovaZujeme-li polomér plochy za velmi maly oproti vzddlenosti
od nejbliz8iho zdroje nebo od nejblizsf stény (ohraniteni kapa-
liny), d&je se proudéni na vSechny strany stejnomérné, takze
radidlnd rychlost kapaliny na ploSe kulové jest rovmna v, kde

sV . 4ari= @,

takZe radidlnd rychlost proudu ve vzdalenosti » od zdroje jest
rovna
Q

dars’

=

)

Je-li kapalina nestlatitelnd, jest jeji specif. hmota s viude
stejnd, takze potom ubyva rychlosti proudéni se ¢tvercem vzdd-
lenosti od zdroje. U zdroje negativniho, zdniku, md ¢ znamenf
zdporné, takze i rychlost v je zdpornd; to znamend pouze, Ze
sméfuje radidlné dovniti plochy zdroj obepinajici.

6. Rychlostni potencial. V kazdém bodé nekoneiné nesta-
Citelné kapaliny, v niz se nachdzi zdroj, jest rychlost proudént
obrécend umé&rna &tverci vzdalenosti uvazovaného bodu od zdroje.
Primo do olf bije obdoba s intensitou pole gravitatniho (I. 97,
103) nebo elektrického (IT. 27, 29). A vskutku stejné jako si
. zjednoduSujeme problémy gravitatni nebo elektrické zavddéjice
pojem gravitatniho &i elektrického potencidlu, mizeme si zjedno-
duiti hydrodynamické problémy pomoci potencidlu rychlost-
niho*), jejz definujeme pomoci tivah zcela obdobnych.

Jako jest
rozdil elektrického potencidlu
V,— ¥V, mezi blizkymi misty
A, a A, (II, obr. 18. resp. 22.)
méfen soutinem ze slozky in-
tensity elektrického pole F,,
ve sméru spojnice 4,4, ndso-
bené vzddlenosti ¢ obou mist

tak jest
rozdil rychlostniho potencidlu
¥, —w, mezi blizkymi misty
4, a A, méfen soulinem ze
slozky proudové rychlosti w,,
ve sméru spojnice 4,4, ndso-
bené vzddlenosti d obou mist.

*) Tento nazev pochizi od Helmholtze. Zavidime zde potencial ry-
chlostni s opa¢nym znamenim, neZz je obvyklé, a to pro analogii s elektri-

ckym.
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Jsou tedy rychlostni potencidl a rychlost spojeny vztahem

1!-"2 —_— U.']

Y — P =10, .4 ¢l v, = pi

(10)

Kdyz od bodu A, v blizkosti zdroje nakreslime ¢4ru k bodu
A, v nekonetné vzddlenosti od zdroje, kde rychlost je blizce
rovna nulle, rozdélime ji na elementy, vypocitdime rozdily ry-
chlostniho potencidlu mezi konci elementd a sefteme viechny,
obdrzime rychlostni potencidl vy, v daném misté A, kapaliny.
Zcela obdobnym zpisobem *) jako v JeniSta-Magek-Nachtikalové
utebnici v ¢ldnku ,Potencidl pole elektrostatického“ obdrzime
za vysledek, Ze potencidl ¢+ ve vzddlenosti » od zdroje vydat-
nosti ¢ jest roven

Q

W= (11)
coz odpovidd uplné potencidlu elektrostatickému, v némz na misté
ndboje piSeme —-4—3?, stejné jako jsme to museli utiniti ve
vzorci (9), aby rychlost odpovidala intensité elektrostatického
pole, jak plyne ze zakona Coulombova. Z vyrazu (11) je patrno,
ze plochami stejného potencidlu Eili hladinami jsou u jediného
osamélého zdroje soustfedné koule. RovnéZ snadno nahlédneme,
ze kiivky proudové stoji vidy kolmo na hladindch. Kdyby tomu
tak nebylo, padala by slozka rychlosti do hladiny a kdybychom
postupovali podél ni, pfichdzeli bychom na mista niz&fho poten-
cidlu rychlostniho, coZz odporuje definici hladiny.

Od idedlni kapaliny pozadujeme, aby. v libovolném jejim
bodé se skldadaly rychlosti, pochdzejici od jednotlivych =zdrojd,
v rychlost vyslednou dle pravidla zndmého z rovnobéznika sil,
nebo coz jest totéz, aby v daném bodé& zpisoboval urtity zdroj
touz rychlost toku, jakoby ostatnich zdroji nebylo. Tento novy
pozadavek nazgvime principem superposice rychlosti, a jest tim
lépe splnén, &m mensi vniténi tienf v kapaliné stavd. Pripu-
stime-li platnost principu superposice, -miZeme snadno nalézti
vysledny rychlostni potencidl, ktery panuje v uréitém bodé A

*) Methoda integrdlniho podtu je applikovdna na tyz pripad ve
Vojtéchovy>ch ,Zikladech“ str. 165.
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pisobenim libovolného poltu zdroji. Mysleme si z bodu A libo-
volnou ¢dru vedenou do nekonetna a rozdélenou na nesmirné
mnoho elementd délkovych d. Jsou-li v,, v,, v, ... slozky rych-
losti ve sméru prvého délkového elementu d myslené tary po-
chézejici od zdroji Z,, Z,, Z; ..., pak celkovd potencidlni diffe-
rence mezi zaldtkem elementu 4 a jeho koncem je rovna
(v, + vy + v, + .. ) d, t.j. rovna souttu potencidlnich differenci
pochodicich od riznych zdroji jednotlivé. Z toho plyne: Jsou-li
vzdalenosti 4Z, —=r,, AZ,—=vr, atd. a vydatnost zdroje Z,
rovna @), atd., pak je vysledny rychlostni potencidl v v bodé 4
dén vztahem
_ 1 (@ @
"’—Tn—s(T.J“TeJF'“) . (12)
Pochdzeji-li tedy rychlosti toku pouze od zdroji (kladnych
vznik@ a zdpornych zdniki), jest jak patrno rychlostni potencial
zcela urtitou, nebo jak Fikdme jednoznatnou funkeif bodovou,
zdvislou pouze na poloze uvazovaného bodu 4. Proudéni, které
za téchto podminek nastivd, zveme potencidlovym.

Porovndme-li vyraz (12) s vyrazem pro elektrostaticky po-

tencidl V, ktery, nazveme-li ndboje v mistech Z,, Z, ... po-
stupné e,, €;,..., mi tvar

—_& 6 :

V_Tl+72+'“ (13)

vidime, ze formdln& v —1V/zs. Oba potencidly jsou si imérny
a ktivky toku jsou totoZny se silokfivkami, plochy téhoz poten-
cidlu rychlostnfho jsou zdroveii hladinami elektrickymi. Reseni
uloh elektrostatickych déavd ndm soulasné FeSeni hydrodynami-
ckych iloh.o proudéni potencidlovém, takze na pf. obr 23. IL
dilu Fysiky pro redlky zndzoriiuje zdroveii hladiny a proudové
kiivky vzbuzené dvéma zdroji (vzniky). U dvou zanikd obratil
by se pouze smér fipek u proudovych kfivek.

7. Cirkulace. Mysleme si v kapaliné libovolnou uzavienou
kfivku K, rezdélme ji potinajice bodem A na samé krafounké
elementy délkové d, urfeme rozdily rychlostntho potencidlu
mezi zatdtkem a koncem kaZdého elementu a vSechny tyto
difference settéme tak, aby kiivka byla spojité dokola kolem
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probéhnuta. Tento soutet, ktery ndm davd potencidlovou diffe-
renci kolem ktivky nazyvame dle Stokesa cirkulaci kolem kiivky-
Pochézi-li pohyb v kapaliné pouze od zdroji v ni poriznu umi-
sténych, md rychlostni potencidl v kazdém bodé jedinou urcitou
hodnotu a proto, vrativie se do téhoz bodu A, z néhoZz jsme
vydli, dojdeme k téze hodnot& potencidlu, cirkulace kolem uza-
viené kiivky je rovna nulle.

Predstavme si nynf, Ze v kapaliné nachdzi se virové vldkno,
jehoZz na ose kolmy fez jest dén kruhem A BCD (obr. 6.). Je-li
jeho polomér » a thlovd rychlost vlikna «, jest tangencidlnd
rychlost » rovna po celém obvodé rw. Rozdil potencidlu rychlost-

Obr. 6.

niho mezi body 4 a A’ o vzdjemné vzdélenosti d =rw jest
ddn soutinem

v.d= 44" .ro = re.ro = oria

a soulet vSech potencidlovych rozdili p¥i obéhu kruhu jednou
kolem jest
Sd=owr? . Ja=w.r?. 2a. (14)

O tento obnos klesne potencidl, potitdme-li cirkulaci smé-
rem otédfeni virového vldkna, nebo naopak stoupne, potitdme-li
Ji proti smé&ru otd¢eni. V8imné&me si, Ze mr? je rovno priifezu «
virového vldkna. Poloviéni cirkulaci kolem vldkna, t. j. soudin
ou, nazyvime dle Helmholtze virovou intensitou vldkna. Jindy
nazyva se téZ virovym momentem vlidkna. Takové pohyby ka-
paliny, kdyZ cirkulace rychlosti kolem okraje libovolného ma-
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1ého elementu plo§ného je rovna nulle, zvali jsme potencidlovymi
neboli nevifivymi; md-li cirkulace konetnou hodnotu od nully
riznou jsou v kapaliné viry.

Kdybychom ve vypottu cirkulace byli do plofky obéhnuté
pojali jiné &4sti kapaliny, kde neni vifivého pohybu, byli bychom
dosli k témuz vysledku. Poéitejme cirkulaci kolem dréhy MPONM
za predpokladu, Ze mimo virové vldkno neni pohybu vifivého.
To vyjddfime vzorcem

Cirk MABCONM =0 Cirk OCDAMP0 =0,

kde predpis o potitani cirkulace je oznaten operatorem ,,Cirk“.
Seéteme-li, mizeme patrné nahraditi soutet vzorcem

Cirk ABCDA + Cirk MPONM - Cirk MA + Cirk AM
4 Cirk 0C 4 Cirk CO =0.

Jezto viak dle pfedpisu poéetniho
Cirk MA=— Cirk AM Cirk OC = — Cirk CO

Cirk MPONM = — Cirk MNOPM

plyne to, co jsme chtéli dokdzati, Ze totiz
Cirk MNOPM = Cirk ABCDA =2wa. (15)

Z toho plyne viak snadnym sevieobecnénim, Ze cirkulace rych-
losti kolem libovolné uzaviené drdhy v kapaliné se rovnd dvoj-
nasobnému algebraickému souttu virovych intensit vSech viro-
vych vldken, které drahovd kiivka obepind (pfi ¢emz virové
intensity jsou politiny v témz sméru obéhu jako mys§lend kiivka).

Viimnéme si, ze v kapaliné, v niZz se nachdzeji viry, pte-
stavd rychlostni potencidl byti jednoznatnym; mizef miti v témz
bodé hodnotu vy nebo v + »2vz a pod. dle toho, zdali pfi né-
jakém mySsleném ob&hu po uzavtené drdze tato drdha neobejim4
'24dné virové vldkno, nebo obepinid n-krate probéhnuta v jednom
¢i opatném sméru vlikno virové intensity we a pod. Jest
tomu podobné jako s datem na zemékouli, kdyz vy$edse z urdi-
tého bodu vritime se do ného bud neobefedSe nebo obesedse
osu zemskou (pél). V tomto drubhém piipadé museli jsme totiz
prekrociti datovou mez (I, 87. 89.).



91

8. Zdkladni véty o virovych vlidknech. Virovou intensitou
vldkna zvali jsme souéin 7r?w — wa, kde » je polomér vldkna.
Lze obecn& dokézati, Ze neni moéno v idedini kapaliné zménits
vnéj§imi prostiedky virovow intensitu. Vnéjsi sily mohou piso-
biti pouze na pevné hranice kapaliny (stény nadoby), nikoli
viak na jednotlivé jeji Eistice. Proto nemiizeme v kapaliné bez
vnitinfho tfeni pisobiti tangencidlnimi silami na otdéejici se vi-
rové vlakno, a nelze tudiz zméniti otdfeci moment jeho kolem
o0sy, jehoz zména jest vazdna na pisobeni dvojic silovych. *)

Bylo by viak moZno vlakno prodlouziti nebo zkratiti, zmé-
niti jeho délku [. Energie vldkna jest isté kinetickd a rovna
; Ko®, kde K, moment setrvacnosti rotujiciho vdlce o hmot& M,
je roven

K= 1Mr=1inrils.r*= yaslr', (16)

Jest tudiz kinetickd energie vldkna rovna Iz slr*w? Nechf se
nyni délka vlikna zméni z ! na ! + 4. K tomu cili musi piso-
biti na konei vldkna (§ 3. (7)) tah

ar? | sr?e?,
ktery vykond po trati A prdei
T skrin?

Jjez zvysi energii vldkna. Predpokldddme-li pro jednoduchost, ze
kapalina je nestlatitelna, nezméni se prodlouzenim objem valce,
a nevykond tudiz tlak pilisobici kolmo na plast valce zddné prdce,
kterd jinak je ddna soutinem z tlaku a zmény objemové. Jest
tedy celkovd energie vldkna, ovSem stdle kinetickd, rovna

sslrien? 4+ trsirio’ = las(l + ) riel. 17
Zvysila se elongaci v poméru (I 4+ 2): 1 =1".

Jest ovéem myslitelno, Ze po elongaci nerotuje jiz vlikno jako
tuhy celek, nybrZ ze rfizné c¢astice maji riizné vlastni ihlové rychlosti.
Le¢ neni tomu tak. Rozdélme vlikno na cdstice m,, m,, m, .
ve vzddlenostech Ql, Cg, Q4 - .. 0d osy vlidkna pred elongaci, kteréz
se zméni na R, , R,, R3 . po ni. Pred elongacf mély spoleénou
uhlovou rychlost @, po ni map razné Q,, Q,, Q, ... Pak byla

*) Viz mtj c¢linek ,O pohybu otacivém® v roéniku 44. tohoto
Casopisu.
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kinetickd energie vldkna pred elongaci rovna

1m0t 4+ myoie+ ... )=33me’0*=1w?. Imy,

po ni jest

Y(m, R? Q3 4 my R2Q% 4 ...) = ;ImRIQ.
Vétu (17) pravé nalezenou, ze se kinetickd energie vlikna elongaci
zvys&i v poméru k, vyjadruje vztah

SmR2Q*=1F . Smo’o®. (18)

) Vyrok drivéjsf, ze totiz otdceci moment vlikna nelze zméniti,
a oviem Ze ani elongaci se neméni, rovnéz snadno vyjidiime. Hyb-
-nost prvé cdstice byla pred elongaci m,0,0 a tedy moment hybnosti
(moment otdceci) byl m, o2 ®. Po elongaci jest pak podobné m, R?,.

Mizeme tedy psiti
SmR® O = Imo’w. (19)

Jezto predpoklidime kapalinu nestlacitelnou, nemeni se jeji
objem, a byl-li polomér vidkna pred elongaci », a po nf », jest

artl=nart(l42)
éili

~

2 I+ 2
=—=ux.

l

Moment setrvacnosti K pred elongaci byl roven

<

K =mo?=1r"
a po nf, jezto se jednd o valec téze hmoty M a poloméru 7, jest

SmRt=1 0%
takze
kZm R*= Zme® (20)

Z rovnic (18), (19) a (20) obdrzime stav vlikna po elongaci
nejsndze tak, Ze ndsobime (19) faktorem u a (20) faktorem o, které
mohou mit v§echny hodnoty vyjma nullu a vSechny rovnice secteme,
Pak

S{mR2 (R4 uQ + b)) = 2{ no*k (m2 + —’;— o -4 %)} (21)

Tato rovnice plati jen pro vsechny konecné hodnoty n a 2. Volme
je tak, aby pravd strana se rovnala nulle. dezto je o stilé, u vsech
dastic stejné, sta¢i k tomu voliti

_i
k

»
=20, ——a?

k
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cili
p=—20k, »=rko.
Tak obdrzime z levé strany

3{mR2(R* — 20k2 + k0% } = ImR* (R — k)2 =0.

Aby posledni soudet clent vesmés kladnych se rovmal nulle,
musi kazdy c¢len o sobé rovnat se nulle, ¢ili musi

Q —ko=0, Q, —lo=0 atd,,
to jest
. Q=8 = ... =ko: (22)
7 toho jest patrno:

Prodlouzime-li virové vldkno na délku Z-ndsobnou, vzroste
ihlovd rychlost jeho otdteni rovnéz A-krdte; ale vlikno se zase
otdtf jako celek, thlovou rychlosti o, vSem &dsticim spoletnou.
Jezto pak se otdteci moment vldkna elongaci nezménil, jest

I Mirteo =1 MrS2
a tedy také
o = 7riQ, (23)

¢imZ je dokdzdna véta z poldtku uvedend, Ze virovd intensita
vlakna jest velitina Casové stdld, vné&j§imi prostfedky nezméni-
telnd. Nemizeme tudiz v idedlni kapaliné virové vldkno vytvo-
Fiti, ani zase virové vldkno jednou existujici znititi, ba nemi-
Zeme vibec ani jeho virovou intensitu zméniti. Da se dale do-
kézati, ze Castice kapaliny, které tvoii virové vldkno, jsou stdle
tytéz, ¢ili Z4dné nové Cdstice ve virové vldkno nevstupuji, aniz
je opousti, a to ani tehdy ne, kdyZ se vldkno v kapaliné po-
hybuje.

Ov§em, viechny kapaliny skutetné jevi vnitfni tienf, které
nam wmoziiuje, abychom v nich vzbudili vifivé pohyby, plsobice
tangencidlnimi silami na stény, které kapalinu obklopuji. Vidéli
jsme to ptimo v § 2., kde jsme o vzniku vifivého pohybu pro-
mlouvali. Viskosita vede viak stejnd& ku konecné dobé trvini a
znendhlému zdniku virovych vldken, jichZ energie se méni
v teplo.

9. Proudéni kapaliny kolem virového vldkna, 1 dokonald
kapalina v okoli virového vldkna dostane se do proudéni, byt
i zlstala nevifivou. To jest nutnym dusledkem véty (1), Ze
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cirkulace v libovolné uzaviené kiivce kolem vldkna mé konet-
nou, od nully rozdilnou hodnotu. Jest totiz dle pfedpisu podet-
nfho cirkulace souttem soudind z komponenty rychlosti a ele-
mentu délkového v urtitém sméru prob&hnutého, a kdyby tudiz
vSechny rychlosti byly rovny nulle, musil by vysledek pottu
byt rovnéZz roven nulle.

Ptredstavme si v nekone¢né kapaling dlouhé, piimé virové
vldkno, a mysleme si v roviné na ose vldkna kolmé kruh polo-
méru R, jehoz stied je v ose vldkna.

JeZto, jak jsme pravé vidéli, nastdvd podél kruhu R prou-
déni, bude vzhledem k vSestranné symmetrii jeho tangenciilna
rychlost viude stejnd a rovna ». Cirkulace rychlosti v kruhu
jest

27 Rv =21
&ili
L 4
U= (&4

kde ¢ znaéi virovou intensitu vlikna ve sméru ob&hu kruhu.
Kles4 tedy rychlost proudénf mimo vldkno se vzddlenosti od
jeho osy, kdeZto oviem ve vlikné samém rychlost tangencidlnd
ro 8 touto vzddlenosti stoupd. Tim jest také na prvy pohled
patrny rozdil pohybu vifivého a nevifivého.

Zde mame novy pfiklad analogie mezi hydrodynamikou a
naukou o elekt¥iné. Zikon Biot-Savartiv, jak témito dvéma
ucenci pivodné byl experimentdlné nalezen, udf, Ze magnetické
pole kolem dlouhého piimkového vodie, protékaného proudem
intensity I, jest kruhové a Ze klesd se stoupajici vzdalenosti R,
takZe jest imérno podilu 7/R. TyZ vztah plyne ovSem integraci
z elementarného zakona Laplaceova (II. 50, 45). Uplnd obdoba
virové intensity a intensity el. proudu a podobné rychlosti prou-
dénf a intensity magnetického pole padd pifmo do odf, a jiz
Helmholtz ve vySe citovaném slavném pojednéni na ni poukézal.

Lze ji vésti déle; kinetickd energie systému virovych vl4-
ken odpovidd dplné magnetické energii systému proudovodici
a pod. Zde nemiZeme se ji ddle zabyvati.

10. PrendSeni energie podél proudovych trubic. Jest ziejmo,
_ Ze pl4stdm proudové trubice nepfend$i se ven Z4dnd mechanickd
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energie, jezto Zddné Edstice kapalinové jim neprostupuji. OvSem
je mozno, Ze plaitém trubice prostupuje ven &i dovnitt energie
ve tvaru tepla. Je-li kapalina v trubici podrobena vlivu tize,
miZe se —— nenf-li trubice horizontdlni — méniti jeji potencidlna
energie, stoupajic ¢i klesajic dle toho, zdali t&zisté kapaliny
se zvedd nebo snizuje. Zcela vSoobecné v3ak plati zdkon o za-
chovédni energie, ktery pravi, Ze zd4dnd energie neptichdzi na
zmar, a¢ oviem také Zddnd nevznikd z niceho.

Obr. 7.

Ptedstavme si &dst proudové trubice (obr. 7.). do niZ vstu-
puje kapalina kolmym prifezem g, za tlaku p, rychlosti »,, a
z nfZ vytékd prifezem ¢, za tlaku p, rychlosti »,. Vstupujic
do trubice, ptsobi kapalina jako pist, ktery tlaéi na kapalinu
pfed ni se nachdzejici silou p,q,, a kteryz posouvaje se v krat-
kém Ctase z o délku v,z, kond préci p,q,v,7, takZe préce v jed-
ni¢ce Casové vykonand jest p,q,v,. Mimo to jest hmota do tru-
bice za vtefinu vstupujici ¢,v,s,, kde s, je spec. hmota kapa-
liny v prifezu ¢q,, a tato bmota md rychlost »,, takze jeji
kinetickd energie jest rovma 1s,g,vi. Celkem tedy vstupuje
v jedni¢ce Casové do trubice mnoZstvi mechanické energie

P1@1? + 389,08 = g0, (0, + §5,0)).

Zcela podobnéme dojde k pozndni, Ze mnoZstvi mecha-
nické energie tokem kapaliny z trubice za vtefinu vystupujici
Jest q,v,(py + %s,v3). V trubici samé, jak jsme vid&li, miZe se
ztrdceti energie mechanickd ménic se tfenim v teplo, ztrdceti
<1 nabyvati energie gravitaini nebo postupem skrze stény ener-
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gie tepelnd. MnoZstvi energie uvnité trubice se nachdzejici musi
za ustdleného, staciondrnfho stavu byti stdlé, nebof kdyby ne-
ustdle rostlo, muselo by se v nf hromaditi do nekonetna, nebo
kdyby mélo stdle klesati, byla by musela trubice pivodné miti
nekonetnou zdsobu energie. Z principu o zachovéni energie
plyne pak zcela obecné:

003 (P -+ £5,93) — 0,0, (9, + 1,0%) = sekundovému
zisku energie uvniti trubice.

(25)

Tato rovnice plati zcela vieobecné.

Jednd-li se o tok wnestladitelné Lipaling v horizontdlni
trubici stalého prifezu a je-li kapalina dokonald (idedlnf), bez
tieni, tu pro

Iy =42, 1 =S
a v8eobecné platné u trubic neproménného tvaru
910181 = QuUsSy (26)
plyne v, = v, a ddle, ponévadZ pravi strana (25) se rovnd nulle,
Py =0
Neni tlakového spddu podél trubice. Ostatnd nenf tento vysledek
ni¢im jinym neZ vyjadienim principu setrvainosti.

Jednd-li se v témz piipadé o kapalinu skuteénou, vede
vnitini tieni k ztrdté energie mechanické, jez se méni na energii
tepelnou. Jsou-li pritezy g, a g, vzddleny o délku I, a ztrdci-li
jednotka objemovd na jednitkové drdze mnoZzstvi energie E, ztraci
objem ¢,v, = g,v, na délce [ mnoZstvi energie ¢,v,lE a rovnice
(25) prechdzi v

9309 (P + §59%3) — 3,0, (0 + 3800 =—a sulE - (27)
¢ili, jezto za danych pomérd
St =835 G =1qey Uy =1y,

b — 7 P — g (28)

Podél trubice nastdvd stdly spdd tlakovy, jak je zndzornén
ve va§f fysice (I. obr. 117. resp. 143.), jehoZ nazorny vyznam
objasiiuje rovnice (28).
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Protékd-li elektricky proud dritem stejného prifezu, na-
stdvd dissipace elektrické energie ve tvaru Jouleova tepla a
energie proménénd v teplo pii prichodu jednidkového mmnoZstvi
jednitkou délky dritu uréuje potencidlny spdd, t. j. klesnuti
potencidlu na jednitce délky drdtu (srov. II. 56, 62). Potud se
podobd proudéni elektiiny toku skuteiné kapaliny; ale uvidime
hned v pii§tim odstavei, Ze tato podobnost rychle mizi za pii-
padi jen ponékud slozitéjsich.

11. Tlak nestlacitelné kapaliny trubici proménného prifezu.
Nenf-li prifez trubice viude stejny, nybrz je-li na pkiklad (obr.
8.) v misté B ztZena, tedy i tehdy, jednd-li se o kapalinu ide-
alni, bez tfeni tekouci trubici horizontdlni, musi v mistech &ir-

Obr. 8.

\

$tho prifezu A a C byti tlak vétdf nez v B. Nahlédneme to
snadno i bez pottu. Jezto za ustdleného toku je sekundovy ob-
jem kapaliny kazdym prifezem prochizejici stejny, musi

1191 == 430y
a tudiz je rychlost v malém prifezu ¢, totiz

— 4
Vg = P Y
vétsi nez ve vétsim. Kapalina musi se na trati AB zrychlovati,
k ¢emuz je potiebi stdlé zrychlujici sily, kterouZ je pravé pie-
tlak p, — p,. Naopak mezi B a C' je pohyb kapaliny zpozdény,
jeji rychlost klesdé a to zase nédsledkem opaéné pisobiciho pfe-
tlaku p; — p,.

Vidime tedy pfimo: Tete-li kapalina zGZenou trubici a
neni-li nikde ani ztrdty ani zisku gravitainf nebo thermické
energie, je jeji tlak nejvétsi tam, kde je rychlost nejmen3i.

7
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Poletné plyne pro idedlni kapalinu nestlatitelnou v hori-
zontdlnf trubici dosazenim

4

By=y =35 2 B=Y .
2

do rovnice (25), v niZ pravd strana je rovmna nulle

n—m=1e{(f) 1] (@9)

OvSem ptredpoklddd tato rovnice pfiblizné platnd i pro ka-
paliny skuteéné, Ze rychlost kapaliny nepiestoupi jisté meze,
kdy v kapaliné s vnitfnim tfenfm pfestdvd pohyb dle proudo-
vych &ar a nastdvd stav turbulentni, takovy, Ze proudové &ary se
spirdlovit® stdéf, kapalina tvoff viry. Prakticky uZivd se naseho
vysledku ve Venturiho vodoméru, ktery neni neZ kusem trubice
se zuZenim uprostied, podobné& jako znazoriiuje obr. 8. Misto
tlakovych trubicek je v misté 4 a B opatfen manometry, nej-
Castéji samoregistrujicimi. Z rozdilu jejich udaji usuzuje se na
rychlost proudénf resp. na sekundové mnozstvi prochazejici ka-
paliny. ‘

Z jinych applikaci zndte vodni vyvévu (I, 131, 144) nebo
nassdvani vzduchu do Bunsenova hotdku v mistech, kde do &i-
roké trubice vchdzi malym otvorem plyn &i konednd zndmy maly
pokus nésledujici: Kolmo na spodni konec sklenéné trubitky
piipevnime kruhovou desti¢ku s centrdlnim otvorem pozorné tak,
aby trubitka z nf nevyénivala. Foukdme-li trubi¢kou a p¥iblizi-
me-li k desti¢ce lehky rovny predmét (prdzdnou Skatulku od
girek), jest k destice zcela proti ofehdvani pfitahovédn. V po-
sledné jmenovanych piipadech jednd se oviem o pohyb plynu,
ktery jest snadno stlalitelny, takZe nd§ jednoduchy vztah po-
zbyvéa platnosti; led stalf ¥ici, Ze, neni-li zména tlakova prilis
velikd, zlistdvaji hofejsi dvahy v hlavnich rysech platny.

Nyni vidime podstatny rozdil mezi tokem kapaliny a elek-
" trickfm proudem. Prochdzi-li tento voditem AC, v némz jest
zizené misto B (obr. 8.), tu sice klesd potencidl elektricky od
mista 4 k B, ale nestoupd, nybrz klesd dile, postupujeme-li .
od B k C.
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12. Vytok kapaliny z nddoby. O vytoku kapaliny z nddoby
jest pojedndno ve va3f ucebnici fysiky (L. 130, 146), takze se
zde mizeme omeziti na nékolik pozndmek.

Vytékd-li kapalina z nddoby postrannim otvorem, maji
trubice proudové tvar tetkovinim v obr. 9. pfiblizn& naznateny.
Je patrno, Ze jejich priifez u povrechu je velmi veliky oproti
prifezu v otvoru, takZe u povrchu je rychlost proudéni velmi
mald. Tlak na povrchu je roven atmosférickému tlaku P, stejné
jako tlak ve vodnim paprsku blizko u vytokového otvoru v mi-
stech, kde se stal paprsek stejnomérnym. Kdyby byl totiZ vétiim,
rozSitoval by se paprsek, kdyby byl menifm, stahoval by se.

H

Obr. 9. Obr. 10.

Také zde plati rovnice (25), jejiz pravd strana, znacici zisk na
gravitaéni energii, zde je ddna virazem sqvg.h, je-li q prifez
vytékajictho paprsku, v rychlost toku, % pak vyika od volné
hladiny kapaliny k vySe zminénému mistu paprsku. Z rovnice
(25) plyne tedy, piZeme-li
8, =8, =8 p, =P, =L a g, =q,v, =qv,
qv (P + 3sv*) — qv (P 4 3sv%) = squgh. _
Dle toho, co jsme nahofe fekli, je rychlost v, u povrehu kapa-
liny velmi mald a lze tedy ¢len }sv? v druhé zdvorce levé strany
vynechati, ¢fmz dospivime k zndmému zdkonu Torricelliovu
v =\/2gh. (30)
Nechceme se zmitiovati od odchylkdch, které ve skutec-
nosti od tohoto zdkona nastivaji, nybrz ptejdeme hned k na-
sledujfcimu pokusu. :
T*
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Spojme vytokovy otvor s trubici vertikdlné vzhiru ohnu-
tou (obr. 16.) a pfedstavme si, Ze je z prvu prdzdnd, Ze otvor
v nadobé, lezici v hloubce % pod povrchem jest uzavien zasu-
nutym Soupdtkem. Otevieme-li jej, po¢ne kapalina — budiz
idedlnf — v trubici stoupat, a stoupd tak dlouho, aZ zisk gra-
vitatni energie kapaliny v trubici se rovnd prdci na ni vyko-
nané. BudiZ takto dosazend vy3ka rovna H a priifez trubice q.
Jezto t8zisté vodnfho sloupce vy$ky H a hmoty sqH, tedy vihy
sqHg, se nachdzi vpoloving vysky, ve vysi 1H nad otvorem, je
energie polohy rovna sqHg.3H, tedy, rovnajic se prdci vyko-
nané pfi pddu hmoty sqH z vy$e h, divd ndm vztah

3sqH?*9 = sqHgh &ili H=2h. (31

Idedlni kapalina vystoupi tedy do vySe rovnajici se dvoj-
ndsobné vysSce tlakové. Jezto vS8ak tento stav neni rovnovazny,
vyprdzdni se trubice znova a tato hra by se opakovala u ka-
paliny idedlnf do nekonedna. U kapaliny skuteiné ustdli se nd-
sledkem ztrdt emergie vnitfnim tfenfm po nékolika kyvech ka-
palina ve vySce dané zdkonem spojitych nddob.

Zcela analogicky zjev nastdvd pifi nabfjeni kondensatoru
batterii o stilé elektromotorické sfle. Vyzaduje-li kondensator
nédboje @, aby se nabil na potenciil V batterie, tedy energie,
kterou batterie kondensatoru dodd, je rovna @V, kdeito ko-
netné energie v kondensatoru trvale nahromadénd je rovna ;QV.
(1, 32. a 37., resp. 36. a 42.); polovina energie batterii dodané
se proméni v teplo, tim, Ze pii nabijeni kondensatoru vznikaji
elektrické oscillace, kde z poédtku se méni potencidl konden-
satoru mezi pfiblizné 21" a nullou, Oscillace vSak velmi rychle:
uhasinaji. Pfebytetnd energie +QV proménila se v Jouleovo teplo..

13. Radidlni tok kapaliny. Necht tete kapalina mezi dvéma.
rovnobéZnymi kruhovymi deskami se vSech stran k stiedovému
otvoru v desce spodni (obr. 11.). Takovyto tok nazyv4 se radidl-
nim, jeZto patrné omezenim trubic proudovych jsou poloméry
kruhu. Je-li vzdélenost obou desk rovna d, a je-li ¢ thel mezi
- dvéma sousednimi pfimkami proudovymi, je priifez trubice prou-
dové ve vzddlenosti r, od sttedu roven r,0d. Panuje-li v této
vzddlenosti tlak p,, kdezto na okraji desky poloméru r, tlak p,,.
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mame u nestlatitelné kapaliny a horizontdlnich desk dle rov-
nice (25), v niZ q,v, = q,v,, dile g, = r,9d a q, =r,&d, takie
Y, == U, .:%, a kde pravd strana se rovnd nulle,

. :

2
p—p=p0i—=iml(3—-1. 6

2
Jezto pravd strana je kladnd, je tlak p, mendf nezZ p,,
tlaku zase s piibyvajici rycblosti kapaliny ubyvd, jak bychom
mohli stanoviti manometrickymi trubicemi, v obr. 11. zakresle-
nymi. Ve skutetnosti Casto pozorujeme, Ze, vyprazdiuje-li se nd-
doba vodou naplnénd stiedovym otvorem ve dné, prohlubuje se

povrch nad otvorem, n&kdy tak silng, Ze se i vzduch do otvoru
nassavd. Nékdy dostane se sice ndhodné voda do rotaénfho po-
bybu, le¢ hlavni pii¢inou prohlubovéni jest radidlni tok. Kdyby
v obrazei 11. kapalina stfednfm otvorem tekla vzhiru, tedy
stejné jako je nakresleno vznikd negativni tlak uprostfed desk.
Ostatnd ptiléhd tento p¥fpad tizce k pokusu popsanému na konci
11. paragrafu toboto ¢linku.

14. Sila pisobici v prifezu proudové trubice. Je-li kapalina
v klidu, pisobi na plofe ¢ silou pg, kterd stejné jako hydro-
staticky tlak md touz velikost, nechf postavime ploSku ¢ do
libovolného sméru. Pohybuje-li se viak kapalina, piisobi vedle
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toho dal3f silou, kterd md smér jejfho pohybu. Priifezem ¢ proslo
v tase r mnoZstvi squr kapaliny, kterd méla hybnost jako vidy
danou soulinem z hmoty a rychlosti sqv’z. Zména hybnosti
v jednotce Casové jest dle zdkladniho zdkona Newtonova silou.
Na piedni strané priifezu proudové trubice vymizela v jednotce
tasové hybnost sqv®. Pisobi tudfz kapalina pied prifezem na
kapalinu za nim se nachdzejici jednak vsestrannou silou pg, jednak
silou ve sméru pohybu kapaliny piisobici sqv?, takze jest celkova
sila ve sméru pohybu ¢ (p 4 sv®). Dle principu akce a reakce,
jeZto se nejednd o pohyb zrychleny, pisobi touz silou sméru
opatného kapalina za prifezem se nachdzejici na kapalinu pfed
nim. O této sile pfesvédduje néds t. zv. Pitotova trubice, staré
to zafizeni k méfenf rychlosti proudici kapaliny. Jest to prosté

(¢ (0

Obr. 12.

sklenénd, proti sméru proudici kapaliny v pravém tdhlu ohnutd
trubice, opatiend na konci velmi jemnym otvorem (obr. 12.),
Vystupovd vySe kapaliny je mérou jeji rychlosti. Kdyby nor-
méla k roviné otvoru svirala se smérem rychlosti dhel 90°, ne-
vystoupila by kapalina v trubici nad okolni hladinu.

Applikujme tento vysledek na vytok kapaliny z nddoby
otvorem prifezu ¢, (viz § 12). Zanedbadvdme-li vnitini tieni
kapaliny je vytokové rychlost v = \/2gh. Bud ¢, prifez vodniho
paprsku v mistech, kde se stal stejnom&rnym. Pak, jak jsme
tekli, je vnitini tlak v paprsku roven tlaku atmosférickému P
a kapalina prdvé prifez ten opoustéjici jest do pfedu pohdnéna
gilou ¢, (P + sv%) = q, (P + 2 ghs). Touz silou je kapalina
pfed prifezem tlatena zp&t. Paprsek jest potfnaje od otvoru
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zizen z priifezu ¢, na mendi g, a atmosféricky tlak tlaif tuto
konickou ¢dst paprsku do nddoby zpét silou P (g, — g,). Jest
tedy u vytoku tlaena kapalina zpét silou

P (¢ — 9 + @2 (P + 2 ghs) = Py, + 2 ghsg,.
Na plosku g, stény pusobila, pokud byl vytokovy otvor uzavfen,

sila ¢, (P - gsh).

,Predpokldddme-li, Ze rozdéleni tlaku po sténé, v niz je
otvor, se nezménilo, byl-li otvor otevien,“ tu, ponévadz kapalina
zistdvd jako celek v rovnovdze i proudi-li paprsek ven, je

g, (P + gsh) = Pg, + 2 ghsg, tli g, = 3¢;.

Obr. 13.

Pokusy o vytokové rychlosti otvorem ve sténé poddvaji
v§ak vysledkem p¥iblizné q, = 062 ¢, (I, 130, 142). Tento rozdil
md jednak pivod ve vnitinim tfeni, jednak v tom, Ze uvozovkami
vyznateny pfedpoklad neni spravny. Podél stény nastdvd totiz
jakysi druh radidlniho proudéni (viz § 13), ¢imZz se vysledny
tlak na sténu méni. Radidlni proudéni vymytime, uZijeme-li
Bordova zpétného ndsadce (obr. 13.), ktery posunuje vytokovy
otvor dile od stény, vice nez nez o dvojndsobny jeho primér.
V tomto ptipadé odpovidd nalezeny vztah g, — 1g, daleko lépe
skute¢nosti.
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Astronomicka zprava
na leden, unor a brezen 1917.

Veskerd udani v case stredoevropském vztahuji se na merididn
stredoevropsky a 50° severn{ zemépisné ifrky. Prehled radiantt byl
uddvin pravidelné v predeslych astronomickych zpravich, a protoze

se podstatné nemeéni, bylo od dalsitho jeho otiskovani v prehledu
tkazi upusténo.

Prehled obéinic.

Merkur m4 znacnou zipornou deklinaci, takZe je az do dubna
v pomérech pro pozorovini nepriznivych.

Venuse méa rovnéz znacnou zdpornou deklinaci, Vychdzi zacit-
kem ledna 2% a zacdtkem unora 1% pred vjchodem Slunce.

Pro Marta, Jupitera, Salurna a Slunce je udin na desetiny
hodin vychod: v, nebo zdpad: z, nebo doba vrcholeni: vrch, a
v celych stupnich deklinace: &, v ndsledujici tabulce:

Datum Mars Jupiter Saturn Slunce
2 b} 2 ) vrch 0 z v 0
. 1. 51 —22 13,7 + 9 133 421 41 200 —23
31, 53 —17 120 10 11,2 421 49 19,6 — 17
nm. 22 » — 8 104 412 91 422 57 187 — 7.
v, 1. 175 4+ 1 91 +14 71 422 68176 + 4

Uran je v souhvézdi Kozoroice, Neptun v souhvézdi Raka.

Prehled ttkazu.
Leden 1917.

1. 3. 1. z. 9933=57s. — J. II. k. 120 6m465 ; Jupiter zapada
130 40m,
2. 16" Merkur v nejvétsi vychodni elongaci 19°22'.
® 7.4 1 k 8:20m18s. -— 21t siplné zatméni DMésice u nas
jen castecné viditelné. Uplné zatmeéni zacini ve 20700 a
kratce potom Mésic zapada.
8. J. I z. 12811m9s; Jupiter zapada 13k 14=
11. Min. Algolu 164 37m,
14. J. 1. k. 10"16=3s; Jupiter zapadd 122532, — Min. Al-
golu 13116m,
€ 16

17. 8% Saturn v opposici se Sluncem. — Min. Algolu 10k 5=,
18. 19% Merkur ve spodni konjunkci se Sluncem.
19. J. IL k. 6&40)= 3s,
20. Min. Algolu 65 54m,
® 22. 7t Lonjunkce Merkura s Mésicem. — 20% Casteiné zu-
tméni Slunce. Slunce vychazi v 197 46™ jiz zatméno. Ko-



23
26
27
3 29
30
31

Unor
2

3.
@ 6.
. Min. Algolu 8" 36m.

) 28
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nec zatméni v 21703™ vy posicnim dhlu 52°  Nejvétsi za-
tméni obndsi 0,65 praméru sluneéniho.

. 14" Neptun v opposici se Sluncem.

cd0 1Lz 6R4Bm0s, k, 9k 17m 375,

. NIz 5744m3s, k, 6821m12s,

. J. 1.k 8536m195. — 10% Merkur v konjunkei s Venusi
(Merkur 2°53" sev.).
. Min. Algolu 18" 10=,

1917.

LIz 9 29m 46s,

J. 1L z. 9843m 365, k. 11424m27s; Jupiter zapadi v 114
47m. — Min. Algolu 14258=.

J. 1. k. 107 31m 555; Jupiter zapadsa 11% 38=, — Min.
Algolu 112 47m,

. 22b Merkur v nmejvétsi zdapadni elongaci 26°2’.

. Jd. 1, k. 6"56m225; Slunce zapada 5t 18=,
. Jdo 0L k. 6229m 508,

o1k 8h51mA49s,

. Min. Algolu 16* 41m, :
. Min. Algolu 13%29m,

4O I k, 9RTmB52s,

. 11" konjunkce Marta se Sluncem.

Birezen 1417.

. Min. Algolu 10718=, —
Min, Algolu ThTm,

10, J. k. 7h11m 155,

11. J. 1l k. 78 32m 49s,
€ 16.
17. J. 1. k. 926m26%; Jupiter zapads 9h44m,
18. 11% Merkur v konjunkci s Venusi (Merkur 0°44' jiz). —
Min. Algolu 150 12m
21. Min. Algolu 12h1m,
@ 22
23. 21% Merkur v konjunkci s Martem (Merkur 0956’ jiz.).

24, J. 1l k. 6221m514s. — Min. Algolu 8250m=.

. 68 Merkur ve svrchni konjunkci se Sluncem.

50. Venuse v konjunkci s Martem (Venuse 0°39' jiz.).
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Ulohy.

a) Z mathematiky.
1.

Resiti jest soustavy rovnic :

W x+y+ary=a
x2+y2+x‘2y2:b
B z+y+\Voy=ua

22+ +ay=>
Prof. Rudolf Hrula.

2.

DokaZte bez pouziti analytické geometrie vétu: Protind-li
hlavni osa kuZelosetky v bodé N normdlu vztylenou v bodé M
ke kuZzeloselce, jest primét dsecky /N na privodi¢ roven pa-
rametru kuZelose¢ky.

Dr. V. Hruska.

3.

Na strané BC' daného trojihelniku ABC jest dén bod D;
timto bodem maji se vésti dvé piimky DE, DF v ahlu ¢ tak,
aby trojohelnik DEF, ktery md vrcholy F, I' na stranich AB,
B(C, mél plochu co nejmensi. :

Sk. rada Vdclav Hiibner.

4.

Kruznice postupné se dotykajicf maji spoletné vnéjsi teny.
Stanovte jich poloméry a soudet jich ploch.
L. Kolenaty.

5.

a) Dvéma body vésti kruZnici na hmotné kouli.
b) Urciti primér hmotné koule.
(Uzitim pravitka, kruZitka a pomocné ndkresné noviny.)

Zasob. officidl J. Aroupa.
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6.

Dvé paraboly maji ohniska F',, F, a spoletnou Fdicf
piimku d; jsou-li ohniska na téze strané piimky d a nelezi-li
na kolmici k d, protinaji se ob& paraboly ve dvou bodech v ko-
netnu, jichz spojnice je osou soumérnosti I}, F,.

Tyz.

1.

Najdéte trojuhelnik nejvétiiho resp. nejmensiho obvodu,
jsou-li dény poloméry kruZnice vepsané a opsané.

Prof. Ant. Lochmann.
8.
Najdéte na ellipse bod, jehoZ normidla mé od stfedu vzdé-

lenost co nejvétsi.
Tyz.

Setfsti jest fadu

=16 1) -+l

F. Mddle.

10.

Pohybuje-li se usetka stdlé délky a tak, Ze jeji koncové
body zistdvaji stdle na pravotihlych osdch soufadnych, obaluje
2 2 2

kfivku zvanou asteroidou o rovnici z® + y® = a3. Kterd tetna
asteroidy je zdroveil jeji normélou?
Tyz.
11. ‘

Na obvod kruznice o stfedu S opsané pravidelnému sedmi-
Ghelniku. ABCDEFG budiz od vrcholu A smérem ABC...
naresen tfikrdt jeji polomér, tak ze AM — MK:=-= KL; pri-
setiky usetek BG, CF, DE, s primérem ASL oznatme M, N. O
a prisetik ptimek HL, KS oznatme P. DokaZte, ze body
M, N, O se z bodu P promitaji tfemi paprsky svirajicimi na-
vzdjem Ghly 60°. .
Supl. prof. Jaromiér Pilndéek.
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12.

Jaké jest geometrické misto stiedd rovnostrannych troj-
thelnfkii vepsanych do ellipsy 2:- - %; =1.
Tyz.
13.
Dokazte, ze libovolnd pfimka prochédzejici bodem (— p, 0)
protind parabolu y*=—2px ve dvou bodech, jichz normily se

protinaji v bodé na této parabole lezicim.
Tyz.

14.
Vyraz 2 ((:?;)) — 3 ((é)) upravte na tvar
au(g)_l__al(n—bl-l)_l_%(neg—?)_i_”'+aﬁ(n-{5-5).

Prof. Jan Schuster.

15.

Uréete objem hranolce, ktery vznikne z pravidelného hra-
nolu n-bokého, otoli-li se jedna podstava kol stiedu o thel .
Jaké téleso vznikne, nechdme-li » risti do nekonetna?
Tyi.

16.

Lomenou &dru slozenou ze 2n stejnych tselek a utitite
hranami pobo¢nymi a dopliite nahote i dole vzdy dal§imi » hra-
nami tak, aby vznikl hranolec, omezeny dvéma pravidelnymi
n-Ghelniky shodnymi jako podstavami a 2~ shodnymi rovnora-
mennymi trojihelniky. Dokazte, Ze sklon dvou pobotnych hran
je nezdvisly od », md-li hranolec objem co nejvétsi.

Tyz.

17.

Z trojihelnfku rovnoramenného sloziti pldst soumérného
&tyfsténu o nejvétiim objemu.
Tyz.
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18.

Rada 2, 4, 8, 16, 31, 58, ... vznikla se¢tenim souhlasnych
¢leni Fady arithmetické tiretfho stupné a fady geometrické.
Urtiti jeji obecny €len a souétovy vzorec.

+ Dr. Viadimir Zivansky.
19.

Urtiti jest v rovnicich
@) 28 —axr*4+ar—1=0
f) 2* —az®+4bx—c=0
a tak, aby soulet tietich mocnin kofend byl maximem neb mi-
nimem.
Tyz.
20).

Bodem, v ném7 paprsek vedeny ohniskem kuZelosetky sete
pifslusnou ptimku fidici, vedeny jsou teény ke kuzelosetce. Jest
urliti soutadnice stfedu piisluiné poldry a vydetfiti geometrické
misto t&chto.stiedd, otd¢i-li se paprsek kolem ohniska.

Ty

b) Z deskriptivni geometrie.

1.

Sestrojte kulovou plochu dotykajici se uvnité stran daného
trojihelnika a p¥imky s rovinou tohoto trojihelnika rtiznob&zné.

Prof. Fr. Granat.
2.

Dédny jsou dvé pfimky mimobéZné o, ¢ naklonéné k obéma
primé&tndm; o jest osou rotalniho vdlce, ktery se dotykd pfimky ¢.
M4 se sestrojiti plidorysnd a nirysnd stopa tohoto vilce.

Prof. Josef Hanus.
3.

Sestrojiti osu rota¢ni plochy kuZelové, kterd jest urcena
vrcholem, jednim bodem na povrchu, tednou piimkou a odchylkou
povrchovych ptimek od osy.

Prof. Jan Kroupa.
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4.

Sestrojiti kouli, dotykajici se dané piimky a dané roviny,
jez jsou navzdjem rovmob&zné, zndme-li jeden primér co do
polohy. Tya.

5.

Zobraziti rotaini. paraboloid, jsou-li ddny ¢tyfi body na
povrchu a podminka, Ze osa je kolmd k pidorysné.
Prof. Ant. Narratil.

¢) Z fysiky. *)

il

Jak 1ze pomoci libelly (I. 115, 125) o poloméru kfivosti I
méfiti zrychlen? Kdyz zemékoule obihd elliptickou drahu kolem
slunce, mé&ni se jeji rychlost dle druhého zédkona Keplerova (I, 93,
99). Bylo by mozno vhodnd citlivou libellou stanoviti z1ych1eni
zemékoule ? .

2.

V kapaliné jsou vyznateny proudové trubice tak, Ze jejich
kolmé priifezy jsou viude obricend imérny rychlosti toku. Rovnéz
jsou vyznadeny plochy téhoz rychlostniho potencidlu a to tak,
Ze rychlostni potencial stoupne o stdlou hodnotu, kdyZ prejdeme
od jedné plochy k nésledujici. Dokazte, Ze tyto plochy d8li
proudové trubice na utvary butikovité, které obsahujf vidy tyZ
-obnos kinetické energie.

3.

Dvé pfimkovd a rovnob&znd virovd vldkna jsou ve vzdjemné
vzddlenosti d umisténa v nekonetném objemu nestlagitelné kapaliny.
Virové intensity obou vldken jsou stejné, ale opatného znameni.
Spojime ob& vldkna kolmici, prodlouzime ji pies vldkno druhé,
a ve vzddlenosti 6 od n&ho nakreslime kruh o poloméru R,
takie R* = (d + J) ¢ v roviné na osdch vldken kolmé. Dokaite,
Ze tento kruh je proudovou kfivkou.

*) Reseni iloh predpoklida studium &linku prof. Dra, B. Kulery
»0 nékierych analogiich mezi hydrodynamikou 'a naukou o elektriné®,
« tomto é&isle uverejnéného. :
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4,

V nekonecné, nestlatitelné kapaliné nachdzi se dublet, to jest
vznik 4 a zdinik B téZe vydatnosti ve velmi malé vzdjemné
vzdédlenosti. Pfimka AB nazyvd se osou dubletu. Ve sméru,
jenz s ni tvoii uhel & a vzddlenosti » od stiedu C' dubletu
bod P. Dokazte, Ze slozka rychlosti toku v bod® P, padajici

2 o cos 9,
47xsrd
kolmého padd vlozka Z—TS:I%, kde s je spec. hmota kapaliny,

do sméru PC jest rovna kdezto do sméru na P C

a o moment dubletu, to jest soutin z vydatnosti vzniku a vzddle-
nosti A B. K.

b.
Linedrni zdroj sestdvd ze spojité Fady zdroji bodovych,

v piimku sestavenych. Jeho vydatnosti @ nazyvame mnozstvi
za sekundu v jednitce délkové vznikajici kapaliny. Dokaizte, Ze

ve vzdalenosti r nastdivd rychlost toku . =
27 sr K.

6.
Dva linedrni zdroje vydatnosti 4+ ¢ a — ¢ rovnobézné

a ve vzddlenosti 0 tvofi linedrni dublet momentu o, = Q0.
Dokazte, Ze ve vzddlenosti », tvofici s osou dubletu dhel & je

CaYe cos & )
radidlni sloZka toku rovna %, kdeZto slozka kolmd na ni
1
o, sin &
t Ly
P sra - K.
1.

Kapalina spec. hmoty s tede stejnomérnou rovnou trubici
a ztrdei ndsledkem vnitfniho tfeni mnoZstvi E energie na jedni¢ku
objemu pfi prob&hnuti jednitky délkové. Jaky musi byti sklon
trubice k horizontdle, aby tlak kapaliny byl podél celé trubice
staly ? K.

8.

Paprsek kapaliny dopadd rychlostf v na rovinnou plochu
a kapalina roztékd se po dopadu tangencidln® po plofe. Dokazte,
Ze sfla, kterou ptsobi paprsek na plochu, je sqv? kde g je prifez
paprsku, s spec. hmota kapaliny. M4 sqv? vyznam tlaku? K.
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9.

Rychlikové lokomotivy pro dlouhé traté mohou plniti své
vodni nddrze mezi jizdou pomoci nésledujiciho zaffzeni. Nadrz
jest opatfena vertikdlni trubici, kterd da se spustiti tak, Ze zasahs
do dlouhého reservoiru vodnfho umisténého mezi kolejemi. Spodni
konec trubice jest ohnut v pravém uhlu. takZe horizontdlnim
ramenem se pohybuje proti vodé v reservoiru. Je-li horni konec
_trubice ve vy8i% nad hladinou vody vreservoiru a je-li rychlost loko-
motivy V, s jakou rychlosti potete voda do nddrze na lokomo-
tivé, zanedbdme-li vnitfni tienf?

 Pokyn k fefenf: Udélme v myslenkdch lokomotivé i reser-
voiru spoletnou rychlost — V. K.

10.

Jak dlouho bude trvatli, nez se naplni nddrz objemu 10 hek-
tolitri na lokomotivé ujizdéjici rychlostf 60 km za hodinu trubici
priméru 10 c¢m, je-li jeji horni Gsti ve vysi 250 ¢m nad hladinou
vody v reservoiru a je-li energie zmafend v trubici ve tvar tepla
rovna '/, prdce vykonané pii zveddni vody. K.

Regeni aloh.

. s .
Regeni tloh budteZ zasldna do 15. dubna 1916 na adressu:
S. doc. Dr. K. Rychlik, v Praze II., Mikulandskd 3.

Péni feSitelé se zddaji, aby FeSeni kazdé tlohy bylo na-
psano zvld$f na jednu neb nékolik C¢tvrtek papiru obycejného
formétu. V Celo kaZdého FeSeni budiz uvedeno é&fslo dlohy (tekst
dlohy neni nutno pséti), jméno fefitele a tistavu, na némz stu-
duje. ReSeni budteZ sefazena dle {fsel, a jsou-li zasilana v obalu
mengtho formétu neZ &tvrtkového, jako celek sloZena. Zaroved
uvedte pani Fefitelé pti posledni zasilce na zvl4$tnim listku pa-
piru seznam vSech feSeni, kterd vibec zaslali.

Mimo to je nutno, aby pdni fe§itelé uvedli pfesnou adressu
svou, aby-mohly byti ceny sprdavné& rozesldny.

Neopomenite zdsilek dostateéné frankovati.
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