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Nékolik kapitol z nauky o ¢islech.
Napsal
Emil Schonbaum.
I

V nauce o Cislech hraje velmi dilezitou ulohu funkee,
kterou Legendre ve svém Theorie de nombres oznatuje E (),
kdezto Gauss zavddf pro ni oznaeni [z]. Definice je velmi
jednoduchd: Pro necelé ¢islo x znali podle Gausse [x] nej-
vétsi celistvé éfslo mensi neZ . Tato definice platf i pro nega-

b

tivnf z a sice jest na pr. [%] =1 [— Z:' = — 2. Pro ce-

listvd @ jest ovSem [a] = a. '

Funkci té ptibuznd jest jind, kterou oznatujeme {x} = nej-
blizsi celistvé tslo k . Tedy {%}: 1, {—%}:—1. Roz-
dflu # — {o} = R(x) uzivd ve svych pracich Riemann.

Povaha funkce [x] jest jednoduchd a vysvitd nejlépe z gra-
fického zndzornénf. Na mistech x =0, + 1, + 2, + 3..., skoéf
vidy funkce o 1.

Neékteré vlastnosti jsou samoziejmé

l.z4[—zx]=—1.
2. [x] +a =[x+ a]. je-li a celé.
3. [#]+ [ —x] = A — 1, nebot
r=[x]+¢& 0=Ze<],
h—x=h—[x]—¢
a tedy
[h—2]+[2z] =h — 1

18
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4. [2] 4-[y] =[x + y], nebot

z=[x]f+e& 0=s<1,
y=Ml+n 0=9<I,
zt+y=[z]+[y]l+e+n

a protoZe &+ % ==0, po pkipadé téz =1, jest

[z + y] = [«] + [y].
5. Obecnéji jest

2+ 2+ .. o] =[2] +[%] 4. . 4 [2a]

a odtud pro z, =2, —... =T, —x

[nz] = n[z].

5]
6. Jest téz lehko dokdzati, Ze L—Z—- j= [1-]; jest totiz

X
* [!/ &
o = L =LId 7
_[y]+e, kdez 0 =e <1, tedyyz_ +z a

% ‘._ 3 . nebof s < 3 .

7. Znacf-li x libovolné ne celé positivni éislo, mezi jehoz

2
Y

ndsobky z, 2z, 3z, ... nx se nevyskytd zddné celistvé ¢Eislo,
., 1 2 3 h . S

pak platf totéz o ZrE Bt pti &emZ h = [nx).

Déle jest

\ 1 2 h
[x]+[2x]+....+[nx]+[;]—f—[;] +"‘+[_§]:"}"'
Prvd ¢&dst této véty je evidentni. Kdyby totiz bylo pro
néjaké éfslo o z fady 1, 2, ... h, % —=b, b tislo celé, tedy

by muselo byti b =n— 1, nebof a <h=[nxr]<nx, tudiz
bx —a, coZ odporuje ptedpokladu o povaze ¢fsla x. Druhd
t4st véty se dokdie takto: V fadé [x] -+ [22] ... [nx]

maj{ vSechny ¢leny aZ po [%] -ty hodnotu 0. Nésledujfcf az
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k [2] -tému jsou rovny 1, od [2] tého az po [%-]-t}" tlen
majf hodnotu 2 atd.; jest tedy )

[x]+[2m]—{—[3x]+...+[na:]:0.[ :| [%] I: :I}

re {22+ rasnl2)- 5
i [2])

Odtud obdrzime, zjednoduSime-li pravou stranu, vétu.
JakoZto disledek plyne ndsledujicf poutka: Jsou-li p, %
¢fsla nesoudélnd, lichd, jest

. + -1k
B2 P i
+[ﬂ;»ll{ =1 k—1 -1

Je-li totiz k<< p, jest

F =Dk [—; <k——1)p] »
—r—< k ale> (k 1), —;—— —g( —]).

Stadi tudfz poloziti v prededlé poudce

%:x, —;-(p——l):n, %(k— 1)=nh.

Tato véta, jejiz dikaz jsme zde podali dle Gaussa (Werke.
Bd. II., str. 3.), jest zékladem slavného ttetiho dikazu Gaus-
sova reciproénf véty o kvadratickych zbytcich.

8. V tiselné theorii jsou to v prvé fadé soulty nejvétsich
celkl, které se vyskytujf, a jest praci sem spadajicich veliké

mnozstvi. *)

*) Viz na pf. Jac. Hacks: Uber Summen von grossten Ganzen. Acta
math. 1887, I. — M. Stern: Sur la valeur de quelques series etc. Acta
math. T. 10. — Lerch: Rozpravy &. ak. tifda II. ro¢. VII. €. 6. a 7. atd.

18*
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Pii tom jest uzitecno miti pro [#] vyraz, s nimZz se dd
pohodlngji manipulovati. Nechybi ani na takovych vyrazech.

Velice pohodlnd jest ndsledujicf forma pro [x], které ve
svych pracich a ptedndkdch uzfval Kronecker (Crelle Journ.
sv. 104 a 106),

. 1 h=r—1
[¢] =+ ;lh(l—{—sgn (@ — h)). (1)

K vysvétleni této formule tieba podotknouti, Ze sgnx znacf
positivni nebo negativnf jednitku, dle toho, je-li x>0, nebo
z <0, pro =0, jest sgnx = 0. St{tdnf providi se od k=1
az po h =r — 1, kdez r je libovolné celé &fslo vétsi nez z.

Ze potom jest vyrazem na pravo stojicim [x] vyjadieno,
jest ziejmo, nebof pro vSechna -~ >z jsou ¢lenové souétu —O.
Jen treba je§té poznamenati, ze, je-li x celistvé. neshoduje se
tato definice funkce [x] s obyCejnou. V tomto ptipadé jest totiz

pro jedno h sgn(x—h) =sgn0 =0, a tedy [z]=z— —01—

Kdybychom definovali sgn 0 = 1, bylo by [#] = « pro celistvé z.

Pomocf formule (1) 1ze dokdzati velmi snadno mnoho vét,
jichZz diikazy jinak vyZadujf znané ndmahy.

Dokaime podle Kroneckera, 7e

n—1 m—1
& [T 1 & [kn 1
Ek 7+§J _Zk’:m +7J’
k=1 = k=
kdeZ m, n znaéf libovolnd lichd &isla.

Jest totiz

5 (m—1)

[1@+37]: ;::f (1+syn (%‘“:%+§17%))

n

n—1

2
V souttu lze ale kldsti mfsto & %(m + 1) — &, nebot

pro v8echna £ =1, 2, ...,

tim se zmé&ni jen pofddek scitancid, takze jest
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b 17 e 1
m
[;4——2—:, = k,‘gk’ (1 —+ sgn (— —{—— ——)) ;
Déle jest
73:1
n 1 ok 1
[t z]=a X (e (G5 +5)
m— 1 . . %
pro & =1, 2, 3, ..., —5 nebof » miZeme tu patrné
klasti = —51 Zaménime-li zase soultovy index za —— +1 —k,

¢imZ se nic nezméni, bude

1

k 1 1 g I
[,,?Jrﬂ:@}; (“Fsy" Gt )

k=1

km 1

Srovndme-li s vyrazem pro[ . —+ 2J a selteme-li vSechny

identity pro k=1, 2, ... 5

2 2
km 1 k'm 1
Sl )-plei)
Zavedeme-li tu jedté funkei difve oznacenou {x} a uvdzime-li,
Ze jest dle definice [z — I:x—}-z] coz lze lehko dokdzati,
mdme jednodussi relaci
Tl )

Snadno lze té% odvoditi ndsledujfef relaci Buscheovu:
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Znadf-li opét m, n libovolnd lichd &isla, jest

g [%m]*mf [5n|=Fm—Dm—D.

Jest totiz opét pro k=1, 2, ... ”;1
m—1
2km 1 k —
I:T] ) l;l;' (1 —+ sgn (—— — —) ), nebot » lze tu voliti =m.
m—1
m—l 1 k k
5 (-
a tedy
".—_1
N [2km] _ (m— 1) (n—1) | 1 kK
5] =R gy Y e ()
k=1 o
_ n—1
E=1,2 ... IRE
F=1,2, ...m -1,
Pravé tak jest ale primo
m—1
'n m— 1) (n—1)
Ylm]=m=t s B ()

takZe véta tvrzend jest dokdzdna.

9. Jiné vyjddfeni{ funkce [x] obdrzime pomoci elementéir-
nych trigonometrickych fad. Jiz grafické vyjddieni funkce [z]
samo upomind na grafické zndzornéni elementdrnych funkei de-
finovanych Fourierovymi fadami, a podobné vyjddfeni pro [z]
jest si snadno zjednati.

Vyjdéme od zndmych vzorci (vnz na pf. Studnicka: Mono-
periodické funkce str. 163)
lgx.:sm”x—i—%-tsin%x —}—s}i’tsiné’mw—i— i

T

I.

__ \Vsin kre

—b:. —%——.
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x __sinmx 1 1 .
5 = —2—51n2zx—k§,;31n3zx—-..

=¥y

k=1

x—1 Sin kmwx
kx

Oba vzorce plat{ plivodné jen pro 0 <<z <<1. Abychom
platnost jich roz&ffili, kladme na pravé strané I. z =1 +&; tim
obdrzime dle II

sm”§+—3m2n§ o= sm3n§+ :-%
pro 0<§<1
a tedy
smm:_*_‘ sm27tx+3—sm3mc+ lga:
pro 1 <z <<2.

Klademe-li ale na pravé strané I. @ — 2 -}- &, obdrzime

Z smkn&__l_;é‘ pro 0.< E< 1

a tedy vrdtime-li se ku z

2 sin kze _ B—2 o 2<n<s,
obdobné jest
Z smlmm B s pro S<p<d
a obecné -
ksmkknx Bt L pro < e<<2(m—+ 1),
- 1 2

t. j. hodnota Ffady jest rovna poloviénfmu rozdflu nejbliZ§fho
lichého ¢isla a ¢&isla .
Stejnym zplisobem lze odvuditi ze II. obecné

Zh(_l)b_lsmknx_x—;% pro 9n— 1<z <2n+1,
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t. j. hodnota fady rovnd se poloviénfmu rozdflu argum. 2 a
nejbliz8tho sudého &Eisla. Z obou poslednich vzoredt plyne ode-
ttenfm |

L SIU 2767!.’3 — + pro 2n.<< z < 2n ‘I‘ 1,

tedy
1 | \“.sin 2knx
m=[zr]=2z— & —_
[ 7t 2

Poznamenati dluZno ov8em, Ze pro celistvé « dluzno zde
brati [x]:x——%. Tato formule je dcelnd pii vySetfovdn{

celé fady vztahd mezi [x] a jinymi Ciseln& theoretickymi funk-
cemi, na pi. Legendreovym znaménkem,*) funkel u (z) atd.

Jiné vztahy mezi soulty nejvétSich celkii prameni ve vyS-
gich partifch nauky o éfslech. Tak lze z nauky o pottu tfid
bindrofeh kvadratickych forem odvoditi mnohé identity, na pf.
vztah Liouvilledv **)

Z(__ 1) [ ] Z[Vm 9%, kdez s = 1, 8, 5,

#=0,1,2,. [Vm]

10. Veliké mnozstvi formulf dostaneme, kombinujeme-1li
funkei |«] 8 funkei u (%), zvanou obycejné Mertensovou a defi-
novanou nasledovné

g () = (— 1)", obsahuje-li x » vesmés rdznych prvotiniteld,
@ () =0, obsahuje-li # kvadratického délitele,
p(l)=1.

Této funkece u(x) dd se uiiti s velkym prospéchem ve
viech partiich theorie éisel, zvldsté pti vyéeti’ovani asympto-
tickych zdkondt a frequence prvoéisel.***)

*) Viz Lerch: Rozpr. ¢&. akad. 1. c.
*%) Liouville Journal de math. pur. e. appl. 1860; viz téZ Lerch: Arith-
metické odvozeni Lejeuné Dirichl. vysledkd atd. Rozpr. ¢. akad. str. 13.
*#¥) Viz Mertens: Ein Beitrag zur anal. Zahlentheorie, - Crelle Journ.
Bd. 78. Uber eine zahlentheoretische Function. Sitzgsber. d. ak. Wien.
Nov. 1897. Landau: Uber die zahlentheor. Function g (k). Sitzgsher. d.
akad. d. Wiss. Wien 1904. '
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My chceme je§té odvoditi dvé jednoduché véty:

Predem je zndmo, Ze, utvoirime-li z libovolného poltu ele-
mentd vSechny mozné kombinace, je polet kombinacl{ sudych
ttid = pottu kombinaci t¥id lichych. Z toho plyne ihned:

gwd):o,

kdeZ se soucet vztahuje na vsechny dalitele &fsla daného m.
Nebot je pravé tolik deéliteld se sudym poltem prvociniteld,
jako s lichym, potitime-li 1 % prvym,
Pouze pro m =1 jest Zy (d) = 1. Napi8eme-li v8echny
@
tyto souéty pro m =1, 2, 3, ... n a secteme-li, obdrZfme tak
formuli Lipschitzovu

e[ 2] Fe@a]+ e [2]= X | F]=1

K pouéce té druzf se celd fada jinyeh Jonquiérova, Ce-
sarova (Bachmann: Anal. Zahlentheorie str. 309 a ndsl.)

Znamd funkce @ (x) definovand co pocéet Cfsel nepfevy3u-
jicich z a nesoudélnych s z,

e [

ay Oy

jelli x =pfpy ..., dd se téZ psdti
z z z
r)—=x — Y, — e 22 d) =,
e gPIerEngxPe g”()d

kdeZ se soutet vztahuje na vSechny délitele Cisla z.
Odtud se snadno obdrzi

27— 1=Ne® 7]’

kde F(z) znaéi potet ¢leni Fady Fareyovy, jichZz Citatel ni
jmenovatel neptevySujf éisla z.
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II.

1. Zodpovézme piedem zndmou elementdrnou otdzku : Kterd
jest nejvySS{ mocuina prvoéisla p obsaZend v soucinu » za sebou
jdoucich prvych &isel, tedy ve faktorielle n!?

Odpovéd poskytuje formule, kterou nalézdme poprvé u Le-
gendrea a jiZ chceme zvéti jeho jménem.

Jest patrno piedevsfm, Ze mezi ¢isly 1, 2, 3, ... » prvo-
tslo p jakoZto Cinitele obsahuji ¢isla

n
1p, 2p, 329, oo [;:I b,

tedy v celku [%] tisel. Ctvercem prvodisla p budou délitelna

tisla
n 0
1p2; 21’2, 3192, CER [?] P

tedy [ —;iz] ¢igel, ¢islem p® bude délitelno [gé]-éisel a tak to

jde déle. Hledand mocnina prvotisla p, kterd jest jesté v n!
obsaZena, bude miti tudiZ mocnitele

o= [3] 3]+ 3]

kdeZ % jest urleno podminkou [—#] = 0. Pro rizné appli-
kace odporutuje se uzivati pro « (») tvaru
&y "
o w =Y | %)
i=1 p
coz je dovoleno, protoZe pro vSechna i >F% jest [é%] =0.

Jinou cestou lze dojiti téhoz vysledku takto:
Mezi &isly 1, 2, 3, ... n jsou éislem p délitelna &isla

1.p,2.p,3.p ... [%:l P
a soulin n! je tudfz délitelny soucinem
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1.2.3...[1]19[%].

p
V souéinu [%]l jsou ale éfslem p zase délitelna Cisla

]
1.p.2.p,3.p.,. L—%——J.p,

tedy jest soucin ten délitelny soucinem

: [&
p[pz].1.2.3... [52:', nebof jest I_%_I:[Z%:l

Je-li posléze opét p* nejvySS{ mocnina, pro niz [%i] >0

obdrzfme co vysledek n! je délitelno éislem

L+ B3 200

Tato formule je velmi vyhodnd p¥i feSenf riznych otdzek
tykajicich se délitelnosti.

2. Uzijeme ji k dokdzén{ zndmé véty: Soucin m za sebou
jdoucich cisel celych je délitelen soutinem m prvych cisel.

Staéi dokdzati, Ze libovolné prvoidislo p jest v Eitateli
podilu
(@+1)@+2) ... (atm _(@tm)

1.2.3 e m — al m!

obsaZzeno nejméné tak &asto jako v jmenovateli. PouZitim Le-
gendreovy formule jest ale

e rm=§ (5]

I

aw;;%}

i~

a obdobné
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Protoze jest ale
a+m a [mjl
e 2 S — .
SalEEE
jest téz a fortiori

o (a+ m) =« (a) + « (m).

Véta tato jakoz i obecnéjsi véta, jiz lze tymz zpisobem
dokdzati,

@ +a+... 4 am)!

: = celému Cislu,
a!lal ... a,!

odvozuje se obytejné z kombinatoriky, nebof zde znati podil
(a,+ ay+...am)!

a!l ay! ... an!
mezi nimiZ je a,, a,, ... ax stejnych. PonévadZ véty se casto
v theorii cisel uZfvd (jeden z dikazi Fermatovy véty je na ni
zaloZen), jest dobre dokdzati ji pomickami C¢isté ciselné theo-
retickymi.

potet permutact z (a, 4 ... a,) prvki,

3. Znati-li a,, a,, ... @, celd Cisla positivnf, jest podil

(ma,)! (ma,)! ... (man);

a,l a,! ... an! (@, +ay+...Fan)!

Pro m =2 obdrzfme vétu Catalanovu, kterou tento pii-
vodné vyvodil z theorie elliptickych funkci. Dle véty té jest

celym c¢islem.

(2a,)! (2a,)!
ayl ay! (a, 4 a,)!’

Dfikaz obecné véty jest snadny. Musi byti zase pro libo-
volné prvotislo

« (ma,) + « (ma,) +. .. + « (man)= « (a,) + @ (a,) + .. .
+ a(@n) +a(a, +a, + ...+ an).

Ale jest patrné vzdy
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]+ 5]+ e = ]

=N [%] s [?l,_'f_“z_";_—‘__"_'_i“ﬂ]

a tim je véta dokdzdna.

4. Mnohem obecnéj§f nezli predeslé tvary jest podil sou-
tint faktoriell, jejz vySetfoval E. Landau v Nouvelles Annales
de Mathématiques r. 1900 a jehoZ speciellnimi piipady jsou
podily diive uvedené.

Jednd se o stanoveni nutnych a dostacujicich podminek,
za kterych je celym ¢fslem podil

11X,

=1

oy,

r=1

p X Xl .. X
D AN AN A

L]

pti tom jsou X, a Y, homogenni linedrné funkce » proménnych
w,, Uy, ..., S koefficienty a(,.”), bf”) celymi a positivnimi (z nichz
mohou byti libovolné = 0), takze jest tedy

X =4+t aVut...+ a¥u = Z Pu, v=1,2, ... m,
O] @ P ) . ()
Y, =", -0, 4. 07w = b w, v=1, 2, ... %
=1

Jde tedy o vySetteni podmfnek, jimz musi hovéti (m + n)r
koefficientd a, b, aby podil
I (i al” u)!
Peer=ie=l
I (i)
Bl =

byl ¢éislem celym pro vSechna celistvd a posit. w.

Chceme podati ve zjednodusené formé Landauovo vySetio-
vanf. Pro libovolné prvoiislo p musf byti dle Legendreovy
formule

@ ':1' r:l1 ':l’i] gé V_ZL I:Pi:l '

t
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Patrné ale statf, je-li pro viechna p a s

® INHEYH

nebof souc¢tem v8ech podobnych nerovnosti obdrZime a fortiori
nerovnost (2). Podminka (3) tedy pro délitelnost staéf. Jind
otdzka je oviem, je-li nutnd. Lze ukdzati, ze ano.

Supponujme, %e by bylo pro uréitou soustavu proménnych

Vys Vpg wss Up
m X,,] n K
5<% 7]
Y [l<¥
a poloZme jesté pi — N,
Pak lze vizdy urtiti ¢islo ¢ takové, aby

4 oX,(v<(@N—N)? prov=1,2 3, ... m,
0Y,(0))<<(eN—N)? prov=1,2 3, ...n,

nebot je-li %— libovolny zlomek, lze vidy stanoviti &islo & tak,

, R @ _(E—1)2 . i

aby af < ({8 — p)* (ili, aby F< stacft zvoliti na
2

Pt &= g_—%??/f_ , natez bude

2 2 2 ) 2 2 2 4
=2 (g = S IEEE
a tedy vskutku ef << (58 — )% Plati-li nerovnost ta pro urcité
&, plati i pro kazdé vétsf £ Stanovime-li tudiZz pro zlomky
X0 %0 X0 L0 L0 Y@
N' N'™' N’ N' N'W' N

piisludnd &fsla £ a nazveme nejvétsf z nich ¢, pak jsou splnény
pro toto ¢ nerovnosti (4). Obdobnym zpiisobem lze dokdzati, Ze
d4 se vzdy vyhledati ¢islo o takové, ze plati relace

o [X@1_[¢X 0] [she ] _[%w
®) [azv;—zv]—[—av‘] a—N—-_ZV]_ ﬂr‘]

pro viechna v =1, 2, ... m, resp. v=1, 2, ... n.
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Nebot jest moZno zase ukdzati, Ze di se nalézti éislo %

takové, Ze pro libovoloy zlomek L a pro vSechna %k << 7 plati

p

al=[7] o=r<s
o
5]+
k=8 — a—a—— jest vztah Zidany splnén. Hodnoté
]
B
p [%] +1— 5 odpovids k=0,

Stati totiz vaiti 4 —=p —

nateZ pro kazdé

Relace (5) lze tedy vskutku splniti, coZ je hned patrno,
piSeme-li je ve tvaru

B[]

G

kdez jen tieba urtiti ¢ z podminky g =, takZe relace ty

budou platiti pro &isla o vétsf nez f—lv . Stanovime-li takto ¢

pro vSechna v=1, 2, 3, ... m, resp. v=—1,2, 3, ... n, a
zvolime ¢ maximdlni, budou relace (5) platiti. Shrneme-li tudfz
relace (4) a (D), vidime, Ze lze vidy urtiti &fslo z, tak, aby
pro viechna z >z, bylo

tX, ) <(N—p? 1Y, (o) <@N —p)

v=1, 2,3, ... m resp. v=1, 2, 3, ... n,

tX,(v) ] _[ X () Y, (v) ] _[ Y. (v)
=5 =
ve—=0,1,2, ... N.

Uréime-li jesté prvoéfslo ¢ tak, aby zN-—u =g, bude
patrné

(4a) X, (vv) <% Y, (w) < ¢%
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- X(v X, (w) Y, (v) Y, (zv)
oo [50]=5 [ =15

nebof vymiz{ vSechny ¢&leny aZ na prvnf.
Jest tedy dokdzdno: podminka (3) je dostatujfci a nutnd.
. C e U Uy w,
PiSeme-li v ni jeSté ZT}C—_- tl,p—k__tw -t t., bude
pro délitelnost nutnou a dostaujfef podminka

m n

3) Yorx o= Y v,
1

r=1 =
kdez ¢ jsou Cfsla pravé urcend, tedy rationdlni.

Tato restrikce je ale zbyteénd a lze lehko ukdzati, Ze
podmfinka (3) musi pak platiti pro vSechna redlnd w.

Nebot kdyby bylo pro urcity systém proménnych (redlnych)
Uy, Uy «.. U, pro néz X, (u), Y,/(u)=0.

2 (X, (w)] < ; [Y, (w)],

bylo by téZ pro uréity systém rationdlnych ¢ tvaru diive uve-
deného

n

(3% Z [X ()] < Z [Y, @)

Lze totiz vZdy najiti takové J, Ze pro 0 = h <<,
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[ =rx o [ 723 ] =tren

(Plyne to z véty pro zlomek - odvozené, klademe-li § = 1). Tuto

B

relaci mozno té7 psati

[x(25) |z [ 22y | = e

a tedy téz

m

Ale h dd se tak voliti, aby C¢islo (kde u jest redlné

¥
1—h
¢islo), bylo ¢fslem rationdlnym, nebo dokonce nékdy celistvym. (Je-li

V5 . V5

na pt. w, = Vb, lze voliti h=1—", L - Dii tems
. . - X, (w)
tteba ovSem jeSté splniti podminku A <d‘ =1 X]—1 )

Byla by tedy vskutku i pro ¢ relace (3*) splnéna, coZ je
proti podmfnce (3). Vidime tedy: Nutnou a dostateénou pod-
minkou, aby podfl P byl celym &islem, jest

Z,l [X, ()] = Z; LY, (w]

pro vSechna redlnd =, pro néz X,, Y, =0.

Pro praktickd vySetfovani jest zdhodno zkoumati, zda tato
podminka nedd se nahraditi jinou, pti niZ obor redlnych éisel,
pro néZ nerovnost (5) md platiti, je sdZen na vhodné voleny
intervall.

UkédZeme snadno, Ze jest tomu tak a Ze staci, plati-li
vztah (5) pro vSechna redlnd &fsla intervallu 0 — az — 1 (0,
1, inclusive), pro né% X,, Y, jsou positivnf nebo rovny nulle
Jv=1,2...m
*»=12...n
mogennich funkeich

Ze koefficient a2, 5 *v linedrnych ho-

19



282

X, =a"u 4+ alu,+... + af_”) Uy
Y, = 6w, + 60w+ ... 0w,
mus{ byti positivni, jak jsme predpoklddali, jest patrno hned,
polozime-li na p¥. u, = w, = ... = %, = 0, w, = 1. Pak musi byt
a®”, b positivni. Mimo to jsou ovSem celistvé.
Supponujme tedy, Ze jest pro viechna redlnd u; inter-
vallu (0 = w; = 1), pro néz X,, ¥, =0

(©) Yo 1x 1= }]1 Y, (@)
r=1 r—=

Z toho plyne ptedeviim pro
Uy =y =, .. = Uig = Uip1 ... =% =0, U= 1,
a® 4+ a® .4 a4 4 a® =8 Y

¢ili

m

n
Voo = Y0,

r=1 =1

pro viechna i =1, 2, ... . Jest tedy téZ pro pos. celé k;

Y ah= Yo o0k
r=1 r=1
a settenim » téchto vztahd pro ¢ =1, 2, ... » obdrz{me
Yo x =Y v
r=1 =1
pro celistva a positivnl & , &k, ... &, .

Vedle toho jest dle supposice pro u; intervallu (0...1)

Zl (X w]= 2 [Y, ()]

" a tedy souttem obou poslednfch nerovnosti, vzpomeneme-li, Ze

pro celé « jest [« + B] = « + [B],

m

Yo X w4 1= Z [Y, (w4 k).

vy=1 y=
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Ale k 4 w probfhd patrné v3echna positivn{ redlnd c¢isla, pro-
biha-li & vSechna celd positivnd &fsla a u vSechna Ccisla inter-
valln O0... 1.

Tim je tedy dokdzdna véta:

Je-li pro vSechny moZné systémy realnych ¢isel u (0 Zu<1),
pro néz X, (w) =0, Y, () =0,

m ”

2 [X] =2 (%),
pak jest podil

I X,(w)!
P — r=1
I Y,(w)!

y=1

celym &fslem.
5 ! ! | !
Jakozto ptiklad dokaZme, Ze 6z +9)!(3y)! =+ by)! Bo)!

(@)’ (@) (= 1 29) * (y + 22)!*
jest celym ¢fslem.
K tomu cili nutno dokdzati pro vSechna z, y intervallu
(0, 1) platnost relace

(b +y]+ [ +5y] + (3] 4-[3y]
=.8[x]+.3[y] +2[z+2y]+2[y + 22
Pro 0,0 obdrzime na obou stranich 0. Pro 0,1 na levo 9
a na pravo rovnéz 9.
Obdobné pro =1, y=0. Pro =1, y=1 na obou
strandch 18.
Zbyva tedy dokdzati platnost relace té pro

I<zr<l, O<y<l.

Pro ®* —y mime na levo 2[6x] 4 2[3z], na pravo
2[8x] + 4[3x] a tedy relace splnéna. Zbyvd x=y. Vzhledem
k symmetrii vyrazu zvolme bez ujmy vSeobecnosti x>y. Pak
jest

[ba+y]>[2e+ 9] + [Bx] >[22+y] +[22+ 9] -

[z +5y]>[z+2 y]

[32]> (2 2y},

tedy levd strana v&tSf nez
19*
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2[z4-2y] 4 2[y + 27]
a véts{ nez pravd strana, kde ¢leny 3[x] 4+ 3[y] maji hodnotu O.
Rovnéz lze dokdzati, Ze

4x)!(4y)!
clyl@42y)(y+2x)!

jest cislem celym.

5. Jakozto daldf applikaci Legendreovy formule dokaZme
vétu:

Jsou-li m a m» Cisla nesoudélnd, jest

m+Dm+2)...(m +n—1)
1.2.3...n—Dn

¢islem celym.
Podil ten lze psédti téZ ve tvaru

(m +n—1)!

nlm! ’
Libovolné prvodislo p bude obsaZeno v &itateli s mocnitelem
a(m—i—n——l):i‘[w], -

pi

i=1

v jmenovateli 8 mocnitelem rovnym
wA K N | n

a(n) am:“dl'—.] i[——.].

mFem=3 %]+

Tteba tudiZz zase dokdzati, Ze

e IR
[ i3 =T
pro libovolné prvoéislo p a libovolné <.
To je ale hned vidéti, piSeme-1i m = up‘+ r,, n=wpi-|r,
kde »,, 7, jsou zbytky mensf nez p’, takze [%] =u, [—n-} —=w.

pl
Méme tedy na levé strané relace

[ = e 2,
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ry, 7, jSou ale celd &fsla, kterd nemohou byti, vzhledem k ne-
soudélnosti cisel m, », soucasné nullou. Na levo je v nejhor§im
pfipadé u v, nebo té% p 4 v -+ 1, na pravo ale jen u -+ v.
Relace tvrzend je tedy dokdzdna.

Ostatné lze tuto vétu dokdzati téZ pifmo na zdkladé véty :
soutin » za sebou jdoucich &isel je délitelny soudinem » prvych
Cisel.

Jest totiz jednak (o L) B) e o -8 — [

1.2...n—1)

celym
¢islem, jednak téz

(m~4-1)(m~+2)...(m +n) _ (m4-1)(m+2)...(m+n—1) m+n
1.2...n - 1.2...(n—1) " on

Vzhledem ale k tomu, Ze jest [m, n]*) =1, jest (m -} ») ne-
délitelno ¢islem » a tedy musi byti » obsaZeno jiz v soudinu

m—+1)(m—+2)...(m +n—1).
6. Budtez m, n celd positivni &isla. Podil

nn+1)(n42)...(@mn—1)

m

jest Cislem celym, je-li m Cislem sloZenym, zlomkem, je-livm
prvocislem.

@) Budiz m prvocéislem — p. Podil lze psdti ve tvaru

(np —1)!
pr(n—1)!

Pak bude obsaZeno p v titateli s mocnitelem

ea(np —1)= 2-‘ [”pp:_—l].

i=1

Mizeme ale ukdzati, Ze
pi - pi—l . b

*) Toto oznaenf zavddi se nynf pro nejvétsiho spoleéného délitele
éisel m, n.

nebot
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pi

np—1__ n—1+p—1
z—-l

Nésledkem toho jest téz

=[5+ 5 55]

i=2

V jmenovateli je naproti tomu obsaZeno p s mocnitelem g

pr e 315 = S

=] =2

Ponévadz jest jeSté [_1"_10_1] =mn—1, jest patrné a(np — 1) << f3

¢imz véta tvrzend dokdzdna.

b) Budiz m ¢islo sloZené a tedy m — p¢q, kdez p jest
prvotislo, p vyskytd se pak v jmenovateli podflu

nm+1)...(mn—1)

mﬂ

jako cinitel s exponentem ng, kdeito v Citateli s mocnitelem

z=amm—1)—amn—1) :2 [npq —1] 2 [ﬁ.__l:l

Jest ale hned patrno, Ze platf{ vztahy
mpeg — 11 [n—1 npeq — 1 n—1
pett |[=| p | petr p*
a t. d. pro viechna ¢>¢ a tedy
np’q — 1} [np q— ] [npﬂq == 1]
r=|-—— : -
z[e=l] [y g [

‘ ]
e=ng(1+p+p*+...+p)—e=ng 5;—— — e
Stadf tudiZ dokézati, Ze

11%

pe—1

ng prysaa

— Q= ng.
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Je-li ¢ = 1, musi byti ¢ = 2, a potom jest ng — 1 vskutku
ne mensi nez n.

Je-li p.>1 a pfSeme-li p =1+ », kdeZ »=1, mizeme
relaci, jiz mdme dokdzati, uvésti v tvar

ng (A 472 —1) =@+ De.r
Levd strana jest ale vét3f nez

nqor + nq @——(Q ; 1) r2

Proo>1,r=1,n>1 jest (g=1)

nqor == nYr
nq 0—(9—;——1-) r*=>or
Z prmme—
a tedy jest relace spravnd pro vSechny piipady.
Dluzno jesté podotknouti, ze piedpoklad » > 1 jest nutny,
nebof jinak by ndm bylo co ¢initi se vztahem

";"lq»rgl Gli (o — Dgr=2 pro r=1, ¢=1, 0> 1.

Tato relace neni ale splnéna pro ¢ =2, g =1, r=1,

9
p =2, n=1. Vskutku podil % neni celym éfslem.
122.3...(m—1)

Pro n =1 méme tedy vétu: jest ¢&i-

m
slem celym pro vSechna sloZend m vyjma m — 4, zlomkem pro
m prvociselné a m — 4 (coz je ostatné hned vidéti).

7. Abychom také ukdzali, jak lze s vyhodou uziti kombi-
natoriky pri vySetfovdn{ délitelnosti ¢fsel, dokdZeme, Ze &fslo

%%EI:Q je delitelno jesté faktoriellou n! Ze jest Q
@+ 8t ...+ 6l

¢islem celym, plyne ihned z toho, Ze -~ ool ]
jest Cislem celym. PoloZime-li tu a, =a, =...=a, = a, jest
ihned celistvost ¢isla Q patrna.

Méjmez nynf N —=mna elementi., Tvofme vSechny mozné

formace z téchto na elementd a sice tak, aby kazdd formace

celé
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¢itala » skupin po a prveich; za rizné plati jen ty formace,
pti kterych se od sebe li§f skupiny aspon jednfm prvkem. Jest
otdzka, kolik riiznych formaci Jze z N prvki vytvotiti.

Zvolme libovolnou formaci a permutujme v ni predem
prvky v jednotlivich skupindch o sob&; tak obdriime (a!l)®
ttvard. Vedle toho lze je§té skupiny navzdjem permutovati
a sice nl-krdte. Tak obdriime v celku z této jediné =!(al!)
formaci, jez platf za jedinou. Je-li tedy = pocet riiznych formacf,
bude z.n!(a!)" patrné znaéiti pocet viech permutaci z N = an
prvki a tedy

_ N (am)! . ’

= il — wia)r — jakoZto poéet éfslo celé.

. - N
Téze methody lze uziti, abychom ukdzali, Ze FTalyal

jest celym cislem, kdez N = b+ an.

Ostatné jest to patrné, nebof (b + anm)! je délitelno sou-
¢inem b!(an)! a (an)! je délitelno (a!)n!

Obecné jest N! délitelno soucinem

by lby!...0 (@, )™ (aly=. .. (&) sm !... %!,
jeli N=b, +b,+ ...+ b4 an 4 an +...4 an,.
Je-li dile N= a,a,a,, jest N! délitelno soutinem (a,a,)!

(a,)=% a tedy
N!

(a,.!)“zas(a2 DNesa,
celym &fslem; podobné pro N = a,a,a,a, jest

N
(@, 1)%29s%, (@, [)B%. (a5!)%.a,!

celym cfslem. Je-li jesté a, = a, = a; = a,, jest

a*l
(al)@FatatT
tislem celym a obecné
a! . a
e R R a® —1
(al) (@l) =T

¢islem celym.
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Podle toho jest ku pi. 30! délitelno (3!)'° (522! a 25!
jest délitelno souéinem (5!)%. V jednotlivych ptipadech lze oviem
meze délitelnosti jeSté znalné roziffiti.

Vétu: (an)! je délitelno soudinem (a!)n! Ize dokdzati
téz pifmo.

Staéi patrné, je-li pro libovolné prvoiislo p

SN [ an n
> 2.
eI
Neni-li a délitelno &islem p, dd se tento vztah lehko do-

kézati, nebof v tomto p¥ipadé jest [51] = [a—;—l} , takZe pravd

S5

kdezZto na levé strané

S =l = 1 e

Jest tedy vskutku relace spravnd.

Je-li ale a délitelno prvoéislem p, 1ze kldsti a = p’c, kde
p° je nejvy$sf mocnina prvoéisla p obsaZend v a, takze c je
tislem p nedélitelno.

Potom jest na levé strané

gc l:‘;:] p*~len—+pP~fen 4. . .pen - en 4 2 |: ]

kdeZto na pravé

Z [ ]+§o} [%] =p’len+p?en +.

=1

LR E]

zbyvd tedy dokdzati, Ze

Sl 18 5

i= ) i=1

strana znf
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kdez ¢ je ned8litelno tislem p; to je ale prdvé predesly doké-
zany piipad.

8. Nékteré z vét o délitelnosti zaklddaji se na vyjadfovdn{
¢isel v soustavach éiselnyeh, jichz zdkladem jest prvoéislo. Prede-
v8fm lze udati velmi jednoduchou formuli pro funkei (), je-li
¢islo » napsdno v soustavé dfselné o zdkladu p, kdez p jest
prvotislo, pro néz mocnitele a(n) vySetiujeme.

Budiz tedy » = a, + a,p + a,p®* + ... + a.p™, pak jest
opét mocnitel a(n):

w=$ (3]

=1

n
[F] =a, +a&p+... 4 aup™!
n

T

......................

]
— — Qn,
p

tedy L pt—1 pP—1
“(n)—al‘ll“ a, }’)___1_*‘(131)_—1"][_
s pr=—=1 _ ay+ap+... +ap"—a,—a—...—a,
m p _ 1 p _ 1
n—a(n
o) =120,

kdeZ a(n) znaci cifferny soucet cfsla n.
Pro p = 2 obdrifme zvl4§té jednoduchy vysledek.
Této formule lze uZiti pfi nékterych dikazech. Chceme
pomoc{ vzorce toho ukdzati, Ze za urtitych okolnosti se dd podil
(an)!
(al)™!

Bezprostiedné jest patrna sprdvnost relace

o(a) + o(n) == o(a -+ n) +k(p— 1),

jesté ddle beze zbytku déliti vyS$8i mocninou ¢&isla n!
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pii ¢emZ % znalf polet jednitek, které se pfi stitdnf z jednoho
sloupce do druhého piendSeji.
Podobné jest pro souéin ciffernych souéti

c(a)e(n) = e(na) + (p — 1)k,

kdeZ % nynf znat{ celkovy poclet jednicek ptenesenych pii nd-
sobenf v fddcich a pfi koneéném scftdni.
Ku pt. v 5-ové soustavé jest

4223
2,3,1
1,34
2,1,2 1
tedy
k=6, o(a)a(n) = 30,
o(an)+ 4k = 6 -+ 24 = 30.
Nejvy88i mocnina prvocisla p obsaZend jesté v podilu
(na)!

bude miti podle toho mocnitele:

(al)n!
na — 6(an) — na +ne(a) —n + 6(n) _
p—1 ¢
n (o(a) — 1) + o(w)— a(@)a(n) (a(a)—1) (n—o(m)
8= e +h= =1 +k

= a,(n) (G(a) — 1)+,

slovy vyjddieno, p je v podilu tom obsaZeno beze zbytku v moc-
niné téze jako v (»!)’@—1, pFi Cemiz vynechime ¢&fslo %= 0.
Z toho plyne, Ze, vyjidiime-li a ve vSech C¢iselnych sou-
stavich pro prvotiselnd p men§{ nebo rovnd @ a je-li z mini-
médlnf hodnota Ciselné funkce c(a) pro rézné ty soustavy, Ze
(na)!
(a!)mn!
V nékterych ptfpadech d4 se rozhodnouti hned, je-li podil
ten délitelen je$té mocninou (n!); ku pt¥. je-li @ mocninou libo-
volného prvotisla, tedy a = p’, bude pro soustavu &iselnou
0 zdkladé p, @) =1 a tedy ¢ — k=0 a tedy téZ z — 1 =0:

podil je délitelny jeSté mocninou (nl)™!.
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Je-li @ mocninou néjakého prvodisla, pak nenf podil (((z",—;),i'—
délitelny Zddnou dal3f mocninou n!
Co se tyce ¢&isla &, tu miize toto nékdy délitelnost dal§{mi
n—ac(n)
—1
prvocisla p od 2 az do vétsiho z obou tisel a, n
Jindy je to nemoZno a pak je z — 1 vskutku nejvyS§im
(an)!
(al)n!
jeste délitelny. Tak jest tomu ku pf. pro @ =<, nebof pak jest

mocninami (n!) roziititi, je-li > ap(n) =

pro vsechna

exponentem faktorielly »!, jejiz mocninou je podil

k<”;f%)umﬁpMijxmwmm prog=2 o W 04

velmi jednoduSe doké4zati.

Pifklad 60! jest délitelno (6!)'°. 10! Vyjddfime-li 6 v sou-
stavé dvojkové, trojkové a pétkové, obdrifme resp.
‘ 6 =110, 20, 11, tedy z(6) = 2.
Jest tudiz jesté

60!
(0l

celym ¢fslem.

Z jinych vét sem patficich uvddime jesté: Jsou-li a, n
2 libovolnd celd ¢isla, napsand v soustavé p-cifierné (p prvoéislo),
jest nejvy$8f mocnina &isla p obsaZend v m! p“®; pak bude

soutin (@ 1) (6 42) . .. (a +my="CF
pot® kdez k& znadf opét polet Jedméek pi'eneaenych pri séitdni

n) délitelny . mocninou

tisel a, .

Dikaz jest snadn)" Je totiz

— 0l a —0 n n+4a—dc(a—+mn
a hledany exponent = ea(a + n) — a(a)
n— o(a—+n) + o‘(a) G(n)
= k=uan k.
3 —1 e + (n) +
9. Zvolfme-li #» r@znych celych éisel @, Oy, O, ... 0

a utvoffme z nich soudin:
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(0, —ay)(a, — ) ... (& — @n)(@y— &) ... (@ — @) ... (Fn—1 — @),
bude soudin ten délitelny soucinem faktoriell
) (n—1)1(n—2)!...31211!
Tedy:
II(e; — o)
(s — k)
jest celym ¢&fslem, pfi CemZ £ >>+¢ a 4 probihd Ffadu ¢&isel
1, 2,3, ... n— 1, kde#to £ =2, 3, ... n, nebot je patrno, Ze
no—k =m—1)!nmn—2)!...31211!

Tuto zajfmavou vétu lze odvoditi snadno z nauky o deter-
minantech a sice z theorie t. zv. mocninnych determinanti.?)
Vzhledem k dilezitosti jeji podivdme zde dikaz od nauky
o determinantech neodvisly.

Patrné stadi opét, dokdZeme-li, Ze libovolné prvotislo p
jest obsaZeno v ¢itateli podflu s mocninou nejméné tak vysokou
jako v jmenovateli.

V jmenovateli (n — 1)!(n—2)! ... 312!1! je prvoéislo p
obsazeno s mocnitelem

a(n — 1)+ a(n — 2)+ ... + a(3) + (@) +a(l)
% - —2
S+ 57+ + B )
Oznaéfme-li k vili struénosti p* = ¢, jde o uréenf soudtu
s B E] ]

Polozme jesté n—1 = aq -+ 0, kdez 0 =< d << q a tedy ["—_q_—l] =

Pak jest mozno soucet ten rozloZiti v tdsteéné soulty
1 2 qQ— 1]
— |+ |= ‘s =—— 1 =0.
[q ] T [4] + + [ q .

HERE S

1) Viz Studnitka: Uvod do nauky o determinantech str. 95. a ndsl.
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e e

................................

[Q‘L—q_l)q]+[(a_j_;>q“+1J o +[(a—1)f1+q——1}
=(a—1)q

][5 [ o

q
Secétenfm obdrzime tedy

e R A AR R
=2y e =%C 0 (e

2
— q a’zq
-=a (”—-——) ——-——2 .

2

Tieba podotknouti, Ze je ["% 1] = [%] = a ve viech
piipadech az na ten, kdy » je délitelno ¢ a tedy i; celym ¢i-
slem. V tomto pifpadé je hodnota souttu jednodussi. Je tu totiz

n -1 :
l:_!l—] =a= %——- 1; dosadime-li a zjednoduifme, obdrZime

n ¥
5 ‘ ?Z — 1) . Podle toho bude mocnitel, s nimz je jests obsazeno p

5105 -5 5T

Pti tom se pokracuje ve séitdni tak dlouho, az [" —l:l =0.

plc

v jmenovateli podilu:

Obrafme se nyn{ k &ftateli. Zde si usnadnime prdci tim,
Ze zvolfme ptipad, ktery je pro vétu nasSi nejneptiznivéjsi, tedy
ten, kdy v &itateli je co nejméné differencl éfsel o, — e; délitel-
nych ¢islem gq. Abychom ptipad ten stanovili, délme ¢&fsla
o, ¢, ... &, tislem q a viechna o) 0 stejném zbytku shriime
vZdy do jedné ttfdy. Tak obdriime urdity poéet tifd a v kazdé
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uréity pocet ¢fsel @ shodnych (mod ¢q). Tvoifme-li rozdily v jednot-
livych tifddch, budou tyto vesmés délitelny &islem ¢ a sice, je-li
v nékteré tiidé obsaZeno  elementi «;, bude patrné poéet roz-

dili = podtu kombinaci 2. tifdy, tedy é(ﬂ_;Q rozdili, které

jsou vesmés délitelny ¢g. Pri tom jest polet tiid nanejvyse roven g,
nebot tolik jest nejvySe riznych zbytkd.
Lze nyni snadno nahlédnouti, Ze, ¢im méné bude t¥{d, t{m

B(B—1)
2

5

vice prvkl@ bude v nich, a jak vyraz ukazuje, tim vice

rozdild délitelnych é&islem g. Ddle, ¢im vice se lisi tiidy poctem
elementli «, tim vice bude rozdilG délitelnych ¢islem ¢g. Mdme-li
na pr. 2 tiidy s poéty prvkd B, p, toz jest pocet differenci
délitelnych ¢ ze 2 téchto tiid

_B=1) , yp=1) ¢+§—=F—=y
=Ty T = 3
2
:W+%+W—%¥,
klademe-li
B=n+v.

Roste-li %, roste téZ x; minimum bude z miti pro 4 =0
neho = 1.

V celku je tedy vidéti: Nejnepilznivéj§i ptipad je ten,
kdyZ méme pokud mozno nejvice tfid, tedy ¢, a kdyz tifdy ty
majf v§echny stejny pocet prvki anebo jich polty se li§f pouze o 1.

Prvy piipad je moZny pouze, je-li n (polet vSech ) déli-
telno poctem vSech riiznych zbytkd ¢. Pak mdme tedy ¢ tiid

0 % prveich, takZe pocet vSech differencf delitelnych ¢ obnds(

n n n n
QZJQ 2 1q

to jé zdroven exponent, s nfmZ je ¢ obsaZeno v c¢itateli.
Nenf li » délitelno ¢, pak mdme » prvkd a rznych zbytka
(tFid) jen g, takZe se aspoir jeden ze zbytkd musf nejméné

[%] krdt opakovati.
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V neptiznivém ptipadé, jejZ jsme zvolili, budeme miti tedy
n . " -~
& tild o [?] prveich a & tifd o [?] —+ 1 prvefch, takze jest

s [2]+ & ([2]+1) =
§+é=q

a odtud, zavedeme-li opét

AN

§—=q—n-+ ag, §=n—aq.

V tomto nejhorSim piipadé jest tudiZ pocet differenci délitelnych
tislem ¢

y=5@=n+ap@—1atg @ —ag a1

—afn—2) 9%
—afu— )2
Utvoiime-li souéin
(0, — @) (2, — @) ... (0, — &)
(az - s) e (“2 = “n)

......................

a2

bude tento délitelen tedy mocninou q"("' %>—?q a protoze
totéz bylo by moZno dokdzati pro libovolnou jinou mocninu p!
prvocisla p, jest patrné mocnitel ¢isla p, s nimz je toto obsaZeno
v souéinu, vyjddfen tymZ soultewn jako difve. Tim je véta do-
kdzdna.

Z véty té lze odvoditi rizné specidlni poutky.

Utijeme-li jf pro ¢isla a, a5, a 482 ... a4 b bude
znfti véta ndsledovné:

Souéin

Gt — 1)t — 12 (™5 — 1)* ... (b — Lyt
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ndsobeny jistou mocninou ¢&isla &, jest délitelny soutinem
nln—1)!Im—2)"0...312!1!
Je-li jesté b rel. prvoéislem vzhledem kn,n — 1,...3,2, 1,
toz odpadne onen C¢initel. '
Na pi. pro b =7, n==6, (1°—1)(T*—1)¥(7*—1)*(12—1)*(1—1)°
je délitelno 6!51413!12!1.

Je-li ddle
o =a, o=a+b, ea=a-tb,, ... @pr1=0a-+ b,
kde a, b,, b,, ... by, jsou libovolnd ¢fsla, jest dle véty nast
b, ... by II(by — b;) délitelno soucinem n!(n—1)!...3!12!1!
a jsou-li b, b,, ... b, rel. prvoé. vzhledem k

n,n—1, n—2 ...3 2,1,

jest II(b, — b;) délitelno pffmo n!(n—1)! ... 312!11!

10. Téméf vSechny dosavadni uavahy zaklddaly se na po-
uziti véty:

Nejvy§sf mocnitel, s nfmz prvocislo p jest obsazeno v sou-
¢inu n!, jest vyjadien souctem:

pri Cemz se stitd az po i = g takové, Ze [%} >0, [ﬁ:l =0.

Tato véta ndm dovoluje vyjadriti faktoriellu n! tvarem,
ktery nékdy prokazuje v ¢iselné theorii dobré sluzby. Ponévadz
véta plati patrné pro vSechna p én, jest

.
®»

L]

n! = Ilp="
r
¢ili s
log(nl):flogp.([%] -+ [%:—,] + ... [1—’:;]),

pii tom soudin (svulet) se vztahuje na vSechna prvoéisla p.
Pro log (n!) 1ze ale obdrzeti jiny vyraz, ktery se obzvldsté
dobte hodf pro vySettovdni réiznych asymptotickych zdkond na-
20



298

uky o é&fslech. Tento jednoduchy a zajimavy vyraz je zaloZen
na funkei @(n) definované ndsledovné :

O(n) =rlogp;
4

soutet se vztahuje na v8echna prvoiisla p, kterd nepievySujf
¢isla », a = je mocnitel nejvyS8Si mocniny ¢&isla p, ktera neni
vétsf neZ n. Budiz podotieno, Ze z této definice se dd lehko
vyvoditi pro @(n) ndsledujici vyraz?)

On) = — Zu(k) [-Z-] logh, k=12 ...n.

Véta, kterou chceme uvésti, je ndsledujici CebySevova
relace :

1) log(n!) = 0Om) + @ (%) +0 (%) 4. +@(%).

Dosadime-li na levo za log(n!) vyraz svrchu napsany
a uzijeme-li definice pro @(n), bude tieba dokdzati, Ze

Tuer S5
P =1
:Zr,. loép—}— Ztilogp + ... Ztﬁ logp.
» p 2 n

p
Pti tom na levo stitd se piese vSechna prvoéisla p < n,
kdeZto v prvém souctu na pravo piese vSecka prvoiisla, jez
n
: 3
a t. d.; =, md pfi tom vyznam nejvy3Sfho mocnitele prvocisla &

neprevySuji », v druhém pfes prvolisla, kterd neptevySuji

takového, Ze p7 = n <p™+1, obdobné jest pm? = % =» T%Jrl

a t. d. Z toho plyne:

» n]
[log n] [log -2_J |\10‘° "
T = 7—— |,y Tn = s oo Ta=}) 5— |s
logp|’ 3 Llogp w  Llogp |

1) Mertens: Uber eine zahlentheor. Function. Sitzungsber. d. k. Akad.
‘Wien 1897.
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Zvolme nynf libovolné prvotislo p neprevySujici » a ukazme,
ze vyrazy, které na obou strandch obsahuji log p, jsou stejné.

Na levé strané md logp Cinitele Zi [%J, kde se sedftd
=1
ale jen po ¢ —o.
Na pravé vyskytd se 10 gp v ¢lenech

| log I—log Ly
___logn s lo " log
Togp ) '8P | gy 1058 *- | Togg || 82
takze pljde opét jen o urceni souétu
n 1 n
WV [Og 2 2.)
—J
k=1 | logp

Oznatme ddle

Potom je jasno, Ze v souttu (2.) maji hodnotu O nésledu-

jici cleny
no| B no
[log":;' og st |
" Togr | L Togn |

n

log 7
soutet ¢lent, v nichZ | —— |: 1, jest
logp |

I-Og ':;L_ log n—n—T | logn T 1_|
L 1T L Sl P :
|_ P +| gy |7 +|_ log p J—l'(nl ")
- ﬁ—l
soutet Clent, v nichz ‘_l I: 2, jest
B n

log—— I_ligv =1 N loga—ﬂ]:g(%_ )
logp _ logp | " 7 log p L n
nebof jest - :—:—~§—Z— =p? a tedy 10gi>2100‘p Po-

20%
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rlo
dobné jest soucet Clent, v mchzl_ ]_3,

log

SR - -
log 2| |1og , lo
{ 2l g*ﬁl—3m—w)
L gp l% 1T L o Togp ™ |77 "
a t. d., az posleze

logl [l()g __z_T | I log %

(4 5 1. =
Rl R il Rl Bl ol

Souctem obdrZfme
_] =

n Og _k—
| logp _

=1.(n, —n)+2.(n, —ny) +3.(n, —n)+
voo (@ —1)(0p1 —m,) + om,
% n
:m+m+w+u.+m:;{7}
Tim je formule dokdzdna.

Klademe-li v nf misto » [ﬁ

£
!l

0 ofz) +of3) +o(3] + - +ofz)—e(i3)

a odectenfm

} , obdrZime

n!
wm+@()+@()+.“:Mg7~
5]
2
Odetteme-li ale dvojndsobnou rovnici (3.) od (1.), dostaneme

oo —e(3) +o(3) —o(F) + .- xo(3)
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