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0 souctech ,Gaussovych.
Referuje M. Lerch,

professor university ve Freiburku ve évircarech.

Stanoveni soutti
L e
e n

a=0
pochizi od Gausse*), ktery byl k nim veden svymi tvahami
o rovnicich kruhodilnych. Pozdéji podali pro vysledky Gaussovy
nové dikazy Dirichtet**) Cauchy***) a Lebesgue (na témz
misté), v poslednich letech svého Zivota vénoval jim Kronecker
nékolik duchaplnych rozprav.

Z knih o tomto predmété jednajicich nékteré poddvajf vy-
sledky neiplné (Dedekind, Dirichletovy pfednasky o theorii éfsel,
prvni dodatek), nékteré neptehledné (na pf. J. de Seguier,
Formes quadratiques et multiplication complexe). Tyto okolnosti
mne pohnuly uvefejniti ndsledujici dvahy provedené pivodné
toliko jakoZto pifiprava k mym prednd8kdm na université Frei-
burské. Ony tésné ptiléhajf k ¢lanku Kroneckerovu ,Ueber den
vierten Gauss’schen Beweis des Reciprotititsgesetzes fiir die
quadratischen Reste“ ), a kde se odchylujf, stalo se k vili
presnosti neb podrobnému objasnéni.

*) Disquisitiones, ¢éldnek 3856; némeckého prekladu Maserova str. 426.
Dile Summatio quarumdam serierum singularium (Maserova pfe-
kladu str. 463.)

**) Crelletiv Zurndl sv. 17. (Sur ’usage des intégrales définies dans la
sommation des séries finies ou infinies) a sv. 19. (Recherches sur
diverses applications de l'analyse infinitésimale & la théorie des
nombres).

*++) LiouvilleGv Zurndl sv. V. (1840).
+) Monatsbericht berlinské Akademie z r. 1880.



1. Pomocny vzorec z theorie funkef elliptickych. Budiz «
veli¢cina bud realnd a kladn4, aneb komplexni s kladnou &dst{
realnou; pak konverguje fada

o

— Z (udn)?
Sl Z Ll ’
n——awx
nechf jest » jakdkoli velicina. Tato funkce jest stile koneind
a md periodu 1, ponévadz se obdrii tvar f (w4 1), piSe-li se
n—+ 1 za n, ¢imz se pouze ¢lenové rady ,,poSinou’.
Z té piitiny bude lze — a to na zdkladé rozmanitych vét
analytickych, z nichZ nejjednodusds{ snad je véta Laurentova —
rozvinouti tuto funkci v Fadu trigonometrickou

0

F@W= Y A

m_—oo

Souéinitel A, md hodnotu

1
—2muni

A= [f(u)e du

0

a dosadime-li sem za f(u) hodnotu (1), obdrzi se

® I 2 (utm—amuri
An= ¥ f e du.
n—— 0

V poslednim integrdlu provedme substituci u + n - =z,
¢imZ tento obdrzi tvar

a

n+t1

— % 22—2mari
f e dx,

a fada pro A, nalezend ptejde tedy v integrdl

Ld

T .
-—:a’—?m.’am
A == / e dz.
—m

Vyraz tento lze nékolika zpisoby stanoviti v zakonteném
tvaru, jichZ volba zdvis{ na pflpravé Ctendfové; pro étendfe se
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zdklady Cauchyovy theorie funkef sezndmené bude nejjedno-
dussim odvozeni ndsledujici. Uddlime-li exponentu

T &
— — 2% — 2mame
a
tvar
z =\ 2
—x ‘—-_~ + miYa ) am’n,
Va
obdrzime

ky =g fe - (7 V;)zda:.

—C

Zde necht ndm Ya znamend onu z obou hodnot druhé od-
mocniny, jejiz realnd ¢dst je kladnd. Zavedeme-li nyni inte-
graéni proménnou

@

2= —+ mi Va,
Ya
obdrzfme vyraz
An=c  Va f e ds,

kde vSak integrace nedéje se vice podél osy realné, nybrz podél
ptimky vedené bodem # = miJa v komplexni roving rovnob&zng

8 vektorem ——1-_— a sice 0od — oo do + oo. Z Cauchyovy véty
a

zdkladni v8ak soudime, Ze se obdrZi tdZ hodnota integrdlu, pre-
lozime-1i cestu integratni do osy realné, takze bude

—amn X —nz?
A, —e Ya J e ds
-0
¢ili
—amit

A,=clace .

znamend-li ndm ¢ Cisté numerickou konstantu

3 2
-
o= f e dz.

—-®

1*



Hledand tada bude tedy zniti

o0 2 o0 .
Z ¢ a(“+”) :CVC? Z e—-amz:r-{-?/mu:u;

n_"—wm m—=—owm

abychom uréili ¢, kladme » =0, a = 1; i vyjde

—n?x —m2r
ye=

a ponévadz Fada tu se vyskytujfei nenf{ nullou, méme ¢ =1,
takze platf{ vzorec zdkladni

- _ % ()2 & —av2z+-2vumi
(1 ) Z e —_ va 2 e b]

P=-—a0 y—=—00

ktery patif do theorie funkef elliptickych, byl vS8ak Cauchyem
zplsobem pravé vylozenym odivodnén pied objevenim této theo-
rie a prichdzi také v rukopisné pozlstalosti Gaussové. Jest
dilezito pripomenouti, Ze zde Ya musi miti kladnou svoji tdst
realnou.

2. Budte nyn{ A a u celistvd &fsla, poslednf od nully riizné,
i vySetime, jak se chovd Fada

o __,.u,,(,H.E)
g@= §
pro nekonetné mald w.

Polozme # = 2um + ¢, kde m probfhd veSkery -celistvé
hodnoty a ¢ pouze fadu &fsel ¢ =0,1,2,...|2u|—1: tak
obdrzfme veSkery celistvé hodnoty » a kazdou toliko jednou.
Bude tedy

20—l o %mi wm

@ (x) = E e n Z e—(2m+e)’zn

0=0 m=—ow

a zbyvd jen vySetfiti hodnotu Fady

2]
—(2um+-g)%zn
P, (%) = 2 e

m—=—c

pro nekonetnd mald x. Radu tuto lze psdti



o \2

P, () = Z 6—4'[‘2‘”(". "

obdrZime pro ni vyhodnéj§f tvar, uZijeme-li vzorce (1) v pif-
padé

takze bude

1 k) iz rori

X = — -+
q) (.l:) = 2 e e dutx " .
T 2w Ve, 2

——®

Na pravé strané vyskytuje se totiz fada, kterou lze slou-
tenfm ¢lenG v a — v psdti

e L . Q0m
1 4 2e™ su% cos % + 2¢ 7 1uz cos e

97 i 167
—+ 2¢ auta cos()—zE -+ 2¢ & cos %‘:i—z -+ .

a v té viecky c¢leny se bliz{ nulle, stdvd-li se = nekoneéné
malym, oviem tak, aby realnd ¢dst nebyla ¢dsti pomyslné ne-
konecné mensi. A sice jest ubyvdn{ ¢lend této fady toho druhu,
ze téz soulet fady sdm se blizi nulle. Odtud plyne

. l'— . 1
lim Yz ¢, (#) = 2]
a tedy
o 1 120 =1 _ o¥ai
lzlg(l)qua(x) = 3Tu] pA) & #,
t. j.
o= L i |2p¢]—1 @i
(2)  limYz E sl sTaid ¢ -
=0

=0 ne—— 0

Ze vzorce (1) mdme ddle pro v =0

00
— \ - avin —_—
Vo X o= Y e

vlozme sem



A
a=x- —
+!‘

a ve vzorci tak vzniklém

gt - g

ndsobme obé strany Vz a piejdéme k limitd pro z = 0.
Na levé strané se timto zplisobem podle vzorce (2) obdrzi

limita
B |22e| —1 Awi
LI
p2p| b '

=0
i zbyvd jen stanoviti limitu pravé strany, t. j.

i3 12 ©
— 27 oz - — — viz ——a—-!—-

v 122 -
limVz Z 7 — lim Yz Z T w
V - a2t = V 1+T’;.

z=0
v

Pri tom piedpokladdme, %e A=0. Abychom tuto limitu
stanovili, ukazme, Ze rozdil
;t’ )

-—1271,,3-—-—
a= Yy aa DG,

zlstdvd koneénym pii nekoneéné ubyvajicim z.
Podle vzorce

f)—f@I=1F @] [u—2v],

v ném# w zna¢i nezndmou veliinu obsaZenou na piimece (. ..wv),
bude

__v"z () o _L_ ,ull
() o Ges)
121 u
=viz|l _‘1—2_ i—% %_\] e 1+’(‘z >|
1+ ?—x’
kde '
!"’2
O<<e<< 2



Posledni veli¢ina je vSak mensi nez

2 I i ~
vy L L x? e 212

z tehoz plyne

Qun o _/421"-;7'.,
| 4| <<=~ 2? E vie %
l 1

aneb, znamen4-li

272 L
()  BAEE RN o s

Z rovnice

= - -—a;"‘:t_ x“l —_——
v{l 2 e = }_’ e a

Y—=——a0 Y

plyne differencovénim

= = v =
2Va Ll a?

¢ili
2
v— N vze—uﬂz 1 v; 2 C—aif-’;r = vin —vl;_”
a.w —_ 7 = e
& )-l 4 a ¢
y=1 yY=—00 r=1

Pro nekonetné mald @ md na pravé strané prvni fada
ho dnotu blizkou L drubd je nekoneiné mald; z toho plyne, Ze

4 k]
fada

X
— \ —avinx
a Yax }_‘ ve

r=1

pro nekoneiné mald a se blizi %, a tedy pravd strana rovnice

(«) je nekoneéné mald zdroven s =x, t. j.

lim 4 = 0.

=0



Odtud plyne nejprve

i u?

. __+7L—2,2 FEAN —
lim Yz Z e i = lim Yz E e
=0 P y— —8
a tedy mdme rovnici

—_ 12p]—1 0¥ =S ey . (1%
M 1 - | A1 \/ﬂzz (T
- e * =i —lim\|Z> e &

\/y 2P Ve X

0=0

Pravd strana uréf se pomocf vzorce (2) ve tvaru

y23

Y=

—1  o%uni

[22]
Al 1 T
AP TS e
| o] 2|M§0

¢fmZ nabudeme vysledku

o E S e
y‘ 2 0=0 2 om0
3. Znamenejme nynf
|24¢)—1 _éim'
(4’ d)(/l,‘u):—g-z e " ,
0=0

i obdrZf rovnice (3) tvar

(3%

M _
\/iqf(a, w) =D (— g, A).

Ptipomeinme, Ze zde odmocninu

dluzno stanoviti tak, aby jeji realnd &ést byla kladn4.

VE
w

Vyraz @ (4, x) ma ndsledujfef vlastnosti:

1° D (A + 2hy, ) =D (4, ), (b celistvé ¢islo),
2°, D (2h, 1) =1,

2
_.ya,,(%,_

ui

A

)



34 D (4, 2) =1 — i, u liché,
2. ® (in*, ) = D (1, ),

znatf-li » celistvé Etislo nesoudélné s 2u. Véc je samoziejma,
ponévadz soufin ¢n probfhd &fsla, jeZz jsou dle modulu 2u
shodna s &fsly 0, 1, 2... |2u| — 1, v jistém potddku vzatymi.
Je-li 4 sudé, statf, je-li » nesoudélno s w.

Jsou-li obé &isla 4 i w lichd, rusf se &lenové soudtu (4)
po dvou a tedy @ (4, u) vymizi. A sice jsou Clenové, jei se
rusf, vidy ¢ a ¢ 4 |u|; nebof v druhém pifpadé zni exponent

. i ' .
—(o+ | p| )2@:——9—£i29}~m — Aumi
[ @
a ponévadz Ap jest liché, bude
i ]
e—(e+lul) K, e "

Je-li dédle m celistvé éislo nesoudélné s 4, bude
5. D (A, m*u) =m®D (A, n), m>0.
Dikaz. Podle vzorce (3*) bude

B
D (i, m*p) = \/% @ (— mp, 7),
coZ podle vlastnosti 4". jest

—m\* o
¢ili
D (A, m3u) == mD (4, p).
Dal3f vlastnost jest ddna vzorcem
®) @ (i, w) D (s, v) = D (4 w),

platnym pro nesoudélnd w a v; dikaz se vede takto: Probfhd-li
k, tplnou soustavu zbytkd dle modulu 2g, %, dplnou soustavu
zbytkid dle modulu 2v, probfhd &fslo

vk, | pk,
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tiplnou soustavu zbytkii dle modulu 2uv a sice dvakrite; odtud
plyne
o i L O
2 ¢ (vhy+1ekp)? v — Z e Iz

ky ke o=—=0

Levd strana mé exponent

2 2
_(1’{_ + ‘Lf,‘_) i — 2 i
a tedy znf

_ bhyai i
e L S e ¥ g
soudin tento jest 4@ (iv, u) @ (iu,v) a jeho hodnota vySe uve-
dend zni 2. 2@ (4, uv); tim vzorec (D) dokdzdn.
4. Hodnota souctu @ (4, u) se uréi velmi snadno, je-li
p = p kmenné &slo liché. Znamenejme pak a, @', a”, . . . veSkery

kvadratické zbytky dle modulu p (potet jich rovnd se o )2

dile bud & libovolné ¢&islo, jez neni zbytkem kvadratickym
pak éfsla 1, 2, 3,... p— 1 budou v jistém pofadu shodna
8 &isly

a,a’,a’, ... ab, a’b, a’’b . . .
a ndsledovné

p—1

Y @ 24, p) =@ (20,p) + @ 20, p) + P 22", p) + ...

0 Qabp) + O b )+ R ..

Podle vlastnost{ !. a 4. v8ak plyne z definice zbytki kva-
dratickych, t. j.
a = k* (mod p)
obecné
D (2av,p) = @ (v, p)

a tedy vyraz nd§ znf

- -1
E—oen +P, @@



Hodnota levé strany jest v8ak nullou, ponévad

1 2p—1 p—1 2%
D (24, p) = + e ?

X NP

B -} o . ...

=) ¢ + e 7

=1 ggl ).Zl
jezto prvoi soutet md hodnotu p —1 a dile
Pl _ et

e P ===,

A=1

jest
p—1
Z D (24,p) = 0.
1
Podle toho tedy

D (2b,p) = — D (2, p)
a D (2a,p) =+ D (2,p).

11

Uzijeme-li Legendreova znaménka definovaného rovnicemi

T

mdme obecné
2@ =(7)® @),
pokud celistvé ¢islo v jest nesoudélné s p.
Abychom stanovili

D (2,p),

prevedme tento symbol uzitim vzorce (3) na tvar

2 (2,p) _—_\/ 2pi¢(——p, 2) :\/—Tp’ﬁ + i#).

Ponévadz p jest kladné, mdme
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—pi_ 1, .
takZe
®@p) =5 (L— N + N

je-li p tvaru 4k 4 1, bude #» — ¢ a pravd strana zni Yp; je-li
viak p =4k — 1, jest = — ¢ a vyraz D (2,p) bude miti
hodnotu

1 ari= =
5 (= %p=— ilp,
t. j., sloutime-li oba pripady,
&=y
2@2,p)=(—i) “Vp.
Tim dokdzdn vzorec platny pro kmennd p

p-—1>2

(1) o@p - (2] (=0 b,

v némz Yp je kladny; i lzé jej jinak psdti, prejde-li se hned
k hodnoté sdruZené

gy (P_—J>2
(%) epz(q@“ Vo.
5. Vzorec (7) poskytne (étvrty Gaussfiv) dikaz zdkona
reciprocity kvadratickych zbytkd, zvoli-li se v ném za v kmenné
tislo g. Nebof dle (3*) jest

—d(— P
D (2, p) = d"( p,29) v2qi )
i zbyvd jen vyjadfiti
@ (— p, 29).
Tu jest dle vzorce (5) pro
A= — b, b= 2, v—-q
@ (—pe,2) P (—2p,9) =P (—p, 29,
tedy
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@ ('—P» ZQ) =@ ('_ 2pv q (1 =i l'pq),
takze mdme

@ (—2p,9) (L~ i"")\/g%i = @ (29,p)

aneb podle vzorce (7)

[ = (g GG
q 2 9 P

a uZijeme-li vzorce
A=)
q 9 q

1

.
5=’

plynouci ze shody Fermatovy a Eulerovy

a rovnice

=
2 a
a =|—|(modp),
() @oto
obdrzime

=T\ 2 —1\ 2
(ﬁl (L) (1 —i) _ ( !l_)(_ i)(‘i’{\) + (%, ) '
q ) 2 \p

Rozezndvame-li piipady (p == 1,¢9 = 1), (p =1, 9 =—1),
(p=—1,9=1), ip= —1, ¢=—1) mod. 4, obdrzime po-
fadem

el= B (=1 (2=~
q pl’ \q p]’ \a pl’\4q pl’
t. j znameni (%)a (;-)se lisf pouze v ptipade, kdy obé éfsla

p a g jsou tvaru 4% — 1, coz se vyjadfuje zndmou rovnicf

=g

aneb
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p—1 g—1

W e

Tot Euleriv a Legendreiv zdkon reciprocity kvadratickych
zby tkli, Gaussem poprvé dokdzany.
6. Znaménko Legendreovo podléhd nésledujicim zdkoniim

(’f‘): (7;,), je-li m=m’ (mod. p);

p
(5) (5=
pllp] \ p I
Ty zistanou v platnosti, i kdyz m nebo m’ je délitelno
m

tislem p, ve kterémizto pripadé klademe( > )rovno nulle.

Jacobi zobecnil Legendreovo znaménko pro libovolné mo-
duly, i klade

m m m m . o
—=l=1=] 1= .., jei P=ppp”...,
(P) (p)(p’) (p”) } PER

a volf
m)_(m
—P)— Pl

U Jacobiho tedy jmenovatel P je vzdy lichy. Jesté ddle sel

Kronecker, pripustiv téZ sudé moduly; ponévadz symbol(%)ne-

md piimo patrného vyznamu, polozil

Tedy definitivni vyznam symbolu (%) je tento:
Majf-li &isla m a n spoletného délitele vétitho nez 1, jest

ER

3= ()=

Déle jest
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Je-li n liché a
n—::pp’ p”l....

jeho rozklad v kmenné Cinitele, bude

F =6 G )

Je-li m liché a
£ a Ky a”

n=2p p p’ ...,
bude
B

)= 21 51 ) )
A= - = ) o
Konetné jest
m _(m
=)=

Vlastnosti tohoto symbolu jsou ndsledujici:
a) Je-li n liché, jest

S 1 ) n—1 n2—1

—S S pron>0,(%)‘—" (=1

b) Jsou-li m, n Cfslalichd, platf obecny zikon reciprocity
(5)= )%,

je-1i aspon jedno z obou é&fsel kladné.

Dikazy se nalézaji v Dirichletovych piedndskdch, vyda-
nych Dedekindem.

Jsou-li ob& ¢isla m, » zdpornd, obdrzime piisluSnou modi-
fikaci jak ndsleduje. '

Ponévadz
£)= (25 e
n —n

obdrzime




16

a jeito —m > 0,

(rir? = (%) (_Z_; _ (%) (—1)M2H
(Z’:T)—~ (—;:;)(_1)"'7-1"%+1

Lze tedy zdkon reciprocitni takto vyjadfiti:

a tedy

m—1 n—1 l—sgn.m  1—ymn.n

(8= e 7T

[m=n=1 (mod. 2)].

Pii tom znamend sgn.  bud + 1 neb —1, dle toho, jak
jest >0 neb 2 << O (signum x).
¢) Je-li » liché, neb Ctyfmi délitelné, plati

(ﬁ)_—_ (,”f’,’,), jakmile m= m’ (mod. n).
n n

Diikazy se vedou velmi snadno na zdikladé definice.
d) Bezprosttedné jasny jsou ndsledujicf rovnice

_{n_) w\ _ [ mm’ (ﬁ m)__ m
nl\n]  \ n ’n)n"—nn’)'

e) Znamenejme D ¢islo majicf tvar diskriminantnf, t. j.
pro néz bud D=1 (mod. 4) aneb D =0 (mod. 4).

D 1—sgn. D L lagn. m

m 2 2 s .
Pak.plau(m)_ (ﬁ) (—1) , jeli D
D
a2k

(%): (7.:2) sgn. ki, je-li D<<0, k=’ (mod. D).

liché, a ddle obecnd (—2—) — ( jelli D> 0, k= & (mod. D),

Diikaz prvni véty:

l—gn. D 1—sgn.m

(%) — (’]')‘) —1) *  pro lichd D.
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Bud m == 2'n, n liché, «==0; tu jest

(2)=(3) (3):

ponévadz D =1 (mod. 4), plyne

1-3sgn. D 1—sgn. m

By =(en™ T
tedy ,
oy ,1:’1;";1) o
= e
=(p)en T

jak tvrzeno.

Abychom druhou vétu dokdzali, predpoklidejme & i &’
kladné, D liché. Pak bude

(3= o) (3= (51 v

(%)= (¥)

Je-li vSak £ >0, ¥ << 0, bude pfi D <<O
D)_ (& B)__(J"L
()=o) (¢)=-(5)

@)=

Koneéné piipad % <0, % << 0 se bezprosttedné redukuje
na prvni, ponévadZ

[B)= )= (2= 3)

Zbyva provésti ditkaz pro sudé diskriminanty. Zde budou
k i k' ¢isla lichd, ponévadZ jinak by éfsla & a D méla spolec-
' 2

tedy
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ného délitele 2, a znaménka ([]:) a (P_) byla by nullami.

k’
Ponévadz ze shody
k=Fk (mod. D)

plyne (jeZto D jest délitelno étyimi) k=&’ (mod. 4), bude pro
bh—1
§=(—1)"z jak &k, tak &k’ diskriminantem lichym; tedy

(2)==r)=|

1—sgn. D i—sgn. ek

o)

1—sgn. D 1—agn. k'
2 2

ek’
a jezto

ek\__ [ek
o)=5);
1--sgn. D sgn. b —agn. ck’

)= (B)en T

¢ili, coz totéz jest,

je téz

1—agn. i) sgn.b— sgn. k'

©) (%): (%)(—1) : * (k= mod. D).

Vzorec tento obsahuje diikaz naseho tvrzeni, kteréz zdroven
vyslovuje s nejvétsf obecnosti.

7. Bud nynf #» ¢&fslo liché, kladné neb zdporné, tvaru
4k +1, a n, ¢islo sudé, s » nesoudélné. Utvorme pak celistvd
¢isla hy, m,, by, my, .. .. tak, aby platily rovnice n = 2k, n, + n,,
n, = 2h, m, +mny, n; =2hym; +m, ... a pii tom absolutni
hodnoty &isel n,, m,, m,, ... klesaly.

Ponévadz 2n, =0 (mod. 4), bude
n=mn, (mod. 4).

Déle plyne z druhé rovnice 2n, = 2n,, tedy 2nm, =0
(mod. 4), & z rovnice tiet! n, = n, (mod. 4), atd. Tedy cisla
n, n,, N, B . .. jsou vesmés lichd a shodna s 1 dle mod. 4,
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kdezto =»,, n,, n, n, ... jsou sudd. Process vyvijeni téchto
tisel zakonéf se pfipadem #, — 1, t. j. posledni rovnice bude
zniti

Nor—o = 2hory Moy + 1.

Znamenejme obecné sgn. ®» — v, Sgn. m = v;; ponévadz n
mé tvar diskriminantu, a podobné 2»,, plyne z rovnice n — 2k, n,
+ n,, t. j. ze shody n==n, (mod.2n,) dle vzorce (9)

1—y v—vy
2n,\ _ %_) - 7 2
(7=} '

Déle jest 2n, = 2n, (mod . n,) a tedy

n | \m |’

vi—1l v—v,

takZze mdme vztah

2
Uvazujme déle vyraz
o (""”1 "1);
ponévadz — m» = —mn, — 2h, n,, mwame dle prvni vlastnosti

vyrazu @
D (—n,n,) = D (—ny, n),

a ponévadz dle (3%)

D (—ny, 1) = D (1, ) —t;—ta

2

bude

"4
D (—n,n,) = \/—”1—2— D (n,, n,).

Avsak z rovnice

" ny = 2h, 0y 4 ny
plyne déle
D (ny, n,) = D (ny, m,)
a tedy
2%



D (—n,n,) = \/—Zb‘»l; D (n,, n,).
"2
Podle (3*) jest ddle

D (n,n) = D (—n, nl)\/—nnz
1
a tedy

< :
®) D (n,n) = V - VJ%(D (ny, m,).

n, 1

Jest nynf dilezito vyjddiiti vy’raz\/Tni— pomoci velic¢in
1

Vu, Y., Vi. Jsouli n i n, tého znameni, bude
v n_o_ Vu
V”1 v i

znamendme-li Y = - v_ = s je- diVn kladny aneb kladné po-

myslny (v ptipadé n << 0). Nebof v obou piipadech jest velitina

n
meni ¢isel » a m, jsou riznd. Je-li » kladné a », zdporné,

bude _
\/ n _ \n
T Wy
kdezto pro piipad » < 0, », >0 mdme

Vi =mbe

TudiZ plati obecny vzorec

Tbome 3 -doso

w  Vi=ey T

¢ili v nafem oznaten{



21

y+1 v—1

Sy A
Vo= Vo, VT

podobné

- et 3=l = =
\/mi =y Ym Vi
Ny Vnz

a tedy bude rovnice (b) zniti

v—vy  ¥—1
—_—

2 vn
(c) 4 (nn "’) - (_“1) J== D (”:n ”2) :
Vn,
Nésobime-li rovnice .a) a (¢) na souhlasnych strandch,
obdrzime
(2_@) D n,n) _ (2n3)<li (ny,m,)
n Vﬁ_ - n, Vn2 '

Odtud soudime, Ze bude tento vyraz ddle roven veli¢indm

(%7_‘5,) 2 (nsvfﬂ) ?ﬁ) @ (”’“, ;) .
n, Vn, > Ay Yo, '

a konetné veliciné

(2’”2’,_1 ¢(n'_'r—‘l.’ n’.’r—2) — A
n2"—2 vnér—2
Avsak
< 1=rgp_1 l—vgp_g9
( 2n,,_, ):( 2, ) (- T
n21—2 an
e et
coz viti okolnosti n,, — 1, md hodnotu (—1) * =~ 2 |
déle
¢( Moty My —2) 1 ,n-’ 2
S o O s AP V D(—n,,_, nzr_l)v Pt
Vln?r 2 nir—Z ”2"—10
1 v nzr—-?
S [ di(—nm n.h_l) = A

V By P ?
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Ponévadz n, = 1, jest dle (3%)
{1)] (nm ngr_l) =@ (n,h__l, 1) v,;i):l i,
t. j. Yn,_,% take

ORI L oy #

vn2r -2 ”2r—1 L4

Avsak dle (10)

—_- I4vg,_9 1—rgp_1 —
v Wors — (—1) T v Ry, o

”2""1i v;b2r~;l V i ’
1—vgp_1

Vo, i =0 * Vm, Vi

a tedy
T, e
. a— ( . 1) 2 2 5
z CehoZ plyne
A=1,

t. j. jinymi slovy

Sk

Tim dokdzdna obecnd véta

1.

11 @ (n,n) = (2%)\/7{,

platnd za podminky »:=1 (mod. 4), », sudé a nesoudélné s n.
Odmocnina y 5 je bud kladn4 aneb kladné pomyslnd. PiSeme-li
n, = 2k, znf tento vysledek

|n|—1 2a%kni
a T Tn _ k = —
(11%) g e = (7)\/72, n=1 (mod . 4),

pii &emz % je nesoudélno s », aneb, pfSeme-li —% za £k,

N | —1 2a?k i k v__
11 Ta = ([T tytéz podminky).
(11 Ze n) n (tytéz podminky)

a=0



Pifpad sudého jmenovatele vysetif se na zdklads tohoto
vzorce pomoci vztahu (3%).
Je totiz dle této rovnice

D (—n,n) = D (n,n) V—n;&i,
tedy dle (11)

D (—n,n) = (2—::1) Vn V%

Znamendme-li n, = —2k a uZijeme-li samoziejmé identity
D (—n, n,) = D (n,—n,),

® (n, 28) = (.?:_k)v;v =

aneb, ponévadz

mame

1t-sgn. b | 1l—sgn.n

\/7277__:(__1) : B
ni Vu Vi

l1+tsn.k  l-sgn.n

D (n, 2k) = (Tn‘y?) (—1) N Vg (1),
Ponévadz n =1 (mod. 4), plyne z obecného zdkona reci-
procity
1—:91'.1 . l—sgn.n
a n 2 2
()= (%) v
a rovnice tato platf i pro sudd a. Pro a = —4k tedy bude

L+ sgn. b 1—sgn

(A_‘:k):(ﬁ—)(-—ui—z o

takZe posledni vysledek lze psdti

(12) D (n, 2k) = (%) (1—i)Yk, n=1(mod. 4)
tili |

R S
(12%) Ve = (‘]g) (1—3) V4%

a=0
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kde n=1 (mod.4) a é&sla »n, k¥ jsou nesoudélna. Piejdeme-li
k hodnoté sdruZené, plyne za stejnjch podminek

5 F = (oo

Poznamka k c¢islim Bernoulliho.

Napsal

Dr. Karel Petr,

professor v Olomouci.

S¢éitame-li 2., 5., 8., 11.,... élen rekurrentniho vzorce
Moivreova pro cisla Bernoulliho, obdrzime vyraz obsahujici tisla
Bernoulliho o indexech dle modulu 3 shodnych. Jest pozoruhodno,
ze tento vyraz jednodu$e dd se ustanoviti. Obdrzime tak formuli,
kterdz pro vypocet urcitého tfsla Bernoulliho téméi devétkrat
jest vyhodng&j8i nez formule Moivreova; jednak jest totiz tieba
pocitat jenom tietinu predchdzejicich, jednak pro vypocet
jeduotlivého Cisla mdme vzorec tiikrdte kratsi.

Okolnost tuto, Ze z formule Moivreovy é&dst clend jakozto
zndm4 se miize vyjmouti, kterd, a¢ i z jinjch ohledd ne# prdvé
dotcéeného, jest dosti zajimavd, dosud byla nepovSimnuta,
hodléme v ndsledujicim dokdzati.

Kofeny rovnice
z(1 —2)—1 =0

oznaéme &, &; platl mezi nimi vztahy, jak z rovnice ihned
patrno,
&§=1—s¢,, & =& — -

—_— ik 3k = T & R
Sy — & T & =F 2, Sappr — S

Znaménko horni plat{ pro indexy liché, dolni pro indexy
sudé. Lze psiti tudiZ identicky

(x - El)m — [(x - 1) + 52]7"
(.’E - 82)m = [(x - 1) : el]m'

Umocnime-li a séitdme-li tyto identity, dostaneme



m—2 m—4

2c™ —my & — oy ™ 2y 2 — o, @
—my 2" 4 2my a"—
=2@—1)"4m (z— D" —m,(x— D™ *—2m, (x — )"
—m (@ —1)""" fmg @ — 1" 2mg (e — 1)
anebo
— @+ 1)" 4 32" + 8m, 2™+ Bm ™" 4+ . ..
=—@—1—1)"43@—1)"—3m, (x — 1)"*
+8my (x—1)" " — ..
Tato identita vede nds k analogické pro funkce Ber-

noulliho. Tyto budeme zde definovati jakoZto celistvé raciondlné
funkce pro celistvé hodnoty argumentu rovnici

@, (@ =1"+2" 43" L ... 42"
Dosadime-li do odvozené identity za z =1, 2, 3, . .. , X
a pak setteme, obdrzime po snadné redukei

— (z +— l)m + 1 _i_6[7n3 ‘pm_3+7n9 Prn—y N’_ LOTR S +— e ]
=@—1)"—(—1"+ a" —3[a"—m, 2" fm a" " —.. ],

ve kterémzto vztahu tf ba po pfipadé vynechati ¢len od z ne-
zivisly v zdvorce hranaté na pravé strané. Tuto identitu lze
téZ psdti

My P, _s + my P, _, 1+ My P 15 + My Py + - -
(a) .: %[mz wm—Z +m4 xm—(__l__’nﬁxm G+ o :l
_+_ %lj,'n3 xm—.'f___me Lm—6 _’_/”19 9 ___ .. ]

Cleny na z nezdvislé v zdvorkdch se jiz nevyskytujf.

Dosadfme-li za @, riizné vyrazy a srovndme-li koefficienty
stejnych mocnin », dostancme riizné vzorce rekurrentni pro
¢isla Bernoulliho. Odvodime zde jenom jediny, uzivajice vy-
Jddieni funkce Bernoulliho sudého indexu jakozto funkce argu-
mentu z.*) Jest, jak zndmo,

¥) Mohli bychom téz vyjadfiti B. f. jakozto funkce argumentu
(22 + 1), kteréZto vyjddfeni by nds vedlo k relacim mezi tangentovymi
koefticienty
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270 — (_ 1 ) B.u z + xz w'z,u. 8 q)\» (.’E) =,

znaci-li B, éfslo u-té Bernoulliho, ¢, celistvou raciondln{
funkei x. '

Pokliddme-li v identité (e¢) m za liché tvaru 2u + 3
a srovnime-li prvé wmocniny x na obou strandch, dostaneme
tento vztah pro éisla Bernoulliho:

w—= 3k1 ‘2!"’ + 3)3 B'u - (2!"' + 3)9 Blu_g

D o8B, @ 13, By
% w=38k+1, (2u+3),B, —(2u +3),B,_; _
+@u+3),,B,_—... =2 +3,, ., B, =(—1/ :”_3-_
N w=3k+2, (20 + 3),B, — Qu+3),B, o
+@u+3,B,_,—...x@+3),,_ B,=(—1/ 7-‘,‘? 2 .

Jestlize tyto formule srovndme se vzorcem Moivreovym
(Z ,Miscellanea analytica“, r. 1730. p. 6., viz Saalschitz: ,Vor-
lesungen iiber Bernoullische Zahlen“ pag. 7.)

@2m+1),B,—2m+-1),B,  +@2m+1,B, ,—...

— m-+1 1

=1 (m— —2~) )
vidfme ihned, Ze pro m —pu -+ 1 ¢leny nasf formule shoduji se
s 2., b, ... tlenem formule Moivreovy.

Podotykdme je§té, Ze zpisobu, kterého jsme zde pouzili,
d4 se uziti- k vyvozeni v8ech tak zvanych zkrdcenych frmuli pro
¢isla Bernoulliho. jeZ jsou obsaZeny ve spisu Saalschiitzové jiz
citovaném. Stadf{ rozvinouti dle poulky binomické vyraz

acm(:c—-l)"

jednou dle mocnin x, podruhé dle moenin z — 1. Z identity tak
vzniklé a z jiné jednondsobnou integraci*) z této odvozené,
dajf se odvoditi formule Seidelovy a Sternovy a Saalschiitzovy.

*) Tuto integraci lze v8ak snadno nahraditi elementdrnym dikazem
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Prvé odvozuje Stern v ,Abbandlungen der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen“ 1878 zplsobem ponékud dlouhym -
pomoci differentnfch fad; Saalschiitz pak ke své formuli p¥i-
chdzi pomoci souttové fady Mac Laurinovy.

Ostatné plynou z identit dottenych téz identity piislu$né
pro funkce Bernoulliho.

Prispévek k theorii lemniskaty.
Podava

Dr. K. Zahradnik,

f. professor mathematiky pii université v Zdhiebu.
Lemniskata, jejiZz rovnice jest
¢ 2\ 2 2 J—
(1 (@* + 9%)* — 2a*(x* —y*) =0,

je ktivkou raciondlni. Kazdy kruh, jenz se dotykd lemniskaty
v redlném dvojném bodé, protind ji v 7 pevnych bodech, osmy
prisek jeho je zdvisly na poloméru = toho kruhu jednoznaéné,
t. j. miZeme souiadnice toho bodu vyjddiiti pomoci poloméru
jako raciondlnfho parametru. Obdrzime

- 2 2
x:a*’V? u (a® + u®)

’ a4+u4
(2) g U (a*—u’
y=a*\2 At
Substituci 3
(3) u—=at, aV2=c
obdrzf rovnice (2) tvar*)
t(1 4 ¢
r—=c 1 j t“)
A

VloZfme-li hodnoty (4) do rovnice kruhu, obdrzime ihned

*) Parametra « uziva Dr. Em. Weyr ve svém pojedndni: ,Die
Lemniscate in razionaler Behandlung.“ Praha, 1873. Jinou cestou algebra-
ickou pfichdzi Hermite k rovnici (4) lemniskaty ve svém: ,Cours d’Analyse.*
Paris, 1878, pg. 242.
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() pigugIEY — |

jakozto podminku, dle které &tyii body lemniskaty ¢, ¢!, ¢ ¢V
lez{ na jednom kruhu.
PiSeme-li ¢! = ¢ — ¢V — ¢, obdrZime

(6) Pt =1,

kterdZto rovnice podivd vztah mezi bodem oskulaénim ¢ krubu

kiivosti a jeho redlnym prisekem ¢ s lemniskatou.
Z rovnice (6) vychdzf, 7e kazdym bodem ¢ lemniskaty tii
kruhy ktivosti prochdzej{ a to jeden redlny a dva imagindrné.
Parametry bodid oskulacnich obdrzime jako koieny kubi-

cké rovnice

3 1
) ¢ 7

Z této rovnice plyne ihned, oznatime-li ¢, ¢, £, jeji
koteny, Ze body oskulacni ¢, ¢,, ¢, kruht kiivosti prochdzejicich
bodem #‘ lemniskaty opét na jednom kruhu lezi, coz lze i takto
dokazati. JelikoZ tato vlastnost*) dle Joachimsthala kuzeloseice
ptipadd, a z kuZelosetky inversf kardioidu, lemniskatu, cissoidu
atd. obdrzime, plati tato vlastnost téz pro uvedené ktivky, tudiz
i pro lemniskatu zvldsté.

PiSeme-li k vili krdtkosti:

h+ 1, +t, = (@),
bty + bty 11t = (8),
thtyty = (s

obdrzfme z rovnice (7)
' 1
(8) (t)1 = Oa (t)z = O, (t)s = ‘t“,‘,
tudiz téz
8’ t3}. — 3 5A — 3 u — (f1ty —
() ( )l—tT’ (t )zﬂ'tz_zi (t')x—(t')z—o’

kdeZz w==34, 4 i u jsou éisla celd i positivnd a misto ¢ jsme
jednoduse psali ¢.

*) Viz K. Zahradnik: ,Vlastnosti jistych trojin oskulaénich na ku-
Zeloseéce. Archiv math. a fysiky, II. dil, Praha, 1879.
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Tti body oskulacni ¢,, £, ¢,, jez sdruzeny jsou bodu #,
t. j. jejichz kruhy kiivosti spoletné probihaji bodem # lemniskaty,
jmenujeme trojinou bodé oskulacnich.

Tézisté trojiny oskulaéni.

Budiz T (&, ») tézi8té trojiny oskulatni ¢,, £,, ¢, sdruZené
bodu £. Vzhledem k rovnicim (8) i (8‘) obdrzfne

St (148 2
§: 302 h( +‘h) — ¢ t(l+t)

) = L+4 = 1+¢
I VI Ul (S
S T e A
neb jest

2 (¢ A —E 8t = (@), + (@)%,
B, — Y1 —8 28 2 — (), 4 ), (),
1+t =1+ @®).

Lezi tudfz tézisté trojiny oskulaéni na lemniskaté i jest
onym bodem, jemuZ je ta trojina sdruzeni.
Kruh opsany trojiné oskulaéni.

Rovnice kruhu probihajictho tiemi body jest
(10) (:c“+y‘~’)|x,_1/,1|—x|x2+y2,y,1|
—{—ylxz—{—y",z,l|——|x2—+—y2,x,yl =0.
Za trojinu oskulaéni v8ak plati
oy | = — 26 g T @ _
T (1 t})
h=1
a to za pii¢inou rovnic (8) i (8); mimo to jest

. _ s 4 1+,
2 _ 1—@);
12*+ ¥y @ 1| = =26

. t)
p? 2 | = 4¢* (s
IT +.’/,wa.’/n 40 dn(1+t4) il
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znamend-li
A=114).

Rovnice kruhu (10) pfechdzi, jsou-li ty tii body, jimiz
probfhd, trojinou oskulaini, ve tvar :

[1+ @:]e—[1— )]y —2¢(t), =0,
t. j. v rovnici
(11) P=1+tHae+(1—1t*)y—2t=0.

Kruh opsany trojiné oskulaéni sklddd se z ptimky ubézné
a z ptimky P, kterd bodem ¢, jemuz je trojina oskulaini
sdruzend, probiha.

Primka P je spoletnd tétiva redlného kruhu kiivosti a
lemniskaty. OpiSe-li bod ¢ lemniskatu, obaluje pifuoka P rovno-
osou hyperbolu

(12) H=a?—y?—c*=0,
jejiz redlnd poloosa 04 —c.

Sestrojeni stredu krivosti.

Jak zndmo, je lemniskata priimétnice rovnoosé hyperboly,
pokldddme-li jeji stied za pol. Z toho plyne sestrojeni bodu
oskula¢nfho redlného kruhu kiivosti, jenz bodem ¢ probihd,
konstrukce ta, k niz Dr. Em. Weyr*) dospél zcela jinou
cestou. Na Ot sestrojme v bodé t kolmici. Jeji prisek s lemnis-
katow je hledany bod t*. Naopak miizeme k bodu #* lemniskaty
jako bodu oskulatnimu nalézti sdruzeny bod ¢ jakozto prisek
kruhu s lemniskatou, je-li primér kruhu O#*.

JelikoZ sestrojent normdly v bodu lemniskaty necini Zddnych
obtiZi, je tim i jednoduchd konstrukce poloméru kiivosti i stiedu
kiivosti v bodé lemniskaty ddna.

Ptimka P je tudiz te¢nou hyberboly H; jeji bod dotycnosti
budiz M a ¢ pata kolmice s bodu O na P spuiténé. MizZeme
v8ak lemniskatu povaZzovati za inversni kifivku rovnoosé hyper-

*) Dr. Em. Weyr 1. c. pag. 21.
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boly IT se stfedem inverse vbod¢ () a polomérem kruhu inverse
(OA = c. Plat{ tudiz
ON.OM = .
Uvazujeme-li lemniskatu jakozto pramétnici hyperboly H
s polem v O, tu odpovidi bodu M (x, y) hyperboly bod ¢ (&, %)

lemniskaty. Uvazujeme-li vSak lemniskatu jako kiivku inversni
hyperboly H vzhledem k I' jakozto kruhu inverse, odpovidd

bodu M (z, y) hyperboly H bod N (&, %) lemniskaty. Body
t, N lezf symetricky vzhledem k ose X. Jest totiz

PR g oo

z -y oty
t.,_ _ Y My ey

= x2+yz W—w2+y2.

Patrné je polira P, bodu 3/ vzhledem ke kruhu inverse I’
tangentou hyperboly H, jejiz bod dotycnosti A/ s bodem M sy-
metricky lezi k ose X. Tuto vlastnost miizeme i ndsledovné vy-
jadiiti: Hyperbola H je sama sobé polaroreciprokd vzhledem ke
kruhu I,



O nékterych integralech omezenych.

Podava
M. Lerch,
prof. ve Freiburku Svycarském.
Vzorec
o« o » ¢
e I —wz-2uw —a2 W €OS 2ux —- Z Sin 2ux
09 e dr—= _e¢ e — > dx
Vﬂ w + x

u-tw o

Ize takto dokdzati. PoloZzme

®

» — 2w —z2 COS 2ux — x Sin 2ux
flu)y=e e dx,

w? 1 x*

a differencujme vici » dle znimého pravidla; tak vyjde nejprve

0

— — —dx

,u';z‘_*:xn

, oo [ —a? W €OS 2ux — wx sin 2u®
f(u) - _2e ey fe Zz

0

@

9~ f g W sin 2uax + x? cos 2ux

w? + x? de

0

a tedy po secten{

F ) =—2¢ ™ / "¢ “cos 2ux dex.

0

Jeden z nejzndméjSich vzored pocétu integrdlniho

pa 2 v;t 2
e " cos 2uax dx — 3 e "

poskytne
f’(u) —_ v,_r e-uz—?uw,
z tehoZ plyne integraci

f(u.) = V;j e "My — ewgv;t f e~zzdz,

u+-w
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ponévadz funkce jf(w) se blizf nulle, roste-li « do nekonecna ;
druhy tvar vznikl substituci 2 = = 4+ w.
Tim vzorec (1) dokdzin.

Klade-li se w = 0, vyjde ze vzorce (1)
7 —a2 1 —w? 7 —a? wd.c
J =z f e

V rovnici (1) nelze kldsti w =0 (obé veliéiny » a w pi-
vodné byly piedpoklidiny kladnymi), i jest otizka, jak lze tu
piejiti k mezim pro w = 0.

Tu uZijeme nejprve rovnice cos 2uxz = 1 — 2 sin®ux, ¢imz
integral se rozpadne ve dva:

[ - .
f e_;z w o8 2ux — x Sin 2ux /‘ —a2  wdx
w? + z? - w? + “w? + x?

0

a0 L) .
—a2 2w sin® ux + x sin 2u.r .
— [ e . B B dz;

posledni integrdl ma pro w =0 limitu

0 .
—z2 Sin 2ux
e — dx ,

0

1 zbyvd jen vySetfiti limitu integrdlu

a0
f —z? 'I/L‘dx
8 —_— e 0 .
w? + x? "’

0
ta jest podle vzorce (2) rovna integrdlu

Vz_t/ _mzdm_..?
0

a tedy bude v pFipadé w = 0 vzorec (1) zniti

Fooat, 4 oy 1 S
(3) /e dx_--é-\/n—v;afe ~ dax

Z tohoto vzorce vychdzf
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)

V:rz / —x‘dw:____-/‘ —uzz_s_lllg_x_d

1
Vo

rovnici tuto ndsobme na obou strandch e—*dv a integrujme od
nully do nekonecna, takze

v /‘ e d —-z :__ f A f —y(a+ta?) s_in{?iv iz,

Pietvorme nejprve integrdl v pravo. Ten lze psdti po
zméné potrddku integraénfho takto

/‘sm 2x L /‘ —v(ata?) do,

a ponévadz vnitini integrace poskytne vysledek

1
a—+z?’
bude hodnota tohoto integrdlu dvojndsobného

fsin2x dz?
z atz?’
0

Abychom pak pfetvofili integrdl na levé strané, t. j.

°"“\9

o «©

f e “dv [ e “dx
¢ S

_1_
Vo

uvazme, ze to integrdl dvojndsobny

f f e dydy,

jehoZ obor integraéni dén jest podminkami vx?= 1, £ = 0. Po-
névadZ integrdl ten jest absolutné konvergentnf, nezavisi na po-
fddku integrace, i lze nejprve integrovati vici v, takZe mdme
vyraz



b o) - <] 1 ac a
2t <o R
fdx fe " dv:—/e‘ = dx.
a
0 1 0
o

Tim zplisobem nachdzime vztah

Vo 7 s ¢ b4 rsin 2z de
e gl =—— [ —— ———,.
a 2a r a+tx
0

Integril na levé strané stoﬁcl lze v8ak vyéfsliti.

se identity
sy @ _ (. Va v
. +,x2_(w x) +2Va,
obdrzf se

a zde substituce

poskytne

IS S L Ui o

takze nd§ vyraz bude
o2 Va j e—u? 2 + vza I Va
- Vot Va
aviak tento vyraz rozpadd se ve dva

6—2 Va [ 7 —4z2 -—4:2 }
[ /¢ Vz2+v“+ f

—a

’
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Utije-li

prvnf z téchto dvou integrdli rovnd se nulle, druhy md hod-

-
notu ~2—Vn a tedy
JoFan Ly
0

nésledkem toho poslednf vysledek bude zniti

3%



fsin 2 dx n T sV

¢ ataz' 2 2°

piSeme-li
_w
a = 4 ] = 2 k]
vyjde tvar péknéjsi
fsing  dz = u
) S e g
0

Odtud vyvodf se dals{ vzorec obsahujfci integrdlni loga-
rithmus, ndsobf-li se du a integruje-li se od % do nekoneéna.
Tak vyjde nejprve

jsinacarct @ g% m ] e
z? g % T 2u 2 2’
0

u

Po castecné integraci mdme

~ _ds _ e r _,dz _ e _,‘ 7 s
fe z?,___u__ e —z—T+e logu—/e logz dz

a tedy

2 /sinz x 1—e
N hevmihadl el — Jpp—
6) ?f i arctg . dr = = e“logu
0

+ j e " log xdu.
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Prispévek k theorii kuZelosecek.
Podévd

Dr. Karel Zahradnik,

f. professor mathematiky pfi universit® v Zahfebé.

Sestrojeni teény.
1. Soufadnice z, y kteréhokoliv bodu M kuZelosetky
@ y' = 2pz — wq’
miZeme vyjadfiti pomoci raciondlného parametru « rovnicemi
@) x:p'Q_f_—q, y:z—‘?—z_’z—q,
kdeZz znati, jak zndmo,
w = tg MOX.
Tetna bodu M kuZelosetky jest
Quy — (u? — q) x = 2p.

T4Z protinad tecnu vrcholu A, jenz jest diametrdlnym bodem
potitku souradnic O v bodé M,. Soutadnice bodu M, jsou

3) x1:i2£-, =2

Priivodic OM bodu M protind teénu vrcholu A v bodé B,
jehoZ soutadnice jsou

(4) = —22 ’ 2

9’ ="

Bod M, pilf tudfz délku AB, z kteréZto vlastnosti vychdzi
ndsledujfci konstrukce tetny kuzelosetky se stfedem v koneénu.

Ze stiedu S kuelosedky vedme rovnobésku s privodicem
OM; tato rovnobétka protind tecénu bodu diametralného pocdthku
souradnic v bodé M,. Spojnice MM, jest hledand tecna.

2. Kdybychom jiny bod O’ kuZelosetky poklddali za po-
tdtek souiadoic, primér toho bodu za X, teénu jeho za osu Y,
nemén{ se tvar rovnice kuzeloselky; parametr » je v pifpadé
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tomto délicf pomér paprsku OM vzhledem k osém soutadnic,.
totiz

__sin (XOM)

— sin(MOY) *

Jelikoz rovnice (3) i (4) neméni sviij tvar, vychdz{ nésle-
dujicf sestrojeni tecny bodu M kuZzelosetky :

Priwodic O’M protind teénu bodu Q diametralného bodu O
v B'. Spojnice stiedu M, délky QB’ s bodem M stanovi teénu
bodu M.

Soutadnice bodd B a M, dané rovnicemi (3) a (4) zdvi-
seji pouze na velikosti hlavnf osy kuZelosecky a na parametru
w. MiZeme tudiz Fici: Dén budiz svazek kuZelosetek o spoleéné
hlavni ose OA. Krajnim bodem O této osy vedme paprsek, jenz

Obr. 1.

jednotlivé kuZelosetky svazku v bodech M® protind a tetnu
spoletného vrcholu A v bodé B. Spojnice M,M® stiedu M,
délky AB s body M® jsou tecnami na jednotlivé kuZelosetky
svazku.

3. BudiZ opét OA hlavni osa, T, tetna vrcholu A, O po-
tatek soufadnic, OA osou X pravoihelné soustavy soufadnic.
Déle budiz O0’Q urcity primér kuZzeloseéky, T, tetna bodu Q.
Promitnéme bod M kuZelosetky dané s bodu O, O’ na teénu T,
resp. To. Budtez B, B’ dotjéné projekce. Dle ptedchdzejiciho
odstavee lezf sttedy M, délek QB’ pifsluinych bodim O’ (pti
proménlivém O’ na kuZzelosetce) na pifmce, jez se dotykd dané
kuZelosetky v bodé M. '



39

Budtez naopak nyni body O, O’ pevné na kuZzeloseice a
bod M proménlivy. Za kazdy bod M obdrZime dva body B, B’
prvy na T,, druhy na T, Pti proménlivém M obalujf spojnice
BB’ kuzelosetku, jez se dotyka teten T, T,

Ditkaz syntheticky jest jednoduchy. Promitneme-li s vrcholu
O kuzelosetky body jeji na tetnu T,, obdrzime fadu bodi (B).
Podobné jest fada bodd (B’) projekef bod kuZelosetky na tednu
T, bodu Q, jenz je diametrdilnym bodu O, vzatému za stfed
projekce. Tyto dvé fady bodové jsou projektivné. Vyjdeme-li -
od bodu B na T,, vedme OB, ¢fmZ obdrZime bod M na kuZelo-
setce a O'M urtuje na T, sdruZzeny bod B’. Naopak vracime se
od bodu B’ jednoznatné k bodu B. Body B, B’ ptimek T,, T,
jsou tim ve vztahu jednoznacném, t. j. projektivném; spojnice
jejich obaluje tudiz kuZelosetku, jez se dotykd spojnic fad bo-
dovych T,, T, Ze ty dvé fady bodové mejsou v perspektivné
poloze, vychdzi z toho, Ze se nenachdzejf v jejich priseku dva
body sdruZené.

4. Analyticky dikaz je téz jednoduchy. BudiZ ¢ parametr
bodu O’ dané kuzeloseCky a z, y jeho soufadnice. Parametr
v bodu Q diametralného bodu O’ vychdzi z relace

v = —q,
je tudiz

—
v=—-
Oznaéfme-li «’, y soufadnice bodu Q, najdeme

2pt? 2pt
5 =g = —5.
©) @ +q y t*+4q
TotéZ plyne i geometricky, nebot

 —

a:'—_-OA——KA_—_.?%—x, Y =QK=—y.

Z poslednich rovnic plyne opét



Rovnice tetny T, jest

(6) Rqty +q(q — t) x = — 2pt*
a rovnice spojnice*) OM jest
O] C+uwy—Q@u- gz 2p.

Tetna T, protind spojnici OM v bodé B’, jehoz souiaduice
jsou
—_— 2pt (2q + t* + tu)
8) g+ (¢ —u
| g pi— bt
e (P —w
Soufadnice £ % spojnice BB’ nabudeme

5_—q3+q(t2+q)ufq*tu
) - 2p (q + tu)?
= q [q (w 1) + 2ut?]
2p (q + tw)*

BudiZ nynf % proménlivo, t. j. bod M mén{ svoji polohu
na dané kuZeloseéce, tu obaluje spojnice BB’ kFivku, kterd jest,
jak jiz z rovnice (9) patrno. druhé tifdy. Rovnice (9) ji vyjad-
diujf v soufadnicich tangencidlnich.

V pravoublych soufadnicich bodovych jest rovnice této
kuzelosetky

(10) [gtz + (g + 2t*) y — 4pt]* + 4[q (¢ +q) = + 2pt°] [gx
+ ty — 2p] =0.

Z rovnice této poznivdme, Ze nezdvisle na poloze bodu
0’ na kuZeloseéce obdlka vidy prochdzi pocdtkem soutadnic
(vrcholem O) a Ze se dotykd privodice OA’ bodu A’, jenz jest
diametrdlny bodu O’, v poéitku soufadnic O. Bodem O’ t. j.
parametrem 2, jest jiz kuzelosetka (10) urcend. Ctyfem bodiim
¢, by ty, t, na zdkladnfi kuzelosetce piisluSeji étyfi kuzeloselky

*) Z rovnice (7) plyne soumérnost bodii ¢ a » k ose X, je-li ¢t +u =0,
soumérnost k ose Y, plati-li tu = q. Z obou podminek soumérnosti
k osdm obdrZime podminku soumérnosti vzhledem k stredu kuzelo-
seéky, t. j. podninku diametrdlnosti dvou bodi kuZeloselky.
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(10), jez se protinaji v bod® O pod tymz dvojpomérem, jenZ
oném boddm piislusi a jest roven (¢,, ¢, #,, £,).

5. VSem bodim zdkladni kuZeloseCky piisludf fada kuZelo-
setek, jejichz obdlka jest kfivka dvandctého stupné.

Kazdym bodem roviny probihajf ¢tyfi kuzelosetky (10),
prislu$né parametrim ¢, ¢,, ¢,, ?,, tudiZ ¢tyfem bodim na zd-
kladnf kuzeloseice. Hleddme-li geom. misto bodd (z, ¥), jichz
kuZelosectky prtisluseji ¢tverindm bodd na zdkladni kuZelosedce
té vlastnosti, Ze se v harmonickych svazcich paprskovych pro-
mitaji aneb coZ totéz, Ze se ty \étyi‘i kuzelosecky v pocdtku
soufadnic harmonicky protinaji, srovnejme rovnici (10) dle kle-
sajfcfch mocnin parametru ¢, totiz

(11) A+ AP+ AP+ At 4+ A, =0.
Podmfnka harmonicnosti*. jest
A, A A,
A A, Ay =0.
4, A, A,

Jelikoz jsou A, funkce druhého stupné vzhledem k z, y,
je hledané geometrické misto kiivka stupné Sestého.
Kdyby koeficienty rovnice (11) vyhovovaly podmfice **)

(12) A A, + 3A7 = 4AA,,

¢inily by kuzelosecky jdoucf bodem (x, y) skupiny aequianhar-
monické. Z rovnice (12) bezprostiedné vychdzl, Ze geometrické
misto takovych bodd (x, y) jest kiivka stupné &tvrtého.

7. Z rovnice (8) plyne opét, Ze je geom. misto bodi B’,
je-li M bod pevny, O’ proménlivy, racionalnd k¥ivk: tfetiho
stupné, majfcf tfi asymptoty redlné v piipadé, Ze je zdkladni
kuzelosetka hyperbola: jedna redlnd a dvé imagindrné asymptoty,
je-li zakladni kuzelosecka ellipsa. Ubdiné body uvedené racio-
nalni kiivky tfetiho stupné odpovidaji bodu M a béznym bodiim
zdkladni kuzelosetky.

*) Dr. H. Durége: ,,Ebene Curven dritter Ordnung“. 1871, Leipzig,
pg. 25. nebo Cremona-Weyr : ,Uvod do geometrické theorie kfivek ro-
vinnych“. Praha, 1873, pg. 32.

** L. c. pg. 25. a 33.
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8. Pro parabolu platf ti% konstrukce tecny; tfeba pouze
uvdziti, Ze je stfed paraboly v nekonetné vzddlenosti a tudiZ
viecky priméry paraboly rovnobé&Zny.

Je-li dén bod O paraboly, jeji primér tim bodem jdouci a
tetna téhoz bodu, mimo to bod M paraboly, vedme, chceme-li
te¢nu bodu M sestrojiti, bodem timto rovnobézku s primérem OX,

/’;—/}-’ /:_m S——

/ #7RL
Ml e
e/
By </042’_* X
/
Obr. 2.

jenz teénu OY bodu O protind v bodé B. Spojnice M,M stfedu
M, délky OB s bodem M jest hledand tetna. Jelikoz DO = OP,
nebot OM, — PC — CM, shleddvdme souvislost této koustrukce
tangenty s konstrukef pomocf subtangenty.

9. Mohli bychom obdrZeti vzpomenutou konstrukci tetny
bodu M kuZelosetky z Pascalovy véty, predpoklddajice, Ze zndme

Obr. 3.

bod kuZelosetky a dvé rovnobézné tetny a zdroveii body do-
tytnosti A, B. Mame tu Pascaliv Sestithelnik AABBMM, kdez
je na ptiklad AA dand tetna T s dotytnym bodem A. Dle
schematu
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T, ..BM.—.P
AB ... MM II
T,...AM . — .Q

najdeme bod T,. BM =P, T, . MA == Q. Spojnice PQ jest Pas-
calova pfimka Sestidhelnika AABBMM vepsaného kuZelosecce.
Spojnice bodu R = AB . PQ s bodem M jest hledand te¢na, Je-
likoz je T, || T, pili MR délku AP v bodé C, délku BQ v bods
D. Stfed S priméru AB je stied kuzelosetky i plati jako dtfve
SD||AM, DM=T,,. '

Nova vlastnost kuzelosecky.

10. Necht jsow O'Q, MN dva priméry kuZelosecky ; spoj-
nice O'M mecht protind teény diametrdlnjch bodé Q, N v bodech
P, R tak, %e

RO’ — MP.

Tuto vlastnost dokdZeme tim, Ze dokdZeme rovnost pravo-
tihljch projekei téchto tsedi na ose X.

Obr. 4.

Budtez , ¢ parametry bodu M, O; parametr bodu P dia-
metrdlného bodu O’ jest ——%—, proto souradnice bodu P [viz

odst. 4., rovnice (6), (7), (8)] jsou

o — 20t (29 10" + tw)
(8') - Q(t2+Q) (t—u)
= 2 (—q*+t%)
T+ 9CE—w
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a soufadnice bodu R obdrzime, piSeme-li » mfsto ¢ v rovni-
cieh (8)

5 — 2% (20 + ¥ - tu)
vy = 2p (—q* - u¥)

;@ (w—1)

Primét usetky MP na ose X rovnd se rozdilu tseek bodi
P a M; je tudiz jednak

Ppt(2g + 8+ t0) %

Q-+ (¢ - uw) w-tg

aneb

e+t —w wfq’
Tymz zplsobem obdrzime primét tdsetky RO’ na ose X
2  2pw _ 2pu (fu +-g)
t'+q q—9 W +9u—-0)"
Tyto priméty jsou rovny, nebof plati
b o, piGwtg % 2 2%
g¢—w ¢+ PC—w wt+q T+q q(C—w
Lo gt
¢ g —w

Prevedeme-li totiz v8echny tleny na levou stranu a zkratf-

2pt 2pt (tu +-q) 2p
q(t—w T

me-li ¢initelem %p’ obdrzfme po krdtké redukei
(L tw—gt P futiog
E+w+a “E+9 @09
#* + ¢) (w* + @) + ¢ = t*u® + g (¢* + w*+- 2q),
z kteréhoZ tvaru totoZnost vysvitd. Tim jest i dokdzino, Z>
MP =RO".

11. U ellipsy mohli bychom mnohem jednoduSeji tuto
vlastnost dokdzati. Kruh jest orthogonalnym primétem ellipsy.

=0

aneb
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Obrazec 4. pfejde tu v obrazec 5., kdez téhoZ oznadeni jako
v obrazci 4. jsme uzili. Trojihelniky OQP a MNR jsou shodny,

Obr. 5.

nebof jsou pravouhlé, dile je 3T NMR =97 POQ a OQ = MN,
tudiz RM = OP a proto MP = RO.

Jelikoz horni vztah platf pro kruh a parallelnou projekef
se neméni, plati téz pro ellipsu.

Véstnik literarni.

Arithmetika pro I. a II. tridu skol gymnasijnich.
Sepsal Framtisek T#ama, professor c. k. gymnasia v C. Budé&jo-
vicich. Vyddnf pdté. Cena ses. 1'60 K., vdz. 180 K. V Praze,
1898. Tiskem I. L. Kobra. Ndkladem vlastnim. Nové vyddni
této utebnice, od r. 1886 na gymnasiich zavedené (viz Casopis
rot. XVI.), nelis{ se podstatné od vyddni étvrtého, o némiz
Casopis ro¢. XXIV. pochvalny piinesl posudek z péra vynika-
jictho odbornfka prof. dra Vafnause. Predsevzaté zmény, pokud
nejsou rdzu toliko stylistického, nesou se hlavné k rozmmoZeni
piikladi k cviteni. Mimo to prehledn&ji a srozumiteln&ji poddny
jsou polty na sto a ve stu. Bylo by si jeSté piati, aby vyklad
o potitdni zlomky obyéejnymi zaloZen byl na pfedchozfm vykladu
o zlomeich desetinnych. Tim piedeslo by se parallelnfm a zdén-
livé rznym vykladim nékterych vykoni pocetnich se zlomky.
Rovnéz doporutuje se zaloZiti vyklad o poditdni &fsly mnoho-
jmennymi, rozvodu a pfevodu na obdobném potitdn{ &isly dese-
tinnymi. Lze tudfZ i v tomto sméru uziti methody induktivnf,
jiZ pan autor v ucebnici s prospéchem sleduje. V pottu pro-
centovém s vyhodou jest zavésti ,jednotku“ 1°/, zdkladu, t. j.
sty dfl zdkladu. Vynos na pf. 684 jednotek po 3°/, (§ 61, a)
vypolitdme takto: 1°/, z 684 jest 6'84, 3°/, tudiZz 6:84 X 3 atd.
Obdobné vedeme si pfi vypotitdvdni procenta i zdkladu, berouce



46

zédklad rovny 100°/,. Tak pocitdme tlohy tyto z paméti, bez
vzorcl i v&tipime tfm postup trvale v pamét Zzdkdv. Z dkold
k cvifeni, jez v hojném poctu a s vyborem do ucebnice pfijaty
jsou, vyradili bychom prfklady na secitinf a odéitdnf 8. a 12.
na str. 17, pf. 19. a 20. na str. 22. a 23., pi. 12 a 13. na
str. 24. a viadili je mezi dkoly o ndsobeni a délenf. Vyslovend
tuto ptdni nejsou na tkor priznivému posudku, vyse uvedenému.
Utebnice zamlouvd se jasnym a prostym vykladem uditeli, jme-
novité ale Zakim, jimz &ini obtize co nejmenSf. Prof. J. Pour.

Arithmetika pro I. tridu skol realnych. Sepsal Fran-
tisek Twma, profesor c¢. k. gymunasia v C. Budgovicich. Cena
seS. DO kr., vaz. 70 kr. V Praze, 1898. Nakladatel I. L. Kober,
knihkupectvi. Pan autor upravil vySe uvedenou uéebnici pro
pottebu kol realnych, vydav proti dosavadnimu zvyku pro 1. ttidu
samostatny sesit. Kladla-li se difve viha na to, aby Zdk mél
v ruce udcebnici, obsahujici v sobé utivo dvou i vice tiid, vede
se nynf ndrek na velikou objemnost a tfm i drahotu ucebnic.
Vidfme tudiZ ve vyddni samostatného seSitu pro 1. tifdu poldtek
ndpravy. Instrukce pro realky piedpisuji probrdni zlomkd pted
pocéftdnfm s mnohojmennymi ¢isly, cemuz pan autor vyhovél.
Kromé toho pkidal nékolik piikladé na str. 55. a nékolik pii-
kladid k opakovéni o ¢&islech mnohojmennych. Vyklad o nejvétsi
spoletné mife a o nejmensim spoletném ndasobku upraven jest
dle 2. vyd. pro gymnasia. TéSfme se na brzké vyddnf dflu
druhého a doporutujeme ucebnici tuto laskavé pozornosti
pp. kollegi. Prof. J. Pour.

Prof. dra Ed. Weyra Prednasky o mathematice.
(1I. roénik). Druhé, opravené vyddni. Vydal assistent Em. Hlavaty.
V kommissi ,,Spolku posluchacéii inzenyrstvi na c. k. ¢eské vysoké
éékoie technické.“ Cena pro ¢leny Spolku 4 zl., pro netleny

zl. r. m.

Pod tfmto titulem vyddny pfedndlky prof. Weyra, které
p. auktor konal ve stud. roce 1897—98 ve II. roéniku na c. k.
teské vysoké Skole technické, takze dil tento jest vlastné po-
kratovanim i dokonéenim mathematickych pfedndsek pro L roénik,
jez zahrnuty byly v dile prvém. Referit o tomto prvém dfle,
jez dle piedna8ek, prof. Weyrem k tisku upravenych, vydal
byv. assistent p. auktoriiv, nynf professor v Rakovniku p. Ant.
Vaitiourek, byl podén v tomto Casopise rot. XXI. (1892), str. 254.
a o II. dfle, obsahujicim pfedniS8ky pro II. roénik, referovino
bylo v ndsledujicim roénfku str. 45. Druhé vydanf II. dilu, které
mdme pravé pted sebou (2. vyd. I. dilu dosud nevy§lo), litho-
grafoval ndstupce assistenta p. Vatiourka, p. Em. Hlavaty, nynf
professor v Hradci Krélové, ktery svému tukolu, jak radi do-
zndvdme, svédomité dostdl.
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Jeito nékterd mista v novém vyddni byla pozménéna,
reprodukujeme prehled celé litky.

1. Pokraéovani poctu differencialniho. Differencovini
Junkci vice neodvisle proménnych, kdez uvedeno: Totdlnf diffe-
rencidl funkce vice neodvisle proménnych a funkce sloZené
z jinych funkef nékolika neodvisle proménnych, vyS§i totdlni
differencidly funkce vice neodvisle proménnych, totdlni diffe-
rencidly implicitnich funkeci, zavddéni novych proménnych do
funkei vice neodvisle proménnych. Pak se pojedndvd o vété
Taylorové a Mac-Laurinové pro funkce vice neodvisle proménnych
a 0 véte¢ Eulerové o homogennich funkefch.

Jakozto applikaci pocétu differencidlnfho poddvd ddle:

a) Maxima a minima funkei vice neodvisle proménnych
a relativnd maxima. Tu upInéji precisovdna jest podminka, kdy
nastdvd maximum neb minimum funkce dvou neodvisle pro-
ménnych.

b) Plochy a cdry s obsahem: Telna a normdlnd rovina
¢ary, tecna rovina a normdla plochy, teénd rovina vedend bodem
danym mimo plochu, a pak differencidl oblouku prostorové cdry.

Dile vyklddd se rektifikace Car prostorovych, oskulaéni
rovina a hlavni normdla prostorové ¢&diry, kiivost prostorovych
tar a kruznice ktivosti, kfivost car vedenych na dané ploSe,
kfivost 8ikmych a normdlnych fezl a pribé&h poloméru zakfivent
normdlnych tezliv. Pak ndsleduje vyklad o plochdch obalujicich,
rozvinutelnych, zvldité o obalujici ploSe systemu zdvislého na
dvou parametrech; sdruzené teény plochy, pifmocaré plochy,
asymptotické ¢ary, kiivoznainé éEdry, vSude s pFipojenymi po-
uénymi pifklady.

V theorii car vypustén jeden zptsob odvozen{ rovnice roviny
oskulaénf.

2. Pokracovani poétu integralniho. Omezené integrdly, jez
obsahuji: Definici omezeného integralu a jeho geometricky
vyznam, piipad, kdy integrovand funkce roste do nekonetna,
pfipad nekoneiné& velkych mezi, stejnomérnou konvergenci fad
a integrovdn{ za integratnim znamenim, fady trigonometrické
(Fourierovy), funkce sudé a liché. Déle jednd o vicendsobnych
integralech, a to: O zdvojenych integrdlech, pfi ¢emz vyloZzen na
geometrickém zdkladé pojem zdvojeného integralu, a zavedeny
poldrné soufadnice do zdvojeného integralu; pak FeSeny
tilohy o kubatuie téles, stanovena komplanace ploch, zavddénf
novych proménnych do zdvojenych integrald (transformace zdvo-
jenych integrali) a komplanace ploch v polarnich soufadnicich
prostorovych. Po té ndsleduji trojndsobné integrily, zavddéni
novych proménnych do ztrojenych integrdld se zajimavymi
piiklady.
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3. Differencialni rovnice skytajf: Uvod, obecny a parti-
kuldrny integrdl, partikuldrn( fegeni rovnice differenciglng prvniho
fddu, separovdni (oddélovdnf) proménnych, homogenni differen-
cidlnf rovnice prvntho ¥4du, linedrni differencialni rovnice prvaiho
fddu, singulirni Fesenf differencidlnf rovnice prvého tddu, pak
stanoveni trajektorii k ¢ardm v roviné a evolventy car
rovinnych. Ddle se vyklidd o integrovéni totdlnich differen-
cidl, integracni faktor, differencidlnf rovnice druhého fddu,
vzuikajfci eliminaci dvou stdlych z dané relace mezi dvéma
proménnymi a ze dvou rovnic derivovinim z ni odvozenych,
obecné differencidlnf rovnice druhého Fddu, linedrni differencidlni
rovnice druhého tidu, redukovand rovnice o staljch koefficientech
a variace stdlych. Pak ndsledujf differencidlni rovnice vys§ich
f4dd a variace stdlych, soustava differencidlnich rovnic (rovnice
soudobé ¢i simultanni); centrdlny pohyb hmotného bodu, plane-
térny pohyb, zikony Keplerovy a linedrné parcidlné differen-
cidlnf rovnice prvého fadu ukontujf tuto staf.

4. Pokracovani analytické geometrie v prostoru jedns
0 plochdch védlecovych, kuzelovych, o plochdch rotatnich a ko-
noidickych a o plose kulové. Pak vyklids plochy stupné druhého,
stfed ploch téchto, transformaci centralnych ploch k hlavnim
osdm, pak rozti{déni centrdlnych ploch druhého stupns, trans-
formace rovnic ploch necentrdlnych, poldrni vlastnosti ploch
druhého stupné a zvl4&té vyfetien cllipsoid od str. 227- 234.,
pak hyperboloid jednoplochy (piimocary) a dvojplochy, para-
boloid ellipticky a hyperbolicky. ,

5. Variacni pocet zahrnuje v sobs: Uvod, definici variace
v piipadé jedné i vice funkei jedné proménné; poiad operaci
oznatenych znaky d a 0 lze obrititi, rovnéz porad operaci ozna-
Cenych 0 a f, nechf jsou meze integrilu jakékoliv. Pak ndsle-
duje: Maxima a minima omezenych integriliv a relativnf
maxima a minima (isoperimetrické problémy), kteryz obor konéi
se pripadem, kdy jde o variaci vyrazu zdvislého na funkei dvou
neodvisle proménnych.

V pottu variaénim zpozorovali jsme nékteré zmény textové.

V dodatku konetné pfipojen dikaz véty, #e primocard
plocha jest rozvinutelna, dotyka-li se ji tetnd rovina podél
celé ptimky.

Obrazce ¢astecné ponechdny, mnohé viak nahrazeny jinymi,
nékde — kde toho bylo potiebf — i axonometricky piesné
konstruovanymi.

Doporucovati nové toto vyddni netfeba, nebot evropské
jméno p. auktorovo jest jeho vykladim o mathematice nejlep§im
doporucenim.

e 3 D —



Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Zakladni ulohy mathematického zemeépisu a sfé-
rické astronomie resené konstrukei,
Poddva

Adolf Mach,

professor ¢. k. vy33i redlky v Jiginé.

I. Denni a nocni oblouk zemskych rovnobéZek.

Kazdd koule ozdfena jsouc sluncem, jest z polovice osvét-
lena, z polovice ve vlastnim stinu. Bod povrchu kulového, na
ktery slune¢ni paprsek dopadd kolmo, jenZ jest tudiZ nejinten-
sivnéji osvétlovan a oteplovdn, nazyvd se swvételny pdl.

Mez vlastniho stinu, to jest linie, kterd délf osvéilenou
¢dst kulové plochy od zastinéné, jest od svételného pélu vSude
90° vzddlena, pidli kulovou plochu, jest jejf hlavni kruznicf; na-
zyvejme ji krdtce ,svéfelnou mezi.

To v8e platf téZ o zemské kouli.

Polovina povrchu zemského jest stdle osvétlena, polovina
jest ve stinu. Ale ponévadZ se zemé otd¢i kolem své osy, vstoupi
mista povrchu zemského, kromé nékterych vyjimek, jen na né-
kolik hodin do stinu zemského, mista ta maji noc, natei vy-
stoupivie ze stinu, jsou opét sluncem ozafovdna i oteplovina,
maji den.

Jak dlouho kazdé misto dli ve stinu a jak dlouho se po-
hybuje v osvétlené ¢dsti, to budiz piedmétem ndsledujicich dvah.

Obr. 1. jest Sikmy primét zemékoule; o stied jeji, p,p,
zemskd osa, E rovnik,s R a R’ rovnobéiky zemépisné SIifky
¢ a —@, S smér sluneénich paprski, p svéfelny pol, jemuZ pri-
slu§f hlavni kruznice M jako svételnd mez, kterd déli zemsky
povrch na dvé stejné &dsti, osvétienou a zastfnénou.

4



Dokud body rovnobéiky R, otdtejice se kolem zemské
osy od zdpadu pres jih k vychodu, prodlévaji v oblouku ujz,
dotud vidi slunce, maji den; jakmile vstoupf do oblouku zsv,
zmizi jim slunce s obzoru, maji noc.

V bodu v vyehdzi misto ze stinu zemského, v bodu z do
ného zapadé, a& pravime, Ze v prvém piipadé ,slunce vychdzi“,
ve druhém Ze ,slunce zapadd®.

Oblouk wjz lze nazvati dennim obloukem rovnobésky R,
oblouk ssv jejfm nocnim obloukem.

Kdyby zemé nekolovala kolem slunce, kdyby se oticela jen
kolem své osy, pak by stile body téze rovnobézky se stivaly
svételnymi poly, tdz kruznice M by po vSecek vék byla mezi
svételnou, ale pak by téZ po v8ecku dobu dni byly stejné dlouhé,
ponévadz by se velikost dennfho a noéniho oblouku neménila.

Totéz by nastalo, kdyby zemé sice kolovala kolem slunce,
ale osa jejf byla kolmd na rovinu dréhy zemské, na ekliptiku.

Pak by slunce svitilo stéle kolmo na rovnik, svételnd mez
by prochdzela ob&ma pély, sjednocovala by se s poledniky, na-
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Cez den po vSecek vék a na celém povrchu zemském rovnal by
se noci; 12" by trval den, 12" noc.

Ze tomu nenf tak, toho piiinou jest, Ze osa zemskd jest
o 23',° k roviné ekliptiky sklonéna, coZ md za nasledek, Ze
sluneéni paprsky dopadaji kaZzdy den na mista jiné zemépisné
§ifky kolmo, Ze svételny pol putuje mezi obéma obratniky a Zze
svételnd mez polohu svou den jak den ménf.

Takto kolem slunce kolujic, zemé prichdzi jen dvakrat
roéné — 20. brezna a 22. zdti — do polohy, ve které priisecnice
roviny zemského rovnfka s blankytem nebeskym — rovnik ne-
besky — prochdzi stiedem slunce, kdy slunce sviti kolmo na
rovafk a svételnd mez prochdzi pély. V tom pifpadé mista
téhoz polednika prekroti svételnou mez soulasné, maji sou-
Casné vychod a zdpad slunce a jako kazdy jiny den, soutasné
i poledne.

Ale jiz ve dnech, které 20. bfeznu ndsleduji a% do 22
zg¥f, prichdz{ slunce do polohy vyvySené nad rovinu rovnika.

V této poloze padaji paprsky sluneéni kolmo na mista
severné od rovnika a jen malé tvahy jest tieba, bychom seznali,
Ze jsou to prdvé mista, jichz zemépisnd §ffka rovnd se vyvy-
Senf slunce nad rovinu rovnika, kterézto vyvySeni méfime ob-
loukem na nebeské bdni, jdoucim od slunce kolmo k rovniku.
Velikost tohoto oblouku nazyvidme ,slunecni deklinaci® a zna-
mendme pismenem .

Od 20. btezna do 22. zdif{ jest deklinace severni (kladnd).

Od 22. zd¥i aZz do 20. b¥ezna prichdzi slunce pod rovnik,
sviti kolmo na mista jizni zemé&pisné Sitky, deklinace jest jiZni
(2dpornd).

V obr. 1. rovnd se deklinace oblouku pr,, jenZ poctem
stupiid se rovnd dhlu por,.

Majice vSe to na mysli, mizeme ptikrociti k sestrojent
pravé velikosti denniho a noéntho oblouku libovolné rovnobézky F.

Predevs{m otoéme soucasné A\ coa a A\ cos kolem strany cs
jako osy do roviny rovnobéiky R, jako kdybychom dvéfe ve
stézejich otaceli. )

Body ¢, a a s jsou stdlé, a ponévadz

co_lor, a ao_l op,
§ 4%
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jest
¥ coa =0 a I cos = 90°—q,
kterézto thly pii otdtenf se neméni.
Proto lze vse v pravé velikosti zobraziti v roviné papiru,
myslime-li si, Ze se s nf sjednot{ rovina rovnobézky R.
Zobrazme pifmku sj, tieba svisle (obr. 2.); jejim bodem ¢
piimku vodorovnou O jako otolenou zemskou osu, na ni na-

nesme libovolné dlouhou tdsetku co, tim obdrzime ototeny stfed
zemsky o; k tomuto bodu a k piimce O nanesme doli 3T 0

p/)[ Cne
o

L2000 POY gy
200 yrno

Obr. 2.

a nahoru 3T 90°—¢@; ramena téchto thlia protnou svislou p¥imku
v bodech a a j. Polomérem ¢j opiSme kruznici, kterdz jest
obrazem rovnobéZzky R, bodem a vedme pifmku 4 || O, kterou
je vyznalena ptimka vz, jeZ déli kruznici R na dvé ¢4sti, z nichz
ona, kterd prochdzi bodem s jest nocni oblouk, druhd pak denni
oblouk ptislu§né rovnobézky; JC = rovnd se pottem stupiié polo-
viné dennfho oblouku. V bodu v misto vychdzi ze stinu zem-
ského, v bodu z do ného zapadd; v bodu j, jenz dennf oblouk
pilf, jest v poledne, v bodu s o pilnoci. ‘
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(1]

Abychom se dozvédéli, kolik hodin to trvd, nez kterékoliv
misto rovnobézky R vykond drdhu denniho nebo notniho oblouku,
tu tfeba se jen rozpomenouti, Ze zemé otolf se kolem osy jednou
za 24 hodiny; kazdy bod rovnobézky R vykond celou drihu,
t. j. 360° za 24*, za hodinu 15° za 4 minuty 1° za minutu
15, za 4 sekundy 1’ atd.

Zméime 3 7! Polet stupiti délme 15 a zbyvajici stupnd
ndsobme ¢tyfmi. Podil znaéi hodiny, soutin minuty; hodiny
a minuty dohromady stanovi trvani poloviéntho dne, t. j. doby od
vychodu slunce do pravého poledne. Ndsobime-li tuto dobu dvéma,
obdrzime délku celého dne, a odelteme-li ji od 24 hod., do-
staneme délku noci.

V obr. 2. jest ¢ = 50° (zemépisnd §fika stiednich Cech),
d = 23'/,° deklinace sluneéni v nejdeld{ den ro¢ni (21. dervna).

T =121°;
tedy
121%: 15 = 8%,
1
1° X 4 = 4~.

Dne 21. éervna trvd w nds pil dne 8" 4™, cely den 16" 8™,

Slunce vychdzi ve 3" 56™ pravého éasw, zapadd v 8 4
pravého éasu.

Co platf o slunci, plati téz o kazdé jiné stdlici.

Kazd4d hvézda, vysilajic svételné paprsky, osvétluje zemi,
a miiZzeme miti i za to, Ze na ni vytvofuje, oviem ne tak zna-
telné jako slunce, Cdst osvétlenou a tdst zastinénou, jez od
sebe jsou oddéleny hlavni kruZnici.

Dokud misto libovolné rovnobézky jest v Edsti osvétlené,
md hvézdu nad obzorem, a je-li prdvé jasnd noc, vidf ji tak
dlouho, dokud nevstoupf{ do &dsti povrchu zemského, hvézdou
zastinéné. .

Je-li zndmd deklinace hvézdy a pélovd vyska mista pozo-
rovaciho, lze zplsobem v obr. 2. vyliéenym, stanoviti dennf
a noéni oblouk pifsluiné rovmobézky pro uréitou hvézdu.

V obr. 3. FeSena tato tloha pro hvézdu Algol (0 = 40'/,°)
a pro rovnobézky 30.°, 40.°% 50.° a 60.° s. §.
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Z obr. 3. jde na jevo, Ze pil denntho oblouku rovnobézky
30.% t. j. Tz, = 120° ¢ili 8*; to znamend, Ze mista na této
rovnobszce kardy den maji hvézdu Algol 16* nad obzorem,
8" pod obzorem.

Pil dennfho oblouku na rovnobézce 40.° ¢ili 3T z, = 136°.
Algol dli zde nad obzorem 18* 8=

ﬂo,,hobéz‘/m 0% B

R

Obr.3.

Rovnobézky 50.° i 60.° s. §. neprotinaji mez vlastniho stinu
mista téchto rovnobéZek otdcejf se stile jen v oné &dsti povrchu
zemského, jez je hvézdou osvétlena. Algol pro tyto jakoZ i viechny
severnéj$i rovnob&zky jest hvézdou cirkumpoldrnd.

Ale i mathematicky vzorec pro poloviénf denni oblouk lze
z obr. 2. vyvoditi:

Je-li usetka co =1,
jest

¢j = ¢z = cotg ¢,
ca = tgo.

Z A acz plyne:
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cos (180—1) = Z‘f
éili
COS T = — —tg—d—
cotg @

nebo
cosz — —tg o' tg .

7 tohoto vzorce, jakoZ i z obr. 2. vyplyvd, Ze délka den-
nino oblouku rovnobéZek zdvisi na zemépisné Sffce mista pozo-
rovaciho a na deklinaci hvézdy.

Stédlice neméni své deklinace, nebledime-li k malé jejf
ro¢ni zméné; proto denni i nolni oblouk rovnobézek jest pro
urcitou stalici stdle tyz.

Kazdd stélice jest u nds po cely rok a kazdy den stejné
dlouho nad horizontem, stejné dlouho pod nim.

Jinak jest tomu u slunce.

Jiz diive byla utinéna zminka, Ze slunce deklinaci stdle méni.

Od 21. prosince do 21. tervna deklinace sluneéni piibyvd,
od 21. tervna do 21. prosince ji ubyvi.

Zajimavé jest vySetiiti z obr. 2., jaky vliv na délku den-
nfho a not¢nfho oblouku rovnobéZek mé zména deklinace pro
mista téze zemépisné Sitky.

UvaZzujme !

a) ZvétSuje-li se deklinace, posouvd se primka A dold,
no¢nf oblouk se zmen3uje, denni zvétSuje.

Od 21. prosince do 21. Cervna dne pribyvd, ponévadi pri-
byvd sluneéni deklinace.

Kastor (0 = 32°) jest del3i dobu nad obzorem neZ Pollux
(0 = 284/,%), ponévadi md vétsi deklinaci.

b) Je-lli 0 =90°—g¢ ¢ili @ 4 0 = 90° stane se primka A
tetnou rovnobézky R v bodu s; celd rovmob&Zka jest dennim
obloukem. Mista této rovnobézky dotknou se jenom meze své-
telné, vidi bez prestdni 24 hodiny slunce; jen o pilnoci na
okamzik zmizf stied sluneéni, aby v pfistim okamziku se opét
stal viditelnym. Den trvd 24*.



Prikladem budiz:

Drne 21. Cervna jest 0 = 23°/,°; slunce nezapadd foho dne
na rovnobéice, jejiz zemépisnd $irka rovnd se 90°—23'/,° = 66'/,°,
t. j. na severnim poldrnim kruhw, jakoZto prvni rovnobéice, kde
spatriti lze ,,pilnoéni slunce.

¢) Je-li 0>90°— o ¢ili ¢ 0 > 90", stane se ptimka 4
mimobéZkou rovnobézky K, slunce po nékolik dnf po ptipadé
1 mésici je nepietrzité viditelné; piislusnd mista maji dlouhy
»polarni den.

M4-li hvézda deklinaci vét8i nez 90°—q, jest stdle nad
obzorem, jest hvézdou cirkumpoldrni.

Severnt Mys, moderni cil turisticky, md zemépisnow $irku
rovnow 71° a proto: dokud slunce md deklinaci vétsi nef 19°,
dotud svit{ na Severnim Mysu nepietrzité — od 15. kvétna do
217. Cervence.

Wega mé deklinaci 38%/,° proto zaéind byti cirkumpo-
ldrnf na 51'/,° s. 8, t. j. na rovnobézce, kterd prochdzi Antverpy.

d) ZmenSuje-li se J, posouvd se pifmka A nahoru, dennf
oblouk se zmenSuje, noéni oblouk se zvétsuje.

Od 21. éervna do 21. prosince dne ubjvd, ponévad? dekli-
nace sluneéni stdvd se ode dne ke dni mensi.

e) Je-li 0 =0, pak stotoZni se piimka 4 s O, stane se
primérem rovnobézky R, nechf si tato md jakoukoliv zemé-
pisnou $ftku. Dennf oblouk rovnd se noénimu na vSech mistech
povrchu zemského.

Dune 20. biezna a 22. z2drt rovnd se sluneéni deklinace nulle,
a proto gsow tyto dni vsude 12" dlouhé.

f) Az dosud uvaZovali jsme jen o kladné deklinaci, kterou
jsem nand8eli od ptimky O dold.

7 obrazce je na prvni pohled patrno, Ze dokud jest de-
klinace kladnd, dotud jest denni oblouk vétsf neZ notnf.
Disledek :

Od 20. bieana do 22. zdri, ve které dobé slunce jest nad
rovnikem, jest den del$i ne noc.

Jakmile se stane deklinace zdpornou, pak nutno nanésti
tihel 0 nad pifmku O, pifmka A posune se téZz nad nf, nacez
denni oblouk jest mensi nez notni.
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Disledek :

0d 22. zd# do 20. brezna jest den kratsi neé noc.

Povsimnuti zasluhuje, Ze denni oblouk onoho dne, kdy
deklinace jest - 0, rovnd se notnfmu oblouku v den, kdy de-
klinace jest — d.

Deklinace sluneén{ dne 9. éervna rovnd se 23° dne 1.ledna

noct

ne . .
— 23°; délka d—.9. ¢ervna rovnd se délce —— 1. ledna.
noce dne

g) Jeli 0 =— (90° -- @), pak stane se ptimka A tednou
v bodu 7, celd kruZnice R jest no¢nfm obloukem.

Dne 21. prosince jest 0 = —231°; na severnim poldrnim
kruhw vychdzi dne 21. prosince v poledne jen maly visek slunecn,
ktery v krdtké dobé opét zapadne.

h) Je-li konetné 0 << — (90° — @), pak jest pfimka A
mimobézkou nad bodem j, a slunce stane se neviditelnym potud,
pokud deklinace jeho nestane se vétsf nez — (90° — ¢). Na
téchto mistech nastivd dlouhd ,polarni noc.

V nejsevernéj§im mésté — Hammerfestu — (p = 70" 40")
maji poldrni noc od 18. listop. do 24. ledna (0 = — 19°20").

Reseni uloh.

Je-1i fesiti nékolik tdloh o délce dne a noci, pak jest vy-
hodné, tesf-li se jednfm obrazcem, jenZz opatfen jest hodinovym
rozdélenfm; pak doba vychodu i zdpadu mist z obrazce vyplyvd
bez prevddéni dréhy obloukové na ¢as.

To provedeno jest v obr. 4., kde zobrazena jsou nékterd
vét§i mésta, jichZz zemépisnd §iika presahuje 40°

Rovnobézky, na nichz tato mésta lezi, stanovi se zpiisobem
v obr. 2. vylitenym.

Mdme-li na této rovnobéZce urtiti bod, jenZ jest obrazem
toho neb onoho mésta, musime zndti jeho zemépisnou délku.

Uvdzi-li se, %e rovina kazdého polednfka protind rovinu
kazdé rovnobézky v jejim priméru a Ze tyto roviny stoji na
sobé kolmo, pak poznd se snadno, Ze dhel dvou priméra stanovi
zdroveii odchylku obou piisluinych poledniki.

Zvolme sijeden polednik, tfebas greemwichsky, za zikladnf
— nullty. Je-li spoleény obraz vSech prisecnic rovnobézek
s greenwichskym merididnem v pifmce P,, pak musi mfsto, jehoz
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zemépisnd délka rovnd se piikladem 15° jako Jind#ichiv Hradec,
byti na priméru P, jenz svird s P, thel 15°.

Poloha Prahy, jejiz zemépisnd $fika ¢ — 50° délka
d = 14'/,°, jest urcena priseéfkem rovnobézky 50.° s polomérem
Py, jenz svird s polomérem P, thel 14/,° &ili 58m,

poledne.

- ’f\"!{i"?””‘ w0, B¢,

\ \f‘!i.)slon. 2%

3 Follr N\,
R AN
>

pilnec

Obr: 4.

Mimo to jest v obr. 4. uréeno nékolik piimek A pro riizné
dny v roce, jichz datum jest u kazdé pripsino; tolikéz i pro
nékteré dilezitdjsi hvézdy jako jsou: Capella, Wega, Regulus,
Sirius atd. jest na zikladé jejich deklinac sestrojena pifmka A.

Ponévadz kazdy bod povrchu zemského, otiteje se kolem
osy, vykond drdhu své rovnobéiky za 24” rozdélena byla jedna
kruznice o stfedu ¢ na 24 rovné dily, z nichz kazdy znatf



59

hodinu, kterd rozdélena jest mimo to na pilhodiny, &tvrthodiny
a dily po 5 minutdch.

Po této pripravé moZno ieSiti mnoho zajimavych iloh;
uvddime jen nékteré.

A. Ulohy o vychodu a zapadu mist.

1. V kolik hodin vychdzi a zapadd dne 30. dubna nebo
11. srpna a) Madrid; b) Praha; c) Petrohrad; d) Hammerfest?

Prolozme jmenovanymi mésty piislusné rovnobézky, které
protinaji pfimku A, (pfi niz pFipsino jest 30./IV. a 11./VIIL)
v bodech, jichZ spojnice se stiedem ¢ urtuje na hodinovém roz-
déleni dobu, kdy mésta ze stinu vystupuji a kdy do ného
vstupujf, t. j. kdy slunce vychdzi a zapadd.

‘Sezndme, Zze

a) Madrid vychdzi v 5* 9= zapadd v 6* H1™;

b) Praha , Ve 4F ajp™ s vV TF 1bm;
¢) Petrohrad s ve 4h 9m s ¥V T0Bl1™;
d) Hammer fest , Ve 20 4bm » vV 9% 15™,

2. V kolik hodin stiedniho casw vychdzi w nds (Praha)
slunce dne 11. wnora a 2. listopadu?

V kalenddfich stanovi se vychod a zdpad slunce &asem
sttednim; z té piitiny jest vysledky, plynoucf{ z obr. 4. ve
spojenf uvésti s ,casovou rovmici“, t. j. s rozdilem casu stred-
niho a sluneénfho. .

Nahofe zvolené dni, jichZ datum 11./2. a 2./11., lze si
snadno zapamatovati, jsou v té pric¢iné dllezité, protoZe Casovd
rovnice jest 11./2. nejvétsi, 14, 2./11. nejmensi, — 16,

Kdyz 11./2. ukazuji kyvadelni hodiny poledne, ukazujf
hodiny sluneéni 11* 46™; slunce vstoupf do polednfka teprv
za 14m.

Kdyz 2./11. ukazuji hodiny kyvadelni poledne, ukazujf
slune¢nf hodiny 12* 16™; slunce bylo v poledniku jiz pied 16™

Abychom obdrzeli dne 11./2. z Casu slunetniho €as stiedni,
musime k nému pii¢isti 14™, dne 2./11. jest 16™ odedisti.

Dne 11. tnora vychdz{ slunce v 7" 6™, zapadd ve 4" H4™
slune¢nfho ¢asu; v 7 20™ a 5* 8= stiednfho ¢asu. Dopoledne
Jjest o 28 krat¥i nez odpoledne.
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Dne 2. listopadu vychdz{ slunce v 7% 14™ zapadd ve
4% 46™ slun. ¢asu; v 6* 58 a 4* 30™ Easu stfedniho. Dopoledne
jest o 32™ delf nez odpoledne.

3. Jak dlouhy jest den 15. dubna nebo 27. srpna (0 = 10°),
22. dnora nebo 19. #ijna (0 = — 10°) a) v Carihradé, b) v Ber-
ling, ¢) v Christianii?

Jako v predeSlém pifkladé uréi se doba zdpadu a ta
ndsobi se dvéma.

Ponévadz deklinace sluneéni obou dvojic dni liSi se jen
znaménkem, rovnd se den jedné dvojice noci dvojice druhé.

Vysledky :

a) v Carihradé 13* 8™ a 10" 52m;
b) v Berliné 13" 44™ a 10" 16™;
¢) v Christianii 14* 16™ a 9" 44™.

4. Kde vychdzi slunce 7. vnora nebo 2. listopadu v 10" rdno ?

Bod, jimZ vyznalena jest desdtd hodina dopolednf, spojme
se stiedem ¢, prisetikem e této spojnice s ptimkou 4’, proloZme
kruznici, jejiz présetik f s piimkou F”, spojme S o, natez
¥ cof = 17%/,° jest doplitkem hledané zemépisné Sitky —72'/,°.
Viem mistiim rovnobézky 72'/,° s. §. vychdz{ slunce dne 7. tinora
a 2. listopadu v 10* rdno.

5. Na svyjch cestich po Norvéisku wvidél jsem zapadati
slunce dne 11. srpna v 9% *. Ve kterém mésté to bylo ?

Regeni jako v piikladé predeilém.

Rovnobézka prochdz{ norvéZskym méstem Hammerfestem,
jez tloze vyhovuje.

6. Kterého dne vychdzi u nds slunce v 7" 14™2

Bod, jimZ oznatena jest tato hodina ranni, spojl se se
stredem ¢, prisetikem spojnice s praZskou rovnobézkou vede
se pifmka A, kterd stanovi deklinaci sluneénf J, na jejimZ zd-
kladé se z deklinainich tabulek uréi den.

Zde sjednocuje se piimka 4 s A’;, coZz znamend, Ze
hledanymi dny jsou 7. tnor a 2. listopad.

7. Kde trvd nejdelsi den 14* 567

Nejdelsi den jest 21. Cerven. M4-li byti 14* 56™ dlouhy,
musi slunce zapadati v 7 23». Tim ptevedena jest tato tloha
na tlohu 5.
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Jest to rovnobézka, na které jsou mésta: Novy York,
Neapol, Carihrad.

8. Jak dlouho trvd nejdelsi a nejkratsi dem v Reikiaviku?

Nejdelsi den jest 21. éervna, nejkratsf 21. prosince. Ostatnf
jako v pifkladech piede§lych.

V Reikiaviku trvé nejdelsi den 20*, nejkrat8i 4*

B. I'Jlohy, zavislé téZ na zemépisné délce.

Pii téchto tlohdch jest miti stdle na mysli, Ze odchylka
dvou rovin polednfkovych pfi otdéen{ zeme kolem své osy se
neméni. ProloZime-li tedy dvéma mésty obr. 4. paprsky P, musi
thel téchto paprski zistati stdle tyZ, i kdyZ mésta kol bodu ¢
se otdclejf.

1. Je-li v Praze poledne, kolik hodin jest v Novém Yorku ?

Praha, majic poledne, dospéje na denni dréze do p,,
Novy York do n,.

Ponévadz rozdil zemépisnych délek po ototeni sé nezménil,
musi thel PP, = P F,.

Polomér prochdzejici bodem =, sméfuje k 6" 7™ rdno.

Je-li v Praze poledne, jest v Novém Yorkw 6" 1™ rdno.

2. KdyZ bylo v Praze 31. pros. 1897 12" v noci, které
datum a kolik hodin bylo v Pekingu ?

Praha je v p,, Peking v p, na poloméru sméfujicim
k 6%,* rdno.

V' Pekingu bylo 1. ledna 1898 6°/,* rdno.

3. V kolik hodin stredoevropského Ccasu vychdzi slunce
v Sudavé, nejvychodnéjsim mésté rakouském, dne 2. listopadu? -
(Casovd rovnice = — 16™).

Slunce vychdzi v 7% 9™ casu sluneéniho, a — odecteme-li
16m — v 6" 53 &asu stfedniho.

Hodiny Zelezniéni, poStovn{ a telegrafn{ #{di se ¢&asem
stfedoevropskym, jehoz zikladem jest ¢as meridianu 15° v. délky
od Greenwiche, ktery u nds prochdzi Jindrichovym Hradcem,
v Némecku Zhorelcem.

Jakmile nastane v téchto méstech poledne, jest poledne v celé
sttednf Evropé: v Rakousku, Némecku, Italii, Svycarsku, ve
Svédsku, Norvezsku, Dansku, v Srbsku, Bulharsku atd.



V Némecku i v Uhrdch jest stfedoevropsky Cas zdkonem
ustanoven i pro Zivot obansky, u nds veSel do zvyku z nutné
potieby. Ponévadz Sulava jest o 45™ uchylena na vychod,
mistni ¢as mél by tam byti o 45™ pokroéilej§i nez v Jindrichové
Hradct, ale ponévadz se i v Sucavé Tidi Casem sttedoevrop-
skym, jdou tam tedy hodiny o 45™ pozdé proti ‘asu mist-
nimu. Biji-li hodiny v Sucéavé dne 2. listopadu poledne,
jest vlastng 12* 4H™ stiedniho tasu, pravé poledne bylo jiZ
pied 45™ - 16™, t. j. v 10* 59 Casu stiedoevropského.

Z té pritiny nutno, abychom obdrzeli dobu vychodu, od
6" 53™ stiedniho ¢asu odeéisti 45™, takZze tam slunce vychdzi
v 6% 8= stfedoevr. casu.

4. Jak dlouho je jiZ slunce a) dne 21. Cervna, b) dne
21. prosince v Petrohradé nad obzorem, kdyZ v Praze vychdzi?

Dne 21. &ervna vychdzi slunce v Petrohradé ve 2" 45™,
u nds ve 3" H6™

Z toho dalo by se souditi, Ze slunce sviti v Petrohradé
1% 11™, kdyZ v Praze vychazi. Ale tomu neni tak!

Vychdzi-li slunce dne 21. Eervna v Petrohradé, dospélo
toto mésto do bodu p,, Praha do p,; nez bude v Praze slunce
vychdzeti, musi Praha uliniti jesté drdhu p; p;, ku kteréz po-
tiebuje 2* 10, jak vycisti lze z hodinového rozdéleni.

b) Soudime-li podobné i pro 21. prosinec, shleddme, Zze
toho dne Praha vychdzl o 10™ difve ze stinu zemského neZ
Petrohrad.

Tymz zplisobem bychom seznali, Ze dne 21. Cervna v Pe-
trohradé sviti slunce jen jesté 10", kdyz v Praze zapadlo, a Ze
dne 21. prosince majf v Petrohradé jiz 2" 10™ noc, kdyz v Praze
slunce zapadd.

5. Kterow zemépisnou délkw ma misto, jeZ jest s Prahow na
téze rovnobéice, a jemui dne 7. brezna nebo 5. Fijna a) slunce
vychdzi, b) zapadd, kdy? v Praze jest poledne?

M4-li Praha poledne, dospéla, otdtejic se kolem zemské
o8y, do polohy p,.

V tom okamZziku vychazi na prazské rovnobéZce misto z;
ze stinu, slunce mu vychdzi; misto x, do stfnu vchazi.

Uhel P, P, urtuje poéet stupid, o které misto z, jest na



63

zdpad, z, na vychod od Prahy uchyleno. Tuto odchylku lze téz
vyjadiiti ¢asem, ktery uplyne, nez misto xz, bude miti poledne,
t. j. B* 37

PonévadZ zemépisnd délka Prahy jest H8™, jest zemépisnd
délka mista z, = 5" 37™ — H8" = 4 39~ ¢ili 69°/,° na zdpad.

Nahlédneme-li do atlantu, shleddme, Ze jest to misto ve
statu Quebek v Britické Americe.

Zemépisnou délku vyjidfenou ¢asem moZno téz piimo
obdrzeti, nanese-li se od prazského merididnu na zdpad P’ P%;.

Misto z, jest o tyz pocet stupiid na vychod uchyleno;
jeho zemép. délka — 58™ 4 5"37™ = 6" 35 ¢ili 98%/,°.

Jest to misto v Severni Mongolii.

6. Je-li v Berling dne 15. dubna neb 27. srpna 11'/,* do-
poledne, kterémw mistu na 40.° s. $. slunce vychdzi?

Kazdé misto, jez md 11'/,* dopoledne, dospélo do polo-
méru be, jenZz k této hodiné sméruje.

Rovnobézka 40.° s. §. jest ona, na které jest Madrid.

Misto na této rovnobézce, jez vychdzi dne 15./IV. nebo
nebo 27./VIIL. v okamziku, kdy v Berliné je 11'/," , jest y. —
Jeho zemépisnou délku obdrzime, kdyz tetivu dy na rovnobézce
madridské pieneseme od berlinského polednika na zipad. Pri-
jdeme k merididnu, jenz prochdzi Novym Yorkem, a ponévadz
zem. §itka Nového Yorkw jest o néco mdlo vétsi nez 40°, jest
hledané misto jizné od tohoto mésta.

1. Vychdzi-li slunce 7.%norav Moskve, ve kterém misté na
50.° s. §. jest 6" rdno? *

Vychdzi-li Moskva dne 7. 1nora z vlastniho stinu zemského,
jest v bodu m; na 50.° s.8. m4d bod ¢ 6 hodin rano.

Hledané misto jest od Moskvy o tdhel fcm uchyleno na
zdapad; naneseme-li tento thel na zdpad od merididnu moskev-
ského, padneme na polednfk prochdzejici Prahou, a ponévadz
z. §. hledaného mista md byti 50° jest to Praha, jez vyhovuje
dané tloze.

8. Kterého dne zapadd slunce v Pekingu, kdyZ v Astrachanu
Jest poledne ? ‘

Ototf-li se Astrachan do bodu @, kdy mé poledne, otoli
se Peking do bodu z, ponévadz se otdteji stejnou thlovou rych-
losti. V tomto bodu vchdzi Peking do zemského stinu. Vedeme-li
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bodem 2z piimku A4 a uréfme ptislusné d, miZeme z deklinad-
nfch tabulek stanoviti den, kdy slunce md nalezenou deklinaci d.
V tomto pifpadé stotoziuje se pifmka 4 s 4., t. j.:

V Pekingu zapadd slunce dne 21. prosince, kdyz v Astra-
chanu jest poledne.

C. Souéasny vychod nebo zipad dvou i vice mist.

Mista téhoZ merididnu maji sice po vSecek ¢as poledne
soucasné, ale soutasny vychod a zépad slunce majf jen dvakrit
rotné, a to 20. brezna a 22. z4ii, nebof jen v tyto dny slunce,
svitic kolmo na rovnik, vytvoif na zemi svételnou mez, prochd-
zejici obéma poly, stotoziiujici se tedy s merididnem.

Ve vSech ostatnich dnech maji mista tého# merididnu sice
poledne v téze chvili, ale doba vychodu a zipadu slunce se
miize znalné ligiti, ponévadz svételnA mez vSechny merididny
zemské protind.

Z té pritiny mohou mista riizné zemépisné délky soucasné
vystoupiti ze stinu zemského, mohou miti soutasny vychod
slunce, ale nikdy soutasné poledne.

Chceme-li se dozvédéti den, kdy dvé mésta soudasné vy-
chdzeji neb zapadaji, oto¥me pifmku ob& mésta spojujici do po-
lohy vodorovné, ve které se sjednot! s nékterou ptimkou A4;
z deklinace této piimce piisludné uréi se z tabulek deklinag-
nich hledany den.

Jesté rychleji dojdeme cile, ototime-li patu v kolmice ze
stfedu ¢ na spojnici obou mést spusténé do svislé piimky P,

Padne-li ototeny bod v do pasu rovnobézného A4, A4’, pak
vychdzejf - dvakrdt za rok ob& mista soutasné, dvakrt za rok
soutasné zapadaji.

1. MiZe-li Praha a Petrohrad vyjiti soucasné ze stinu a kdy ?

Spojme ob& mésta; z ¢ spustme kolmici cv, a bod v ototme
do polohy v,.

Ponévadz bod v, jest uvniti pdsu A, 4, vychédzejf obé mésta
dvakrdt rotné soutasné a to kdyZ deklinace slunetnf se rovnd
dhlu cov, = —22°,

Dne 2. prosince a 9. ledna vychdzi Praha souéasné s Petro-
hradem, to znamend: Pruoni paprsky sluncéni, které ve jmeno-
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vanych dnech zaéinaji ozarovati Prahw, jsow zdrovei i I'ctrohradu
Ilasateli, Ze mu nastal novy den. A piece lezi Petrolirad mnohem
vychodné&ji nez Praha!

Dospéje-1i bod v, pfi otdteni do polohy v,, spojnice obou
mést podruhé jest v poloze vodorovné, ale ob& mésta jsou na
levo od svislé pF¥fmky, tudiZ zapadaji, a to kdyz dcklinace slu-
neénf se rovni 37 cov,, jenz jest kladny, ale absolutni hodnotou
se rovnd 7 cov, = 22"

Dne 31. kvétna a 12. Cervence zapadd Praha souéasné
s Petrohradem; obéma zaéind noc v témz okamZiku.

2. Kdy vychdzeji a zapadaji souéasné Praha, Berlin a
Zahreh ?

Tato tii mésta jsou na obrazei vtéze piimce. OtoCme patu
v, kolmice z ¢ na pfimku tu spuSténé do ptfmky 2°,. KruZnice,
kterou tento bod opisuje, dotykd se piimky A, jiz piislusi de-
klinace 0 = 7°. Kdybychom otoéili i spojnici mést, ptisla by
mésta v pravo od pifmky F,, t. j. fetend mésta vychdzeji sou-
casné dne 7. dubna a 4. zdti (0 = 7"); ale i pifmka A’; dotykd
se kruznice polomérem cv, opsané; otoend mésta by prisla
v levo od primky P, a proto dne 2. bfezna a 11.7¥fjna (0=—7")
soucasné zapadaji.

3. MiuiZe Viden a Moskva vychdzeti soucasné?

Nemize. Pata v, otolend do paprska P, a 2 padne mimo
rovnobézny pds A A,’, deklinace by byla vétsi nez 23'/,° a po-
névadz neni dne v roce, ve kterém by deklinace byla vétsi nez
23'/,° nemtze Moskva a Videit vychdzeti souCasné.

4. Padne-li pata kolmice mezi obé mdsta a otodend spoj-
nice mést do rovnobézného pdsu 4,4.’, pak jedno mésto vy-
chdzf, kdyZ druhé zapad4 a naopak.

Tak prikladem pata », kolmice spulténé z ¢ na spojnici
Nového Yorkw s Jakutskem padne mezi obé mésta.

Ototime-li tuto spojnici do polohy vodorovné nad bod e,
sjednot{ se s piimkou A4‘,, p¥i temZ Jakutsk je v pravo, Novy
York v levo; z toho plyne, Ze dne 22. tnora a 19. Fijna Novy
York zapadd, kdyZ Jakutsk vychdzi.

Otd¢ime-li ddle, shleddme, Ze spojnice se téZ sjednoti
s piimkou A4,, ale v této poloze jest Jakutsk v levo, Novy York
v pravo.
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Dne 15. dubna a 27. srpna Novy York vychdzi, kdyz
Jakutsk zapadd.

D. Ulohy o hvézdach.

1. Jak dlowho dli Regulus nad obzorem a) v Carihradé,
b) w nds, ¢) na gpicberkéch?
Prisecfky témto mistim pFisluSnych rovnobézek zemskych
s pimkou, pfi niZ napsdno jest ,Regulus“, spoji se se stfedem
¢, natez potet hodin mezi ob&ma poloméry, v pravo a v levo
od dvandcté hodiny poledni, uréuje dobu, po kterou Regulus dli
nad obzorem.
Sezndme, Ze
a) v Carihradé dli Regulus nad obzorem 13'/,%;
b) u nds a 5 - » 14%;
¢) na Spicberkdch jest Regulus hvézdou circumpoldrni,
ponévadz rovnobézka prochdzejici Spicherky neprotind Regulovu
ptimku A.
2. Na které rovnobéice zemské jest Sirius 8" nad obzorem?
Maé-1i byti Sirius 8* nad obzorem, musi poloviéni denni
oblouk piislusné rovnobézky rovnati se 4*. Spojime bod, jimZ
vyznacena tato hodina odpoledne, se stfedem. Prisetikem n
spojnice se Siriovou pfimkou proloZend kruZnice jest hledand
rovnobézka, jejiz zemép. S§fika stanovi se zndmym zpidsobem.
Zde zemépisnou Sffku netfeba stanoviti, ponévadz prochdzi
Petrohradem, jehoz z. §. = 60".

II. Denni a noCni oblouk slunce a hvézd.

Hodinu, kdy slunce vychdzi a zapadd, a dobu, kterou
hvézdy dli nad obzorem, lze druhym zpisobem stanoviti na
zdkladé zddnlivého otdeni slunce a hvézd kolem zemé.

Budiz v obr. 5. bod o misto pozorovaci, kruznice O jeho
obzornik (horizont), body 4, », s a 2 jiZzni, vychodnf, severni a
zépadni bod, » nadhlavnik (zenith), V vertikil, M merididn
mista pozorovacfho, P svétovd osa, p severnf pol nebesky, jehoz
pélovd vy8ka ¢, or polomér rovnfka nebeského, oblouk rk,
nebo uhel 7ok, slunecni deklinace 0.
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Predpokldddme-li, Ze slunce v dob& dne neménf deklinace,
pak opfSe na nebeské bdni kruznici S, jejiZz rovina ¢ jest kolmd
k svétové ose P.

V bodu v, slunce vychdzi nad obzor, vystupuje pak stdle vys
a vySe, v &, dostoupf vrcholu, vrcholi — kulminuje zde v pravé
poledne, pak zatind klesati, az konec¢né v 2z, zapadd; do %, dospé&je
o pilnoci.

S
k a2
0
M 5 4
o
u { o H

Obr.5.

Dokud jest slunce v oblouku v,%;2,, jest misto, jehoZ horizont
jest O, osvétleno, md den; jakmile slunce ptekrocf bod z,, zmizi,
nastdvd noc.

Z té priciny nazyvdme oblouk v,k,2, dennim obloukem,
2,k,v, nocnim obloukem sluneénim, kteréZto ndzvy preneseny byly
i na hvézdy, at probihaji denni svfij oblouk i v noci.

Abychom obdrZeli polovinu dennfho oblouku, t. j. drdhu
v, k, v pravé velikosti, otoéme rovinu ¢ kolem priméru %, &,
jako osy, aZ se ztotozni s rovinou merididnu 24, jez se zde
sjednocuje s rovinou papiru.

Po tomto ototenf padne ptimka H do polohy H' | %, k,.
Oblouk »,%, sjednoti se s kruhovym obloukem o stfedu ¢ a polo-
méru ck,, sahajicim od bodu %, aZz k priseéiku o, s H'.

5*
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Kolik stupiii obloukovych md oblouk #,v,’, tolika stupiiim
se rovnd pil dennfho oblouku.

Jest patrno, Ze k sestrojenf pravé délky dennfho oblouku
jest tfeba sestrojiti jen A\ Aok, s vyS8kou oc, v némz 3 hoc = ¢
jest vyska polw mista pozorovactho, IC % 0c = 90°—0' jest polovd
vaddlenost slunce nebo stdlice.

Toho bylo uzito v obr. 6.

Na svislou pfimku N vztyéena v bodu ¢ kolmice P, na
té zvolen kdekoliv bod o, jenz jest vrcholem whld ¢ a 90°—d,
jichZz jedno rameno sjednot{ se s pifmkou P. Druhd ramena
protfnaji pfimku N v bodech %, a h.

poledne
%
J S
V4
W hod. A2 P K c "I\ o 6L VIhod
rdro ¢ vecer:

| W
BRI

v, e
.,
... k o
e, L ey

---...O PR
Prlnoc.

Obr: 6.

Bodem % vedme pifmku H|| P a polomérem ck, opiSme
z ¢ kruZnici S, jeZz jest obrazem dréhy sluneénf na zemépisné
§fice @ v den, kdy slunetnf deklinace jest d.

Cdst kruznice S nad pifmkou H jest denni oblowk, pod
ptimkou H noclni oblowk slunetni.

V bodu v, slunce vychdzi, v bodu @ jest v 6* rdno, v &,
v pravé poledne, v b v 6 veler, v, zapadd a vk, jest o pilnoci.

Pifmkou H jest zobrazen horizont mista pozorovacfho.
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Slunce vykond celou drédhu S, t. j. 360° za 24 hodiny;
15° za hodinu, 1° za 4 minuty atd.

V obr. 6. jest ¢ = 50° & —23'/,°.

Oblouk v, ak, nebo 3z — 121°; pil denniho oblouku
rovni se 8* 47 t.j. dne 21. éervna (0 = 23'/,°) jest den 16" 8™
dlouhy, slunce vychdzi ve 3% 56™, zapadd v 8" 4™,

I lIze z obr. 6. vyvoditi mathematicky vzorec pro poloviénf
dennf oblouk.

Je-li ;
co =1,
jest
ck, = cv, = cotg 0,
ch = tg @.
Z Achv, plyne:
— % _ B9
cos (180—z) = o, = Gotgd’
tedy

cos T = —tg @ tg 0.

Obr. 6. jest zptlisobily, bychom seznali, jak na délku
denniho a no¢nfho oblouku pidsobi ménicf se ¢ &ili, jak jevi se
délka téhoZz dne a noci na rtiznych mistech povrchu zemského.

1. Zalétnéme piedev8im v mysli své na riiznd mista po-
vrchu zemského v letnim pololetf, t.j. od 20. biezna do 22. za¥{,
kdy deklinace sluneénf jest kladnd a piiberme k tvaze téz
hvézdy, jeZz jsou nad rovnfkem nebeskym, majfcf tudiz téz
kladnou deklinaci.

a) Pouhy pohled na obr. 6. pouluje, Ze dokud p¥i kladné
deklinaci té% vySka polu jest kladnd, pfimka H jest pod pfimkou
P; denni oblouk jest vétsi meZ mocni.

Jakmile vSak se stane ¢ zdpornym, t. j. octneme-li se
v mysli na jizni polokouli zemské, pak nanésti jest @ nad
ptimku P, naceZ denni oblouk jest mensi neZ mnocni.

To vSe znamend, Ze v letnfm pololet{ jest na severnf polo-
kouli zemské den delSf neZ noc a Ze hvézdy s kladnou deklinac{ -
maji dennf oblouk del§f neZ no¢ni; na jizni polokouli zemské
jest v téze dobé den krat¥f neZ noc, dennf oblouk tychZz hvézd
jest men3f nez noénf. ‘
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b) Prechod tvof{ mista na rovniku. PonévadZ jejich vySka
pélu = 0, sjednoti se piimka H s P; H stane se primérem,
nadez denni oblouk rovnd se noénimu, nechf si je deklinace
jakdkoliv.

Na rovniku jest kaddy den, kaZdd noc 12" dlouhd; kazdd
hvézda dli 12 hodin nad obzorem, 12 hodin pod nim.

¢) ZvétSuje-li se vyska polu, posouvd se piimka H dolu;
denni oblouk se zvétiuje.

Tyz letni den &m ddle k severu jest tim delsi.

Tdé hvézda md na severnéjSich mistech delsi denni oblouk
ne na jiinéjsich.

2. Jestlize v8echny tyto uvahy letniho pololeti uéinfme téz
o pololeti zimnfm a taktéz o hvézddch, jez jsou na jiZnf polo-
kouli nebeské, kde deklinace jejich jest zdpornd, shleddme, Ze
severn{ polokoule zemskd vyménila si ulohu s jizni. Co v lété
plati o severni polokouli, plat{ v zimé o jiZni a naopak.

O tom netfeba se ddle §ftiti; jen tolik slusi podotknouti,
Ze zdpornou deklinaci jest nandSeti ve smyslu protivném, t. j.
dold, coz md za ndsledek, Ze pak dennf oblouk jest pod pifmkou
H, noéni nad nf.

Reseni tloh.

Obr. 6. hodi se k FeSeni tloh, pfi nichZz nenf deklinace
pifli§ mali a zemépisnd Sffka ptili§ velikd, aby body £, k,
a h nepiidly mimo ndkresnu.

Regenf dloh stane se zajimavym, jsou-li zobrazeny polohy
hvézd a slunce, jez se déje podobnym zpisobem, jako se v obr. 4.
stanovila poloha mést.

Misto rovnfku zemského nastoupf rovnfk nebesky, misto
merididnu greenwichského nastoupf kruh, prochdzejici{ nebeskymi
poly a bodem jarnim, jenz jak zndmo, jest prisecikem ekliptiky
8 nebeskym rovnfkem.

Kruh tento prochdz{ témér hvézdou « v Andromedé, (
- v Cassiopeji a y v Pegasu.

(Vyznatné hvézdy Andromedy a Pegasa, pribere-li se k nim
hvézda B v Pegasu, tvor{ podobnou, jenZe hodné zvétSenou kon-
figuraci, jako Veliky Viz.) '
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Rovina toho krvuhu jest v obr. 7. zndzornéna paprskem P,
od néhoz se potitd rektascence, a to od zdpadu pies jih na
vychod, tedy v protivném sméru dennfho otdCeni nebeské bané.

Abychom pfikla(lem urtili  polohu Aldebarana, jehoZ
deklinace 0 = 16" ,° rektascense « = 67'/," = 4" 30", vedme
z bodu o, prlmku 0,K,, tvotici s ptimkou 7P thel 90°—0
= 13%/,"; prisetikem K, s paprskem P’, proloZzme kruZnici,
v jejimz jednom bodu musi byti obraz Aldebarana. Bod tento

poledne,

ptinoc.

Obr7

bude priisetfkem onoho paprsku P ktery s P, tvoii thel 67'/,°
Paprsek P obdrzfme nejsnadngji, odpotitime-li od F, v pravo
na hodinovém rozdélenf 4* 30™ = 67/,".

Tymz zpiisobem stanovena byla poloha ostatnich hvézd
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i poloha slunce v riznych dnech rotmich, jichz datum jest
u kazdé polohy pFipsdno.

PovSimnuti zasluhuje, Ze vSechny obrazy slunce jsou na
pifmece E; ddle pak, Ze v kazdém bodu piimky E jsou obrazy
dvou poloh slunegnich, jeden pro kladnou, druhy pro touz ale
zdpornou deklinaci.

A. Priklady o sluneci.

L. V kolik hodin wvychdzi a zapadd slunce 1. keétna a
11. srpna mebo 7. dinora a 3. listopadu na 10. severni i jiéni
Sirky ?

Bodem, ve kterém je slunce v danych dnech, proloZme
kruznici a priseéfky jejimi s horizonty danych zemépisnych §fiek
vedme poloméry, které na rozdéleni hodinovém stanovi dobu,
kdy slunce vychdzi nebo zapadd. Pro dni zimniho pololeti, kdy
deklinace slunetnf jest zdépornd, dennf oblouk sluneni jest pod
horizontem, bod vychodu v pravo, zdépadu v levo.

Obdrzime tyto vysledky:

Slunce Slunce
vychdz{:  zapadd:
10° s, L1./V., 11./VIIL, v 5" 49~ v ¢* 11=;
10° j., ,, v 6" 11™, v B* 49m;
10° s,  4JIL, 3/XI, v 6" 11m, v Bh 49=:
10" j., - v B 49m vy 6" 11m,
2. Kterého dne vychdzi slunce v Kairu (p = 380") v 54 25m?

Zem. §frka: Datum:

Bod, jimZ vyznatena jest tato hodina, spojme se stredem
a prisecikem ¢ s horizontem 30.° s. & prolozme kruznici, jez
urcuje pifslusné d'; v deklinatnich tabulkdch najde se den.

Zde prochdzi kruZnice polohou slunce dne 1. kvétna
a 11. srpna, kterézto dva dni vyhovuji tloze.

Dne 1. kvétna a 1l1. srpna vychdzf slunce v Kairu
v bt 2b™,

3. Kde vychdzi slunce dne 21. éervna v 5" rdno?

Bodem, kterym jest vyznadena poloha slunce dne 21, tervna,
vedme kruZnici, jez protfni polomér sméfujici k pdté hodiné
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rannf v bodu m; horizontem, jenZ prochdz{ timto bodem stanovena
jest zemépisnd Siika ¢, zde 30°

4. Kde jest nejdelsi den (21. Cerven) jen 6'/,* dlouhy?

Slunce vychdzi v 9'/,* rdno. Ostatnf jako v prfkladé
predeSlém. Na 60.° 3. $.

H. Jak dlouhy jest nejdelsi den na 50.° 5. §.?

Nejdel§f den na jiznf polokouli jest 21. prosince, kdy
0 = — 23'/,% Je-li deklinace zdpornd, pak dennf oblouk jest pod
pifslusnym horizontem. Slunce vychdzi ve 3* H6™, zapadd v 8" 4™,
tedy v tyz cas, jako u nds 21. Cervna.

Na 50.° stupni j. $. jest 21. prosince den tak dlouhy, jako
w nds 21. éervna . 16* 8™,

B. Denni a no¢ni oblouk hvézd.

1. Jak dlouho jest Aldebaran nad obzorem na 40.° s. §.,
Jak dlouho na 40.° j. $.2

Aldebaranem prolozme kruznici, jeZ protind horizont 40.°
s. 8itky v bodech a, a a,; poloméry téchto bodi sméfuji jednak
k pdté, jednak k sedmé hodiné rannf; pll denniho oblouku
rovnd se T cely 14" Na 40.° j. & rovnid se denni oblouk
Aldebarana 10

2. Na které zemépisné Sirce jest Pollux jen 8/, nad
obzorem ?

Mé-li byti hvézda jen 8'/,* nad obzorem, musf pil dennfho
oblouku rovnati se 4!/

Prisedikem drdhy, kterou opisuje Pollux, s polomérem
sméfujicim k 4'/, hoding odpoledni, vedme ptimku vodorovnou,
jez stanovi zemép. Sfiku ¢ — — 40°.

3. Kterd hvézda jest u nds 15% 20™ nad obzorem?

Bodem %, v némZ horizont 50.° s. § protind polomér
smeéfujici k bodu 7* 40™ veder, proloZme kruznici, jiz jest
stanovena pifsludnd deklinace. V8echny hvézdy, jichZ obrazy jsou
na této kruZmici, jsou u nds 15" 20™ nad obzorem; jednou
z nich jest Arctur. -

C. Vyechod, zdpad a kulminovini hvézd.

V kolik hodin vychdzi a zapadd hvézda « v Andromedé dne
12. kvétna na 60.° s. $.2
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Uhel, sevieny poloméry prochdzejicimi jmenovanou hvézdou
a sluncem, rovnd se rozdilu rektascensi obou stdlic.

Mdme-li za to, Ze tento rozdfl po cely den se neméni,
bude tak veliky i tenkrdt, az « Andromedy na své denni drdze
dospéje do polohy «, ve které na 60.°s. 8. vychdz{ ; slunce dospéje do
§,, pii temZ Pﬁ"] == Ii\P‘T

Ale slunce jest v bodu s, v 10* 35™, a proto vychdzi
o Andromedy dne 12. kvétna na 60.° s. & v 10" 35™.

Zapada-li hvézda e v Andromedé na 60.° s. §., jest v bodu
o,, slunce soucasné v s, (rozdil rektascensi zase tyz) v 6* HbH™.

2. V kolik hodin vychdzi u nds Pollux dne 31. kvétna ?

Vychdzi-li u nds Pollux, jest v bodé p,, ale slunce téhoz
okamziku jest v bodé s,, kamz dospéje v 6" 40™ rdno. I zde ob-

drzeli jsme polohu slunce, udinivse I%\P4 = P?P‘é.

3. Na které zemépisné Sirce zapadd Arctur dne 21. éervna
o pilnoci?

Dne 21. Cervna jest slunce o pil noci v bodu s,, Arctur
v bodu a,; (P:;’6 = P‘/O\P’G).

Bodem a, prochdzi horizont, jemuZ piisludi hledand zemé-
pisnd S§fika, zde H57° j. &

4. Kterého dne kulminuje Deneb a) v poledne, b) o pilnoci?

a) Kulminuje-li hvézda v poledne, kulminuje soutasné se
sluncem ; jeji rektascense se musi rovnati rektascensi slunecn,
pravé tak, jako dvé mista na povrchu zemském maji soutasné
poledne, majf-li touZ zemépisnou délku. Najdéme v tabulkdch,
kdy m4d slunce tak velkou rektascensi jako hvézda; toho dne
kulminujf soutasné. Z obrazce jde na jevo, Ze tomu tak dne
27. ledna.

b) Lisi-li se zemépisnd délka dvou mist o 180° m4d jedno
misto poledne, kdyZ ve druhém misté jest ptlnoc. Lisi-li se
rektascense sluneénf a hvézdnd o 180° m4 hvézda poledne
(t. j. kulminuje), kdyZ slunce md pilnoc. -

Rektascense slunecéni a Denebova lisf se, jak z obr. 7. plyne,
0 180° dne 31. &ervence; toho dne kulminuje Deneb o pilnoci

5. V kolik hodin kwlminuje Denebola dne 11. srpna?

Kulminujicf Denebola jest v bodu d,, slunce v bodu s, a to
ve 2% 20m™.
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6. Na které rovnobéice a) vychdzi, b) zapadd Arctur
a Denebola soucasné?

Ototme spojnici S obou hvézd do polohy vodorovné
jednou pod bod ¢ (S,) podruhé nad n& (S,). Takto otocend
spojnice stane se horizontem, jemuZ piisludf urditd zemépisnd
§itka o, jez vyhovuje tloze. Zde jest ¢ = 71°.

Je-li ototend pfimka v poloze S,, jsou ob&é hvézdy v levo
od pfimky P,, obé vychdzejf; z toho plyne, Ze na 71.° s. & obé&
hvézdy soulasné vychdzeji; (snadno se moZno presvédiiti, Ze
soucasné tam nezapadajf).

Je-li otolend pffmka v poloze S,, jsou obé hvézdy v pravo
od pifmky P, svislé, soutasné zapadaji. Jest to na 71.° j. §.

7. Na které zemépisné Sirce Pollux zapadd, kdyZ Algol
vychdzi?

Otoéme pifmku, spojujici ob& hvézdy do polohy vodorovné
pod bod ¢, coz se nejsnadnéji stane tim, Ze otolfme patu v,
kolmice, z bodu ¢ na spojnici sputéné, do pffmky svislé do
v, a v,. Algol piijde v levo, Pollux v pravo od prfmky P,.
Algol vychdzi, Pollux zapadd.

Jest to na 49.° s. §.

Na 49.° j. & Pollux vychazi, kdyz Algol zapadd.

8. Kde vychdzi Aldebaran soucasné se sluncem dne 10.
¢ervna ?

Resenf jako v pt. 7. Na 55.° s. & souasné vychdzejf,
na 55.° j. & soucasné zapadajf.

10. Kde vychdsi slunce dne 21. éervna, kdyi Arctur
zapadd ?

Spojnice Arctura se sluncem (21./VI.) ototena jsouc do
polohy vodorovné, sjednocuje se s horizontem H0° s. §., kteryz
vyhovuje tloze. Dne 21. éervna wvychdzi Arktwr na 50.° s. §.,
kdys slunce zapadd. Na 50.° j. 8. Arctur toho dne vychdzf, kdyZ

slunce zapadd.
(Pokradovanf.)
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Dva nové strojky.

Pod4va

Jar. Simonides,
professor v Kromé&kizi.

V nisledujicich fddcfch poddvdm popis dvou jednoduchych
strojkd, je% jsem zhotoviti dal pro fysikdlni sbirku zdejitho
istavu doufaje, Ze snad jeden neb druhy pdny kollegy uzndn
bude praktickym pro $kolnf potiebu.

Strojek prvni (obr. 1.) sklddd se ze sklen&né n4doby,
k jejimuz dnu pfitmelena vybrouSend sklendnd deska a z vélee
dievéného V, k jehoZ spodnfmu zdkladu piitmelena jest jina

Obr. 1.

vybroudend deska sklenénd, v zékladu hornfm upevnén jest
krouzek, jimZ provleceno vldkno kolem dvou kladek vedené
a kovovou misku nesouci. Vdlec jest rozmérd takovych, Ze na
vodé plove. .

Polozfme-li vdlec na zminénou desku a p¥itlatime-li jej
k ni, miZeme zdvazfm do misky vloZenym urtiti piilnavost skla
ke sklu. Védlec mého stroje vzl 12 dg, miska 4 dg; vlozime-li
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do misky 9 dg, odtrhne se ihned vélec od desky, vloZime-li do
misky zdvazi na pf. o 2 dg men8f, odtrhne se také vilec, ne
vSak thned, tkaz jest tedy dynamicky. Devét dg do misky vloZe-
nych odtrhne vdlec okamZité, jest tedy ptilnavost mensf nez 1 dg.

Odstranime-li ddle misku a nahradime ji zdvazim | dg
ptilnavost skla ku sklu v naSem p#ipadé zcela rusici, pkitlaé{me-li
déle vdlec k desce a naplnime nddobu téméf aZ po kraj vodou
a pustime-li pak opafrné vélec, nevyplove vzhiru, nybrz ziistane
chvili na dné i tehdy, pfiddme-li k zdvazi 1 dg, tkeba jesté jiné
vét§i zdvaif — bez vztlaku neni plovdni. Vélec ziistane nékolik
vtefin na dné, pak se po¢ne Sinouti z mista na misto, vnikdt
patrné voda pozvolna pod véilec, aZz vyplove vzhiru. Pokus
tento lze i bez vdlce popsaného provésti. VloZime-li na desku,
odSoupnuvie napfed rdmec s kladkami stranou, hranol neb kostku
dfevénou (ze sbirky stereom.), jejiz podstava jest dosti hladkd
a nepofkraband, jiz zatiZime zdvaZfm a nalejeme-li do nddoby
vody, nevyplove téleso ihned po odstranénf zdvaZi.

Navlh¢fme-li sklenénou desku pod védlcem vodou, odtrhne
jej od desky rovnéz navlhiené teprve zdvaii 17/, dg, natfeme-li
obé desky tistym olejem, jest ndm k témuZ tleli do misky vlo-
ziti 42 dg.

Vrstvou oleje mieme vnikdni vody pod vélec zameziti
Namazeme-li zdklad vélce olejem, pkidrZfme-li jej v nddobé
a naplnfme tuto vodou, nevyplove védlec vzhiru, byf jsme i do
misky vlozili zdvazi 45 dg, t. j. zdvaZf o 3 dg vétsi, neZ to,
jez by véhu vélce i ptilnavost oleje k oleji vyvazilo.

Strojek druhy nazval bych reakénfm turbilonem elektrickym,
Jim% lze demonstrovati rovnost akce a reakce, jakoZ i princip
o zachovén{ ploch.

D D (obr. 2.) jsou dvé dobfe vyhlazené mosazné desky,
spojené tremi sloupy ebonitovymi S, desky tyto nesou loZiska
svislé osy ramce R, jehoZ dvé vodorovnd ramena R jsou rovnéz
z ebonitu, kdeZto drubd dvé svisld ramena tvoi{ kovové hiebeny,
v deskdch R spotivd osa sklenéného polepy opatieného vélce
V. Hftebeny prodlouZeny jsou jeden dol&, druby nahoru*)
pres piicky R kovovymi tytemi, nesoucimi kovové Stétky s, s.

*) Druhy hieben v obraze kryt jest sloupkem S.
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Spojime-li desky D D se svoditi elektriky, pfechdzi §tétci kladnd
elekttina k jednomu, zdpornd k druhému hfebenu, z nichz
proudfi na valec. Odpuzovdnfm se stejnojmennych elekttin
snazf se vdlec otdfeti jednim, rdmec smérem opaénym. Napied
pocéne se otdteti vdlec patrné proto, Ze svou vdhou spo-
¢ivd v rdmci. Ihned po vélei potne i rdmec smérem opatnym se
otdteti a sice rychlosti ustavitné rostoucf, takZe za kritko
otd¢f se mnohem rychleji, nez vdlec mnohem t&z5f tak, jak to

z principu zachovédnf ploch bylo lze vlekdvati. Jest patrno, Ze
pfipevnénim malych zdvaZi soumérné na pf. na hornf p¥iéce R
upevnénych lze rychlost rdmce utiniti = rychlosti vilce.

Strojek lze kaZdou malou Winter-ovou neb influencni
elektrikou uvésti v ¢innost, chceme-li uziti elektrik o znaéném
doskoku jisker, nutno otdceti tak pomalu, aby pfi R od konci
hiebenti k deskdm D nepteskakovaly jiskry.

Oba strojky zhotovil mné dle zaslanych ndértkd p. Boh.
Zukriegel (Praha, Ndprstkova ul. ¢. 274—1I.) velmi vkusné a do-
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vedné a lze je u ného obdrieti a sice prvni za 10 zl., druhy
za 12 zl

Zobecnéni véty Pythagorovy pro kazdy troj-
tihelnik.
Napsal
Yavrinec Jelinek,

professor v Novém, Méstd u Vidné.

I. Strany trojihelnika ABC (obr. 1.) jmenujme, jak oby-
&ejné, a, b, ¢ a jim protilehlé dhly «, g, .

Obr. 1

Odeéteme-li od thlu  smérem ku A fthel «, smérem
ku B thel g, a prodlouzfme-li novd ramena az k prisecikdm D,
a D, se stranou ¢, najdeme:
V trojuheiniku D,CD, jsou tdhly o, lezici proti CD, = d,,
a d, proti CD, = d, zevnéj§imi 1uhly sousednfch trojihelniki;
tedy
0, =a+pf=180"—y, d,=a-} f=180"—y,
procez
0, =0, =9
a tedy také pricky
(1) d, =d, =d.
Kazdy z obou trojihelnfkd, omezenych nerozdélenou stranou,
ptilehlym tsekem rozdélené strany a piislu$nou pifckou d, jest

pro rovnost uhld podoben danému trojihelniku; jsou tedy oba
i sobé podobny.

(2) ABCD,~A ABC, A ACD,~A ABC, A BCD,~A ACD,.
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Nazveme-li Gseky BD, =¢, a AD, = ¢,, najdeme z prvych
dvou pdrd téchto podobnych trojihelnikd dméry
(3) cla==aie, C¢:ib=bi¢
Jest tedy kazdd nerozdélend strana trojihelnika stfednf
méfickou amérnou mezi celou rozdélenou stranou a jejim usekem,

ptilehlym k nerozdélené strané.
Z tieti dvojice podobnych trojuhelnfkd pak plyne

(4) ¢ :d, =d, e

a ponévadz dle (1) jest d, = d,, tvorf kazdd piicka d stiedni
métickou tmérnou obou usekli rozdélené strany.
Proménime-li Gméry (3) v rovnice:

a* =cc,, b*= cc,,

najdeme souttem
() @ +b*=c(c, +0,)
a soutinem
ab=cVeog;
tedy vzhledem ku (4)
(6) ab = cd,

kteryZto vztah také piimo vychdzi z prvnich neb druhych dvou
podobnych trojuhelnikd uvedenych v (2).
Utinfme-li D,D, =, jest dle obr. 1.

U c=c, +¢ +e

Z rovnice této obdrifme, ndsobfme-li ji hodnotami ¢, c,
neb ¢:
ce, = ¢; + 66 1 ce,
cc, = ¢; +c¢,6 + ce,
¢ =ce,  ccy 4 ce
a viti Gmérdm (3) a (4)
a®=c} + d* { ce,
8) b* = ¢ + d* + cpe,
¢ =a? + b? - ce.

V prvnich dvou rovnicich pozndvdme hned na prvni pohled
vétu Carnotovu; jesti e dvojim pridmétem strany d na ¢, i na c,.
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Smysl tfeti rovnice (8) sezndme takto: Vyménivie v sou-
¢inu ce primku ¢ dle (6), obdrzime

) c’:a2+b2+ab_7€
a z trojuhelntka D,CD,, kde
=y —(a+pf)=p—(180°—7) =2(y — 90,
najdeme

e . & ¢
—d~_2sm?._—2cosy,

takZe ona rovnice znf
(10) ¢ = a®+ b*— 2ab cos .

Jest tedy i tietf rovnice v (8) vétou Carnotovou. Hodnota
posledntho &lenu jejfho jest v naSem piipadé pro y > 90° oviem
kladnd.

Sprdavnost rovnic (1) aZ (6) neni nijak podminéna velikosti
thlu p. Rovnice tyto plati tedy pro kazdy trojuihelnfk.

V rovnicich (7) az (9) jest vSak pro hodnotu pifmky

e = —2d cosy

rozezndvati rizné pfipady:

a) Je-li y>90° jako v naSem obrazci, jest e kladné;
useky ¢, a ¢, souvisejf pfimkou e. Pro tento pifpad plat{ horni
rovnice.

b) Je-li y =90° jest e =0; tseky ¢, a ¢, souviseji jen
svymi konci, pif¢ky d, a d, splyvaji v jedinou a to ve vySku na
pteponu. Rovnice (7) aZ (9) znéjf pak:

c=¢ + ¢y,
¢ =a*+4 b2

¢ Je-li y<<90% jest e zdporné; useky ¢, a c, CdsteCné
se kryj{ a hornf rovnice se ménf na

c=c, + 6 —e,
¢ =a®+ b*—ce,

czzaa—{—b?—ab—;—.



Odvozeni Pythagorovy véty podminéno je tim, lze-li jedinou
prickou odecisti dva dhly trojuhelnfka od dhlu tietiho. Ne-
omezujeme-li toto od¢itdni pocétem odéitacich ptitek, nybrz ode-
tteme-li viibec, shleddme, Ze Pythagorova véta ve vSech svych
vyrocfch plati pro kaZdy trojihelnfk. I zddnlivé riiznicf se véty

a® 4+ b* = ¢%
a? -+ b = (¢, +¢,)
jsou totozné, vyslovime-li je takto:

»Soucet étvercli nad dvéma stranami trojihelnika se rovna
obdélniku ze strany tieti a souttu obou jejich useki.“

II. Jezto v pirede$lém uvedeno bylo nékolik posud neob-
vyklych usecek ¢, ¢,, d, ¢, ukdzeme jesté, jak lze jich pouziti
pii fesSeni trojibelnika.

sin y = sin (% -+ 90") = cos —g— = 73- :ﬁ%
_ VaE—¢ | 1yfAge, —et
o 2d = 2 €0,
kde » znamend vy§ku na c. Pak
COS ¥ = 08 (—;— -+ 90") = —sin ~f~ = -.‘;d—
— € _ c—¢ —¢C

T e, T 2V
sine:sinf:sinyg =a:b:c=Ye : Ve, : Ve,
l‘x a——f == = i
tang i—ﬁ :tang 21 :(\/c—l +ch):(\’c1 -—\:cz);

plochy trojuhelniki p = ABC, p, -——BCD,, p, = ACD,,
p, = D,CD, jsou v relaci

PiPip,iPy=Cicig e
Priklad 1. Ddny: ¢, ¢, ¢,.

Najdeme
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a:\/&l_’ b:\/cc—.n d:VcTC; c:c—(cl—{—cz),
p=cls(s— ’ZT(S——-VZ‘S (s — V&:), kde 2s = Ve —+ Ve, + Ve, .

Sestrojeni. Odecteme od ¢ = AB protivnymi sméry ¢, = BD,
a ¢, = AD,. Tu rozezndvati dluzno tyto piipady:

a) Oba konce D, a D, tseki ¢, a ¢, vpadaji do AB =c.
(Obr. 2. a 3.) Sestrojime nad AB = ¢ jakozto priimérem polo-
kruznici, pak D,C, 1 ABaD,C, | AB a shleddme, ze BC, = q,
AC, = b. '

Obr. 3.

b) Jeden neb oba konce D, a D, tusekd padajf na prodlou-
zenou AB = c. (Obr. 4. a 5.) Sestrojime polokruznice nad kazdou

Obr. 4. Obr. 5.

delsi ptfmkou ¢, ¢;, ¢, jakozto priimérem (nejkratf z nich jest
Jiz obsaZena v kazdé delsi) a pokracujeme jako v piipadé prvém.
Priklad 2. Dany: ¢, ¢,, *+e.
Vypoiteme :
6*
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c=c,+cte a :V01 (¢, +ete), b=Ye, (e, + ¢, *e),
N 1 S
d=Yee, p= v (¢, + ¢, + €) Vae,c, —e2.
Sestrojeni. Je-li e = D,D, kladné, pficteme ku e (obr. 2.),
je-li zdporné ¢ —=D,D,, odetteme od e (obr. 3.) protivnymi

sméry tsek ¢, =D,B a tsek ¢, =D,A. Pokazdé obdrzime ¢ = AB
a pokratujeme jako v pifkladé 1.

2
Podminka: ¢c, >(~§ )
Priklad 3. Dény: a, c,, d.

Vypoéteme :
d? a’ ad a®—e, *—d*
G=y =, b=m—— o= ——,
cl cl (’1 cl

p:(-g )ZVs(s—a) 5 —c) (s —d), kde 25 =a }¢, +d.

Sestrojeni. Sestrojime trojihelntk o strandch a = BC,
¢, =BD, a d =CD, (obr. 1.). Jeho tihel leZfci proti a se rovnd
tihlu  hledaného trojihelnika; preneseme jej tedy do C ku
strané a.

Priklad 4. Dény: a, c,, d.

Najdeme: ’

__a _a (a £
61—E7 b—702$ c= 7) Cas

a 2
=) =D =a6—a,
kde b:—g-cz a2 =>b+c +d
Sestrojeni. Sestrojivie b dle améry d:a —c,:b neb ¢, dle
¢, :d = d:c, pokracujeme podobné jako v ptikl. 3.
Priklad 5. Dény: c,, ¢, a.
Najdeme :

= "
e C a”
d=Vee b=al/& o
- vlz’ - cl’ - cli

r=(L] VEe=ae—ae-a,
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vypotitdme-li napied d a klademe-li pak

2s=a-tc, +d.
Sestrojeni. Sestrojme pravouhly trojihelnik BC,D, (obr. 6.)
o odvésné BD, —¢, a pieponé BC, — a, opiSeme polokruZnici,
jejiz stfed o lezi v (prodlouzené) odvésné ¢, a obvod prochdzi

body B a C,. Kruznice tato protne prodlouzenou odvésnu jesté
v A. Jest AB—=c. Nanesme pak tusek ¢, —=AD, na AB a
pokratujme jako v piikl. 1. .

Priklad 6. Dény: a, b, d.

Vypoéteme:
c_a_b __ad __bd
—d 4T T
1 1 1
— 2 —_— - —
p = (ab) Vs(s a) s b)(s d)’
znamend-li
1 1 1
¥ = —+
B=TT3 T3

Sestrojeni. Pottebf jen ¢, které dle uiméry d:a=2b:c¢
snadno sestrojime.

Priklad 7. Diny: a, b, +e.
Najdeme z rovnice (8)
c:%[te+veﬁ+4(a2+b2>],

pak



86

2a?

N ey
2b*

RS CEr e T

%
+o+ Vel +4(a* 457

VypotitavSe stranu ¢, pouZijeme pro plochu vzorce Hero-

nova

p:Vs(s—a)(s——b) (s —¢).

Sestrojenf. Jednd se jen o stranu ¢, kterou sestrojime dle

e

___\/ 2 2 e 2+

e=V@+m+(5) =5

V obr. 7. jest Am = a, mn=2>, Lm | mn, tedy
An = Ya® +0%;

pak no | An, no = % , tedy

ro=\ar 400 +( L)

Obr. 7.

OpiSeme-li je§té kolem o kruZnici o poloméru —;—, dostaneme
ob& strany : del8f ¢ = AB, kratsf ¢ — AB".

Priklad 8. Dény: ¢, d, e.
Strany « a b obdrZzime feSenim rovnic (6) a (8):
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a:%[\/c(c—}—2d—e)t\/c(c—2d—e)]=b;

¢
P=-y V(2d + ¢) (2d — e).
Sestrojenf stran a a b provedeme dle vzorce
¢ (¢ e N,/ ¢c[¢ e\
v?(2_zf+ﬂivﬁw?””§“d'

¢ BE= ¢, CE=DE=4d:

V obr. 8. jest AB:—2-, 9
tedy
¢ e ¢ e
AC_—Q-—7+d, AD_7— 9 —d.

Obr. 8.

Sestrojime-1j polokruznice o primérech AC a AB a protneme-li
je kolmicemi BM | ACa DN | AB, bude tétiva

w=Vii- 3+

a tétiva

C Cc e N
“~‘ﬂ?—7—ﬁ

protez MS jest delsf, MR krat§{ stranou z obou a a b.
Podminky: 2d >e, ¢> (2d+e).
Kdyby byla piimka e zdpornd, zménil by se ovSem obvod,
nikoliv vSak plocha p trojihelnika.
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O trojuhelniku, od jehoZz kazdého thlu ostatni
dva jsou odecteny.*)

Pojednavi

Vaviinec Jelinek,
professor v Novém Mdstd u Vidné.

Odettéme od kazdého whlu trojihelnika ostatni dva jeho
thly, prendSejice twhel, ktery odetitdéme, ku protilehlé strané.
Z kazdého vrcholu budou vychdzeti ku protilehlé strané dvé
sobé rovné odtitaci piicky, které tuto stranu rozdélf na dvé
odcetné ptimky a zbytek.

Odcitacf pricky nazveme kritce ,ptickami“ a poznamendme
je pismenou d, rozezndvajice je indexem dle vrcholu, z néhoZ
vychdzeji neb dle strany, kterou protinaji. Na pf.: d, — AB,
= AC, jest ptitka vychdzejici z prvniho vrcholu A a proti-
najici prvn{ stranu a. Pravime tedy: d, jest piitka udhlu «
nebo strany a.

Odéetné pifmky, kritce ,Gseky® nazvané, poznamendme
pismenem strany, od niz pfimka byla useknuta, a jeZto na kazdé
strané nastanou useky dva, piipojime k tomuto pismenu jesté
index souhlasny s thlem, jehoZ odeétenim usek vznikl. Na p¥.:
b, =CA, a b, = AC, jsou useky téze strany b, prvni vznikl
odettenim uhlu «, druby odeétenim ihlu » od dhlu 8. Index
tento také uddvd vrchol, ku kterému tsek sméfuje. Vrchol troj-

*) Piedpokldd4 se ¢dsteéné pojedndni: ,Zobecnéni véty Pythagorovy
pro kazdy trojuhelniké, str. 79.
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tihelnfka, z néhoZ tsek vychdzf, vyiteme ze symbolu pro usek,
piiddme-li schdzejicf tu &islo: b znamend 2. stranu, 3 tfet{ dhel;
v symbolu b, schédz{ &islo 1; vychazf tedy b, — AC, z vrcholu A.

Dva useky (a, ==CB,, b, = CA,) na riznych strandch
(a, b), vychéazejicf ze spole¢ného vrcholu (C), nazveme ,hornimi“
tiseky dvou stran. Dva tuseky (a;, = BC,, b, = AC,), sméfujfef
ku spolecnému prisetiku (C) jejich stran (a, b), jmenujeme
,dolnfmi“ useky téchto stran.

Predstavime-li si kazdou stranu jakoZto zdkladnu trojihel-
nika pted sebou od levé k pravé ruce, rozeznidvdme jeji useky
na ,levy“ a ,pravy“ tsek dle polohy vrcholu, z néhoZ tusek
vychdzi{; na pi. ¢, = AB, jest levy, ¢, = BA, pravy usek strany c.
Useky téZe strany jsou protismérné. Vsechny levé useky jsou
stejnosmérné a vznikly odeétenim riiznych ahld, jsou tedy rfizno-
uhlé; taktéz pravé useky. Dva horni tdseky jsou riiznothlé, dva
dolnf jsou stejnotihlé.

Vzddlenost od konce jednoho tseku ku konci dseku dru-
hého téze strany zoveme ,lisekem“ této strany a znamendme
pismenem e, jehoZ index souhlasf s pifsluSnou stranou ¢ili
s protilehlym tdhlem; na pi. e, = A,C, jest tsekem strany &
a lezi tedy proti dhlu B.

Ptimky: a, d,, ¢, b,, e, jsou stejnoihlé, vSechny ndlezi
thlu e,

Mimo ihly napolteme tedy v tomto trojihelniku 15 pfimek,
jichZz vzdjemné vztahy stanoviti hodldme.

Z rovnosti Ghld ndsleduji podobnosti trojtihelnfki:

ABC ~ AB,C ~ ABC,
~ A,BC ~ ABC,
~ A,BC ~ AB,C

a tud{Zz dméry

a:b:c=b :a,:d, =c :d,:a,
=b:a :d,=d,:¢ :b,
=¢ dy:a =dg:c:d
= sin «: sin §: 8in y.

(1)

Jsou-li tedy z téchto hodnot ddny tii na sob& nezdvislé, lze dle
uvedenych Umér vypotitati vSechny ostatni.
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Na pi. jsou-li ddny tii strany, najdeme

z poméru 1. a 2.. . . .a, d,
1.a3.. .. .a,
1. a 4. . b, d,
1.ab.. o By
1. a 6. . . €. dy,
1. a 7.. . Cy
1. a 8.. .o B,y

Misto abychom podobnym zpisobem Fesili trojihelnik pro
ostatni kombinace jmenovanych hodnot, upozornfme zvliité na
nékteré vysledky umér v (1) a odvodime jesté jiné rovnice,
jimiz se feSeni trojdhelnika zjednodusi.

Poméry 2. a 3., 4. a 5., 6. a 7. ddvaj{ rovnice

(2) dlzv;‘z_a:;a dzzvbzv d:s:V?c-zv

kteréz pravi, Ze kazdd pticka jest stiednf méfickou imérnou mezi
obéma useky své strany.

Dle 2. a 4. poméru jest: ab = a,b,,
» l.al. » ab=cd,,
, 2.26 . s ab=cd,
, doa Tl s ab=c,d,.

Z rovnic téchto a jinych obdobné sestavenych ndsleduje:

ab = a,b, = cdy, = ¢,d, = ¢,d,,
(3) ac = a,c, = bd, = b,d, = b,d,,
be = bye, = ad, = a,d, = a,d,,

t. j. soutin dvou stran se rovnd soutinu jejich hornich useki
neb soutinu tiet{ strany s jeji pfitkou aneb soutinu z piicky
nékteré této strany se stejnodhlym tusekem strany tietf.

Ndsobime-li soutiny na 1., 2. neb 3. fddce v (3) funkcemi:
-»é sin ¢, ;- sin 8 neb —;-sin «, obdrzime tolikéz riznych vy-
razii pro plochu trojahelnfka.

Z Gmér v (1)

a:b="ba, a:¢=g¢ e, o:d,=4d;:a



a z jinych obdobné sestavenych vychazf

a®="bb, = cc, = d,d,,
@ b* =cc, = aa, = d,d,,
¢* = aa, = bb, = d d,,

t. j. kazdd strana jest stfedni méfickou imérnou mezi druhou
stranou a ptilehlym tsekem této, i mezi pFickami obou druhych
stran.

Souttem dvou a dvou rovnic v (4) najdeme

BB =l +a)
) a*+-c¢* = b (b, 4 by),
b* +¢* = a(a,+ ay),

t. j. soucet zdvojmocnénych dvou stran se rovnd soucdinu tieti
strany se souctem jejich usekd. Je-li néktery thel pravym, jest
soutet usekd protilehlé strany roven této strané a piipadnd
rovnice v (5) piejde do véty Pythagorovy.

Soucdin stejnomistnych élentd v rovnicich (4)

a*b®® = abc . a,b,c, = abc . a,b,c, = did;d;

1 2773

dd, hledfme-li k tomu, Ze o sobé jest abc = d,d,d,, souvisly
vztah mezi stranami, stejnosmérnymi tseky a prickami

6) abc = ab,c, = a,b,c, = d,d,d,.

Abychom na8li podobny vztah mezi skupinami t¥i sousednich
dsekdt ku strandm a ptickdm, ndsobme stejnomistné ¢leny dvou
rovnic v (4)

a*? = be. b,c, = ac . a,c, = d,d,d;

a nahradme soutiny stran (zde bc a ac) dle (3) soutinem jejich
hornich usekd, pak obdrzime z této i z obdobné sestavenych
rovioic
(ab)? = b,b,c; = a,a,c; = d,d,d?,
M (ac)* = aya,b; = ¢,6,b] = d,d;d,,
(be)* = bbai ="c,c,a; = did,d,.

- Nésobime-li prvnf t¥i Cleny kaZdé rovmnice v (4) stranou
bud@ a neb b neb c:
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a*=ab.b,=ac.c,
( Jpe— —

¥ =be .c, = db.a,

¢ =ac.a;=bc.b,

a nahradime-li pak kaZdy soulin dvou stran kazdou jeho hod-
notou dle (3), obdrzime:

a? = a b =a,;. P=be =ba
= be,d, = ch,d, = ac,d, = ca,d,
=b,¢,d, = bye.d, = a,,d, = ay,c,d,
=b,¢,d,; = a,¢,d, ;

®)

c=uale =blg
= ab,d, = ba,d,
= a,b,d, = a,b,d,
= asb,d,,

(Dokonéeni.)

Ulohy.

. Uloha 1.
Resiti rovnici
3 I
B+ 1) —8x*(x—1) = tim i) 4” (z—1)
Red. 4. Strnad.
Uloha 2.

Kolik  kladnych celistvijch FeSeni md rovnice
Y L2 g
12 + 8 + 6 ot

Uloha 3.

Které uhly nepresahwyici 360° ciné zadost rovnici

tyx+tg'z +tg°e ... :%Vsin’x—{—sin‘x—f—sin% + e

Ty,
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Uloha 4.

Sestrojiti whel x dle wméry

S 2x:8in3x = m : n.
Red. A. Strnad.

Uloha 5.
Ustanovit vhel x dle wméry

tg2x:tg3x =m:n.
; Ty3.

Uloha 6.

Nad odvésnamy pravouhlého trojihelnika -sestrojeny ,m é-
sicky Hypokratovy® a do kaZdého vepsdna nejvétsi krubnice.
Dokdzats jest:

a) Polomér kaZdé této kruinice rovnd se praméru kruZnice
vepsané v dany trojuhelnik.

b) Vaddlenost stredu kazdé této kruinice od stredu prepony

rignd. 8 % chondes dandho Tronihelnia.

Ty3.
Uloha 7.

Uhlopricky pravidelného osmiihelnika omezuji dva mensi
pravidelné osmithelniky. V kterém poméru jsow obsahy vsech
17 osmivhelniki 2

Tg5.
o Uloha 8.

Do Fkruénice vepsdn Ctyrihelnik, jehof dhlop¥icky stoji na
sobé kolmo. Soucet dvou protéjsich stran jest 89, soucet druhych
dvou stran 91; souéet dvou sousednich stran jest o 10 vétsi nez
soucet druhych dvow stran. Ustanoviti jest strany, whlopricky
a obsah ctyrihelnika, jakoZ i polomér krunice opsané.

Tyz.
Uloha 9.

a) Bod o v roviné md od wvrcholit pravoiuhlého trojuhelnika

abe veddlenosts
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oa =2z, 0b—=y, oc = =.
Které podmince ¢ini zadost tyto vaddlenosti, jsou-li odvésny
trojuhelnika
ca—=>, cb=a?
b Je-li
a=YV3,b=Y6, s=\i3, y=V10,
vypocitats jest .
Red. A. Strnad.
Uloha 10.
Do vdlce kruhového vepsdna koule dotykagici se zakladny
obliny jeho. Ktery ihel tvori se zdkladnou vdlce teénd rovina
koule, odtind-li od vdlce édst rovnow n-ndsobnému obsahu koule?
Tyz.
Uloha 11.

Na prioméru ab sestrojena polokruinice K a kwi v bodé b tecna
T. Vésti bodem a seénu protinajici K v bodé ¢ a T v bodé d
tak, aby otoci-li se cely tento wtvar kolem osy ab, useé na tetivé
ac vytvorila téleso téhoZ obsahu jako je téleso vaniklé otocenim se
plochy omezené vseckami bd, ¢d a obloukem be. T3,

Uloha 12.

Kterd jest pravdépodobnost, Ze polopaprsek wvychdzejict
z bodu s dopadd ma povrch koule stiedu o, je-li 0s —v =17 a

polomeér koule r —= 82 Tz,
Uloha 13.
Bodem (1'5, 3) stanoviti primku, jeji3 dseky na osdch sou-
radnych maji soucet 10. Ty
Uloha 14,

Stanovity kruinici K, soumérnow s kruénici

K =ax}y*—122— 26y + 180 = 0
dle primky
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P=x4+3y —30=0;
vySetriti pak priseciky a ihel obou kruinic. Red. 4. Strnad.

Uloha 15.

Stanoviti kruznici, kterd jest stejné vzddlena od bodi

a(6‘—§~,—1), 5(5,21),

4
il 1
c (0, oz), d ('- 3,12) : e
Uloha 16.
Vysetriti podminkw, aby spojnice bodi
m (a cos e, bsin ), n (acos B, bsinf)
prochdzela ohniskem ellipsy
b*x* 4 a*y* = a*b*.
Ty,

Dodatek o resenf uloh z piedes$lého roéniku.
Spravné reseni aloh zaslali téz pp.:

Brinkmann Emerich, stud. VI. tf. r. na Malé Strané v Praze,
ul. 16., 29., 48., H9.

Holzmann Frantiek, stud. VIL. tf. g¢. v Brng, ul. 1. az 4., 6.
az 9., 11. az 13., 16. az 18., 20., 22., 24., 25.

Hrdlicka Alois, stud. VL. ti. gymn. v Brné, dl. 1. az 4., 7.,
12., 16.

Hruby Frant., stud. VIL. tf. r. v Prostéjove, ul. 1., 2., 3., 6.,
7., 8., 10, 11., 16., 17.

Jandourek Vdclav, stud. VI. tf. r. na Krdl. Vinohradech, dl.
31., 36., 37., 49., H2., 62.

Kamenicky Jindiich, stud. g. v Kiemencové ulici v Praze, dl.
1. az 4, 7., 9., 16., 17., 18., 28.

Kapras Jan, stud. VIIL t¥. g. v Brng, dl. 29. aZ 68.

Kaéer Frant., stud. VIL. ti. g. v Budgjovicich, ul. 8., 20.

Kafka Miloslav, stud. VIL ti. r. v Pisku, al. 1., 3., 4., 7., 16.,
17., 22., 24,

Kollus Milan, stud. VI. tf. g. ve Val. Mezitici, al. 11.

Kloboucek Bohwmil, stud. VIL. tt. r. v Pardubicfch, al. L., 3.,
4., 6. az 10., 16., 17., 23.

Knobloch Josef, stud. VIL. tf. g. v Plzni, ul. 1., 7., 16., 18.

Mucha Josef, stud. VIIL tf. g. v Brné, ul. 56. az 68.
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Pospisil Jan, stud. VIIL tf. g. v Pelhfimové, dl. 1. az 8., 16.,
17., 18.

Prokes Karel, stud. VII. tf. g. na Malé Strané v Praze, l. 20.

Pstros Jan, stud. V. t. akad. g. v Praze, al. 3.

Racek Jindrich, stud. VIIL. tf. g. v Zitné ul. v Praze, ul. 1.,
4., 6. az 10., 16., 17., 18., 23., 24.

Roubiéek Jos., stud. VIIL tf. g. v Pelhfimove, ul. 1., 2., 3., 5., 17.

Siegel Frant., stud. VI. tt. r. na Krdl. Vinohradech, ul. 1., 9.,
18., 24.

Spurny Frantisek, stud. VIIL. tf. g. v Olomouci, 4dl. 35., 56.,
62., 67., 68.

‘Tereba Frant., stud. VIIL ti. g. v Kfemencové ul. v Praze, ul.
35., 36., 40., 43., 47.. 49., 52., 53., b8., 62., 63., 67.

Vilka Frantisek, stud. VIL. tf. g. v Brng, dl. 24., 31., b7.

Vitdcek F., stud. VIL tt. g. v Klatovech, al. 24. az 43., 46.

Vitéka Antonin, stud. VIL tf. g. v Budéjovicich, 1., 2., 3., b.
az 8.

Vojtéch Jan, stud. VIIL tf. g. v Uh. Hradisti, al. 31. az 68.

Prirknuti ceny. Stud. Janu Kaprasovi z VIIL. t. g. v Brné byla
dodate¢né piisouzena 1. cena vypsand za Pe3enf dloh mi-
nulého roénfku.

Oznameni.

Myslénka vyddavéni ,Sborniku Jednoty ceskych mathema-
tiki v Praze“, o némZ v ,Casopise pro péstovinf mathema-
tiky a fysiky* rot. XXVIL. str. 322. zpriva poddna byla,
dochdzi prvnfho svého uskuteinénf. Vy§lat prévé jako I. &fslo:
Eduarda Weyra , Projektivnd geometrie adkladnjch wtvard pro-
ntho 7ddw.“ (200 stran vel. 8° 112 obr.)

Aby kniha tato co moZnd nejvétstho rozSiteni dosla, usta-
novil vybor Jednoty cenu prodejnou wvelmi mnizkow: 2 zl. 40 kr.,
pro pp. ¢leny Jednoty 1 zl. 80 kr., poStou o 10 kr. vice. Ob-
jednati ji lze v knihkupectvi, pro pp. ¢leny pod adressou:
.Jednota &eskych mathematiki“ v Praze-II, Na Struze ¢&is. 3.

Ponechdvajice si podrobnou recensi na dobu pozdéjst,
doporutujeme tuto vybornou a z mnoha stran s napjetim oce-
kdvanou knihu slovutného utence naSeho pp. ¢tenditim co nej-
vieleji. .

Opravy
z Casopisu pro péstovdni mathenatiky a fysiky ro¢. XXVIL

V Ozndmeni ,Sbornfk Jednoty éeskych mathematiki«
na str. 323. rddka 12. s hora misto 1891 ¢ti 1898,
na str. 324. fddka 9. s hora mistv svazki ¢&ti archi.

. ——1
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Vyéisleni jistych Eulerovych integrali
neomezenych.

Napsal

Augustin Panek.

Eulerovo zndmé dilo ,Institutionum calculi integralis .. .“,’
jehoz némecky pieklad poffzen J. Salomonem, skjtd vycislenf
integrald substitucemi zvla§tnimi, mnohdy podivuhodnymi. V Gvahu
volime si nékteré integrély irraciondlnich differencidlil, uvefejnéné
poprvé Eulerem ve Sborniku Akademie véd v Petrobradé a v jeho
dile reprodukované.*) K jich vyéisleni zvolfme substituci #éhoZ
tearu, t. j. pii uvazovanych integrilech polozime za symbolem
integratnim vyskytujicf se odmocninu z ptislu$né funkce proménné z
rovnou pz, znamend-li litera p novou proménnou, Eulerem uii-
vanou. I seznidme methodu, jakym charakteristickfm postupem
mozno snadné jisté integrily algebraickych irraciondlnich diffe-
rencidli ptevésti na integrdly algebraickych differencidld ra-
ciondlnich.

I. Abychom vyéfslili integrdl

i

(1) V:f_ 2n ¥
(a + bx") Ya + 2bx

uzijeme substituce
2n
) Ya F 2b2" = px,
kdeZ p znaéf novou proménnou.
Z rovnice (2) plyne

*) Zivotopis slavného Eulera jest pisatelem této stati poddn v ,Ottové
Nauéném Slovniku“ oviem tak, jak jej mozno napsati v rdmci Slovniku
samého. Poznamendvime, %e Euleriiv ,Inst. calculi integr.“ vyddn Petro-
hradskou Akademii véd svaz. I. r. 1768, sv. II. r. 1769, svaz. IIL r. 1770
a sv. IV. r. 1794. Slavny Kuler zemfel r., 1783, tedy pied vyddnim sv.IV.
Preklad Salomoniiv vysel ve Vidni 1828—1830.

’ 7
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29 a + 2bx™ = px",
nate# délenim x? obdrzime
(2 ax= 4 2bz—" = p*;
differencujeme-li tuto rovnici a zkrdtfme-li ji pak — 2», nabudeme

(az—*—1 4 b)) de = — p**—'dp,
z niz

(3) de=— 220" 4

Dosadime-li hodnoty z (2) a (3) do (1), bude
x?n 2n—2

) av=— "L ap.

Abychom tu na pravé strané x vyjddiili funkei p, ndsobime
rovnici (2*) konstantou @ a k soué¢inu tomu piicteme &% tedy
gsestrojime vyraz

’ L ppn)?
5) b? 4 ap*r = (a + bz")"

Iin

ktery (4) proménf ptimo ve tvar

: V= pp
(4) dv— bz_*_apzn ’

coz vede na integrdl differencidlu raciondlniho

d » nin—2
(a + bz™) Ya —+ 2bz"
Jest-li na pf. a = — I, b =1, obdrzime jakoZto zvlaitnf
vzorec
dx p?n-—'z

® [
(1—am)Y2en —1

je-li-jesté » = 2, bude integral, Eulerem uvedeny,

dz _ [ _p'p
= f s

NO) .
(1 - 2)y22% -1
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jenz, jak zndmo, vede k integrdlim zdkladnfm, a to k

B ey
A A
t. j.
' % 1+p +~—arcctgp,
kde
4.___.__._
_ YEE 1
= e

takZe koneéné

, dx - x4 Y2r—1
@ [ Y V2
(1—z3)V2z2 - 1 x—V"xz——l

-+ é‘arctg‘iLx—.
V2z? — 1

Poslednf integrdl lze transformovati na zndmy integral
differencidlu irraciondlniho, poloZfme-li

! _1—‘—4
(®) a= Y212,

kde z jest novd proménnd, natez

z“dz
Vi+e

Dosadime-li hodnoty z (8) a (9) do integralu (7°), obdrzfme
relaci

C) dr =\257=

dz iy
a0 f : -2\/zf E e
(11— 2% |2 =1 (L—#)V +5

Integrdl na pravé strané jest totiz jeden ze &tyi vyznaénych
integréli Eulerovych,*) ktery jsme pfimo vyéislili co nejjednodusst

*) Viz Aug. Pdnek: ,0 néktergch integrdlech Eulerovgch.“ Rozpravy
¢eské akademie cfsafe Frantlska Josefa pro védy, slovesnost a uménf
v Praze, roé. 1., 1893.

-
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substituci algebraickow, kdyZ jsme kladli pffslu§nou odmocninu,
rovoou fetenému typickému souéinu

Vi + 2 =ps
kde p je novd proménnd.*)
Zminény integrdl zveobecnime v odstavci ndsledujicim.
II. Pti stanovenf integrdlu

z%dx
1) f(a—cx‘) Va + b2® + cx*
vede k cili uvedend substituce
@) Ya + bx? + cx* = px
aneb
(29 a + bax? - cx* = p*x®

Uréfme dwx, kdyZ rovnici (2‘) délime piedevsim z? tedy
ar—2 -+ b + cx* = p?,
nacez differencovinim, kratime-li ihned 2, dostaneme

a— cx!

T _xs do = pdpa
tudfz
: __ _%pap

Dosazenfm hodnot z (2) a (3) do (1) nabyvdme

‘ _ x*dp
(4) . ay=— (a_ cx4)z .
 Abychom tu vylouéili #, uvazme, Ze dle (2°)

@2 a + cx* = z¥(p? —b),
coz zdvojmocnéno

(a+ ex')* = 2'(p* —b)%

*) Srovnej Aug. Pdnek: ,0 vyéisleni ndktergch intcgrdlid Eulerovjch
spoletnou substituct algebraickon.“ Véstnik krdl. ¢eské spoletnosti nauk.
V Praze, 1893.
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a odeéteme-li od toho na obou strandch 4acz!, zjedndme si
(a — cz*)? = 2'[(p* — b)* — 4ac).

Tato hodnota, vloZend do vzorce (4), poskytuje tvar dif-
ferencidlu

’ _ dp
) dv——(p2—b)’—4ac
tudiz V ¢ili

1 z’dx _

)-/(a cx*) Ya + ba? + cx f4ac—(p e

Jest tedy integrdl predloZeny vyjadfen integrdlem differen-
cidlu raciondlntho.

Klademe-li tu a = ¢ =1, b = 0, nabudeme tvar Eulerova
integrdlu (10), v odst. I. na pravé strané vytéeného, totiz

. xdx dp
o e — ——
(5) f(1—x*)V1+x* 4~ p*
pii Cemz dle piivodni substituce bude
Ta
(6) . V_iﬁ‘_ :

KdyZ rovnici (6) zdvojmocnime a nédsobime ji (5), to jest
rovnicf
x*dx dp

(5l) 4)V1 ——,—: 4-—pt

obdrzime

Y 2
VH—ai =2
1—=z 4—p

¢imZ nabudeme jiného vyznainého integrdlu Eulerova, vyjddfe-
ného integrdlem differencidlu raciondlnfho

- V1§42t ’dp
i f 1 —«* f 4 —
Miizeme si téZ zjednati obecny tvar integrélu (1), kdyz
(19, t. j.
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Lo we W
(@ — cx') Ya + bx® +cxt  dac—(p*—b*’
zndsobime rovnici (2“), t. j.
a -+ cxt

AL S g,

¢fmZz dospivime integl'alniho vzorce

a + cx' dx _ (p*—b)dp
(S)fa—cx4'i/aj;;;‘-a—+ pe —fZEc’—(p‘i—b 2"

Jest-li tu @ = ¢ =1, b = 0, obdrzime integrdl (7).

Uvaha tato vede k tomu, Ze mozno rdzem oba integrdly
(5) a (7) dostati z obecnéjstho ‘integrdlu, jak jest konstruovdn
v odstavci ndsledujicim.

III. Chceme-li vycisliti integral

(1) V— i —idy

n b
(a — cx™) V(d :f-wbx"{ cxn)»

zavedeme opét sprostiedkujfei rovnici

(@) " VYa F bz + ™ = px
~neboli '
2) ) a + bz 4 cx®™ — pa™,
nalez délenfm z"
> ax—" + b+ cx* = p".
Differencujeme-li tuto rovnici a krdtime-li », vzejde
a—cx®™
‘ W— dx = pn_ldp,
z ¢ehox
_ xn—f—lpn—l
3) ; ‘ dx_-—a__cx,m p

Vlbﬁime-li hodnoty z (2) & (3) do (1), povstane
‘ x:'npn—m—l
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Z rovnice (2') plyne
a-t ern=ar (pr—1b),
a zdvojmocnime-li tuto rovnici,
(@ —+ extn)? = g (p — b,
natez, odelitdme-li na obou strandch 4acxz*, nabudeme
(@ — cx™)* = x> [(p" — b)* — 4ac] .

Tato hodnota, dosazend do, (4), vede k integrdlu Zddanému

- " ,Ln'—lda} pﬂ—M—ldp
(17 i — = =
E dac — (p" — b)?
(a_cxyn)v(a+l,xn+cx2u)m .
Klademe-li do tohoto integrdlu m — 1, m =2, obdri{me
integrdl (1) odst. II. a tfm také nabyvdme integrdlu (5) v témze
odstavei. .
Jest-li v8ak m — — 1, n = 2, obdrzfme z (1) jakoZto spe-
cidlni prfpad integrdl
v 2 r 2 £
(5) J Va + bx —}—cac e dp
T a—ecxt 4ac——(p ——b)”
ajellitu a—=c=1, b =0, dospéjeme integrdlu (7) odst. II.
K vyznaénym integrdlim Eulerovym (5) a (7) odst. II,
které jsou nynf zvldstnimi pkipady vzorce (1), druZf se jesté
dva jiné, a to

1+ x%) dx f (Il —x¥dx
(1 — %) VI + & A+ V12t
Abychom tyto integrdly vycislili, sestrojime predevsim
vyraz
129 142+ 227
I e
ktery vyjidifme proménnou p, rovnici (6) odst. II. uvedenou

14 a*

x?

= p2
takZe mdme
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1+ 2%)?
(6) ( —xrlzp’i?.

Volime-li hofej§f znaménko v rovnici této a zndsobime-li
ji rovnicf (5’) odst. II., vzejde konecné po zfejmé redukeci

A+ade  _ r dp
@ 1—a) V1 F2* f

2 —pt
PrihliZzejfce k dolnfmu znaménku v rovnici (6) a ndsobice
tymZe zpisobem, obdrZime integrél

(l—2)de dp
R e (e S

Pozndmka k odstaveim predchozim. 7, uvah vytéenych po-
zndvdme, Ze z 1vodniho integrdlu

d
@ [ ———
(@ + ba™) Ya 1+ 2bz”
nabudeme specidlné integral

®) S —

4
(1— 2% V22 —1
jenZ souvisf s integrdlem tvaru
22dx
A—zyV1Faz’

ktery moZno snadné uvésti na tvary integrdld

*)

Vi o
@ S i
_dta)de
© Ty
) (1 —a?* de

A+a)ViFat
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Kdyz Euler*) vytisloval integrédl (¢), polozil

2V2 _

(m) [ =P
a pfi vyéislenf integrdlu (§) kladl
zy2  _
(n) a9

pak sectenim integrdld (&) a (§) ndsobenych —3— obdrzel integril

(@) a odettenim integrdli (&) od (‘C) ndsobenych —‘11— zjednal si in-

tegrdl (y)**).

O substituci (m) pravi Euler, Ze nelze ji vyéisliti integrély
(¥), (0), (), a podobné vyslovuje se o substituci (»), Ze nelze
ji pouziti p¥i vytisleni integrdld (p), (0), (). Dokézali jsme vSak,
%e obéma substitucemi mozno vyéisliti vSecky &tyfi integrdly
@), (9), (¢), (€), a Ze jsou tedy dottené substituce vSem témto
integrdlim spolecny. **¥)

IV. Integrdly Eulerovy (»), (9), (¢), (§), v ptedehoz{ po-
zndmee uvedené a pred tfm na integraly differencidlii raciondlnfch
ptevedené, maji vesmés odmocninu z prislusné funkce x tvaru

Y12t
Vytisleni téchto &ty integrdli spoletnou substituci pri
obecnéjs§im rdzu uvedené odmocniny jest jen tehdy moZné, md-li

po nasem soudu odmocnina z funkce z podobu Y1 + ux® + z*.
Zarovei supponujeme, Ze jeden z téchto integrdld pifmo vycis-
lime a ostatnf tii zbyvajici zjedndme si pak z tohoto nejrychleji
snadnymi obraty.

*) Viz Euler: ,Iust. calculi integr.“, 4, dil, str. 22. aneb Salomonfiv né-
mecky preklad, 4. dil, str. 22. V
*¥) Substituce, Eulerem zavedené (m) a (n) k vyéisleni pFislusného inte-
grilu, najdeme téZ ve zndmych spisech auktorli jako: Bertrand,
Studnicka, Schnuse aneb ve zndmych ,Shirkdch uloh“ auktord: Brahy,
Frenet, Ldska. -
#4*%) Viz Pdnek: *,0 nékterfch integrdlech Eulerovych“. Rozpravy &eské
Akademie, roé. II., 1893.
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Budiz na pt. piedloZen integrél

z%dx
1’ V —" (sl
() /(1—z4)v1+,m2+x4’
0 jehoz vyéfsleni jde, i klademe dle zavedené substituce
(@) VI pz® + o' = pa,

a dle difvéjstho vykladu rovnici tuto zdvojmociiujeme, délime
ji pak x?% nacez differencovdnim obdrzime

z’pdp

) do = — 22

Hodnoty z (a), (b), vlozeny do (1), stanovi

— x*dp
(0) dV = — (r_——-x—“)ﬁ .

Z rovnice (a) plyne
(@) 1 42 = 2% (p* —w),
coZ zdvojmocnéno
(L4a%)* =2 (p* — w)?
a odetteme-li na obbu strandch této rovnice 4x*, dostaneme
(1 — a9 = ot [(p* — w)* — 4].
Dosadiv8e tuto hodnotu do vzorce (c¢), dospivdme konetné

integrdlu pfedloZeného, vyjadfeného integrdlem differencidlu
raciondlnfho

3 d
i .[(1-—x‘)\/ix—f§m:ff—(p€—#)2'
* Tento integralni 'vzorec miZeme ov8em dostati z (1°) odst.
II., poloZfme-li tam
’ a=c=1,b=up.
Bézi nyni 0 stanoven{ zbyvajicich tf[»integ.rélﬁ.

Z rovnice (a‘) jde
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1+t
(@ SR =
Zndsobime-li (1) s (d), obdrZime
l 42 dr (p* —w) dp
9 i e A A
@ fl——w \’Haxu-m J 4— (p' —pp

coz plyne téz ze vzorce (8) odst. II. opétné pi‘i hodnotdch

a=c¢=1, b=u. ®

Abychom dal$i dva integrdly si zjednali, sestrojime pifede-
v8im vyraz '
(fa)* 1 +~’c‘+

x? *2

ktery, vyjddien proménnou p rovnici (d), poddvd

(1+m‘)

+2.
22 =p*—pt2

Volfme-li hofej8f znaménko a ndsobime-li rovnici tuto rov-
nici (1), obdrzime integrdl

: (I tzHde Ip
®) A — )1+ px? + z* f2+l"—“1’2’

a voIIme-li dolnif znaménko, nalezneme

1 — 2% dx dp

4 Ad—ahde __ _r o

@ f(l-{—x”_)Vl—{—y,x”—{»m* f2—u+p2
Klademe-li ¢ = 0 do (1), (2), (3), (4), obdrzime Eulerovy in-

tegraly (7), (), (¢), £), v pfedchozi poznamce odst. III. vytéené.
Pozndmka 1. Jest-li ve vzorci (1’) odst. III. poloZime

a=c=1, b=y, n=2,

obdrzime pro m = 4 1 identicky integrdl s (1) a z toho pro
# =0 integrdl (y) odst. III. Pro m — —1 vSak nabyvdme z té-
he% vzorce integrdlu

fv1+u:c2+wd [P
i-@—w’
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tedy tvaru jiného nez jest (2), aviak i z tohoto jde pro 4 =0
integrdl (0) odst. IIL

Pozndmka 2. Z téhoZ vzorce (1) odst. IIL. lze si zjed-
nati nékolik zndmych integréliv.

PoloZfme-li tam na pf. » = 3, obdrZime

xm—{-ﬁdx Z—ﬂldp

(1) T = — 3
f (a—cz®)Y (a + bz® + ca®)™ / doc —9
a jeli tu b=0,
@) xmtide _ ppt™dp
f Y | 4ac—p%
(a — cz®)V(a + cz®m
Dejme tomu, %e m — — 1, povstane
;’EQ}:cx“ [ pdp
®) JRCET R Tac— p*"
a polozime-li 2* =2, jest zdx = ; dz, i nabyvdme
{l a -}— cz® p"dp
) f a—es® 4= 2f 4ac—p
a pro a =1, c=—1 dostaneme
Vl—zs pidp
©) ‘/ 1 Fa® 2f 44 p*

y _Vzorec (1’) odst. III. uvedeme ddle ve tvarech obecnéj-
§fch, jichZ .poskytuje odstavec nasledujicf.

V. Vzorec (1’) odst. III. piSme v podobé
mtn—lgy _ pn—m -1 d’,
n T (@p"—b*—4ac’
(a — cx)Y(a 4 bx" § cxnym (v )

kde souvislost nové proménné p s pivodni proménnou z vyja-
dfuje rovnice

® Vabe + am=pa,

(@)
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a daldi vztahy v tém¥e odstavci byly

() a+ catn—an(pr— b),
) (a + ooty = o (n — B,
(€) (@ — cx™)? = a2 [(p» — b)? — 4 ac).

Zmocnime-li posledni dvé rovnice na mocninu k-tou, bude

(g) (a_—}—;ﬂﬁjf_)_zi_:(p”__b)%’
P 2n \2k
() L= [ — by — dack.

Délime-li rovnici (e) rovnici (%) a integrujeme-li, obdrZime
novy vzorec integralni

x(?th—l)n-l-m—l dx . pn m+1 dp
(l)f n e "f [(p—b)*—4ac)+1
(@ — cxr )2k+1 V(“ Jf‘ b +cm2n)m

Klademe-li tu # =0, nabudeme integral (1‘) odst. ITL

Zndsobime-li rovnice (y), (§), obdriime

(@ - ¢ )2ot1

&) e = (" =0,

a kdyz délfme differencidl (1) rovnici (9), nabyvdme pak inte-
grujice

@)

22 tm—1

(az S c2x4n)?k+1 V(a + bmn+ 0.702" )m

— . pn—m—l dp .
= f(pn_ b)2h+1 [(pn ___b)2 — 4ac]"ﬂ"

Nésobime-li differencidl (1) rovnici (#), nalezneme



- X o 2k b1
®) JEST e
V@ T
(pn —_ by,?lc—f—lp'n——m—l dp
[(p" — b)°—4ac[*'

kde pro vSechny integrdly (1), (2), (3) jsou & a m ¢isla celistvd,
bud kladnd nebo zdpornd, a ve zvldstnich piipadech poskytuji
fadu integrdld zndmych, které se riznymi substitucemi vyéfsluji.

Pouhy pohled na integrdlni vzorce (1), (2), (3) vede k tomu,

ze m miZe byti téz zlomek m = 7—:1‘ . Tu tteba, aby byl na pravé

strané integrdl differencialu racionéiniho, zavésti substityej
p=g™
dp = m,g™dy,

i musila tedy byti na levé strané, jak patrno, zavedena substi-
tuce

HVa + bat ez = g™z

Aby na levé strané v (1), (2), (3) lomeny exponent pro-
ménné z byl odstranén, tteba kldsti « — 2. Timto vSak zpi-
sobem zvldstnf vSeobecnosti integrdld téch se nedocili.

(Pokratovéni.)
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0 vété Pappusove.

Podivd

Dr. Karel Zahradnik,

i professor mathematiky pii université v Zaufebé.
1. PoSineme-li trojihelnik ABC do polohy A’B’C’ (obr. 1.),
opfSou strany trojihelnfka rovmobézniky; soulet ploch jejich
rovnd se nulle. Zndsobime-li totiz

Obr. 1.

AB+BC + CA =0

relac{
AA" = BB,
obdrzime
(H AB. AA’ + BC.BB + CA.AA’&Q

Dle Grassmanna*) jest
AB AR’ =AB.AA sin BAA’

] *) Srovnej: Grassmann: ,Die lineare Ausdehnungslehre,* 2. Au .
1878, pg. 65. Tato véta jest ostatné zvldstni piipad véty: Plocha, jiz opise
otevieny mnohothelnik v roving, rovnd se plode, jiz opisuje strana mnoho-
thelnfk uzavirajici. L. c. § 29., pg. 49. Diikaz pomoci ekvipolenci viz
Bellavitis- Zahradnik : ,Methoda ekvipolenct,* Praha, 1874, Pg. 29.
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vnéjd*) soutin pifmek AB i AA’ a jest roven plofe rovno-
béZnfka ABB’A’; miiZeme nyn{ vztah (1) psdti:

b ABB’A’ 4 BCC'B’ + CAA’C’ =0
ane
(2) ABB’A = ACC’A’ + CBB’C.

Vztah (1) vyjadiuje Pappusovu vétu obecné.

Ostatné je planimetricky dikaz této véty zcela jednoduchy.**)

Jezto

A ABC = A A'BC,
jest
ABB'C’'A’A — ABC = ABB'C’'A’A — A'B’C,
tudiz
ABB’A’ = ACC’A’ + CBB'C".

2. Zajfmavou tuto vétu, v niZ jest obsaZena véta Pytha-
gorova jakoZto specidlnf piipad, dokdZeme téz trigonometricky,
ve kterémz dikaze postup odstavce 1. se obrazi. PoSifime troj-
thelnik ABC o délku d = AA’ ve sméru ® = 3Z BAA’. Ozna-
¢ime-1i délky stran AB, BC, CA postupné ¢, a, b, jest, jak zndmo,

c=acosf3 | bcose.

Zndsobfme-li tuto relaci dsin @, t.j. vy§kou rovnobéznika
ABB’A’, obdrzime, jezto,

cos « sin ® = sin (@ — «) -} sin « cos @
cos f sin @ — sin (@ | B) — sin 8 cos @,
de sin ® = ad sin (@ -+ B) + bd sin (@ — «)
— d cos O (asin # — b sin ).

Dle pouéky sinusové jest

a sin f — bsin a = 0,
tudiz:
dc sin ® —= ad sin (@ + ) + bd sin (@ -- a),
t. j.
ABB’A’ = CBB’C’ 4 ACC'A".

*) Viz A. Libicky: ,Zdkladové geometrického podtu Grassmammova.“
Casop. pro pést. mathem. a fys., roénik XXV. pg. 268.

**) Viz Henrici-Treutlein: ,Lehrbuch der Elementar-Geometrie.“ Leipzig
1891. I. Theil pg. 98. Hoffmann: Zeitschrift f. math. u. nat. Unterr. dil
XXVI. pg. 257.



@) Je-li ® = 90", jest
cd = ad cos f§ | bd cos a.
Pigeme-li
deosp=Fk,, dcosa—==F,
mame
3) cd = ak, -} bk.
B) Je-li mimo to d =c¢ (obr. 2), najdeme

¢? = ac cos  + be cos e

¥
A g
d=¢ D
4,
C
__X
A g Ry B
Obr. 2.

Spustime-li kolmice BA, | AC, AB, .| BC, obdrzime

ccose=AA =a-+ta
ccos 3 =BB, =b+b,,

kdez jsme polozili @, = CA,, b, = CB,» tudiz
¢ = a*+ b+ aa, + bb,.
Pro ttyiihelnfk ABA,B, jest v platnosti
AC.OA, = BC. CB,,
t. j. . aa, = bb,,
nateZ svrchu uvedend relace ptechézi ve tvar
4) c2=a*+b* + 2aa,,

113
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coZ jest zndmd véta Pythagorova pro trojihelnfk kosouhly, jiz
miizeme opét, piSeme-li
a, = AC cos (IT—y) = —b cos p,
ddti tvar trigonometricky
) c2=a® -+ b?* — 2ab cosy.

8. Je-li ve zvldStnfm pFfpadé dany trojihelnik pravouhly,
- takze thel pti C, t. j. y = 90°% (obr. 3.) jest v platnosti

k=AM — AA’ cosea = ABcosa =AC =5
k, = BN =BB’cosf =ABcosf =BC:==a

a relace (3) nebo () prechdz{ v obycejnou vétu Pythagorovu.

-
|
Pl \ &

Obr. 3.

3. Oznatime-li prisek kolmic AB;,, BA, pismenem D
(prisek to vySek trojihelnfka ABC), miZeme Ffci: Kruh opsany
¢tyiihelnfku'A,B,AB, jakoz i kruh étyfuhelofku A, DB,C opsany
maji spoletnou tetivu A;B,. Kolmice ve stiedu této tetivy je
centralou obou kruhd, spojnice stiedd délek AB i CD pili tudiz
délku A,B, kolmo. Uhel ADB je supplementem @hlu ACB
(obr. 2.).

Trojihelnik Pappusiv.

4. Budiz (obr. 1.) C” tézisté rovnob&znika ABB’A’, po-
dobné A”, B” pro rovnobézniky BB’C’C, ACC’A’, i poklddejme
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vrchol A za potdtek pravouhlych soufadnic, stranu AB za osu
X. Usecka bodu B bude ¢. Ddle budtez £, 7 souradnice vrcholu
C. Potom najdeme

A’ (d cos O, d sin @), An(§+c—i—2dcos@ ’ 11-{—;5“1@),

(£xdme  atdse
2 3 9 ’»

¢ -+ dcos ® dsin@)

B’ (¢+ dcos @, dsin®), B”

C (£ -+ dcos @, 4 -+ dsin @), c'f( : i

Trojihelnik A”B”C” pojmenujeme Pappusovym trojuhel-

nikem, jehoz tézisté md soufadnice
T,,(&j,—-_c dco2s@ My dsizn@).

Vlastnosti Pappusova trojuhelnika.

) Strany jeho nejsou zdvisly ani na velikosti posinuti d,
ani na sméru posinuti @. Plati totiz
AB BC CA

AIIBH —_ 2 , BII CII — 2 : CNAII — 2 .

) Strany daného trojihelnika jsou rovnob&zné se stranami
trojibelnika Pappusova.

) Nésledkem f) jest AA”B”C”~ A ABC; pomér po-
1
"2_ .

0) Trojihelnik Pappusiiv md ttyfndsobnou plochu daného
trojahelnika.

&) Trojihelniky ABC, A”B”C” jsou v poloze perspektivné.

¢ Je-li d konstantou, jest geom. misto (T") tézist Pappu-

dobnosti jest

sovfch trojahelnfkéi kruh, jehoZz polomér je—g— a jehoz stred

lezi v tézisti T trojihelnika ABC.

) Je-li @ konstantou, jest geom.misto (T”) téZist Pappu-
sovych trojihelnikii piimka, jez jde tézistém T daného troj-
tihelnika ABC, majic dany smér O, tudiz
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. _c+¢
Y 3_tg@ (ac 37 )

&) Opisuji-li A’, B’, C’ kruhy, majici polomér d a sttedy
postupné A, B, C, opisuji A”, B”, C” kruhy o polomérui

2

Et+n n\ (& = ( ¢ - i

ao stfedech(——2— , §) s 5o §’O , a téziste T
opisuje kruh o poloméru —g— a stfedu (gigﬁ ; %), t. j. kruh

majici téZiSté trojuhelnika daného za svij stied.
) Je-li T/ t&Zisté trojihelnika A’B’C’, bude

TTH — TH Tr’
t. j. T“ je stied délky TT“.

0 involutorni piibuznosti kvadratickeé.

5. Pfihlédnéme nyni blize k obrazci 2. Kolmice BA,, AB,
na strany AC a BC protinaji se v bodé D. Spojnice DC musi
byti kolmou na AB, nebof kolmice z C na AB jde bodem D,
priseéikem to vySek trojihelnika ABC. Bodu C odpovidd tim
docela urtity bod D, ale i naopak toutéz konstrukef piichdzime
od bodu D k bodu C, t.j. vyjdeme-li od trojihelnika ABD
misto od trojihelnfka ABC. Body C i D nalézaji se tudiZ
v pifbuznosti involutornf, biraciondlni i, jak ihned dokdZeme,
kvadratické. ;

Predpokldddme-li soustavu soufadnic jako v odst. 4.,
najdeme soutadnice bodu D

r=_§
(6) _EC—¥§
y=——"
Z téchto rovnic jde
E—=z
© g =2E—2)

Y
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Jiz pohled na tyto rovnice dokazuje nase tvrzeni. Hlavni
body obou soustav bodi (C) i (D) jsou bod A, bod B a ibézny
bod osy Y.

Opisuje-li na pi. proménlivy vrehol C trojahelnika ABC
piimku II, kterd nejde hlavnim bodem, jest na zdkladé zminéné
pribuznosti sdruzend kiivka hyperbola, kterd jde body A, B
a kterd m4 jednu asymptotu kolmou na pifmku AB, druhou
asymptotu kolmou na piimku II. Kiivka sdruZend piimce, kterd
jde bodem A, rozpadi se na osu Y a na pffmku, kterd jde
bodem B a stoji kolmo na danou pifmku atd.

73

Obr. 4.

Vidime tudiZ, Ze mdme zde co Ciniti se zvldStnim pifpadem
kvadratické inverse, kterouz vylozil Hirst*) ve svém pojedndni
»On the quadric tnversion of plane curves.* London, 1865.

6. Body sdruzené ve stdlé vzdélenosti d, tedy CD = d,
lezi na dvou kruZnicich

*) Pojedndni toto preloZil na jazyk italsky slavny L. Cremona:
Hirst-Cremona: , ull’ inversione quadratica delle curve piane.“ — Anali di
matematica pura ed applicata T. VII, Battaglini: ,.Giornale di matematica“
vol. IV. Hirst béfe zdkladni kuZeloseéku i stfed inverse S,. Bod M; bodu
M sdruZeny obdrii jako priések spojnice S;M s polarou bodu M vzhledem
k zdkladni kuZeloseéce. V nafem piipadé je stred inverse tbéiny bod osy
Y a zdkladni kuZelosetka jest kruh sestrojeny nad AB jakoZto primérem.
Srovnej A. Strnad: »Uvod do theorie kvadratickych transformact rovinmych.“
Progr. vyssi realky v Kralové Hradci, 1886;7 pg. 8.
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2+ y?—cx+dy =0,

jez jsou symmetricky poloZeny k ose x (obr. 4.). Bodiim oblouku
LDK odpovidd oblouk ACB druhého kruhu, oblouku LD'K
prvniho kruhu odpovidd oblouk AC‘B druhého kruhu. Je-li d
proménlivo, obdrzime svazek kruhl, jejichz osou stejnych
mocnost{ jest osa X a soumérné kruhy tohoto svazku vzhledem
k ose stejnych mocnost! spadaji k témuZ d. Pro d =0, je C=D.
Kruh opsany nad AB jakoZto primérem je samodruznd kuzelo-
secka této kvadratické transformace.

6. S transformaci touto nebudeme se bliZze obirati, dostacf,
poukéZeme-li na prdci Hirst-ovu. Uvedeme pouze, Ze se obecné
kiivka C? transformuje na raciondlnou ktivku C*, kterd md
v hlavnich bodech transformace své dvojné body. Jde-li C?
bodem A, sklddd se transformovand kiivka zosy Y a zraciondlni
kiivky C?, kterdz md jednu neb t¥i asymptoty redlné, dle toho,
je-li C? ellipsa neb hyperbola. Prochdzi-li C? body A, B, roz-
padd se transformovan4 kfivka na osu Y, na piimku, kterd jde
bodem A kolmo na pifmku AB a mimo to na kuZelosecku.

BudiZ jeSté uvedena tramsformace cissoidy

_ x
y= xva,—x )

Transformovand kiivka jest dvojndsobnd osa Y a raciondlnf
ktivka ttetfho stupné, kterdz md redlny dvojny bod pro a, >e¢,
isolovany dvojny bod pro @, <<e. Je-li @, = ¢, obdrifme opét
cissoidu kongruentnf s danou, poototenou pouze kolem kolmice
ve stfedu S strany AB vztytené.

0 racionalné pribuznosti kvadratické reciproké.

8. V odst. 5. seznali jsme, Ze se body D (§, %) i D(x, )
nachdzeji v ptibuznosti biraciondlnf kvadratické, a opiSe-li tudiz
bod C pifmku I7 (s, v), Ze sdruzeny bod D opiSe hyperbolu

H=2x (uy —vx) 4 cox +y = 0,
kterdZz prochdzi, jak jiz reteno, hlavnimi body soustav (C) i (D).
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Jedna asymptota hyperboly H je rovnob&%nd s osou Y
druhd stojf kolmo na p¥imce II. Naopak, kazdd hyperbola, jejiz
jedna asymptota jest rovmobéZna s osou Y a kterd prochdzi
potdtkem soutadnic i bodem B (¢, 0), miZe se transformovati na
piimku.

Je-li totiz hyperbola

H=zxz(mx -+ ny) +px-+y =0,
jsou souradnice dotytné p¥fmky (m, —n) a AB=c=— -17;—.

Oznatme nyni pismenem S’ stied hyperboly H a a2, Y’
jeho soutadnice, najdeme

1

T e e

8) b
g = 2+ cuv

Stfed 8 lezi vidy na pifmce kolmé k ose X v jejim
priseku s ptimkou II. Obricend, vytkneme-li si nékterj bod S
jakozto stied hyperboly H, je tim jiz hyperbola H wurtena
(zndme totiz t¥i jeji body a stfed jeji); feSeni rovnic (8) podavé

1

9) ®
- ¥
Y= (22 —c)a”’

zndme tedy w, v a tim i hyperbolu H.

Primka II (w, v) a bod S (2, y') jsow dle toho v pribus-
nosti kvadratické reciproké.

Krivka n-ho stupné, kterd nejde hlavnimi body, trans-
formuje se na krivku 2n-té tfidy a naopak: Ktivka n-té tiidy,
kterd se nedotykd hlavnich primek, transformuje se na kiivku
2n-tého stupné. PiSeme-li rovnici kiivky n-té tiidy

C.=9,+9, .+ --.+9, +9,=0,

kdez zna¢i @, homogenni funkei v souiadnicich tangencidlnych
u, v, jest rovnice transformované kiivky
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C"=®, +a 2 —c)®,_, +...

A0) . -t gy D 42" (2 + ¢)"D, =0,

kdeZ opét @, znati resultat substituce — (22’ —¢), —y' po-

stupné za w a v do funkce ¢,, tudiz polynom %-tého stupné
vzhledéem k z/, y’, totiz
k

P, = E(-—l)" m, y" 2ax'—)* " .

h=0

Hlavnf body jsou bod (%, 0) a tbézny bod oéy Y, v némz

se spojuji dva hlavni body. Z této vlastnosti tib&zného bodu
osy Y vychdzi rovmobéznost asymptot s osou Y, coZ i rovnice
(10) podévi.

Podobné bychom pii transformaci kiivky n-tého stupné C"
pomoef rovnic substituénich (8) postupovali.

9. Necht se nynf pifmka IT otd¢i kolem svého bodu
(2, ¥,). V kazdé poloze této piimky plati

2+ Yov-+1=0

a zminény stied S’ (x‘, y’) sdruZené hyperboly H obdrzime po-
moci rovnic (9)

1 20— (22, + o)’ — y,y' + cx, = 0.

Ot4éi-li se pHmka IT kolem svého bodu (z,, ¥,), méni
sdruzeny stted S‘ hyperboly své misto na parabole P dané rovnici
(11); t. j. svazku paprskd (z,, g,) sdruZena je parabola P,
kterd probiha hlavnimi body transformace.

Dvéma bodim (z,, ¥,), (%, ¥, pifsludi jako vrcholim
svazkii paprski dvé paraboly, jeZ maji spoletné hlavni body
transformace a mimo to se protinaji v bodé, jejz bychom ob-
drzeli jakozto bod sdruZzeny ku spojnici bodid (x,, ¥,), (%, ¥,)
po zdkonu (9)

10. UvaZzujme nyni obrdcené piimku IT jakoZzto mfsto bodu
S (x*, y'); plati tudfz

ux’ 4+ v,y +1=0.
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Pohybuje-li se bod S po pitimee (u,, 0,), obaluje primka
IT sdruzend bodu S‘ parabolu

(12) (6 — cv,v) —u,u—2v,v = 0.

Ze kuzeloseika (12) jest parabolou, vidno jiz z toho,
ze vyhovuje rovnici (12) u=0, v=0, t. j. %e kuzelosetky se
dotykd pifmka abéznd.

L1. Vrchol V (£ %) paraboly P, kterd odpovidd svazku
pfimek (z,, ), jest

(13)
—_ @z—o)f
= 84,

ReSenfm téchto rovnic dle x,, ¥, obdrzime

4¢ —e¢
Ty = ——F—

(14) 2
N
Yo=— T2y

Je-li tudiz dén vrchol T (&, %) jakoito vrchol svazku
paprskového, je tim jednoznainé i vrchol V paraboly P uréen
a obrdcené ku kazdému bodu (&, #) jakoZto vrcholu paraboly P
prislusi bod (z,, v.), jakozto vrchol svazku paprski. Body
(2> ¥,), (&, u) nachdzeji se tim v piibuznosti birracicndlni a to,
jak ze tvaru rovmic (18) neb (14) patrno, kvadratické. Nasli
jsme tfm, Ze je soustava bodd T i soustava bodd V v pii-
buznosti Cremonové; taktéZ soustava bodi C se soustavou
bodit D.

Dle toho lze vzdy urtiti pfimku, kterd jde bodem T, pro
ngjz S =V.

Misto bodi (T), pro néz je délka VT konstantnf, jest kfivka
¢tvrtého stupne.

Oznatime-li patu kolmice s bodu §‘ na pifmku IT spusténé
pismenem N, najdeme geometricky aneb analyticky ihned, Ze
je geometrické misto bodd (S*), které maji od sdruZzené primky
stdlou vzddlenost d, kiivkou Cétvrtého stupné
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Ct=y"— @[22’ — ¢)* +y'*]=0.
Obdlka ptfmek II, které maji od sdruzeného bodu stdlou
vzddlenost d, jest kiivka Sesté ttidy

Co =u* (u* + v?)d?* — (2 4 cu)?v* = 0.

0 krivee, ktera souvisi s conchoidou Nicomedovou
a strophoidou.

Napsal

V. Jefabek,
professor pri c. k. vy$8i realné $kole v Brné.

Budtez diny dvé riznobézky v,z,, v,y, a v jejich roviné
7w bod a,. Vedme v dhlu téchto raznobézek pticku z,y, ve
sméru daném a utifime na paprsku «,z, délku z,m, = 0, = x,y,.
Geom. mistem bod m,, »n, jest kiivka M,, o niZ v ndsledujfcich
fadefch kratce pojedndme.

1. Krwka M, jest stupné ctvrtého. Abychom tvrzeni toto
dokdzali, vedme v tuhlu z,v,y, pritku oa,d rovnobéiné s xy,
a sestrojme v roviné = riznobéZek »,x, a vy, ze stfedu o po-
lomérem ob kruznici K. KruZnice tato budiZz stopou plochy
kuzelové P,, jejiz vrchol v promitd se na primétnu = do bodu
v,. Vedme bodem a, rovnobézku A s promitajicim paprskem v v
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a povazujme vo a A za pfimky a pll-ﬁm(-tnu 7 za rovinu Fidic
hyp. paraboloidu P,.

Primétu x, prmalezi v piimce sttedové vo plochy P, bod 2.
Polozme bodem x rovinu ¢ rovnobézné s prumétnou z. Rovma c
sete povrchovou primku vb plochy P, v bodu y (xy|| x,y, || 0b,
xy = 2,9,) a plochu P, v kruznici L, JGJIII]Z sttedem jest bod
a polomérem tusecka xzy. Rovina ¢ sefe zdrovern piimku A
v bodu @ a plochu hyp. paraboloidu P, v ptfimce a’x rovno-
bézné s jejim primétem a,x,. Body m, =, v nichz a'z a L se
protfnaji, prindleZeji kiivce proniku M ploch stupné druhého
P, a P,, procez jest M kiivkou stupné ctvrtého. KruZnice L
md svlj primét na z v kruznici L, sestrojené ze stiedu x,
polomérem z,y,, ajeito zm, — z;n, = 2,¥,, prochdz{ kruZznice L
body m,, n,, které zdroven prindlezejf primétu ez, piimky a’z.
Body m,, n, jsou tedy priméty bodd =, » a geom. mistem
jejich jest primét M, kfivky M, proceZ jest M, kiivkou stupné
étvrtého. Snadno lze poznati, Ze kiivka M, md své dvojné body
Va av,.

2. Teéna kriwky M,. Rovina teénd z, poloZend v bodu m
ku plose kuzelové P,, sete rovinu tetnou z, kterd v témz
bodu m se dotykd hyp. paraboloidu P,, v teéné T, kiivky M,
jejiz primét T, , dotykd se geom. mista M, v bodu m,. Urtime-lj
stopu » tetny T v primétné =, bude spojnice rm, tetnou kiivky
M,. Pifmka vm m4 svou stopu na primétné x v bodu p,

némz v,m, stopu K tak sete, Ze op || x ,m,. Tetna pr kruhu K
jest stopou roviny teéné z,. Rovina tetnd 7/ hyp. paraboloidu P,
v bodu m jest stanovena jeho ptimkou mr jedné soustavy
a primkou mg druhé soustavy jdouci bodem m rovnobéiné
s promitajicf rovinou ptfmky vo. Vedeme-li bodem m, piimku m,g
rovnobéné s v,0, obdrzfme primét piimky mgq, kteri md svou
stopu na primétné = v priseciku ¢ primétu m,q se stopou ob
hyp. paraboloidu P,. Protoze piimka max jest s plumetnou /7

rovnobézna, jest pi;igka qr vedend stopou g rovnobéing s ma
a tedy i sm,z, a op, stopou roviny tetné z/,. Znimymi stopami
rovin 7, =, jest urena stopa » tetny T, , profez jest spojnice
rm, tetnou T, kiivky M, v bodu m,.

3. Teény bodu dvojného a,. Bod a, jest primétem dvou
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bodli a a e kiivky M, a piimky va, v'e maji na = své stopy
v bodech u, ¢, ve kterych v,a, a K se protinaji. Jezto rovina
tetnd 7/ hyp. paraboloidu P, v bodu @ obsahuje promitajici
paprsek a,a, jest promitajicf rovinou teény T, v bodu @, protez
jest stopa roviny tetné 7/ jednou tefnou bodu dvojného a,.
Tak jako difve stopa roviny tetné z  byla rovnobéina s polo-
mérem op, tak jest i nyni stopa roviny teéné =, rovmobéZna

s polomérem ow. Vedeme-li tedy dvojnfm bodem a, rovnobézku
s polomérem ow, obdrzime jednu teénu bodu dvojného @,. Druhd
tetna dvojného bodu a, jest obdobné rovnobéina s polo-
mérem of.

4. Teény bodu dvojného v,. Rovina tefnd ¢, hyp. para-

boloidu P, ve vrcholu v obsahuje pifmku vo a rovnobézku
vedenou vrcholem v s piimkou wv,a,, proleZ prochdzi{ stopa
roviny =/ stopou o pifmky vo a jest rovnobéZna s v,a,. BudteZ
¢ a d body, ve kterych stopa roviny tecné =, sete kruznici K.
Polozme ku ploSe kuZelové P, rovinu tetnou z, podél ptimky ve.
Rovina 7, sete rovinu z, v piimce vc, protez jest ve teénou
ktivky M v bodu ». Jeito viak v,c jest primétem tetny wve, jest
v,c¢ jednou tenou bodu dvojného »,. Druhd tecna bodu dvojného
v, jest v,d.

5. Je-li ptimka v,y, rovnobdzna s v >, jest M, -conchoidou
Nicomedovou, lezi-li », na kruznici K, jest M, strophoidou,
¢imz souvislost téchto kfivek na jevo vychdzf. Strophoida md
v, za bod dvojny a «, za ohnisko. Tetny bodu dvojného stojf
na sobé& kolmo.

Poznamka o vzorci pro soucet kladnych a celi-
stvych mocnin ¢isel prirozené rady.
Napsal

Vilém Jung,
profess v v Praze.
V roé. XXVIL (sed. 3., pag. 191.—198.) tohoto Casopisu
jsme dokdzali na zdkladé Studnickova nezdvislého vyjddieni Ber-
nowlliovych tisel determinanty deduktivné vzorec
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n

Z mo+1 np " (1;)1 B, np—1 — ({;L B, n#=3

- 2

" @gi Bt — o g et o

znati-li B, ¢fsla Bernoulliova.

n

Mdme-li tohoto vzorce uZiti k vyjddient E k», musime
k=1
rozezndvati dva ptipady:

1. pro sudé p — 2u plati viorec
20+1 20t 1
@) thu— 2'; T 1 f2 + Z (—1)r+ (2€fz);r_1 B, ntu-ti—2r
r=1 .
2. pro liché p = 2u + 1 plati vzorec

n?p.—}—l n2ut1
% 2u+1 —
3) )_, et =g s+ =

_+_ Z‘ ( )1‘l 1 (Zy' +_r1)2" 1 n2‘u-+—2—-2'r .

K tomu jeSté dluino podotknouti, Ze pro g —o nutno
vziti ve vzorci (2) pouze prvmi Clen, ¢imZ se obdrii

n
E'—=mn
k=1

a ve vzorci (3) pouze prvmni dva tleny, &mZ se obdrii

Vést‘nik literarni.

B. Niewenglowski, Cours de Géométrie analytique
I'usage des éleves de la classe des Mathématiques spéciales et
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des Candidats aux Ecoles du Gouvernement. Tome III. Géo-
métrie dans I'espace, avec une Note sur les transformations en
Géométrie, par Emile Borel. Paris, Gauthicr-Villars et fils, 1896.
V tomto tfetim svazku dfla, o jehoZ druhém svazku jsme
ucinili ozndmeni v XXV. ro¢. t. tasopisu, vylozeny zdklady ana-
lytické geometrie v prostoru a to asi v rozsahu, v jakém se
k nf u nds ptihlizi ve vykladech na vysokych §kolach ; ptihléd-
nuto k riznym druhiim soutadnic, jak bodu, tak roviny a ptimky,
k ttvarim imaginarnym, k theorii kiivosti ¢ar a ploch, ku geo-
metrickym mfstim, k plochdam obalujicim, k theorii komplexi
ptimkovych a konetné k theorii ploch druhého stupné, zvldste
k jich redukei na hlavn{ osy, pti ¢emz poukdzino k vyznamu
invarianti v této theorii. Poukdzdno na theorii kvaterniont
a nékteré zajimavé dodatky, sepsané dle predndSek prof. Dar-
boux-a, zakontuji dilo, jemuZ ptidina stat vyborného analysty
p. Borela, o transformacfch v geometrii. V této poukdzdno
k vyznamu nejjednodudSich transformac{ ve smyslu Lie-ovy the-
orie grup transformalnich a vytknuty zdiklady této theorie.
Také tento tiet! svazek, jenZ jest obohacen velkym poltem
ptikladd a cviteni a jenZ jest, jako prvni dva svazky, psdn
jasnym a piesnym zplsobem, lze studujicim co nejvieleji dopo-
ruditi; dosti znaény rozsah knihy — &itd 558 str. velké osmerky —
ptipustil prohloubeni kazdé ponékud t&z8i véci, ¢imz kniha za-
cdteénikim velice usnadiiuje uvedeni do analytické geometrie pro-
storu. Ed. Weyr.
I'eomerpusa 3a ropunth KlacoBe Ha ruvMuasnaIHnTh
yupaniga. Csemasuas A. Cmpuags, npnseas A. B. Iloypers.
Irosques 1896. Ponékud opozdépou, aié ne zcela nezajimavou
ohlaSujeme zprdvu, Ze Geometrie, kterou pro stiedni $koly
sestavil podepsany referent, vys$la z vétsi casti téZ v bulharském
piekladé. Poridil jej chvalné znamy krajan nd§, professor A. V.
Sourek v Sofii, vydav ve tfech svazeich pro potfeby gymnasif
bulharskych planimetrii, rovinnou trigonometrii a stereometrii.
Preklad ptidrZzuje se celkem Ceského vyddni pro redlky; 1isi se
od ného tim, ze ku konci kazdého svazku ptidén podrobny
ukazatel vécny, s terminologif bulharskou, francouzskou a né-
meckou ; spolu pfipojen piehled nejdilezitéjsich formuli, coz
obé jest pifdavkem velmi cennym. Také vnéj§i uprava jest velmi
vhodnd, vynikajic vétSf piehlednostf a zretelnosti nad ponékud
tésnou dpravu originalu. A. Strnad.

Geometrijska vjezbenica za vise razrede srednjih
ucilista. Sastavili Dr. Karlo Zahradnik i Dr. David Segen.
L dio. Zagreb 1896. Cekali jsme na druhy dil této geometrické
cvitebnice, abychom mohli o nf v celku zpraviti ¢eské ctendfe.
Nechtéjice v8ak ddle odklddati, aspoii strucné upozornime na
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pékné toto dilko, jemuZz podobného v naSi literature bohuzel
postrdddme. Na 62 strandch obsazeno tu 540 tloh z planimetrie,
341 tloh ze stereometrie; na dalich 40 strandch nalézime
Fegeni vSech téchto dloh. Ulohy jsou dilem pocetni, dilem strojné;
tyto ptirozené pievlddaji v planimetrji, ony ve stereometrii,
a¢ nikdy ne jedny na dkor druhych. Ulohy o sestrojovédni troj-
tihelniki a ctyrihelnikd formulovdny struéné a piesné uZitfm
vhodného oznaceni. V planimetrii pojato téZz sestrojovdni li-
nedrnych vyrazi, jakoz i feSeni tloh na zdkladé rozboru alge-
braického; novéjsi geometrie zastoupena jest naukou o harmoni-
ckém déleni a o transversdlach trojihelnika.

Ve stereometrii rddi setkdvdme se s pouckami i tdlohami
rizu obecného, po kterych teprve ndsleduje vypocet povrchi
a obsahi télesnych.

V celé knizce patrpa jest obezfelost i zdliba, s niZ byla
sestavena; tlohy jsou voleny velmi pfipadné, jsou rozmanité,
zajimavé a instruktivni. Tésime se na tlohy z trigonometrie
a geometrie analytické, kterou prof. Zahradnfk s tolikerym
zdarem péstuje. A. Strnad.

Revue semestrielle des publications mathématiques
rédigée sous les auspices dela société mathématique d’ Amsterdam
par P. H. Schoute etc Amsterdam. 1898. Rozsdhlost i rozptylenost -
mathematické literatury naSich dnt &ini nanejvy$ potfebnymi
a zdsluznymi dila, poddvajici pfehled praci v r@znych oborech
nauky vykonanych, se struénym vyttenim vysledkd, jichz bylo
dosazeno. Ve sméru tom pisobi zndmy Ohrtmanntv Jahrbnch
iiber die Fortschritte der Mathematik; k nému druzi se revue
svrchu jmenovand, aé¢ jest rozméri mensich a obsahu omezenéj-
§iho. Vznikla roku 1893 pfitinénfm mathematiki hollandskych,
z nichz zvl48te¢ Schoute, professor university v Groningich,
prosluly Cetnymi pracemi geometrickymi, obezielou a tsilovnou
snahou jakozto hlavni redaktor piivedl amsterodamskou revui
k dneini jejf podobé a uplnosti. V dile tom podavd se piehled
pojednani, obsazenych v ¢asopisech a sbornicich mathematickych,
jakoz 1 ve zprdvdch spoleénost! ulenych; v dile VI. prdvé
vydaném zastoupeno jest celkem 217 periodickych publikaci
mathematickych, z nichZz ptipadd na Italii 84, Ameriku 33,
Francii 32, Némecko 25, Anglii 22, Rusko 14, Rakousko-
Uhersko 11 atd. Autorf, o jichZz pracich referovdno, jest pres
700. U kazdého pojednédni uveden jest titul, pocet stran a struéné
uddn{ obsahu, ktery naznaten téz v &elo kazdého titulu poloZenou
znatkou klassifikaéni dle soustavy pfijaté na mezindrodnim kon-
gresu mathematicko - bibliografickém v Paffzi r. 1889. Tituly
a zprdvy poddny jsou v feli autori, u praci slovanskych
francouzsky.
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Z teskych sbornfkil jsou v revui pojaty: Rozpravy a Véstnfk
teské akademie, Casopis pro péstovdani mathematiky a fysiky,
Véstnik kral. ¢eské spoletnosti nauk; o prvnfch trech referuje
pisatel této zpravy, o poslednfim prof. Dr. Sucharda; mimo to
pise Janssen van Raaij o internaciondlnim Bulletinu ¢eské
akademie, Korteweg o Jahresberichtu krdl. ceské spoleénosti
nauk. O pracich polskych poddvd zpravy Dickstein, o ruskych
Bolotov, Mlodziejovsky, Tichomandricky a Vasiljev. Redakce
viibec jevi ulinny zdjem pro literatury slovanské a vyzyvd v tom
sméru k tudastenstvi. Odporucujeme vyborny Schouteiiv sbornik
viem nadim védeckym pracovnikiim. A Strnad.

Prof. Dr. V. Strouhal: Fysika experimentilni. Pied-
ndSky prof. Dra V. Strouhala o fysice experimentdlni, jichZ
vychdzeni ve vyddnf lithografickém jsme na str. 208 piedeslého
roénfku ozndmili, jsou ukonteny. Hledic k pot¢tu archi piipa-
dajicich na jednotlivé obory fysiky a k poétu obrazct textovy
vyklad provdzejfcich jevi se statisticky prehled ndsledujfei:

Mechanika: poéet archi 56, pocet obrazci 347

Akustika: » ~ 15, " » 102
Thermika: ; 21, » » 105
Elekttina: » 49, N » 311
Optika : 5 # 51, - . 270

Uhrnem potet archi 198, pocet obrazci 1195.
Rozsahem svym fadi se tudiz tato fysika k ob3frnéjSim spisiim
fysikalnfm cizojazyénym, prevySujic je relativné znatnym poctem
obrazcd. Z téchto jsou obrazce apparatd fysikalnich kresleny
dle originali ve sbirkdch c. k. tdstava fysikalniho chovanych,
kteréz, pochdzejice vesmés z let nedavnych, jsou tdpravy moderni.
RovnéZz i uspofdddni experimenti jest kresleno a popisovéno
dle disposic skuteénych. Co se obsahu textového tyte, jest éast
stupné vy$$tho oddélena urcitou znatkou ([*) od &dsti stupné
niz§tho, ¢im# usnadnéno jest studium pro chemiky, piirodopisce,
mediky a j., kteff studuji fysiku jen jako pfedmét vedlejsi.
Vyklad hledi vSude jasnosti a pfesnosti. Cetné pozndmky histo-
rické usnadiiuji porozuméni a Cinf studium zajimavéj8im.*) R.

*) Objedndvky vyiidi prof. dr. Jakub. Cedka, feditel Jednoty éeskych
mathematikii v Praze. Cena celku jest 10 zl. r. m.




Priloha k Gasopisu pro pastovéni mathematiky a fysiky.

Zékladni tlohy mathematického zemépisu a sfé-
rické astronomie reSené konstrukei.
Po;itvl

Adolf Mach,
professor 0. k. vy¥Si redlky v J1&{n&.

(Pokradovéni.)

III. Ranni a veCerni vzdalenost hvézd.

Oblouk horizontu mezi bodem vychodnim a bodem, v néms#
hvézda vychdzi, jest ranni veddlenost hvézdy ; oblouk mezi bodem
zépadnfm a bodem, ve kterém hvézda zapadd, jest jeji vederni
vaddlenost.

obrg,

V obr. 8. jest obloukem vwv,, jemuZ piislusf stfedovy
ihel @, stanovena ranni vzddlenost, obloukem 2z, vederni vzdd-
lenost.

Abychom oblouk ve,, a tim i 3T @ obdrzeli v pravé veli-

: 2
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kosti, otodme. horizont O kolem piimky H jako osy, az se zto-
tozn{ s rovinou nebeské rovnobézky S.

Pti tomto otdceni opiSe bod o kruhovy oblouk oo,, jehoZ
stied jest v bodu % a jehoZ polomér — ho. Pti tomto otdceni
nevyboti bod o z trojihelnika kon, ponévadz rovina tohoto troj-
thelnfka jest kolmd k pitfmce H, coz jest téz piitinou, Ze oto-
teny bod o, nemiZe jinam padnouti nez do ptimky C.

. Ponévadz vz || vz, kterdz rovnobéznost se otitenim hori-
zontu nezrufila, jest i v'#’ || v,2,, nacez 3T w = I v,0,0". '

Obr.9

Je-li v obr. 9. rovina papfru rovinou rovnobéiky S, ¢
vy8ka pélu mista pozorovacifho, o deklinace, », a 2z body, ve
kterych hvézda vychdzi a zapadd, o, kolem pifmky An do ro-
viny ¢ ototeny stied o, pak obdrzime o, jako prisetik piimky
C s kruhovym obloukem, ktery polomérem ho, z % jest opsany.
Kruznice O, opsand z bodu o, polomdrem o,v,, jest otoceny hori-
zont O, body v a 2z etotené body vychodni a zdpadni.

=1 ‘jest oblouk ww, ranni veddlenost hvézdy, jei
pottem stupiid rovnd se 3T v,0,0 = hv,0,;22, jest veferni vzdd-
lenost.
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Z obrazce jest patrno, Ze vzddlenost rannfrovnd se vzdd-
lenosti vecerni.

Obrazcem 9. feSena jest tloha: Jak daleko od bodu vychod-
ntho vychdzi w nds hvézda « v Andromedé (0 = 2%'/,°)?

Ponévadz 97 @ = 45° vychdzi u nds tato hvézda v severo-
vychodu.

Mathematicky vzorec pro @ vyplyvd z ndsledujici 1vahy:

Je-li co, =1,
jest

ho, = ho, = sec @,
k,0, —cosecd;
ale
k.0, = v,0,,

jsout to, jak z obr. 8. vysvitd, dva poloméry mebeské koule,
proto i
9,0, = cosec 0.

V trojihelniku v, 40, jest

ho, _  seco

sin @ = =
v, 0, cosec d

¢ili

. )
Sl @ —
C

Rozbor.

A. Ranni vzdalenost na téie zemépisné Sirce.

a) Pro urcitou zemépisnou Sitku jest pfimka H stdld
a jen kruZnice S méni polomér. Ranni vzddlenost roste, roste-li
deklinace, nebof pak zmenSuje se polomér ck, a bod v, posouvd
se na ptimce H v pravo, timZ o se stile zvétSuje.

Proto také v zimé a z jara, kdy deklinace slune¢ni pii-
byvd, pfibyvd i ranni vzddlenosti slunce.

b) Je-li deklinace rovna nulle, posune se bod %, na piimee C'
do nekoneéna, bod v, posune se téZ do nekoneéna na pfimce H,
natez rameno o,v, se stotoznf s ramenem o,v, t. j. @ = 0.

Hvézdy, jes jsou v nebeském rovnikw, vychdzeji v bodu vy-
chodnim, zapadaji v bodu zdpadnim.

9*
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Sluneénf deklinace rovnd se nulle 20. bfezna a 22. zaii,
v ty dny vychdz{ slunce v§ude v bodu vychodnim, zapadd v bodu
zédpadnfm. Kdyby slunce v tyto dni zanechalo za sebou svételnou
stopu, byl by ji vyznaten na obloze nebesky rovnik.

‘¢) Je-li 0 zdporné, pak jest denni oblouk vyznacen oblou-
kem v k,z, bod vychodu jest z,, bod zipadu » ; hvézda vy-
chdzi v pravo od bodu vychodniho, ale velikosti absolutnf rovnd
se rannf vzddlenosti pti témz, ale kladném o.

Na podzim a v zimé vychdzi u nds slunce v pravo od bodu
vychodnfho, ponévadZ v té dobé jest deklinace sluneénf zdporn4.

B. Ranni vzdalenost pro touz deklinaci a riiznou pélovou
vysku.

Pii témz 0 nemén{ se velikost kruznice S.

a) Ranni vzddlenost roste, roste-li ¢, nebot pak pifmka H
posouvd se rovnobézné dolii, bod », postupuje v pravo, @ se
zvétiuje.

T4z hvézda md na 20.”s. §. menSi rann{ vzddlenost nez na
30.° wua tomto zase menSi neZz na 50.° atd.

b) Je-li ¢ =90"—0, pifmka H stane se tetnou v bodu %,.

Zapadajfc{ hvézda dotkne se horizontu v bodu severnfm,
natez opét vychdzi.

¢) Je-li ¢ =0, pifmka H se sjednoti s ptimkou co,, a po-
névadZz v tomto pfipadé co, = co,, jest trojuhelnik ho,v, = co %,
t. j. I o=130..

Na rovniku rovnd se ranni vzddlenost deklinaci.

V3ude jinde jest ranni vzddlenost vét$i nez deklinace. Proc¢?

d) Ranni vzddlenost pro libovolné misto jizn{ polokoule
zemské jest tak velikd jako rannf{ vzddlenost mista o téze
severni Sifce zemépisné.

e) Je-li ¢ =—(90° —d), pak je ptimka H tetnou v bodu
k,. Vychdzejicf hvézda dotkne se horizontu v bodu jiZnim
a zapadne v pif§tim okamziku.

Je-li tediti priklady, tykajicl se téZe zemépisné Sitky, pak
jednou pro vidy sestrojme si na ptislu§ném horizontu body od-
povidajfef uréitym rannim vzddlenostem a postupujici tfeba po
1° nebo po 2°
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To provedeno jest v obr. 7., kde pro nd§ horizont (50.")
vyznaceny jsou ranni vzddlenosti pokradujicf od 23.°—40.° po
jednom stupni, od 40.—90.” po dvou stupnfch body, v nichZ
paprsky vychdzejici z o, v thlech, rovnajicich se dopliku rannf
vzdélenosti, protinaji horizont 50.".

Pak moZno beze vieho dal$tho sestrojovdni uréiti:

1. Ve kterém bodu horizontu vychdzi w nds slunce

a) dne 21. éervna a 21. prosince ;

b) dne 20. kvétna a 23. éervence, dne 21. listop. a 20. ledna ?

KruZnice proloZené polohou slunce. v jmenovanych dnech
stanovi na horizontu p#fslu§né rannf vzddlenosti.

(';\'\; dne

Obr: 10.

Sezndme, Ze slunce vychdzf:

a) dne 21. Cervna 38!/,° severné, dne 21. prosince 38‘/4"
jizné od bodu vychodniho.

b) dne 20. kvétna a 23. Cervence 32'/,° s.,
» 21 listop a 20. ledna ~ 32'/,°j.
2. Kterd jest w nds ranni veddlenost Arctura?
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KruZnice Arcturem proloZend protind horizont vbodu 31'/,.
Arctur vychdz{ 31'/,° severné od bodu vychodniho.

3. Které hvézdy vychdzeji w nds v severovychodu ?

Vzdélenost bodu severovychodniho od vychodnfho jest 45°;
kruZnice proloZend bodem 45 prochdzi hvézdou « v Andromedé
a Polluxem, kteréZz u nds vychdzeji v severovychodu.

4. Jak velikd jest ranni vzddlenost sluneéni dne 20. kvétna
nebo 23. Cervence (0 = 20°) na rovniku, na 20.°, 30.°, 40.°, 60.°
a70.°s. .37

V obr. 10. jest feSenf. Zméifme-li thly @,, ®,, ..., sezndme,
ze ranni vzddlenost — 20°, 21%/,", 23'/,° 26'/,°, 43° a 90°.

- z’i

Obr 11.

b. Kterd jest prumi rovnobéska, podinagic od rovnika, na
které slumce miife vychdzeti v severovychodu?

Nejvéts8f rannf vzddlenost md slunce 21. &ervna, proto
tento den jest vziti v tvahu.

Opidme (obr. 11.) kruznici S, k pffmce C a vrcholu ¢
nanesme 45°, uéitime cn — ok, bodem n vedme nw, || C; pi{mka
v,2, 1 C stanovi zemépisnou sfiku @, jez se rovnd 55°/,°; na
této rovnobéZce lezi Moskva.
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IV. Hvézdy v prvnim vertikalu.

Prvni vertikal jest hlavni kruh na obloze, jehoZz obvod
prochdzi zenithem, bodem vychodnim a zdpadnim. '

Vstoupi-li hvézda do prvniho vertikdlu, jest prdvé nad
bodem vychodnim; vstoupi-li zapadajici hvézda do prvniho
vertikdlu, jest nad bodem zdpadnim. '

a) Md se vySetriti, v kolik hodin pred kulminaci vstoupi
hvézda do proniho vertikdlu. o

V obr. 12. jest ellipsa V* §ikmy primét prvniho vertikdlu;
piimka N jest priseénice jeho s rovinou hvézdné drihy oe.
Jakmile hvézda vstoupf do N, jest v prvnim vertikdlu. Jde tu
tedy pfedeviim o sestrojeni piimky N.

Obr: 12.

Jest na .jevé, Ze piimka N jest rovnobéznd s ptimkou H,
nebof horizont, prvnf vertikil i nebesky rovnik protinaji se
v piimce vz a ponévadZ rovina ¢ jest rovmobéznd s rovinou
nebeského rovnika, musi priseénice jeji s rovinou horizontélni
a vertikdlni byti rovmobéiny s vz, ponévadz priiseénice dvou
rovnobéznych rovin s rovinou treti jsou rovmobéiny; tedy

H||N||ve.

Z difvéjsich tvah jest jiZz zndmo, jak se uréf ptimka H
pomoci @ a 0.
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Abychom stanovili ptimku N || H, tteba stanoviti jeji jeden
bod n, jenz jest vrcholem pravotihlého trojihelnika hon.

Za tou ptitinou otoéme nejdiive pravouhly trojihelnik hoc
do roviny o kolem strany he, obdrzime (obr. 13.) A hose,
vztyéfme-li pak v bodu o, kolmici o,n na ho,, jest » hledany
bod, jim% prochdzi pifmka N|| H. Prisetiky s, a s, s S jsou
polohy hvézdy vstoupivii do prvniho vertikdlu; 3 sk jest
hledany thel z, jimz stanovena jest doba, za kterou hvézda po
vstupu svém do prvnfho vertikdlu bude kulminovati.

Obr: 13.

Mathematicky vzorec:
Budi% eo, = 1, pak jest

v A cno,, jehoz thel eno, = o,

cn = cotg @,
v A cko,, jehoZ thel cko, =9,
jest ck = cotg g,

v /\cns;, Vv némZ cs, = ¢k = cot J,

en __ cotgo

COs 7 = = -
s, cotg 9
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¢ili
Co8ST = 24 .
tgo

b) Kterow vysku md hvézda, vstoupivsi do proniho vertikdalu ?

Vyska hvézdy jest oblouk vertikdlni kruznice, jdoucf od
hvézdy k horizontu.

V obr. 12. jest vyska hvézdy s, rovna oblouku s,v, jeji
mozno vyjddiiti téZ stfedovym ihlem v.

Abychom oblouk s,», tedy i 3 v obdrZeli v pravé velikosti,
ototme prvni vertikdl kolem piimky N do roviny 6.

I v tomto pifpads opiSe bod o v rovind Ahno kruhovy
oblouk o0o,, jehoz stied jest v » a jehoZ polomér se rovnd
usetce no.

Pifmka vz, jsouc i po oto&enfrovnobd’na s N i H, zaujme
polohu v‘#‘, a ponévadZ bod s, p¥i otdteni jest stdly, jest thel
v‘0,8, ototeny uhel v.

Sjednoti-li se zase rovina ¢ s rovinou papiru, pak pohyb
bodu o jest vyznaten obloukem o,0, (obr. 13.) a bod o, jest
stredem otodeného vertikdlu V, jehoZ polomér — o,s,; bod v jest
ototeny bod vychodnf, oblouk s,» pravd velikost vysky, jez
poétem stupill rovnd se T vos;, — v.

Mathematicky vzorec pro vySku lze odvoditi z /\ oyns,
v némiz

04n = 0,n = COSec @,
0,k = cosec 0';
ponévadZ o,s, = ok, jako poloméry téZe nebeské koule, plyne
z /\osms,: '
o;n __ cosec @

€08 (90 - v) =

0,5, ~ cosec o
¢ili
. sin 0
sin v = —;
sin @
Rozbor.

A. Pro touz zemépisnou Siiku ¢.
a) Zmeniuje-li se pii témZ ¢ deklinace d, zvétSuje se
kruznice S a bod s, pohybuje se na levo; = se zvétSuje, v se
zmen§uje.
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b) Je-li 0 =0, ustoupi bod % do nekonetna, totéZ utinf
bod s,; £ =90% v = 0.
_ Dne 20. biezna a 22. zd¥f slunce vychazejic, vstupuje do
prvniho vertikdlu. '
¢) Je-li 0 zdporné, pak denni oblouk hvézdy jest pod
ptimkou H, z tehoz vysvitd, ze hvézda vstoupi do prvniho ver-
tikdlu pod horizontem, slunce v noci.

B. Pro uréitou deklinaci 0.

KruZnice S jest stdld, ptimka N posouvd se rovnobézné
s ptvodni polohou.

a) Zmeniuje-li se ¢, posouvd se N nahoru, s, v pravo;
T se zmenSuje, v zvétSuje.

V jiznfch krajindch vstupuje tdZ hvézda pozdéji do prvniho
vertikdlu neZ u nds, majic pii tom véts{ vysku nez u nds.

b) Je-li ¢ =0, pak pifmka N dotykd se kruZznice S
v bodu %; 7 =0, » = 90°.

Hvézda kulminuje v zenithu.

V Rwé kulminuje hvézda Kapella v zenithu, ponévadi
zemépisnd Sfifka Rivy — 45°53‘ a deklinace hvézdy rovnd se
téz 45°3°.

Slunce kulminuje dne 20. kvétna (0 = 20°) na 20." s. §.
v zenithu.

- ¢) Jeli ¢ <<d, pak piimka N neprotind kruznici S, aniz
se ji dotykd, z tehoz plyne, %e hvézda do prvniho vertikdlu
nevstoupf.

Hvézda f v Cassiopeji, jejiz deklinace — H8°36, nevstoupi
u nds do prvnfho vertikdlu. Slunce nevstoupf dne 31. kvétna
(0 = 22" ve vSech mistech povrchu zemského do prvniho verti-
kélu, jichz zemépisnd Siika jest mensi nez 22°.

d) Je-li @ ziporné, pak pfimka N objevi se pod piimkou
H. 7 toho plyne, %e pii kladném ¢ protind hvézda na jizni
polokouli zemské prvni vertikdl pod horizontem, pii ziporném
0 nad horizontem. '

Pouévadz ¥ co,n = 90° — @, jest pifmka N téZ horizontem
pro jiznf zemépisnou #ftku rovnou 90°— g, takze prikladem
v obr. 7. jest horizont pro 40.° j. 8. zaroveii ptimkou N pro
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50.° s. §. 7 té pi{Ciny pripsdny jsou k témto piimkdm pismena
N s ptisluSnou zemépisnou Ssfikou, nacez lze v obr. 7. Fesiti
tilohy jako:

1.V kolik hodin vstoupi slunce do proniho vertikdlu dne
1. kvétna na 20." a 50.° s. §.?

Poloméry, jdouci prisetiky drahy sluneéni s piimkami
N,, a N, ukazuji hledané hodiny.

20
Na 20." s. 8. v 9',* a ve 23/ ;
na 50." s. §. v 6" 55m a v 5 5™,

2. V kolik hodin jest Pollux dne 31. éervence u nds v pronim
vertikdlu?

Je-li Pollux v prvnfm vertikdlu na 50.° s. §., dospél, otaceje
se, do bodli p, a p,, slunce v tychz okamZicich jest v s, a
V S, Vs V6% v, ve 3'" pii emz zase jest miti jen
na paméti, Ze dhel paprskd proloZenych Polluxem a polohou
slunce dne 31. Cervence velikost neméni.

V. Osvétleni svislych stén.

A. Svisla sténa ma smér od vychodu k zapadu.

Na zdkladé predeslého odstavce lze téz FeSiti Glohy, tykajict
se osvétlenf stény svislé, jez jde od vychodu k zdpadu, nebof
rovina této stény sjednocuje se s prvnim vertikilem.

Severni strana stény bude osvétlena primymi paprsky
slune¢nfmi od okamziku, kdy slunce vyjde (obr. 12.), do okamziku,
kdy vstoupi do prvniho vertikdlu; pak za¢ne slunce ozafovati
Jizn{ stranu stény, tak dlouho, pokud slunce podruhé nevstoupi
do prvniho vertikdlu, nebof pak opét piichdzi fada na stranu
severni, kterd osvétlena bude neptetrzité az do zdpadu sluuce.

Misto celé stény lze i zde v tivahu vziti jen priseénici N
slunet¢n{ drdhy ¢ sprvnfm vertikdlem, ponévadZ jakmile slunce
vstoupi do pifmky N, nastdivd osvétlenf oné stény, jeZ pfed tim
byla ve stinu.

Ponévadz piimky N pro nékteré horizonty jsou sestrojeny
v obr. 7., lze hned feSiti nékteré zajimavé ilohy.

1. V kolik hodin dopoledne prestiva byti severni strana
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stény w nds osvétlena dne 20. kvétna nebo 23. Gervence ; v kolik
hodin odpoledne zalind byti opét ozarovdina primymi paprsky?
Sluneénf dréha ve zminénych dnech protind piimku N,
v bodu s,,, jehoZ polomér smeéfuje k 7!/,% a vbodu s,,, jehoZz
polomér sméfuje ke 47,2
Ve &tvrt na osm prestivd a ve 3/, na 4 odp. zase zatind
byti ozafovdna pifmymi paprsky sluneénimi.

2. Kolik hodin jest osvétlena severni, kolik hodin jiZni strana
- stény dne 21. Cervna a) na 20.°, b) na 50.°, ¢) na 70.° s. 8.2

a) KruZnice, jiZ zndzornéna jest drdha sluneéni dne
21. cervna, neprotind piimku N,,, jez ptislusi 20.° s. &, coz
znamend, Ze severni strana osvétlena jest pfimymi paprsky
slunenimi po cely den; strana jiZnf po cely den jest ve stinu.

b) U nds vychdzi slunce dne 21. ¢ervna ve 3* 56™; od
této chvile az do okamziku, kdy slunce vstoup{ do pfimky N,
coZ se stane v 7* 29™ dopoledne, jest severnistrana stény osvé-
tlena; od 7% 29™ dopoledne az do 4* 32™ odpoledne jest osvé-
tlena jiZnf{ strana; pak zase aZ do zdpadu slunce v 8* 4™ veéer
padaji paprsky sluneéni na stranu severni.

Jest tedy strana severni osvétlena celkem 7" 3™, strana
jiznf 94 2=,

¢) Soudfme-li podobné ve tietim pfipadé, shledime, Ze
strana severni jest dne 21. fervna na 70.° s. § osvétlena
13 12 strana jizni 10* 48™.

3. Vertikdlni hodiny slunecni wmistény jsow na jitni strané
stény vychodozdpadni. V kolik hodin zalnow a kdy prestanou
wkagovati éas 12. kvétna nebo 1. srpna?

Dokud slunce na své denni drize dne 12. kvétna nepo-
stoupf do s, dotud jiZzni strana stény jest ve stinu a ruticka
sluneénich hodin nemiiZze vrhati stfnu. Do s,, dospéje slunce
v 7% 2™ rdno; od této hodiny poéinajic aZ do 4* H8™ odpoledne,
kdy opét jizni strana zalfnd byti ve vlastnfm stinu, ukazuji slu-
neéni hodiny ¢as.

4. Kterého dne jest Hybernskd wlice v Praze, je md smér
vychodozdpadni, ve 4* 55™ odpoledne bez stinu?

Ponévadz l1ze miti za to, %e priceli domi na obou strandch
ulice jsou v rovin® prvnfho vertikilu, nebudou vrhati stinu
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v 4" 55" odp. v onen den, kdy slunce v tuto hodinu dosdhne
prvniho vertikdlu ¢ili piimky N,,.

Spojime-li tedy bod, jenz stanovi danou hodinu odpoledn{
se stredem, a prolozime-li jejfm prisetikem s N,, kruZnici,
stanovi tato kruZnice deklinaci d, pro niz v tabulkdch dekli-
natnich najdeme pifslu§ny den.

Zde prochdzi krunice polohow slunce dne 12. kvétna a
1. srpna, kteréito dni odpovidayi uloze.

D. Na které rovnobéice zemské jest dme 31. kvétna nebo
11. Cervence jitni strana 6 hodin osvétlena?

M4-li byti osvétlena 6 hodin, t. j 3" dopoledne, 3* odpo-
ledne, musi slunce vstoupiti do prvniho vertikdlu v 9* réno.

Priisetikem kruZnice, kterou slunce vykond v danych dnech
s polomérem sméfujicim k devété hodiné ranni, proloZme p¥imku
N vodorovné ; thel o h,c stanovi zemépisnou Sffku.

Zde sjednocuje se ptimka N s piimkou N,,, kterdZ ptislusf
zemépisné Sitce — 30".

B. Vertikdlni sténa tvori se smérem vychodnim
libovolny thel w.

Obr: 14.

Rozezndvejme i u této stény stranu severni a jizni.

V vbr. 14. protind svisld sténa V horizont v pifmce U,
jejiz odchylka od sméru vychodozdpadnfho jest w.

Vychdzejici slunce osvétluje severnf stranu stény dotud,
dokud nevstoup{ do jeji roviny, t. j. dokud nevkro¢f{ do bodu p
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primky £, v niZz rovina drdhy sluneéni ¢ protind rovinu svislé
stény; potom zalne slunce osvétlovati jizni stranu stény, a to
tak dlouho, dokud slunce podruhé nedospéje k ptimce P v bodu
r, kdy na fadu ptichdzi opét severni strana.

Lze tedy i zde misto celé stény v tGvahu vziti jen pfimku P,
kterou uréime body » a z, jez se k tomu nejlépe hodi.

Poloha bodu % se stanovi zndmym jiZz zptsobem, vy-
svétlenym pti prvnim vertikdlu. Jest jen tfeba otoiti pravoidhly
trojuhelnik hoc kolem Ac¢ do roviny o, v otofeném bodu o,
vztyCiti kolmici na odvésnu ho,, jez protne pifmku svislou
v hledaném bodu n.

=
e

5

Obr: 15.

Bod z jest spoletny vSem tfem rovindm, tedy i jejim
priseénicim. H, U a P.

Stanovime -1i priaseéik piimek H a U, obdriime bod z,
jehoZ spojnice s bodem » jest hledani pffmka P.

O sestrojeni pfimky H netfeba se blize zmitiovati, to
zndmo z ptedchézejictho.

Ale i ptimku U jsme sestrojovali uréujice rannf vzddle-
nost (obr. 9.). Otoéme horizont O kolem H doroviny o, pfi ez
bod o ptijde do polohy o,, a naneseme-li k pfimce C' a vrcholu
0, ¥ @, obdrzime pifmku U jako druhé rameno tohoto dhlu.

V obr. 156. jest @ = 30°, @ = 50" 0 = 22° (11. éervence);
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jest jim tedy fesena uloha: Jak dlowho jest osvétlena severnt

strana stény svislé, kterd se smérem vgchodnim tvori vihel 30",

dne 11. éervence? :
Toho due jest severni strana stény tak dlouho osvétlena,

dokud vychdzejici slunce nevykond oblouku v,s, a zapadajici
slunce oblouku s,z,.

A ponévadz oblouk w»,s, obsahuje 8° oblouk s,z 83"
ozafuje slunce severni stranu stény rdno 32™, odpoledne 5" 32m,
dohromady za cely den 6" 4™, :

1. Jak dlouho jest osvétlena dne 21. dervna a) severni,
b) jigni strana stény, jeZ md smér VSV?

Sténa, jez md smér VSV, tvoii se smérem vychodnim thel
22'/,". V obr. 16. zndzornéna jest pfimkou Z,. Drdha slunetni
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dne 21. tervna zndzornéna jest kruznicf S,, jejiz polomér se
obdrz{ zndmym zpisobem.

Slunce vychédzf vbodu s, ve 3* 56, kterouz dobu ukazuje
polomér ¢s, na hodinovém rozdelenf. Jakmile slunce vystoupi nad
obzor, zatne osvétlovati severni stranu stény, a to tak dlouho,
dokud neptijde do polohy s,, kdy fada pfichdzi na stranu jizni;
to stane se v 5% 22" rdno, kterouz dobu na hodinovém roz
délenf ukazuje polomér cs, .

Jizni strana pozivd prfmych paprski sluneénich do 2¢ H3m,
nebot v tom okamziku p¥islo slunce do polohy s, (polomér es,
ukazuje na 2" 7:3™), jiZn{ strana octne se ve vlastnfm stinu,
severn{ strana zalfni v tom okamZziku byti podruhé osvétlena
a to aZ do zdpadu slunce v 8" 4m.

Severni strana stény jest celkem osvétlena 6 37 jizn{
strana 9* 31=

2. Do oken preniho pokoje jistého bytu zaslalo slunce dne
21. éervence posledni paprsky v 10" rdno, do oken druhého pokoje
ve 2% odpol. Kterym smérem jdow okenni stény téchto pokoji?

Sluneénf dréha vyznagena jest kruznici S,. Polomér, sméfu-
Jict k 10" ranni, protfnd ji v s;. Spojnici s,n jest zndzornéna
okenni sténa prvnfho pokoje. Odchylka jeji od sméru vychodnfho
= thlu ho,m = 45°. Sténa jde od scverozdpadu k jihovychodu ;
pokoj mé stranu severni.

TymZz zpisobem sezndéme, Ze okenni sténa druhého pokoje
jde od severovychodu k jihozdpadu a e pokoj md stranu jiZni.

8. O samoté stojici dim md tvar obdélnika. Delsi stramy
smérugi k SSV, kratsi k ZSZ. Na kaZdé strané budovy jest
byt. Kolik hodin jest osvétlen kaddy primymi paprsky slunecnimi
dne 11. kvétna nebo 1. srpna?

Nazveme tyto byty A, B, C a D. :

Stény byti A a C sméfujf k SSV. Zndzornény jsou dvojitou
ptfmkou AC. Uhel hm,o, = 67'/,".

Z bytu A jest vidéti jiznf stranu, z C severnf stranu
horizontu.

Stény bytd B a D smétuji k ZSZ. Uhel hmyo, = 221/.°,

Z bytu B jest vidéti severnf, z bytu D jizni stranu ho-
rizontu.

Dréha sluneéni jest znizornéna kruznici S,. Slunce vy-
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chdzi ve 4" 25™, zapadd v 7% 35™ Jakmile vystoupi nad obzor,
zatne osvétlovati byt A a B. Byt B do 8" 53", byt A do
12" 53,

Odpoledntho slunce byt A nemd, kdezto do bytu B sviti
slunce od 7" do zdpadu.

Byt D jest ozdfen od 8" 53™ rdno do T* vecder, byt C od
12" 53* do zdpadu.

Md tedy byt A 7* 3bm, B 4* 38», C 5* 17 a D 10* 7™
slunce. .

4. Sténa md smér SSZ. Kterého dme padne na severni
Jejt stranu w nds posledni paprsek v 11'/,»?

Sténa jest zndzornéna piimkou Z,.

Uhel Am,0, = 67'/,. Polomér sméfujfci k hoding 117/,
protind pifmku Z, v bodé z; polomér drdhy sluneéni = cz.
Kruznice timto polomérem opsand sjednocuje se s kruZnici S,
jiZ vyhovuje 21. Cerven. (Dokonéenti.)

0 trojuhelniku, od jehoz kazdého tihlu ostatni
dva jsou odecteny.

Pojednava

Vavrinec Jelinek,
professor v Novém Mésté u Vidné.

(Dokongent.)

Rovnice posledné uvedené lze ¢isti takto: Trojmoc strany
obdrzime, ndsobfme-li

1. néktery jeji dsek dvojmoci sousedniho tiseku druhé strany,

2. druhou stranu pfickou této a usekem tieti prFilehlym
k strané hledané,

3. odlehly tsek druhé strany prilehlym tdsekem a pfitkou
treti strany,

4. pticku této strany dolnimi tuseky obou druhjch stran.

Dle nékterych piedeslych rovnic pozndvdme také, které tri
piimky na sobé zdviseji, jimiz tedy trojihelnik urden neni. Jsou
to tyto skupiny:

10
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1. dle (2) oba tseky a piitka téZe strany,

2. dle (4) n&kterd strana a pFitky obou druhych stran,
3. dle (4) dvé strany a horni dsek nékteré z téchto stran,
4. dle (8) dva hornf dseky a nékterd jich strana.

Posud odvozené rovnice ddvaji vztahy mezi pifmkami né-
kolika druhii; v ndsledujicim sestavime jestd poméry mezi hod-
notami druhu jen dvojtho.

1. Strany a pricky.

Dle prvniho a tfetiho &lenu kazdé rovnice v.(3) nalezneme
pticky

be ac ab
)] dl:T! d2:—b—’ d":T
a tedy jejich pomér
1 1 1
(10) dﬁda:ds:“a?'F:?

¢ili, znamenaji-li v,, v, a v, vyiky trojihelnika,

2

. . — 2 e 2.
dy:dg:dy = v} 0l 0k

Z rovnice (4) najdeme
(11) a:vdji;a b= vma = V‘Z]az

2. Strany a useky.
Mimo vysledky rovnic (4):

a=Ybb, =Vec,, b= Vaa, =Veo, ¢=YVaa, = Vo5,

a rovnic (8)
I 3

3 8 3
a=YVa, bf=\/aacf, b:vbs_c:: bla:7
3 3
¢ = Ve, a7 = Ve, b}
najdeme jeSté tyto iméry:
Z 2. a 3. {lent rovnic (4) plyne

a,:0,=b:a,
(12) a,:c, =c:a,
b ¢, =c:b,



147

t. j. dolnf udseky dvou stran se maji k sobé jako zvratné tyto
strany.
Ze skupin rovnic v (4):

b* = aa,, a® — bb,, a*=cc,,
2 — . 4 — . 2 —
¢ =aay; ¢ = bb,; b* = cc,

vychdzeji améry
@, vy = %0’
(13) b 1b, = 0% e

¢ 6 = a?1d

t. j. useky nékteré strany se majf k sobé jako dvojmoce druhych
k témto usekdm pFilehlych stran.

Z prvnich tddek rovnic (8) lze vytisti (arcit pteurcené)
ameéry
as s b = b*: 4%
(14) a6 =e:ab,
by =2 b

dle nichz se maji hornf tdseky dvou stran k sobé jako zvratné
trojmoce téchto stran.

Dosadime-li do imér (13) na misto nékteré strany jeji hod-
notu dle rovnic (4), obdrZime uméry mezi stranou, nékterym
jejim usekem a obhéma useky strany druhé:

ata, =¢ :c, neb a:a, = b :b,
(15) b:b, =c¢,:c, b:b, =a,:a,
eie, =b, 1 CiC =ay:a,;

ucinime-li tak téZz v umérdch (12), nabudeme wméry mezi né-
kterou stranou, jejimi useky a dsekem strany druhé:

a:a,=0>b::a}, neb g:a,=ci:a
(16) b:b, =aj:b}, b:b, =¢:b%,
i =alve; cio, =Dbiick,

2

Nahradime-li v kazdé prvnf tdadce rovnic (8) jednoduchého
Cinitele soutini jeho hodnotou z umér (15), bude kaZdd strana
vyjddiena tiemi uiseky druhych stran, kterézto iseky viak nejsou
ni sousednf, ni stejnosmérné:

10*
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) c, b a, | ¢,
a* = —be": b3 Cf, b= 30::_1'61':1
cl 1 aA cl
17)
, b ) a, ..
¢t = ZL a: = -2b;.
3 aS

Abychom vyjddrili stranu tfemi sousednimi Gseky, dosadme
do kazdé treti Fddky rovnic (8) misto pritky jeji hodnotu
z rovnic (2) a najdeme

6 — B3 2 — .3 2

a® = blb,c: = clc,b},

6 — ; 2

(18) b® = ala,el = eleal,
¢® = blb,a; = ajab].

Pravidlo v téchto soutinech je zfejmé: Sestou mocninu
nékteré strany obdrzfme, ndsobime-li trojmoc sousedniho useku
nékteré druhé strany druhym tsekem téze strany a dvojmoci
iseku ndsledujictho.

Dle rovnice (6) vyjddfime strany jednosmérnymi useky,
spojime-li ji rovnicemi (4), takto: Do

abec = a,b,c,
dosadme ze (4)

b2 aﬂ ) 4
c=— a b= -, tedy c=—,
Cy b, b c,
a obdrzime
a? at
@, —— = A;0,C,.
3"1%
b, " bic,

Z této rovnice a podobnym zpisobem nabudeme

T — kY % — 2 54
a' = a,cib! — a,b;cl,

(19) b" = b,a;c; = bycla;,
¢ =c,bla; = c,a;b;.

Vyjdeme-li z hledané strany opaénym smérem danych usekd,
najdeme sedmou jeji mocninu, nasobfme-li usek této strany dvoj-
mocf dseku druhé a ¢tvrtou mocninou tseku tfeti strany.

Pozn. Kdo by ze t¥f pifmek uvedenych v soudinech na 2.,
3. neb 4. ¥ddce rovnic (8) neb ze t¥i sousednfch neb ze tif
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stejnosmérnych tseki sestrojil pfislusny trojahelnfk, nafel by 3.,
6. neb 7. kofen dané hodnoty graficky.

3. Pricky a vseky.
Vztah t#f pticek k nékterému useku obdrifme z rovnic
obsaZenych v (4). Dosadime-li na pf. do rovnic této skupiny
cc, = d,d; neb cc, —d,d,

misto ¢ jeho hodnotu z rovnice ¢® = d,d, téZe skupiny rovnic,
najdeme tu, jakoz i obdobné:

didy=d::¢! neb d :d, =c¢;:d;,

(20) d,:d;, = d;: b}, d,:d, =0b}:d:,
d,:d, = di: a3, d,:d, —al:d:.

Uméry mezi dvéma prickami a useky treti strany plynou
z poslednich dvou &lend rovnic (3):

d, :ds=18 16,
(21) d,:d; =0b,:b,
Gy iy =60y @,
Vyjadiime-li ve (12) strany ptickami dle (11), obdrZime
uméry mezi ptickami dvou stran a dolnfmi dseky téchto stran:

dy1dy = ajy: b,
(22) d,:d, =aj:ci,
d,:dy, = b} :c;.

Utinfme-li tak téz v (14), nabudeme tméry mezi piickami
dvou stran a hornimi useky tychZz stran:

dd.d} = a}:b:,

(23) d;:d? =a;:cj,

d3.d; =b; :ci
Zbyvd stanoviti vztah jedné pticky k usekim. Ndlezeji-li
tiseky i ptitka téZe strané, uddva jich vztah rovnice (2). Patii-li
tiseky vice strandm, dluzno rozeznivati seskupenf téchto sekd.
Uméry mezi piitkou, nékterym tGsekem jeho strany a dol-

nfmi tseky obou druhych stran ddvajf druby a étvrty uneb druby
a posledni ¢len rovnic (3):
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d:a,=b,:¢c,, neb d :a;=c¢ b,
(24) dy:b, = a,:c, d,: by =¢,:a,,
d;i0, =ay: b, dyi 6= byiay.
Z tmér (14) a z trojmoce ptipadnych tmér v (1) na pi.:
b¥:c3=a;:d*=d}:a}

obdrzime vztah mezi pi{tkou, nékterym usekem jejl strany a
hornimi useky obou druhych stran:

dt:a=0,:¢, neb d}:a} —=¢,: by,
(25) a2:b =a,:c¢, d;:b) =c¢, :ay,
dy:el =a,:b et =Db :a,.
Dosadime-li ve (22) na misto nékteré piicky jeji hodnotu
z 2), obdrzime vztah pi{Cky k nékterému useku jeji strany
a k obéma usekiim druhé strany, kterd s tsekem prvni strany
nesousedi: :
¢,:d; =c):a;, neb b :d’ =b}:a},
(£6) cy:di=cl:b}, a,:d: —=a}: b},
by dy =8 :e] a,:d: =ai:c;.
Utinfme-li tak téZ v umérdch (23), najdeme vztah pficky
ku tfem sousednim tsekiim, z nichZ prvni tato piicka utind:

di:al="52:b,, neb dj:a,=cl:c,,
@70 dé:b =a}:a,, di:bi=cl:¢c,,
di:el=—ua)ia; di et =52 1dy; .
Porovnejme jesté hodnoty téhoZz tdseku, vypoitené z umér
(24), (26) a (27) A
L _gd _ad b
’ b ¢ by

a obdriime vztah piicky k stejnodhlému iseku nékteré druhé
strany a ob&ma tsekliim strany tieti:
d:c; =0>b}:c}, neb d;:b; =¢;}:b],
(28) d;:a=c}:a}, diiel=aliel,
di:a; =0b;:a; d:: b} =al:b3.

Abychom nagli vztah ptitky ke tfem sousednim tsekiim,
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z nichz Zddny piicka tato neutfnd, vyménime v umérdch (28)
tietf ¢len dle uméry (21), na pf. Elen b, v dméie prvni takto:

_ bidy __ biciq

. b: - d4 —= d! [Viz (2)]1
tedy
df:c::b;:;;c: 5

a obdrZzfme takto i obdobnym zpiisobem:

di:c; =0b):c}, neb d:b: =c;:0},
(29) di:a}=c}:a;, di:c; =a}:c}
d;:al=">b}:a2 ds b’ =al:b].

Pomér pricky ke trem stejnosmérnym isekiim najdeme,
dosadime-li do umér (24) na misto v nich obsaZeného proti-
smérného useku jeho hodnotu z dmér (27), vyjddfenou touZe
ptickou. Na pt.: V prvnf dméfe (24) jest tsek b, k ostatnim
tisekim protismérny; jeho hodnota jest ddna touZe piitkou d,
z prvnf tméry (27):

a; b3
b = I
zni tedy prvnf tméra v (24):
a; b}
dl LAy, = '—‘—i‘s-— . c] N

a spofdddme-li ji, obdrzime, jakoZ i obdobnym zpisobem:

di:a}, =5b):¢,, neb d:a; =c}: b,
(30) d;:b; =aj:c,, d;.b;=¢c:a,,
Tep5 — 3. Tep5 — A3 .
di:cd =aj:b, et =00 :ay.
4. Useky.

Vztahy mezi skupinami t¥{ stejnosmérnych a mezi skupi-
nami tfi sousednich tsekd davaji rovmice (6) a (7).

Ze soutini v prvnich Fddkdch rovnic (8) obdrzime dméry
mezi Ctyfmi sousednimi useky, z nichz dva a dva vychdzejf
z jednoho vrcholu :
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a,:a, =c::b},

(31) b ity =&ral,
. —_— 2. g2

01‘02 ""‘bzx'a:ti

maji se tedy useky nékteré strany k sobé jako zvratné dvojmoce
dolnfch usekl na ptilehlych druhych strandch. ,
Spojime-li dméry (12) s umérami (14), najdeme Gméry
mezi &tyfmi sousednimi dseky, z nichz vSak dva a dva ndleZeji
jedné strané:
dy 2, = a3 1h;,
(32) : a,:¢, =aj:c;,
bye, =016},
t. j. hornf tseky dvou stran se maji k sobé, jako trojmoce dol-
nich Gsekd na tjchz strandch.
Vztah mezi tseky nékteré strany a hornimi dseky druhych
stran dajf spojené uméry (13) a (14)
alral =c2:b%,
33) - : b :b; = :ai,

3. B — 2., 2
cticl =bi:al,

t. j. trojmoce usekid nékteré strany se majf k sobé jako zvratné
dvojmoce hornich tUseki na ptilehlych strandch ¢ili jako dvojmoce
stejnouhlych usekd na druhych strandch.

Dosadime-li do (33) za tietf neb Ctvrty éElen hodnotu
z (31), najdeme vztah mezi tfemi stejnosmérnymi tseky a né-
kterym protismérnym :

ay:c;=a;:b}, neb a}:d} =aj:c},
T.,p6 — B, 2 T — h3 . p?
(34) bl.(/l—b:;.(l;, b:s'ag_b:'czﬁ

¢l b2 =¢):a’ ¢! 1al =l bl

kde ¢len v 7. mocniné znamend usek protivného sméru.
5. Uhly a primky.

. Pomér strany k nékterému jejimu tdseku ddva soutin dvou

timér z (1):
a:b —sin «:sin B,

b:a, =sin a:sin g;
tedy
(35) a:a, — sin’«: sin®p
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a podobné
a:a, — sin«: sin%, a. t. d.

Pomér strany k jeji pii¢ce najdeme téZ soudinem dvou
pfipadnych umér z (1):

a:b —sine:sinp
b:d, =sin«:siny;

tedy
a:d, = sin’: sin # sin y
a podobné
b:d, — sin®8: sin « sin y,
(36) ¢: d, — sin’ :sin « sin g.

Ponévadz dle (1) jest
a®:b? - ¢* = sin’« : sin?3 : sin%,

jest dle (10) také

1 1 1
Gidih=ae ' W ¢ S
neb
(37 d, sin*e = d, sin?8 = d, sin®p.

Dosadime-li do umér (12), (13) neb (14) misto poméri
stran poméry uhlomérnych funkef dle (1), obdriime pomér dol-
nfch tsekd dvou strar:

a, : b, = sin 8 : sin «,
(38) b, : ¢, —siny:sinp,
a,:¢, =siny:sine

neb pomér usekd téze strany:
a, :'a; = sin?g : sin%,
(39) b, : b, = sin®«: sin%,
¢, : ¢, = sin* : sin®g

neb pomér hornfch tsekd dvou stran:

a, : b, = sin®p : sin’e,
(40) a, : ¢, — sin%y : sin’e,
b, : ¢, — sin’ : sin’g.
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Pomér stejnosmérnych tsekd najdeme takto: Dle (1) jest

__ bsing __ csiny __ asine
UG =——, b= — y €= —
sin « sin 8 sin y
tedy
aih g = bsinf  csiny | asine
2:7°M ™ gine ° sing = siny

a ndsobime-li tuto dméru dmeérou v (1)
b:c:a =sin f:siny:sin e,

obdrzfme
. i - s g
(41) oy By m = SBP SN BUR
sin a sing ~ siny

Zde souhlasf thel v ¢ftateli s dhlem tdseku a dhel ve
jmenovateli s thlem strany, ku které tuhel ndlezi.

Umér (35) aZ (41) uzijeme, FeSice trojuhelntk, jehoz dvé
pifmky a nékteré této pifmce ndleZejicf uhel neb dva thly
a nékterému tomuto Ghlu piislu$nd pifmka ddny jsou. Uméry
tyto jsou vesmés zvldStni piipady véty sinusové.

Jsou-li v8ak ddny dvé piimky a tfetf dhel, uZijeme véty
tangentové

tg {l;-ﬂ : tg a;ﬂ =(@+0b:(a—b),
do které dle potteby na mfisto poméru stran dosaditi jest pomér
danych piimek, abychom nasli ostatni dva thly. Potiebnou
vyménu provedeme dle rovnic¢ (1). Mimo to lze ddti

a) misto nékteré strany tsek druhé dle (4):

@) g TP g P — (afar): (@ —Vaa)
=Va +Va,): Va —Va,)
neb = (V6b, {-9) : (Yob, —b)
= (o, + V) : (18, —Vb);
b) misto stran piicky dle (11):
@) te* 51t S = (ajay -+ VE@) : Vi, — VT

= Vi, + V&) : (Vd; — Vi) ;



¢) misto stran jejich dolnf tseky dle (12):

(44) tg (i; p)'” t = ;_ﬂ -=(by + a;) : (b — a5);

d) misto stran dseky tfet{ strany dle (13):

«—p

L Ve Ve e —Ve

e) misto stran jejich horni useky dle (14):

(45) tg "“gﬁ e

o

o) tg 20 g EP = VB Ve (B — V).

Abychom vypodéitali thly trojahelnika, jsou-li ddny t¥i
riznym Ghlim ptislusné ptfmky, f¥fdime se dle vzorce

(s—bs—¢

for F
° 2 s(s—a)

do kterého dosadime misto stran jich hodnoty, vyjddiené danymi
ptimkami.

7 piféek d,, d, a d najdeme

\/( Vd, )(s

Vd,
1
b=ia)
ze sousednich useki
@ g =Y IRZVET Yo VRG= TR
s(s— \/aq ) L & —Te

ze stejnosmérnych dsekd

il

47) tg

7

(49) \/<S—Va ¢ (s — Vi) )
s(s— Vb“ )

kde vSude s znamend poloviéni soutet mensiteld.
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6. Vyseky jsou zbytky stran po odetteni jejich usekd. Dle
této definice jest
e, =a—a, — a,,
(50) ¢, =b—b, —b,

g —C—¢ —Cy,
a dle obrazce na str. 88.

e, —=BC—BC, — CB,
—=BC — (BC—CC,)) — (B,C,+CC))
—=—B,C,,

e,=AC— AC,— CA,
—AC—(AC—CC,) —(CC, +A,Cy)
= —A,C,

e, = AB — AB, — BA,
— AB— (AB + BB,) — (A,B, — BB,)
= — A;B,.

Vyseky stran jsou tedy vibec zdporny.

Jest v8ak vysek také zdkladnou rovnoramenného trojihel-
nfka, jehoz rameny jsou piftky jeho strany a jehoZ tdhel pti
zékladné jest roven dhlu pilvodnfho trojahelnika, leZfctho proti
téze strand. (Viz obraz na str. 88.) Jest tedy vysek

(1) e, = —2d, cose, e, = — 2d, cos , e, = — 2d, cos y

dvojndsobnym primétem piislu§né piitky na svou stranu a jest
kladnym, je-li protilehly thel trojihelnfka tupym, neb rovni se
nulle, je-li tento thel pravym. Mize tedy bhyti jen jeden vysek
kladnym neb mize téz zmizeti.

Ndsobfme-li kazdou rovnici (50) nékterym v ni obsaZenym
tisekem, nabudeme, piihliZejice zdroveni k rovnicim (3), vztahi
nékteré strany ku piifce, Gseku a vyseku druhé strany:

a*=d; b+ be, =d; + ¢+ ce,,
(52) b*=d} + a; + a,e, =d; + ¢ + c,e;,
¢ =d} + a] + aze; = d; + b7 + bye,
a ndsobime-li tytéZ rovmice stranou v nich obsaZenou, najdeme
vztahy mezi v8emi stranami a vysekem nékteré:
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a® =b%*+ ¢* -+ ae,,
(53) b* = a®+ ¢* + be,,
¢ = a* 4 b* +- ce,.

7e rovnice (b2) ddvaji Carnotovu vétu, v niZ dhlomérnd
funkce nahrazena jest vysekem, shleddme, dosadime-li do nich
hodnoty vysekd dle (51). Vyznam tretiho ¢lenu v rovnicich (53)
najdeme, nasobime-li kazdou rovnici (Hl) piislu§nou stranou
vyseku, piibliZejice zdroveri k rovnicim (3); obdrzimet takto:

ae, —= — 2bc cos &, be, = — 2ac cos f, ce; = — 2ab cos p
a tedy z rovunic (53) zase Carnotovy véty.

Jiné vztahy vysek@l najdeme jeSté takto: VySka v, troj-
thelnfka ABC na stranu a jest ziroveii vyskou trojuhelnfka
AB,C,, jehoz zdkladnou jest vysek e, téie strany. Z prvniho
trojihelnfka nabudeme

v, =bsiny =csinf
a z druhého

”1:_% tg a.

Z rovnic téchto a jinfch podobnd sestavenych vychdzejf
vztahy

2bsiny —2c¢sinff = —e¢, tg «,
(54) 2a siny — 2¢sin « = — ¢, tg B,
208inf =2bsine = - ¢, tgy,

dle nichz kazd4 strana jest ddna vysekem nékteré jiné strany.
Abychom nasli vztah mezi stranou a jejim vysekem, dosadme
do (1) hodnotu pro ptitku z umér (36) a vzniknou rovmice

2a sin B siny — — ¢, sin a tg «,
(55) 2bsinesiny = - ¢, sin B tgf,
2csin e sin i — — e, sin p tg y.

Vyjddiime-li koneéné dle tumér (1) pomér pricky v (51)
k nékterému tseku jejf strany pifslu§nymi funkcemi, obdrifme
vztahy dseku k vyseku téze strany:
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2a, cos & siny = — e, sin B, 2a,cosasing = - ¢ siny,
(56) 2b, cos Bsinae = —e,siny, 2b, cosfsiny — —e,sine,
2¢, cosy sin f = — ¢, sine, Zc, cOSy sin &« = — ¢, sin f.

Porovndme-li jesté souiny rovnic (51), (bd) a kazdé sku-
piny rovnic (56), najdeme zase souvisly vztah (6), doplnény
vyseky a thly:

— _ _ - — 66,8 .
(7 abec = d,d,d, — a,bc, = a,b,c, = e s

Reseni nékterych tloh geometrickych.
Zaktm stfednich §kol poddvd

Vaclav Jerabek,
professor pfi c. k. vys§f realné Skole v Brné.

L Jest ddn kruh dotykajici se osy OY v poédtku O. Pevnym
bodem P (p, o) vedeny paprsek sece kruh v bodech M, N a osu
OY v bodu Q (0, q). Primky OM, ON protinaji rovnobéZku
vedenou bodem Q s osou OX v bodech M,, N,. Jaké jest geom.
misto bodi M,, N,, a v jakém vztahu jest kruinice ke geom.

mistu 2

o < o

Reseni. Budiz S (e, o) stiedem daného kruhu K, jenz

m4 rovnici
¢)) x?— 2ax +y* = 0.

Znamendgme-li
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1 1
OP—P-—;‘", OQ“Q—TU“’
jest rovnice pifmky PQ
2) ux + vy — 1 =0,
kdeZ » md hodnotu stdlou a » proménlivou.
Abychom obdrzeli rovnice ptimek OM, ON, utifime rovnice
(1) a (2) pomocnou proménnou 4 stejnomérné, i bude rovnice
22— 2dox +y* =0
znatiti proménlivou kruznici Kl,‘m a druhg
ux +vy —iA =0
pti stdlych hodnotdch , v proménlivou pffmku PQ. Vylouéenim
A z poslednich dvou rovnic, obdrZfme rovnici geom. mista bodd

M, N, v nichz proménlivi kruZnice K, a pfimka PQ se pro-
tinaji. Rovnice pfimek jest tedy

3) 22+ y? — 2ax (ux -+ vy) = 0.
PoloZime-li v rovnici (2) z = 0, bude
4) vy—1 =20

znaditi rovnici ptfmky vedené bodem Q rovnobézné s osou OX.
Vylout¢ime-li z rovnic (3), (4) proménlivy parametr o,
obdrzime rovnici

B) 2* + y* — 20z — 20ux® = 0.

Hledanym geom. mfstem bodd M,, N, jest kuZeloselka dle
osy OX soumérné poloZend a majici s kruznici danou K,
v potatku styk &tyibodovy, protez jest K, kruhem kfivosti ve
vrcholu jejim O.

PiSeme-li rovnici (5) ve tvaru

2% (1 — 2 au) + y* — 202 = 0,

pak pozndvdme, Ze kuZelosetka jest ellipsa, parabola nebo hy-

perbola, je-li charakteristicky binom této rovnice
B2—AC=1—2au

kladny, roven nulle nebo zéporny.
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1. Budiz 1 — au >0 aneb p > 2« (ellipsa).

Splynou-li ptimky OM, ON v jedinou p¥imku OB, splynou
i body M, N v jediny bod B a M,, N, v jediny bod B,. Tetna
PR jest mezn{ polohou seény PQ a R mezni polohou bodu Q.
Prfmka QM,N, stane se tetnou RB, ellipsy v bodu B, a jezto
osa OX jest s RB, rovnobéznd, jest B, vrcholem ellipsy.

K témuz vysledku dospéjeme i poctem, kdyz rovnici (3)
ddme tvar

(%)2—2%(%)4—1—20:“:0

a uvdZime, e piimky OM, ON splynou v primku jedinou,
jest-li diskriminant této rovnice

(6) o?? — 1+ 2au = 0.
V tomto pfipadé jest
Y

— = av
x

a vylouéfme-li » z poslednich dvou rovnic, obdrzime rovnici
piimky OB,

) ‘ %:\'1—20:14.

Obdobné plyne z rovnice (4) a (6) rovnice piimky RB
a —
V1—2au

Resfme-li poslednf dvé rovnice dle z, bude

y=

. o
B =
! 1—2aau

tise¢kou bodu B,.
Vrcholy ellipsy na ose OX polozené jsou:

2
0(01 O)s A1 (I_—__;‘Ea 0)1

prodez jest



oo
T 1 —2au

tuseckou sttedu @ ellipsy, a protoze ty =x,, jest B, vrcholem
_ellipsy.
Smérnice piimky OB, (7) jest

0B,

On — Vi—2au
a pfimka RS méd smérnici
OR _ 9= __ 1 _
087 s~ YI—2au’

jest tedy ptimka RS kolmd ku OB, a na tom zaklddd se znimé
sestrojeni stfedu S kruhu kiivosti ellipsy ve vrcholu O, je-li
ellipsa ddna svymi osami: Sestrojime-li toti¥ z poloos ellipsy
obdélnik OwB, R, protne kolmice, spusténd s vrcholu R na hlo-
pricku OB, osu Ow ve hledaném stredu krivosti S.

2. Budiz 1 —2auw =0 aneb p = 2« (parabola). Rovnice
kuzelosetky (5) prejde v rovnici
y* = 2 ax,
prodeZ jest parametr « paraboly roven poloméru kruhu kfivosti
ve vrcholu O a sestrojeni kruhu kfivosti jest patrné.

3. Nechf jest 1 —2au<C0 aneb p << 2« (hyperbola).
V tomto ptipadé jsou pfimky OM, ON, jakoZ i body B, B,
imagindrné.

Pi{mka jdoucf bodem P(%, O) protind kruh Kzn v bodech

EF. Rovnice piimek OE, OF plyne z rovnice (3), poloZime-li
v of v =0,

(%Y+1—2m:0

a protoZe touZ rovnmici lze obdrzeti z kvadratické &asti rovnice
kuzelosetky (5), jsou pifmky OE, OF rovnobéiny s asymptotami
hyperboly.
Jezto hyperbola wd své realné vrcholy v bodech O (0, 0),
‘ 11



162

20 ) . o .
A] (1__2““1 O) ) _]est Stred JeJI v bOdu (11 (i—_——gzz_d’ 0)

a agymptoty budou miti rovnice

s (14
y._j;VZau—l(x——m),

z nichZ jedna protind osu OY v bodu T (O, “ )
2au—1

Obr. 2.

Smérnice piimky OE jest
PE gy

a pfimky ST
or e __ L
08 7 ys= Y1—2au’

z GehoZ vysvitd, Zze ST stoji kolmo na OE i wT, protez:

Spustime-li s bodu T, v ném# asymptota hyperboly sece
Jejb teénu vrcholovou, kolmici ma asymptotu, protne kolmice tato
realnow osu ve stredu S kruhw kitvosti ve vrcholu O.

PoSineme-li pfi ellipse a hyperbole potitek O do stfedu
e« 0 § t. 1. o i o {
m(l-2au’ ), - ). piseme-li Z+IT'2_¢Z4 misto z do ro-

vnice (D), obdrzfme po nékolika redukcich rovnici
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aneb. utinfme-li

. « 2 i ol
®) @ —(1--2om), —b_l—2au’
dle toho, je-li 1 —2au =0, dostaneme rovnici ellipsy a hy-
perboly

2 2

@ Yy
el

Vyloudfme-li % z rovnic (8), bude
+ 0% = aa,

z kterézto znamé relace plyne jiz diive uvedené sestrojeni stiedu
krubu kiivosti ve vrcholu ellipsy nebo hyperboly.

2. Geometrické reSeni. BudiZ rovina kruhu K., primétnou

7w (obr. 1.) a kruZnice stopou plochy kuzelové, jejiz vrchol o
mé svij primét v bodu O. Polozme osou OY rovinu ¢
rovnobézné s piimkou oP, kterd md svou stopu na primétné
v bodu P. Pimkou PQ a vrcholem o urtend rovina sece
rovinu ¢ v pifmce Qm,n, rovnob&iné s oP a touZz rovinou
protnuta jest plocha kuzelovd v piimkdch oM, oN. Body m,, n,,
v nichz Qm,n, protind piimky oM, oN, prtindleZeji kuZelosetce
K., .o Ve které rovina ¢ sete plochu kuzelovou. Jezto QM,N, jest
pramétem piimky Qm,n, a jezto pfimky oM, oN majf své priméty
v pifmkdch OM, ON, jest geom. misto bodd M,, N, primétem
K, v kuzelosetky K, ~a tedy téz kuzelosetkou, kterd jest
s kruznicf K,, v centrilné kollineaci dle osy OQ a stfedu O.

Rovina s primétnou rovnobéind necht protind plochu
kuZelovou v kruZnici K, a rovinu ¢ v pfimce h¢ rovnobéiné
se stopou OQ roviny 9. Roviny OoP a ¢ sekou se v pfimce
Oa, rovnobézné s oP. Pifmka Ai¢ a kruznice K,, maji spoletné
dva body &, i, které jsou dle pfimky Oa, soumérné poloZeny
a kuZelosetce K, nilezeji. Protoze pfimka ki jest rovnobéZna
s primétnou 7, jsou priméty H, J bodd 4, ¢ soumérné sdruzeny
dle osy oP a ndlezeji primétu K, , kuzelosetky K, .. Bod O

‘ 11*
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jest jednfm vrcholem kuzelose?ky K,, . , druhy vrchol A, jest
v centr. kollineaci s bodem A, v némz OP a K, se protinaji.
Spojime-li tedy bod V, v némz AM osu kollineace OQ sete,
s bodem M,, protne spojnice tato osu OP v druhém vrcholu
A, kuzelosetky K, .

Teény stejnolehlé v bodech M, M, protfnaji se v bodu
samodruzném L na ose kollineace OQ. Jezto trojihelnfk OMV
jest pravothly a LO, LM jsou teény kruhu K, ., jest

LO=LM =LV.

Tim jsme geometricky dokdzali zndmou vlastnost:

Tetna kuzelosetky pilf ¢ast tecny omezenow jednim vrcholem
a bodem, v mémé primka, spojujici druhy wvrchol s bodem do-
tyénym, protind teénu vrcholovow.

Je-li kuZelosetka parabolou, jest A, v nekoneénu a ptimka
M,V jest s osou paraboly rovnobéZna.

Diive jsme seznali, Ze kruZnice K, md s kuZzelosetkou
K,,, dva body spoletné h, 7 a Ze i jeji prﬁmét K, protind
kuzelosedku K,  ve dvou bodech H, J, které jsou priméty
bodd b, <. Kromé toho dotykd se kruznice K,, kuZelosetky
Ky, Ve vrcholu O. Splyne-li vSak rovina kruhu K,; s primétnou,
stotozn{ se kruh K,,, jakoz i jeho primét K,, s kruhem
K.y, PHmky Ai, HJ splynou s osou kollineace OQ a body H, J
s vrcholem O. Kruh K, a kuZelosecka K, . majf tedy ve
vrcholu O styk étytbodovy a proto jest K, kruhem k¥ivosti
kuZelose¢ky K, 5 ve vrcholu O. Snadno lze nahlédnouti, Ze
piimka LS stOJi kolmo na tetivé OM a AV na tetive OM,,
protez:

Vedeme-li v kterémkoliv bodu M, kuselosecky teénu LM,
a? k bodw L teény vrcholové OQ, a spustime-li s bodu L kolmics
na tetivw OM, bodu dotyéného, jest prasecik S této kolmice s osou
hlavni kuZeloseCky stiedem kruhu krivosti ve vrcholu O.

Spojime-li kterykoliv bod M, kuZelosecky s jedwim vrcholem
A, primkou A, M, a spustime-li s bodu V, ve kterém AM, a teéna
druhého vrcholu se protinagi, kolmici na tetivu OM,, protne kolmice
tato hlavni osu v bodu A a useka .OA jeSt primérem kruhu
kriwosti kufelosecky ve vrcholu O.

Rovina poloZend pifmkou oP rovnobéiné s rovinou ¢ mai
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v primétné = svou stopu v pffmece PU (iibéZnici) rovnob&zné
s 0Q. Mé-li ubéZnice s kruZnici K, spoletné dva rdizné body
imagindrné, dva body v jediny bod A splyvaji aneb dva rizné
body realné E, ¥, jest kuZeloseCka K, , ellipsou, parabolou
nebo hyperbolou.

Je-li kuZelosetka ellipsou, jest tetna PB krnZnice K,
v bodu B v centr. kollineaci s teénou vrcholu B, a proto
prisecik R téchto teten lez{ v ose kollinearné OQ. Jeito body
B, a R jsou zvlastni polohy bodd M, a L, jest RS kolmo na
OB, a na tom zaklidd se sestrojeni stfedu kiivosti S.

Pti hyperbole jest tetna kruhu K, (obr. 2.) v bodu E
v centr. kollineaci s asymptotou hyperboly, ktera jest s pfimkou OE
rovinobéZzna a prochdzi bodem T, ve kterém teéna osu kolli-
nearnou OQ sefe. V tomto ptipadé jest bod T vyznaénou polohou
bodu L a ptimka OE vyznatnou polohou pfimky OM,, proceZ
protind kolmice v bodu T na asymptotu postavend realnou osu
hyperboly ve stfedu kfivosti S.

II. Jest dan kruh K, na jeho priméru OA kdekoliv bod P
a teéna AQ. Bodem P vedend primka proting krufnici K v bodech
M, N a teénu AQ v bodu Q. Nalésti geom. misto bodiu M,, N,
v nichZ primky OM, ON protinaji primku, jdouci bodem Q
rovnobééné s OA.

Reseni. Zvolme O za pocdtek, OA za osu X pravoihlé
1

soustavy soutadnic a znamenejme OA = 2a, OP = p = ik

Rovnice kruhu a p¥fmky MN jsou

(1) 2?— 20z 4 y* = 0,

®) wr +ovy—1=0,
kdez w, v znad{ pievricené hodnoty tsekd, které pfimka MN
na osdch OX, OY utind.

Rovnice pfimek OM, ON obdrzime, udinime-li rovnice
kruhu a piimky MN pomocnou promémnou stejnomérné a vy-
loutime-li tuto proménnvu z obou rovnic. Rovnice piimek
zminénych bude

3) x? + y* — 2ax (ux + vy) = 0.
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Polozime-li v rovnici (2) x = 2a, obdrzime rovnici p¥fmky

MN
o vy =1— 2au.

Vyloudime-li z této rovnice a rovnice (3) proménny pa-
rametr », nabudeme rovnici

x2?(1—2auw)+y*—2a(1 —2au) 2z =0,

kterd jest rovnici geom. mista bodd M,, N, a znadf kuzelosetku.

Obr. 3.

PoSineme-li nyni potdtek O do stfedu o kruZnice K, ne-
zménice sméry os soutadnych, t. j. piSeme-li v rovnici posledni
(z 4+ a) misto x, dosp&eme po nékolika redukcich k rovnici

22 (1 —2au) + y? = a*(1 — 2au)
aneb

@ y* —
@ T i—2anar !

a polozime:-li (1 — 2aw)a* = + b?,

obdrz{me
x? 2
4) St .by_, =1
. . ellipsa
Geom. mistem bodd M,, N, jest tedy hyperbola dle toho,

je-li 1—2au=0.
Je-li w kladné, jest

1
o 9g=
” 2a =0
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¢ili p—2a=0
aneb p=2a.

LezZi-li tedy bod P mimo kruh v prodlouZeném priméru
OA, jest geom. mistem ellipsa, nalezd-li se v8ak bod P na pri-
méru uvnit¥, jest geom. misto hyperbola.

Je-li u zdporné, jest i p zdporné a vyraz (1 — 2au) kladny,
protez jest vidy geom. mistem ellipsa, lezf-li bod P v pro-
dlouzeném priméru AO. -

Polozime-li do rovnice kruhu

2 —2uax+y*=0

x:p:%, bude

Vz‘_au—l
= +
y - %
y ; ~ b
tedy —y—:iii, l:i—b—
x a x a

znal{ ptimky rovnobézné s asymptotami kuZelosetky (4). Piimky
dottené spojuji potitek O s body C, D, v nichz kolmice posta-
vend v bodu P na OA kolmo, sete kruZnici danou.

2. Geom. reSeni. Rovina kruhu K budiZ primétnou = (obr. 3.)
a O primétem vrcholu o plochy kuzelové, jejiz stopou v pri-
métné « jest kruznice K. Body P, Q méjme za stopy rovnobéznych
ptimek oP a m Q majicich své priméty v pifmkdch OP a M,Q.
Primku PQ, kterd kruznici K sele v bodech M, N lze miti za
stopu roviny ¢ piimkami oP a m,Q poloZené. Rovina ¢ proting
plochu kuZelovou v pifmkdch oM, oN a pifinky tyto sete pfimka
m,Q v bodech m,, n, které jsou zdrover priseéiky pfimky m,Q
s plochou kuzelovou. Jeito OM, ON. M,Q jsou priméty ptimek
oM, oN a m,Q, jsou i body M,, N,, v nichz M,Q sete piimky
OM, ON, priméty bodi m,, n,.

Polozime-li pifmkou AQ rovinu ¢ rovnobéiné s piimkou
oP, bude ¢ obsahovati téZ pfimku m Q a jezto m,, n, jsou
dvéma body spoletnymi roviné ¢ a ploSe kuZelové, jest geom.
mistem bodd m,, n, prisek roviny ¢ s plochou kuZzelovou
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a geom. mistem bodd M,, N, pramét tohoto fezu. Nyni jest
patrno, Ze hledanym geom. mistem jest kuzelosetka.

Rovina poloZend vrcholem o plochy kuZelové rovnobézné
8 rovinou ¢ sete primétnu z v piimce CD, jdouci bodem I’
rovnobézné se stopou AQ. Md-li tedy pifmka CD (ibéznice)
realné

a kruznice K dva. ~—.°,
imagindrné

body spoletné, coZ nastane tehdy,
je-li bod P I:I:Iﬁ;t;‘ kruhu K, jest prisek kuZele a tedy i hledané
hyperbolou

ellipsou. :

Zéaroveil pozndvdme, Ze kuZelosecka a kruznice jsou v centr.

kollineaci dle sttedu O a osy AQ.

geom. misto

III. Bodem A (a, 0) jdouci dvé primky wréwji na ose souiadn®
OY body B (0,b), C (0,—b). Poldtkem O pravouhlyjch souiadnic
vedeny paprsek OM seée primkuw AB v bodu M, a primku AC
v bodu M,. BudiZ OM = ¢, OM, = ¢,, OM, = g,.

a) Nalézti geom. mista bodu M, je-li

0 = 0,05}
1 1 1

T e el

b) Jaké jest geom. misto bodu, v néméZ se nalezend geom.
mista protinagi, je-li a stdlé a b proménlivé?

Reseni: Ptimky AB a AC maji rovnice

_z y __
AB = -+ 5= 1,
=2 Y _
AC= a b= 1.
Jeito bod M, (x,, y,) lezi v pifmce AB a M, (x,, .,)
v piimce AC, jest

%
a 5 b =1,
X _ Y _
a b

Zvolime-li O za pol, OX za osu poldrnou a ¢ za odchylku
paprsku OM od osy OX, bude
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T, =0,0089, Yy =¢sng,
r, =0,0089, Y, —=0, Sinq)a

procez
o5 sngl
. ()] ( a 1— b )—" l’
cosg  sing)
) ( a b ) =1.
1. Podminku prvnf lze téZ psdti
111
700
2 o2
i bude 37, = (—308, E szq)
0* a’ b
2h2
aneb 0? 5%

T b¥cos’p —a’sin*ep
Tim jsme obdrzeli poldrnou rovnici geom. mista bodu M.
Piejdeme-li k souiadnicim pravoihlym, uZitim transformacnfch

vzorci cos ¢ = % , sing = %, obdrZ{me

©) bix® — a’y? = a®b? .
Z rovnice této, jakoz i z rovmnice poldrnf jest patrno, Ze
geom. mistem bodu M jest hyperbola.
2. Podirfnka druhd
1 1 1
A/ i %
4 0, 0
vede nds k rovnici

1 _ 2singcos g

ot ab
S ab
L = Zsh P COS @
a prejdeme-li k soufadnicim pravoihlym, bude
(2) . zy = % ab.

Geom. mistem bodu M jest rovnoramennd hyperbola, majicf
osy souradné za asymptoty.
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3. Vyloutfme-li & z rovnic (1) a (2), dosp&jeme k rovnici
trettho mista geometrického

z=+a|tEV2
Geom. misto sklidd se ze dvou realnjch a dvou imagi-
narnych pifmek s osou OY rovnobéZnych.
Pozndmka. Obdobné lze tesiti tdlohu, je-li

zl,—gzg-ﬁé, e*=eoi to;, o:eliog,—:,—:—i:t—é-

IV. V dhiu XOY jest ddn bod A; md se vésti v daném sméru
pricka XY tak, aby souéet AX+ XY rovnal se dané délce a.*)

Reseni: Budiz XY pritka hledand a AX + XY —a.

Prodluzme AX o XZ = XY a sestrojme k trojihelnfku
XYZ podobné polozeny trojihelnik X X Z, dle bodu O tak,
aby XY, = X,Z, = a. Protoze AZ a X,Z, jsou rovnobéziny
a stejny, jest paprsek OZZ, s AX, rovnob&Zny. Nyni zndme
pro Z dvé mista geometrickd a to OZ, a kruZnici ze sttedu A
polom®em AZ — a sestrojenou, protez lze bod Z, jakoz i AXZ
sestrojiti a XY v daném sméru vésti.

Obr. 4.

Sestrojeni: Vedme piimku OD v daném sméru YX
a uditime OD = a, bodem D jdoucf rovnobézka s OY sece OX
v bodu X,. Sestrojme vrcholem O pifmku OZ, rovnobézné s AX,
a ze stiedu A polomérem a kruZnici k. Je-li Z prisetikem

*) Ve zvld§tuim pifpadé mbize A leZetia rameni OY (Viz Petersen,
Methoden u. Theorien ete., ul. 186.)
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kruZnice % s polopaprskem OZ,, protne pfimka AZ rameno OX
v bodu X, kterym lze vésti pfitku XY ve sméru daném DO.

Dikaz: Dle sestrojenf jest pFitka XY sméru daného,
polopaprsek OZZ, jest s AX, rovnobéZny a AZ — a. Vedme
rovnobézné X,Z, s X7 a XY, s XY. V rovnobéintku AX,Z,Z
jest

X2, =AZ = a,
XY, =DO =a,
tedy XY, =X/Z,.

Z podobnych trojihelniki XYZ a X,Y,Z, plyne
XY:XZ=X,Y,: X,Z, =1,

prodez XY =XZ
a jezto AX 4-XZ = a,
jest téz AX 4 XY —a,

coz bylo dokdzati.

Omezeni. Sete-li kruznice K polopaprsek ve dvou bodech,
v jednom aneb v Zddném, md tloha dvojf, jedno anebo Zddné
feSenf. Dotykd-li se polopaprsek kruZnice, jest jenom jedno
reseni.

Obr. 5.

Druhé 7edeni. Ptricka v daném sméru vedend protinejZ
ramena OX, OY v bodech X, Y tak, 7e AX ++ XY =a. Pro-
dluzme AX o X7 = XY a k trojihelnfku XYZ sestrojme ktery-
koliv stejnolehly trojihelnfk X,Y,Z, dle stiedu O a osy homologie
(kollineace) AB rovnobézné s XY. Budiz B priisetfkem stejno-
lehlych stran YZ a Y,Z,. Jeito piicka XY jest rovnobézina
s AB, jest
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AB:AZ =XY:XZ =1,
proéez AB =A7Z = a.

Poloha bodu B jest tedy danym smérem a délkou AB—a
urtena. Nyni jest patrno, Ze trojuhelntk X,Y,Z, lze snadno
sestrojiti a ze OZ, jest jednfm geom. mistem pro bod Z. Druhym
geom. mistem bodu Z jest kruznice sestrojend ze stiedu A po-
lomérem AZ — a. Misty témito jest urlen vrchol Z trojihelnika
XYZ, jehoz dalsf dva vrcholy X, Y snadno lze sestrojiti.

Rozborem piede$lym vedeni jsme k ndsledujicimu sestrojeni:
Vedme AB rovnobézné s XY a utitime AB = a. Sestrojfme-li
v Gthlu XOY kteroukoliv ptfcku X Y, s AB rovnobéznou, protnou
se AX, a BY, v bodu Z,. Sete-li kruznice, ze stfedu A polo-
mérem AB = a sestrojend, polopaprsek OZ, v bodu Z a je-li X
prisetikem piimky AZ s ramenem OX, a Y prisetikem pifmky
BZ s ramenem OY,, jest XY ptickou hledanou.

Kolik feseni vyhovuje tloze, lze poznati jako pfi fesSenf
predeslém.

V. Sestrojiti kruh, ktery se dotykd kruhw daného a dvou
primek danych.

Obr. 6.
BudteZ ddny dvé pfimky, na pf. tetivy A’B’ a C’D’ v kruhu

k. Kruh % necht se dotykd kruhu daného % v bodu S a tetiv
A’B’, C’'D’ v bodech M’, N’. Povazujeme-li S za neznimy bod
podobnosti, protnou paprsky SM’, SN’ kruZnici ¥ v bodech M,
N stejnolehlych ku M’, N”. Te¢ny krubu % v bodech M, N pro-
tinajf se v bodu O stejnolehlém ku prisetiku O’ pifmek A’B’,
C’D’. Paprsek podobnosti OO’ protind kruh % ve hledaném
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bodu podobnosti S. Znajfce nyni vod S, midZeme ku zndmému
bodu dotyénému M sestrojiti stejnolehly bod dotyiny M’ kruhu
k’, odkudZ sestrojeni kruhu 4’ jest patrné. PFi neomezenych
ptimkdch, md dloha 8 feSeni. K téZe konstrukei prichdzi Machovec
vztahy prostorovymi ve ¢linku ,O uloze Apollonické v deskrip-
tivni geometrii. (Pdtd rocui zpriva obecni vyS§f realné Skoly
v Karling za 8k. r. 1879., str. 10.)

Ulohy.
Uloha 17.
Najdéte soucet cisel mezi 1000 a 2000, kterd nejsou déli-

telna ani 2ma ani 5ti.
Prof. Ad. Mach.

Uloha 18.
Mezi éisla 3 a 18 vloZte dvé éisla, aby z téchto étyr Cisel
proni i tvorila radw geometrickow, posledni tri radu arithme-

tickou. Ty3.
Uloha 19.
Sectéte
100* — 99* + 98> — 97? + ... 4 2¢— 1%
Tyz.
Uloha 20.
Sectéte n clendt rady
3+33+4+3833 +3333+....
T3,

Uloha 21.
Kolik let jest osobé, jejif stari rovmd se letos souctu éislic
onoho roku, ve kterém se narodila ?

T3,
Uloha 22.
V néjakém mésté umird roéné _;T obyvatelstva, jez bylo
- ) .
na poédtkw roku; 60 téhoi obyvatelstva roéné se marodi. Za

kolik rokd se zdvojndsobi obyvatelstvo tohoto mésta?
Tyz.
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Uloha 23.
Dokdzati, Ze pro m a n magjici stejnd oznadent jest

V2m? 4 2n* 4+ 12mn — 2 Ymn = m + n.
Prof. Dr. Ant. Pleskot.

Uloha 24.

Dokazati, Ze pro realnd x v poctu n jest
nXE 2= (Zx)s
Tg%.
Uloha 25. )

Do trojuhelnika abe vepsati jest trojuhelnik a’b’c’ tak, aby bylo

ab’ = ac’, be’ = ba’, ca’ = cb'.

Jsou-li a, B, y uhly trojuhelnika abe, kterou velikost maji
whly trojuhelnika a’b’c'? (Vrchol a' leZi ve strané be, b v ca,
¢ v ab). Red. A. Strnad.

Uloha 26.

Nad stranami trojuhelnika abc sestrojeny vné trojuhelnika
abe trojuhelniky rovnostranné abe’, bea’, cab’. Dokazte, Ze
a) spojnice aa’, bb’, cc' jsow stejné,
b) protinaji se v jediném bodé,
¢) tvori pravidelny svazek trojpaprskovy.
T3,
Uloha 27.
Dokadzati jest vatahy ulohy predeslé pro pripad, kdy# vrcholy
a,a’ ledi na téde strané pfimky be, vrcholy bb na téle strané
primky ca, vrcholy c,c’ na téde strané primky ab.
Tyz.
Uloha 28.
V' trojuhelniku rovnoramenném budi? BC —= 2a podstavou,
AD = v vyskow.
Uéitime AE —v—a na AB,
AF =v -+ a na AC;
dokdzati jest, ¥e pricka EF tvori s podstavou BC dhel 45°.
Prof. V. Jeidbek.
Uloha 29.

Sestrojite ctyrvhelnik ABCD, jsou-li ddny jeho strany AB,
BC, CD, uhlopricka AC a délka pricky EF, kterd spojuje stredy
E, F uhlopricek AC, BD. Tg3.
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Uloha 30.

V pravidelném n-whelniku P jest vrchol A spojen se stiedem
M strany BC, wrchol B se stiedem N strany CD, vrchol C se
stredem O strany DE atd. Primkami AM, BN, CO, ... omezen
jest pravidelny n-vwhelnik P’, jeho wvrcholy jsou P, Q,...
Je-li a stranou, o whlem n-vhelnika P, jest
. nma® , a (1—2cosa)? ’
L R ey e
Jakow hodnotu md P’ pro n =23, 4 nebo 62

) Prof. V. Jetdbek.
Uloha 31.

Primému trojbokému hranolu jest vepsdna koule vech stén
se dotykajici. Jak wveliky jest krychlovy obsah hranolw, jsou-li
ddny ihly podstavy

o = 62°42'30", f = 44°16"12"
a polomér r = 51429 kruhw podstavé opsaného?
Tyz.
Uloha 32.

Ddn jest pravidelny osmistén o hrané h a bod majici od
stredu jeho vzddlenost k. DokaZte, Ze soucet zétvercovanych vzdd-
lenosti bodu toho od vrcholid osmisténu jest

S = 9h* 4 6k= 5
Red. A. Strnad.
Uloha 83.

Jsou-li a, b, ¢ délky hran pravouhlého rovnobéZndsténu
a k vzddlenost bodu néjakého od stredu rovnobéinosténu, ktery
Jest soucet zétvercovanych vezddlenosti bodu toho od vrcholi rov-

nobéznosténu 2
] : Ty,
Uloha 34.

Bodem (3, 6) vésti primku tak, aby trojuhelnik omeseny
osami X, Y a touto primkou mél plochu minimdini.
) Prof. Dr. Ant. Pleskot.
Uloha 3.

Do Ctverce o strané a vepsdny jsou C&tyry paraboly, které
dotykaji se vidy dvow a dvou stran &tverce ve vrcholech. Spo-
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Jime-li primkami praseéné body téchto parabol, dostaneme Cteeree.
do néhoz vepsdany opét paraboly. Pokraéujeme li tak ddle, jak
velky jest soucet ploch vsech étverci?
, Prof. Dr. Ant. Pleskot.
Uloha 36.

Do ellipsy jest vepsdn kruh stFedem prochdzejici. a) Juk
velky jest polomér kruhu toho, jsou-li a, b poloosy ellipsy?
b) V kterém poméru jsow osy ellipsy, md-li kruh vepsany linedrnow
vystrednost za priamér?

Prof. V. Jeidbek.
Uloha 37.

Ustanoviti jest plochu rovnobéinika omezeného tecnami kol-
mymi k asymptotdm hyperboly b*z* — a’y* = a’b”.
Red. 4. Strnad.
Uloha 38.

Ddna jest hyperbola b2x* — a*y® == a*h*; v ni vytéeny body
proté)si
m ("’71-. ?/1)’ n (—-xl’ —?/1)'
Bodem m vedena primka M kolmd k jedné asymptoté, bodem n
primka N kolmd ke druhé asymptoté; které jest geom. misto
priseéiku p primek M a N?
T4
Uloha 39.
V rowre barometrické o prirezu 1 cm?® stoji rtut do vyse
75 ¢m; prostor prdedny nad rtuti obndsi 10 cm. Jak klesne
sloupec rtutovy, kdyZ vnikne do roury 1 cm® veduchu?
Prof. Dr. Ant. Pleskot.
Uloha 40.

Uhel inklinaéni magnetky na jistém misté jest i. Zavésime-li
na konec nad horizontem vycnivajici m grami, uzavird magnetka
whel o« s rovinow wvodorovmow. Jaké zdvaZi nutno zavésiti, aby
magnetka stala horizontdlné?

Ty,

—— P — —



Vyéisleni jistyeh Eulerovych integrali
neomezenych.

Augustin Panek.

(Pok‘rnéa\'ﬂ.ni.)
VI. Cheeme-li vyéisliti integril
dx

(1) V:/—

2n !
(a +brm)Yaz 4 bxn
poloZime zase

in

@) Va"(a + 2bx") = pe,
z kteréz rovnice plyne

(3) a —+ bz = p" an
aneb délenfm z” :
axr—" 4 2b = p>.

Kdyz tuto rovnici differencujeme a krdtime x, dostaneme

—azr—"1dx = 2p™1dp,
tedy

4) de — — %— zr Pp—ldp.
Z rovnice (3) jde piimo
®) a -+ bz = — x*(b — p**).

Dosadime-li (2), (4) a (5) do predloZeného integrilu, na-
byvéd tvaru integrdlu differencidlu raciondlniho

dx 2 p,p»idp
(1) on =— | T
f(a tber)ar(a ok J5=

12
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Jest-li
a=—1,b=1,
obdrzime
@ e . p2dp
(6) f Zn_ﬁ__ - 2 ‘/\ 1 ____p‘ln *
(1 — 2"){2z" — 1

Kdybychom chtéli integral (6) vyéisliti ptimo, kladli bychom
dle substituce (2)

in
Vo —1 = pYx .
VII. Integral tvaru
dx
M Vor oo B
(a Fbx")Va? + 3abe" + 3b*x™
vyéislime, zavedeme-li novou proménnou p rovnici

n

(2) Va* + 3abx™ + 3b*x™ = px
aneb
(Qr) . a'z _{_ 3@()‘13" + 3b'.‘w‘.!n — p:m w.’in'

Z této rovnice stanovime dx, délime-li ji predevsim a3,
takze
a3 4 3abe—" —+ 3b%e—" = p",

nadez obdrzime
(azx—an—l + 2abw~-2n—-1 + b2x-—n~—l) dil: —_— pﬁn—-ldp
a ndsobenim celé rovnice x** ' povstane

(a® 4 2abx + bx*) de = — a3+ p3—1dp,
z teho

3) de =

man-{—l 3n—1
(T by
Dosadime-li hodnoty z (2) a (3) do (1), bude

dp.

wﬁln p3n—-2

@) AV =— s do.
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Vzhledem k rovnici (2’) lze ve vzorci (4) jmenovatele
upraviti takto : ‘

5) (@ + bx")® = a(a® + 3abx™ |- 3b%x") -} b
) — apan x3n + bswan
=z (ap* + b*).
VloZime-li tuto hodnotu do (4), vylout{ se tim pivodni
proménnd i nabudeme

@) iv=_ 2

TP Fap’
tudiz V neboli

1) f _ dx . :_sz)3n—’dp )

8| min
(@ +-bam) Yo |- Babar - 6% +ap
Jest-li
a=b=n=1,
dostaneme integrdl
(6) f 5 ﬁ_*_,,, = 1%%‘ Y)
1+ x)V1+ 3z + 3«7

*) Kdybychom do integrdlu

V= / &4

3 ——
(1+2)V 1+ 3z + 32
kladli
r
x = 1— P )
vznikl by z ného integral
Vi=p

A tento integrdl moZno vydisliti zavedenim vytéené typické sub-
stituce

() © Vi—pi=py,

znamend-li « novou proménnou.
Ztrojmocnime-li rovnici («) a délime-li ji p% vzejde
p % —1 =ub,
12¢
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VIII. Abychom vyéfslili integral
dx

1 V=

in (]
(a+ba") Va® + da%bxn | Babc™ | 4bPx™

zavedeme podobné jako difve substituci téhoz tvaru, pisice

in

(2) R = Ya? -} 4a%ax” |- 6ab’>™ + 4b%c™ — per,

kdez pro jednoduchost oznatujeme piislusnon odmocninu pis-
menem R.

Povysfme-li tuto rovnici na 4n a délime-li ji pak ='*, na-
budeme

ala—n + 4a%x—" 4 6ab%c— - 4b%c—" = p*».
Differencujeme-li a krdtime-li ihned — 4n,
(@®x=1 | 3a®br—"—1 + 3ab’z— -1 4 bl N)dx = — p"dp
a zndsobfme-li celou tuto rovmici x!"t+1, vzejde

(a® + 3abx" + 3aba™ | bPxin)dx = — a'"tipin-1dp,
z tehoi ‘
intl pvln—l

3) de = — TES o dp.

z ¢ehoz differencovanim a krdcenim 3, vznikne

— . 4dp = u'du,
a tedy
#) ‘ dp = — ptu’du.
Vlozime-li hodnoty z («) a (8) do_v posledniho integrdlu, bude
AV = — phudu.
Vzhledem k substituci
1

—ifw

udu
== It

coz jest tvar integrdlu differencidlu raciondlntho (6).

ps

nabudeme
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Klademe-li hodnoty z (2) a (3) do (1), dostaneme

4An pin—2
ity 4

PrihliZejice k rovnici (2), miZeme ve vzorci (4) psdti jme-
novatele
®) (a +bxe™)' = a* 4 4a’ba” + (Ga®h?*xe®™ -+ 4ab’z’" + bixt
— (LR‘" + b4mm
= w4n (ap4n.+ b-t)
Dosadfme-li tuto hodnotu do vzorce (4), bude
in—2
@) Wzt g

bt + ap™
a tedy V neboli

’ dx _ p4n—2 :
coZ jest opét tvar integrdlu differencidlu racionilnfho. V:tomto

vzorci integrdlnim znamend ov8em R odmocninu vyjddienou (2).

Prihlédneme-li k integrdlim (1) v odst. I, VIL. a VIIL,
je z nich patrny zdikon, jak moZno integrdly vytéenych typl
pifmo napsati jako integrdly differencidld raciondlnich.

IX. Integrédl tvaru

(@) V= f : 7 e

(a -} bav) V(aﬂ;bﬁ‘)’i‘-ﬂ%

vytislime, poloZice zase

in

@) V(a -+ by — blair = px
aneb
(2) (a4 ba*) — bigin = pugin,

Délime-li celou tuto .rovnici x**, bude
(aw—n + b)} ' b). — p).n’

coz differencujeme a krdtime ihned in,
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—a (ax—" b) _{__l—-lw—n—ldw = p’ﬂ——l@’

z tehoZ
_ x1n+lplu——l

Vlozime-li hodnoty z (2) a (3) do integrdlu (1), vzejde

) av=— -a—g%%,— dp .
Dle substituce (2’) viak jest
) (@ + b2y = @ (b 4 p*)
a tato hodnota, vloZena do vzorce (4), proméni jej v

pln—de
4 AV=— = =
( ) a (b? + p/.n)
a proto V, t. j.

dx 1 pi.n—-2
) LB g

1) In b in 4P »
( f(a + by V@ F ooy — o “ f T

coZ jest opét integrdl differencidlu raciondlniho.

§

Jeli A= 2 , jest
. n

(6) = Y, od
2 e a 2
(a+bx”)Va+bx”)” —bna? b | p*
-
brzx
:—11— arc ctg —1—)1— = ~-‘1— arc tg ==
ab" b  ab"™ (@ ba™)» — bna?

Klademe-li do vzorce tohoto podobné jako Euler n —4,
a—=>b=1, obdrifme integril

dz x
—=== = arc tg — === )
(1429 Vi 4 o97— o2 Vit 097

*) Integrél tento lze vyéisliti téz takto:

Q)
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a poloZime-li v témze vzorci n =6, a = b =1, dostaneme

dx x

@8 [ —- e 5 T IE
f(t o9 Vit 4 a5 —a Vot pays — o

Integral (6) odst. L. neni obsaZzen v integralnim vzorei (17),
jezto nelze tu upraviti pifisluSnou odmocninu na realny tvar
2n

Y2z* — 1. Udélime proto integrilu (1’) podobu, aby byl integrl
(6) odst. L zvldstnfm jeho piipadem, coz vytkneme v odstavei
ndsledujicim.

X. Chceme-li vyéfsliti integrdl

I B -,

n
(haen —k) Yhiahn — (har — ky*

lze toho podobné dosici substituci

n

@) Vi@ = (ha" — kY = pa

Klademe
x

e
1
V(l + a%)? —o?
a differencujeme-li tuto substituéni rovnici,

dz — i

(2)

~y
2

VI 1ot [(1 -|-a>‘)'% —~a:2]

nacez, sestrojime-li vyraz

1 _ @ —|—m‘)i—az“
e Ji—at

(b)

obdrzfme ndsobenim (a) s (b)
dz dx
1+ a9 V1 + a9f — 2

1422
a integrujice obé strany, dosn&jeme ke vzorci (7).
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aneb
(29 o — (ha™ — k) = p*»a,
Délfme-li celou tuto rovnici x**, vzejde
W — (h — k") = pin,
a piimym differencovdnim dostaneme, kritime-li ihned An,

— (b — kx=) kxe—""'de = p*~1dp,
z &ehoz

3) de =

M J,lp/'.n——l

ke —R P
Dosadice hodnoty z (2) a (3) do (1), nabyvdme

mi.n n—2

4) _ av = — T O b dp.

Z rovnice (2') vSak plyne
(le‘” - k)f. — wln (h). . pi.n)’
coZz dosadime do (4), i bude

pln—zdp
’ e SN
@) W =—

Integrdl V jest tedy vyjddfen integrdlem raciondlnfho dif-
ferencidlu

dx 1 pin—?
(1) f in ——'Ic"/\ia’- ___'pzi.dp'
(ha — k) Yhrai» — (ha" — k)

Klademe-li tu A =% =1, A=2, obdrifme integrdl (6)
odst. I.

XI. Zvolme je3té obecn&jsi integrdl nez jest (1) v odst.
IX,, a to

1 V=

x"—1d

n T
(@ ba*) (@ F by — D]
Tu zavedeme op&tné substituci identickou s (2) odst. IX.
totiz




186

n
@ Vi@ oy —va™ =pe,
¢fmz se nezménf taméj$f rovnice (3), takZe jest v platnosti
w).n-|—1p/'.n—l
rrpE =l g
Vlozfme-1i hodnoty (2) a (3) do (1), nabyvdme

®3) de = —

mln pl'n—-m—-l

“@ ay = — _d (&m‘))_ dp

a vzhledem k rovnici (5) odst. IX. konecéné

% v=— P
@) =T AW
coZ vede k integrdlu V, t. j.
- xm—1dx _ 1 px»_m_1
(1) T b +p’" dp.

(a —+ ’l.’t") V[((l -+ hx"‘)’-__ bt w/.n]m
PiSeme-li — m misto m, obdrzime z (1‘) integrdl tvaru

Vi(e 4 by — e e print
: ‘ i
(()) /‘ xm+_](a 7+_ bxn) dm—— hl +p7n dp.

Pro m =1 obdrzime z (1”) zndmy integrdl (1’) odst. IX.
a z (B) nabyvame

©) /V(a 1- xn)i bla;'” *fb, pdp

7@+ ba) T
Klademe-li m = 4, dostaneme z (1’)
- ﬂ?"—]dx 1 pln—l—l
(M f == J + p)nd

(a + ba") Y(a + by — bizin
a z (D) obdrZime

bxn A bl ln 1 Zn-H—l
fV(a+ Vet gy L 2

&'+ (a 4 bar) ris p’ "
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V integrdlu (1’) miZe m byjti téZ tislo lomené. V piipadé,

Ze m — f—, jest predev8im pravd strana vzorce (1’)

[

1

L

aJ b -+pn

a klademe-li tu p =2, dp = B#f-1dz, nabyvdme integrdl dif-
ferencidlu raciondlntho, takze jest

‘ x%_ ldx ﬁ gc/n a—1
(9) _/ fin = /b’ T Z/""
(@ 4 ba) Y [(a I bay— bzxzn]u

XII. Vytislime nynf dilezity integrdl rizu obecného

ay v=fBasde 2 de
B, By "

V(@ + ba)" b»’v“’”)"‘
pfi temZ supponujeme, Ze «, B, m, n, r, 8 jsou Cisla celistvd,
kladnd nebo zdpornd a Ze w jest Cislo kladné nebo zdporné,
bud celistvé nebo lomené.

Zvolime nejjednodussi moznou algebraickou substituci, kla-
douce dle typické substituce, kterd byla pti vyéislenf piedchozich
integrdli zavedena.

2) Va F bz» = pa
aneb
@) a -+ bz = przxom,

kde p jest‘ novd integracnf proménni.
Délime-li rovnici (2’) «*”, bude
(2”) ax—en + b :pn,
z tehoz differencovdnim jde

a de __
0 o g =P

a jezto faktor dle rovnice (2“) rovnd se p” — b, jest
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dz
—a(pr—b) - =pdp,

a tedy
dr p~'dp
] o T e —b)"

Umocnime-li rovnici (2) na m, bude
V(@ -t bamy = praem,
z nf%Z obdrZime

2™ ‘ 1
4) - =

Vi foor P

Nédsobenim rovnic (3) a (4) dostaneme

wm—1 dx pn—m—ldp
®) — —— =0
Va foop @Y

Vyjddiime nyni prvni zlomek za integratnim znaménkem
jakozto funkei p, kdyz z rovnice (2”) plynouct

an —_— a
==
dosadime do vyrazu

N\ ¢ — .._.__.____aa -
® Ay = (A F A ]
= [A,(p"—b)* 4 Ay a) )
(pn — b)a'r

a dle tohoto jest pfimo vyraz

(@) (B, + Byatery = Bulp" — )+ B,al}

(p" — b)” '

tedy podil obou dd Zddany zlomek

® AEAeer (A —br el 1
(Bl + Bza‘ﬁ“"‘)' - [Bl(pﬂ _ b)/ﬂ1 + B)aﬂ]a U (pn . b)ar—/}l

Znésobime-li rovnice (b) a (8) a integrujeme-li, dospéjeme
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k integrdlu ptedloZenému, ktery jest vyjddfen integrdlem racio-
néln{ funkee p.dp, t. j.

(Al + Azxaam)r x"""—ldz
(B B xﬂom s " n -
g + 2 ) v(a + bx“m)m

L LIAG =B+ AaT  prmdp

=" %) B O+ BT (g —

(1)

PiSeme-li — m misto m, nabudeme z (1‘) integrdl

© (A Ay Vot b g,
(‘Bl _|_ B2xﬂam)s gomt1

_ 1 [Al(pn — b)u + Azan]'r pm+n—1dp

T e [B(p" —0F F Bt} (pr— )

Integralni vzorec (1‘) je tim pozoruhodny, Ze mozno
z ného dostati fadu integrdld zndmych, riznymi zpisoby vy-
tslovanych.

Klademe-li do (1‘) piedev§im « = =1, obdrifme jakozto
zvl4stni vzorec

(A] + Azxmn)r xom—1 dx
. (B + B wum)s ‘n
1 & V(a +bx(un)m

1 [ (ah, —bA, + Ay prmdp

(10)

a jest-li tu » =0, dostaneme
xom-1dy

(B, + B,a")*Y(a + ba*")
_ *14 (pn - b):—lpn—m—ldp_
@/ (aB,—bB, +B;p")y

Dosadfme-li dile m —=w=s=1, B, =1, B,=—1,
a == b =1, nabudeme

(11)

n—2
(12) f dx _ [P dp

n - 2_ ”
(l—a Vi F o g




Polozfme-li do (12) » =3 a pak » =4, obdrZime
zndm$ integrély

(13) f df — _.:f—g—p;‘%?*)
(1—2) V1§ °
a
w [t [
(1—azt )Vl F

Jest-li v integrdlnim vzorci (11)
m—ew=s=1, B, =1, B, =0,
dospéjeme k integralu
dx n—-2d
(15) . [ e
Va + ban

Pelozime-li tu n = 3, a=>b=1, vzejde

V1+x

piSeme-li viak » =3, a=1, b = — 1, bude

(1) S = [

g
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dva

coZ jsou zndmé integrily, z nichz druhy byl jiz vytéen na

str. 179.

1
*) Pii vyéisleni tohoto integrdlu klade se = -, &V novém integrélu

3 —
§ proménnou z zavidi se substituce V'1 +2°=p, éimZ nabyvime tvar in-
tegrdlu (13) na pravé strané uvedeného. Ale -tato dvojndsobnd substituce

jest v nasi obsaZzena, nebof dosadime-li z prvé substituce z:—m—do

substitice druhé, povstane ‘ndmi uZivand charakteristickd substituce,

3
V 14 o® =pr, kterou mozno tedy integrdl ten pifmo vydisliti.
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Ostatné integrdl (15) ndlezf k integrdlim binomickych
differencidlii, které se pi8i v obvyklé formé

f 2" (@} bamy da.

Aby takovy integrdl mohl byti racionalisovdn, supponuje
se, jak zndmo, Ze

" + anebo T—_{—n—l +»

jest ¢islo celistvé, kladné nebo zdporné.
Z téchto dvou method vede patrné drub4 k cili, nebot
vzhledem k integrdlu (15) jest

a proto vyéislenf téhoZ integrdlu vyZaduje substituci
Va + bx" = px.
Klademe-li do vzorce (11) @ = —‘12—, bude

18 wz_dw . (p _bllnm—ldp
as) f O =—3f (B, — 0B, + Bp")y

(B, -+ Bzac%)' \/(a + bm

a je-li pak m =1 a » nahradime-li 2x, nabudeme
dx
2n________
(B, + B,z Vw" (@ + ba™)

— pﬂn_bn— 20— 2dp
2 (aB, —%B, + Bp™) °

(19)

Kdyz tu misto b napfSeme 2b a s—1, B, —=a, B, =2,
obdrzfme
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da _ 2 pn—2
Y e )
(@ + ba") Yo (a + 2bx")
identicky to vzorec s (1°) odst. VI. str. 177.

(Pokraéovéni.)

Osmotickd theorie c]ankﬁ koncentracnich, I.

Vyklada
Dr. 0. Sulc v Praze.

Pred nedlouhou doboa bylo v tomto ¢asopise ukdzdno *), kterak
na zdkladé modernfch ndzord o roztocich, zejména vSak na zd-
kladé theorie o povaze tlaku osmotického v roztocfch a rovnéz
theorie o elektrolytické dissociaci elektrolyti, rozpusténych v ne-
elektrolytech lze cestou nad mfru jednoduchou, zejména kdyZ se
pouzije thermodynamické obdoby mezi tlakem osmotickym a
tlakem plynt, dospéti k rovnici fundamentdlni pro nauku o ve-
Skerych zjevech tknoucich se vzniku sil elektromotorickych mezi
vodidi fddu prvého (kovy) a vodi¢i ¥d4du druhého (elektrolyty).

Zgkladnf ona rovnice, na misté uvedeném blize objasnéna
poddvd jednoduchy vyraz pro silu elektromotorickou = ve tvaru

Médme-li hned na mysli elektrodu zvratnou, jest P elektro-
lyticky tlak kovu, p osmoticky tlak kovu v roztoku elektrolytu,
n. potet ndbojii na jednom iontu soustiedénych, tedy veliCina
dle zdkona Faradayova srovnald s mocenstvim (valenci) iontd,
T absolutni teplota, konstanty pak maji obvykly vyznam, a sice:

R jest veli¢ina stild ze zdkona o plynech dokonalych, jejiz
hodnota jest v miie thermické

R =196 cal.,,
a ponévadz jest

*) Roé. XXVIL str. 12.
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1 cal. = 4:24 volt X coulomb,
jest v mife elektrické
R = 831 volt > coulomb;

&, jest stdld veliina ze zdkona Furadayova
&, = 96540 coulomb.

Zvratnymi pak elektrodami rozumime takové elektrody,
jichZ povaha se pii prevraceni pohybu iontdi neméni. Pifklady
jsou kovy v roztocich svych soli. Na pf. méd ponofend v roztok
sfranu médnatého, stifbro ponofené v roztok dusiénanu stifbrna-
tého. Bud elektroda vysfli kovové ionty v roztok, kov se roz-
poust{, aneb ionty kovové vylutuji se na elektrodé. Kdyz prvy
piipad nastane, ana jest elektroda soucdsti élanku galvanického,
v Cinnosti jsouctho, nastane druhy, kdyZ se ¢ldnkem propousti
proud opacného sméru, coZ jest vlastng v podstaté elektrolyse.
Jezto jest elektrolyticky tlak P kovu velicinou stdlou, jest pa-
trno, Ze elektromotorickd sfla takové elektrody zvratné zdvisi
jen na osmotickém tlaku p kovu v roztoku jsouciho. Pokud ne-
jdeme ku koncentracim p¥li§ vysokym, zistavdme tedy v oboru
roztokld dostateéné zredénych, pro néz plati jesté se Zzidanou
pfesnostf obdoba s plyny, jest osmoticky tlak timérny koncen-
traci roztoku, a tudiZ i elektromotorickd sfla na tom tlaku zd-
visld, jest funkei koncentrace iont. Clénky sestavené na téchto
jednoduchych zdkladech slovou éldnky koncentraéni, jichZ theorii
prvni rozvinul H. Helmholtz*). Ukolem ndsledujicich ¥4dkd jest
natrtnouti krdtce a pfehledné hlavnf typy téchto ¢lénkd i podati
theoreticky rozbor o nich.

Rozliseni typi élankd koncentraénich.

Vyjdéme zprvu od tvahy zcela obecného rizu. Predstavme
si, Ze spojeny jsou v Cldnek dvé zvratné elektrody, pro které
tudiz vzhledem k sildm elektromotorickym plat{ rovnice:

*) Helmholtz 1878. Wied. Ann, 3. 201,
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_ RT , P,
T ne, P "
®, = LU ! i3 ,

LT

kde pro jednoduchost jest ptedpoklddéna na obou elektroddch
stejnd teplota T a stejné mocenstvi kovi n, tamté.

Pfi nejjednodudsi této mozné kombinaci v ¢ldnek koncen-
traéni jest patrné a priori dvoj{ v podstaté rizny, ale vyznaény
pfipad moZny, a sice: ‘

1. Bud platf
pl :p}_':pV

to jest, osmoticky tlak kovu jest na obou elektroddch ¢ldnku
stejny, a sice o hodnoté p, za to vsak

P, =P,
rizni se od sebe tlaky elektrolytické kovi, aneb

IL. tyto tlaky elektrolytické jsou na obou elektroddch ¢ldnku
stejné
P=P, =P

o hodnoté P, kdezito tlaky osmotické elektrolytu {se navzdjem
riznf
P =Dy
ad I. Na prvy pohled by se mohlo zditi, Ze ptipad prvy
uskuteéniti nelze pii témz kovu, nebof tlak elektvolyticky jest
pro kazdy kov veli¢ina uréitd a stdld (jejfz hodnota pozdéji bude
vySetfena), kdezto vyslovend podminka vyZzaduje na obou elek-
troddch rizny elektrolyticky tlak kovu. Leé moznost vyhovéti
tomu poZadavku ddvaji ndm amalgamata kovi. Ziedénd amal-
gamata moZno povazovati za roztoky, kde rtut jest roz-
pustidlem, kov ldtkou rozpuiténou. Amalgamata rizné koncen-
trace predstavujf pak elektrody z téhoz kovu o riizném elektro-
lytickém tlaku. Elektrolytem jest roztok libovolné soli onoho
kovu, ktery ve rtuti jest rozpustén,
Mdme tudiz obecné schéma Z4dané kombinace toto:
13
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Amalgama kovu
ziedéné

Roztok soli
kovu

Amalgama kovu
koncentrované

Mohla by se poloziti otdzka, zda p¥i ¢ldncfch s am'algamaty
nehraje téz rtut dkol, to jest, zda elektrolyticky tlak jeji neptichdzi
k platnosti. Tomu nenf tak, pokud rozpoustime ve rtuti kovy
,méné uslechtilé®, jakymi jest vétSina kovi obycejnych, jichz
elektrolyticky tlak jest mensf nez elektrolyticky tlak rtuti, kdezto
jen kovy vzdcné, stifbro, zlato, platina a j. maji tlak elektro-
lyticky jeSté mensi nez jest tlak rtuti. A tu, jsou-li dva rdzné
kovy jakozto slitina v dotyku s kapalinou, piisobi elektromoto-
ricky ucinng jen ten kov, ktery md vétsf elektrolyticky tlak.
Méme-li na pt. slitinu zinku a kadmia jakoZto elektrodu, kte-
ré7to kovy jednotlivé oproti normdlnym roztokim svych sirani
ddvaji vznik potencidlnym rozdflim:

Zn|ZnS0, = -+ 0524 volt
Cd/CdSO, = + 0162 ,,

tu pii styku té slitiny s kyselinou sirovou ziedénou rozpoustf se
zprvu zinek, i obdrzime (téméi presné) z poldtku pouze elektro-
motorickou sflu zinku pifslu§nou. Teprve pozdéji poéne se roz-
poustéti kadmium. Jsou-li zinkové ionty v roztoku uz piedem
piitomny, kdyz tedy misto do kyseliny sirové notime slitinu do
roztoku siranu zine¢natého, nic se na véci neméni, i kdyby jejich
osmoticky protitlak zptsobil, Ze by se kadmium sndze rozpou-
§téti mohlo. Nebof jakmile piijdou kadmiové ionty v roztok,
srdZi se jich tolik na druhé elektrodé a nahradf se v roztoku
ionty zinkovymi, kolik jest za stdvajicf elektromotorické sily
mozno. ¥)

Aby duvaha byla jednoduchd nutno p#i ¢ldncich s amal-
gamaty predpoklddati je§té splnéni dalsich dvou podminek, jichz
oprdvnénost se vycit{ dle obdoby s dvahami thermodynamickymi.

Predné musf byti amalgama dostatetné ziedéné, aby

*) Podrobnou studii o potencidlnych rozdilech slitin kovovych v roz-
tocich soli kovovych piinesl M. Herschkowitsch, Zeitschr. f. physik.
Chem. XXVIL 123. — Ze rtut hraje v amalgamatech, pokud jde
o elektromotorické sily, tilohu pouhého rozpustidla, ukdzal V. Tirin,
Zeitschr. f. physik. Chem. V. 340., VIL 221.
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mnozstvi iontd v roztok vyslané neb z ného vyloudené oproti
velikému mnoZstvi rtuti nepadalo na vdhu (nemélo tepelné za-
barveni za ndsledek), po druhé mnozstvi elektrolytu ve styku
s amalgamatem jsoucfho md byti velmi znacné, nebot jinak sou-
casné s ptevodem iontd kovovych nastivd pohyb iontl elektro-
lytu, ¢imz se novd prdce v pochod zavddi, kterd v8ak miZe byti
pokldddna za nulle rovnou, kdyZ zména koncentrace roztoku po-
hybem iontG elektrolytu miZe se zanedbati

Za podminek vyloZenych uvazujme nyni zvlddtni piiklad
podrobnéji: ¢&ldnek z dvojfho amalgamata zinku rizné koncen-
trace v roztoku siranu zinecnatého:

In Zn30, In
amalg. konc. | roztok | amalg. ziedéné.
>

Tlak osmoticky v roztoku sfranu zineénatého jest vzhledem
k obéma elektroddm stejny a sice hodnoty p, ale osmoticky tlak
¢dsticek zinkovych ve rtuti rozpuiténych v obou amalgamatech
nestejny. Utiime hypothesi, Ze elektrolyticky tlak zinku P, a P,
na obou elektroddch jest tlaku osmotickému pomérny, pak miZeme,
jezto povaha vzorcl toho ptipoustl, jeden tlak poloziti za druhy,
takze jest pro obé elektrody:

RT , P

mo= ===k
Y g, p ol

_BT, P

2T e, p

kdyz zase predpokliaddme stejnou teplotu T na obou elekiroddch
(mocenstvi n, jest v obou ptipadech stejné, to jest vzhledem k zinku
n, = 2). Dejme tomu, Ze

P, > B,
tedy, Zze amalgama na prvni elektrodé ma vétdf osmoticky, tedy
i elektrolyticky tlak zinku, pak jest

T, > Ty

to jest, potencidlna difference na prvé elektrodé jest vySsf oproti
drubé, tedy zinek (v &lénku) v koncentrovanéjsim amalgamatu
13*
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kladny oproti zinku v amalgamatu méné koncentrovaném. Vy-
slednd elektromotorickd sfla z celé kombinace jest tudiz

Le¢ osmotické tlaky jsou (p¥i roztocich dostatecnsd ziedénych)
pomérny koncentracim roztoki:

h_GC

P, G’
a ponévadZ o tlacich elektrolytickych predpoklddime pomérnost
tlakim osmotickym, jsou i tlaky elektrolytické pomérny kon-

centracim. Lze tudiZz koncentrace amalgamat pitfmo do vzorce
zavésti a psdti

.o BL,G

T omeg, G,

Elektromotorickd sfla uvazovaného ¢ldnku zdvisf tudiz pii
dané teploté a daném kovu na poméru koncentraci iontii na
elektroddch.

Disledek ten 1ze opfiti je§té jinou cestou, s obejitim pojmu
elektrolytického tlaku. Predstavme si na chvili ¢ldnek v &innosti.
Ta ¢&innost spoéfvd v tom, Ze se zinek z koncentrovanéjsiho
amalgamata rozpoust{, kdeito v méng koncentrovaném se hro-
madf, tedy ion zinkovy ve sméru proudu (Sipkou naznateno)
prevddi z koncentrace vy$8fi C, na koncentraci niz8f C,. nebot
jsme predpoklddali

C,>C,

Nyni Ize zase uziti thermodynamické uvahy platné o tlacich
osmotickych. Maximdlnd prdce I, kterd se vykond, kdyz se 1
gram-molekula ldtky pfevede z osmotického tlaku P, na niz8i
tlak P, neb z koncentrace C, na koncentraci C,, jest

_ C .
L=RT! T,
taZ prdce jest viak pro 1 gram-atom vyjidiena v mfie elektrické
(srovn. dvahu v XXVIL rog. tohoto Casopisu str. 18. a 19.):
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L= Ne &, . 7,
z CehoZ vzhledem k nutné rovnosti obou praci plyne:

= BT . Gy

— ne, C°
tedy v 1plné shodé s vyrazem predeSlym (ukdzalat zkuSenost,
ze molekuly rtuti i kovli v nf rozpudténych jsou jednoatomové).

Ad II. Druhy piipad jest realisovén, jsou-li dvé elektrody
z téhoZz kovu ve styku s. dvéma nesteiné koncentrovanymi roz-
toky soli toho kovu. Tedy obecné schéma jest:

Roztok soli kovu Roztok soli kovu

. s :  Kov
koncentrovany zfedény |

Kov

Podminka, aby oba roztoky soli byly ve skuteénosti znaéné
ziedéné, aby tedy na né& bylo lze uZiti jednoduchych zdkond
platnych o tlaku osmotickém, i zde jest v platnosti. Pro jedno-
duchost zanedbdvime ddle potencidlny rozdil pti styku obou ne-
stejné koncentrovanych roztoki soli kovové, jeito z pravidla jest
velmi nepatrny. Za téch zjednoduen{ uvaZujme urlity piipad
zase, na pi. dvé elektrody zionkové v roztocich sfranu zinetnatého
rizné koncentrace:

ZnSO0, . ZnSO, |
roztok koncentrovany i roztok zi'edény; !
< “

PonévadZ elektrolyticky tlak zinku P jest na obou elek-
troddch stejny, mdme rovnice ve tvaru:

g — BT ;P

VT ones, T py ]
RT P

w, = —— .1

pu—— ”680 . 72‘ .
Dejme tomu, Ze jest

Py > Py

tedy, Ze tlak osmoticky roztoku sfranu zine¢natého na prvnf elek-
trodé jest vétsi nez na druhé. Pak jest
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zz>”n

to jest, potencidlnd difference na drubé elektrodé jest vy$si prvnf,
tedy zinek (v ¢ldnku) ve zfedénéj§fm roztoku kladny oproti
zinku v roztoku méné zfedéném, jakoZ i 8ipkou naznateno. Vy-
slednd elektromotorickd sfla z celé kombinace jest

z:%——ml:—fi’r—l b
Ny P,
Z dtvodi vySe vytknutych lze pomér osmotickych tlaki
(pro dostatetné zredénf) nahraditi pomérem koncentraci elektro-

lytu na obou elektrod4ch:

b _ G

2
takZe obdrzime vzorec srovnaly formou s piipadem pod I. uve-
denym :

_ g
Ne&, C,

Také tento disledek 1ze jesté thermodynamicky opodstatniti,
1épe jest v8ak zatim upustiti od toho, nebot pozdéji bude ta Givaha
podana i zfetelem k stupni elektrolytické dissociace elektrolytu,
coz nevyhnutelno -jest k docilenf presné shody mezi theorii a
skutenost{.

Jak patrno, dosli jsme pii obou za zdklad zvolenych typech
¢lanki koncentratnich jednotného vzorce

__RT ; G
= Pty l <,
dle ného# elektromotorickd sila jest funkef poméru koncentraci
iontdi na elektroddch, at uz se ty koncentrace C, a C, vztahuji

I. na nestejné koncentrace ldtek ionty vysilajicich, neb

II. na nestejuné koncentrace elektrolytu obklopujiciho elek-
trody.

Experimentilné opodstatnéni.

Prve neZ ptejdeme k dald8imu podrobnému vySetiovdni
dilezitych pt¥fpadd obéma zminénym typim pifsludnych, bud né-
kolik pozndmek pFicinéno.
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Pro praktické tvahy jest pohodlno vycisliti konstanty v pi-
vodnfm vzorei a ptejiti od pFirozenych logarithmid k obecnyn, takze

v 424 . 1-96 T 1« L
T T 04343.96540 ., T T T ° p
¢ili
0-0002 P
— iy 1 %
= .T.lg " ),

kde ovsem na misto tlaku P a p kladou se, kde potieba kize,
pifslusné koncentrace, tedy obecné

00002 C,
”6——‘ ST ]g (—): .

Piedem ze vzorce patrno, %e ménf se elektromotorickd sila
n fadou arithmetickou, kdyZ pomér koncentracf C,, C, méni se
Fadou geometrickou. KdyZ

C, =10, G,
jest zména elektromotorické sfly ddna vyrazem

00002
= —

N

T.z.

Jednd-li se o dvahy pii téze teploté, a zvolime pro za-
okrouhleni za teplotu stfednf 17°, takZe

T = 290,

jsou zaokrouhlené zmény 4x elektromotorické sily, kdyz kon-
centrace se v poméra 1:10° zménf:

pti jednomocném kovu (n,=1)...dw = 00580. z volt,
pii dvoumocném kovu (#,=2)...dw = 00290.x

»

Déle jest ze vzorce zdkladnfho patrno, Ze elektromotorickd
sfla uvaZovanych dvou typi c¢ldnkd koncentrainich zdvisi jen
(pti dané teploté):

«) na mocenstvi kovu,

*) Piesnéjs{ hodnota éiselného soudinitele jest 0:0001932, pro vétdinn
Gvah praktickych staéi viak pohodlnéjsi hodnota zaokrouhlens 0-0002.
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B) na poméru koncentrac{ iontd na elektroddch,
nezdvisf viak

«) na kvalité zvoleného kovu,

p) na’aniontu zvoleného elektrolytu.

Veskery tyto disledky byly zpisobem piesvédéujicim do-
tvrzeny pokusy, a sice pii obou uvaZovanych typech ¢lankid kon-
centraténich. :

Nendlez{ v rdmec této tvahy theoretické hromaditi data
experimentdlnd, nez ptece nékolik presvédéivych ukdzek nutno
uvésti, aby realny vyznam celé theorie podané lépe vynikl.

Pokud jde o ridzné koncentrovand amalgamata, poudné jsou
vysledky, jichz doSel G. Meyer*). Z price jeho méjZ tu misto
nékolik ciselnych vysledki:

A\ihalgama zinku, Elektrolyt ZnSO,.

T —273" C, C, T POZ. 7 pot
116 3366 113 00419 volt 00416 volt
124 2280 61 00474 00425
600 o » 00520 00519

Amalgama kadmia. Elektrolyt CdL,.
16-3 1771 53 0°0433 volt 00440 volt
130 - D94 70 00260 00262
Amalgama médi. Elektrolyt CuSO,.
17-3 3817 96 00181 volt 00176 volt
208 447 166 00124 00125

Souhlas slu§f nazvati vzhledem k malym hodnotdm elektro-
motorickych sil, jeZ nesnadno se presné méif, uspokojivy. I jed-
noduchymi prosttedky lze ziskati zna¢ného piiblizeni skutetnosti
k theorii. B. Masek ziskal v laboratofi referentové:

Amalgama kadmia. Elektrolyt CdSO,.
T —273° C, C, T POZ. 7 pot.
150 1500 20 0:0504 0:0540.

V sloupefch pod C, a C, jsou zaznamendny relativné kon-
centrace amalgamat, jeZto o absolutni hodnoty nebéii.

*) Meyer, 1891, Zeitschr. f. physik. Chem. VIL 477.



201

Pokud jde o kovy v roztocich jich soli za rizné koncen-
trace, postupuje se nejlépe tak, Ze méiime elektromotorické sily
elektrod kovovych postupné v roztoku soli o normalité */,, '/,
Y100y Y1000 - - - oproti elektrod® normdlné, jejiz elektromotorickd
sfla je zndmd a stald (na pf. elektroda ,kalomelovd®). Ponévadz
elektromotorické sily se stitajf, znati rozdily jednotlivych hodnot
sily elektromotorické ¢l4nki koncentraénich se stejnymi elektro-
dami kovovymi, le¢ s roztoky elektrolytu o poméru koncentracf
1: 10.

Za piiklad poddvdm. hodnoty z méfenf vlastnich:
Normalita roztoku El. mot. Rozdfly

AgNO, sfla = Adrx
Kombinace‘ L —1-016 volt
Ag/AgNO, 100 —0964 , 0052 volt
roztok Y dou —0910 , 0054
Stied ~ 0053 volt
Theorie 0058
Normalita roztoku
CuS0, 7 Ad=n
. Yy —0584 volt
%Z‘;’é’;‘gge U 0559 , 0023 volt
roztok : Yoo —0532 , 0027 ,
L -—0502 , 0030 ,

Stted 0027 volt
Theorie 0029 volt.

I zde jest souhlas uspokojivy, a rozdily, které se posud
jevf, spadajf na vrub té okolnosti, Ze zfedénim v poméru 1:10
pii roztocich koncentrovanéjiich elektrolytickd dissociace ne-
stoupne v témz poméru, o ¢emz pozdéji stane se zminka obsfr-
néjsi.

Po vseobecnych téchto tuvahdch lze predvésti v pofadf né-
které hlavni‘kombinace pifsluiné obéma typim ¢ldnkd koncen-

traénfch. Tato ivaba omez{ se na typ prvnf, pffStf bude vénovina
typu druhému.
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Clanky s nestejnou koncentraci iontd v elektrodach.

1. Clénky s amalgamaty riizné koncentrace byly v predeslém
zevrubné vyloZeny. Zde bud jeSté dodatkem poznamenéno, Ze
z elektromotorickych sil takovych ¢lénkd lze stanoviti moleku-
lovou veli¢inu kovii ve rtuti rozpuiténych (7%rin); ukdzalo se
obecnd, Ze kovy ve rtuti rozpusténé piftomny jsou jako jedno-
tlivé atomy, tedy Ze jsou v amalgamatech v témZ stavu, jako
kdyZz jsou ve skupenstvi plynné proménény (Meyer, Nernst).
Podrobnosti t&chto disledki nendleZi sem vykladati.

2. Omezeni, aby kov ve rtuti rozpuitény mél veétsf elektro-
Iyticky tlak neZ rtuf, nenf naprosto nutné. TéZ z amalgamat
kovli vzdcnych lze potiditi ¢lénky koncentratni. Obecné schéma
jest toto:

Rtut | Sl rtutinatd*) | Amalgama vzdcného kovu.

Jen, Ze pfi tomto uspoidd4dni nepievddi se kov, nybrz rtuf,
a sice trval by tento pfevod tak dlouho, aZ by veSkerd CEistd
rtuf se rozpustila a na druhé elektrodé se s amalgamatem spo-
jila. Je-li tedy ¢ldnek v Cinnosti, jest smér proudu v ¢&ldnkn
oproti p¥fpadu s amalgamaty kovi obyéejnych opatny, tedy smé-
fuje v ¢ldnku od rtuti k amalgamatu. Snadno pochopitelnd ob-
doba piftomného piipadu jest tato: V uzavieném prostoru bud
jedna nddoba s vodou, druhd s roztokem vodnfm. Voda se z prvé
nidoby vypafuje a v nddob& s roztokem srdzi, nebof nad roz-
tokem jest mensf tense par neZ nad vodou pouhou. Rozdil obou
tensi jest zcela obdobny potencidlné differenci mezi rtuti a
amalgamatem kovu vzdcného. Elektrolyticky tlak hraje tkol
tense pdry. Drifce se této obdoby, pfedpoklddejme, Ze se elek-
trolyticky tlak (P, tlak rtuti, P, tlak amalgamata) ve stejném
smyslu sniZuje rozpusténim kovu ve rtuti, jako tense par roz-
toku rozpousténfm » molekul litky v N molekuldch rozpustidla,
totiz, Ze
P—P, =
il

*) Nutné musf se uZiti soli rtutiénaté; soli rtutnaté redukujf se ve styku
se rtut{ drfive neb pozdéji ve rtutiénaté.
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Let pro elektromotorickou sflu ¢tlénku, jehoZ elektroddm
pifslugf elektrolytické tlaky P, a P,, kde P, > P,, jsme v pied-
chozfch tdvahdch opodstatnili vzorec

i . R
 me, P,

¢ili
RT ,P,

Pfechod ku vzorci supponovanému jest velmi snadny. Po-

uZijeme-li stejniny, jeZto se i mdlo od jednotky lidf,

Pl
P _,_B—Ph
P, P,
a rozvineme v fadu dle
l(l—ac)_—_——x—ﬁz———fi—...

ptestavie na ¢lenu prvém, mdme

P P,—DP, n

B . el P
P, P, N’
takZe jest elektromotorickd sila ddna vyrazem:
L W
~me, N

aneb, vztahujeme-li vSe na pocet N, molekul rtuti piftomnych
na kaZdou 1 molekulu kovu, tedy pro

n 1

N TN
téz

__RT 1

—_— ',&—aa_o . 'N‘; .

Ze jde tu o tlének koncentraénf, plyne i z této ivahy:
Rozpusténim litky v rozpustidle se vSeobecné (a nehledé k vy-
minkdm, jako jest na pt. akce chemickd) zvétSuje objem rozpu-
stidla, tedy zmenSuje se jeho koncentrace vzhledem k jednotce

objemové. Rtuf i amalgama rtuti pfedstavujf tudiZ na obou elek-
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troddch rtut o riizné koncentraci. Osmotickd préce, kterd se in
maximo vykond pfi pfevodu N, molekul rtuti z jedné elektrody
na druhou, kdyz osmoticky tlak roztoku jest p, objem, v némz
jest 1 gram-molekula kovu rozpusténa, jest v, ddna jest souinem
pv [kdyZ mnozZstvi roztoku jest tak znatné, Ze zménu koncen-
trace 1ze zanedbati], pro ktery v3ak plati

pv = RT.
Jest tudiz maximdlnd prdce osmotickd
L =RT.

T4z price v mife elektrické, kdyz se N, molekul rtuti
ptevede z jedné elektrody na druhou, jest vSak téZz ddnma vy-
razem

L = N,n.¢,7.
Z nutné rovnosti obou vyrazi plyne
gk A
T meg, N,

tedy v tplné shodé s vyvodem ptedchozim.

Myslénky k uvedené kombinaci ¢linku koncentraénfho po-
dal V. Tiirin, ¢ldnek sim vSak nebyl posud experimentdlné bliZe
studovén. Theorie v3ak pfedzvid4, Ze jeho elektromotorickd sila
jest nezdvisld na jakosti rozpuSténého kovu ani na aniontu uZité
soli rtutitnaté. Absolutni hodnotu sfly té snadno jest uréiti.
Z diivodi Zetnych jsme nuceni miti za to, Ze rtuf vystupuje zde
monoatomicky, Ze tedy jest

n,—1,
takZe, ponévadZ R = 8:31 volt X coulomb., zdvisi elektromoto-
rickd sfla jen na teploté a koncentraci:

T = 88l T ES
796540 T TN,
¢ili
T
— 8@« -6 -
7 = 8608 .10 N
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Kdybychom tudfz volili N, = 100, tedy na pt. 100 molekul
rtuti na 1 molekulu rozpusténého zlata, bude pti obycejné te-
ploté (17°), kdy T =290, elektromotorickd sfla ¢linku tak po-
tizeného

w = 247'6 . 10-5 volt.

V téchto nepatrnych obnosech oviem spocivd obtiZz pro ex-
perimentdlnou kontrolu theoretickych disledki.

3. Osmoticks theorie sil elektromotorickych potvrzena jest
na zdkladech velmi Sirokych. Ukdzalo se, Ze jakkoli privodénd
zména v koncentraci iontil. elektrody md za ndsledek vznik sfly
elektromotorické. Mechanickd zména koncentrace pisobf pravé
tak, jako zmény koncentrace pf¥i pochodech vySe vypsanych.
Zajimavé uspoiadani toho druhu podal Th. des Coudres*). Jest
v podstaté toto:

Rtut
pod vyS&im tlakem

Sal rtutiénata | Rtut
roztok pod obyé. tlakem .

Uspotdddni provedeno takto: do roztoku dusiénanu rtuti-
¢natého kolmo ponofena roura sklenénd, na spodnfm konci per-
gamenovym papirem ovdzand. Do roury nalito rtuti do vySe od-
povidajici Zidanému tlaku. Druhou elektrodou byla rtut v témz
roztoku dusi¢nanu rtuti¢natého umisténd, jejiz povreh byl ve
stejné vy8i jako povrch pergamenového papiru. Papir ten ve
skute¢nosti tvo¥il blinu, nepropoustéjici rtut kovovou, le¢ pro-
poustéjic{ ionty rtutové. Proudem rtut se prevddi od elektrody
o vy$8im tlaku k elektrodé o tlaku nizS§im (jak smérem Sipky
jest naznateno). Obdoba tlaku elektrolytického s tlakem hydrau-
lickym jest tu do krajnost{ zfetelna. Také jest potencidlny rozdil
funkcf vy8ky sloupce rtufového, jak jednoduchd tdvaha uéi. Kdyz
se totiz pievede 1 gram-atom rtuti z vy3ky ! (kde ! znali kolmy
rozdil povrchd rtuti na obou elektroddch) na vysku O, jest me-
chanickd prdce tim vykonand d4na vyrazem

L =200 g.!,

kdyz g jest urychleni tize v mife absolutni. L jest vyjddieno
ergy, a ponévadz

*) Des Coudres, 1892. Wied. Ann. 46. 292.
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107 erg = 1 volt < coulomb,

nutno vyraz hotej§i ndsobiti ¢initelem 10—7, aby byla prdce vy-
jddfena v mife elektrické. Kdyz tak ucinime, lze ji srovnati
s praci elektrickou, kterd jest

L = mn.e, ,
takZe z rovnosti obou vyrazi pro L [jeito jest pro rtuf zase
n, = 1], plyne
% =200.107. L 4

0
aneb, kdyz vycislime pouZivse

9= 980 cm . sec2
&, — 96540 coulomb,

shleddme elektromotorickou sflu pifmo tmérnou tlaku sloupce
rtuového (kde 7 jest vyjddieno v centimetrech):

x = 0203 . 10—,

tedy asi 02 mikrovolt pro rozdil v tlaku o 1 ¢m. Tato nepatrnd
hodnota &ini oviem nemalé nesndze pfi méfeni, le¢ piece iddovd
shoda mezi poctem a pozorovénfm, které se dodélal Des Coudres,
jest skvelym dokladem pevného theoretického zdkladu, z néhoz
se vySlo. Na ukdzku té shody stijtez tu &isla:

tlak : 108 . = pot. 105 . = poz.

36 cm 72 volt 74 volt
46 93 , 105
113 230 210

4. Posléze lze sestrojiti Elénky koncentraéni prvého typu,
kdyZ uZijeme za ldtky ionty vysilajici plyn@. To jest ovem jen
zvldtnim experimentdlnym obratem mozno, ktery v podstaté jest
velmi jednoduchy: elektrody platinové platinovou Cerni pokryté
(poplatinované) aneb je§té 1épe elektrody zlaté pokryté &erni
palladiovou zatavi se pomoc{ dritku do rourek sklenénych, jichz
spodnf otevieny konec se do elektrolytu ponofuje tak, aby mald
tdst plechu platinového neb zlatého byla v kapaliné ponofena,
ostatni v3ak byla obklopena plynem v uzavieném prostoru rourek
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obsaZenym, nejlépe vodikem, nebof znama jest ochota, s kterou
erii platinovd nebo palladiovd se timto plynem nasycuje. Takovd
elektroda se skutetné chovd jako elektroda plynovd, kov slouif
jen jako vodi¢ (s jistou reservou feceno), Cerii v8ak hraje tlohu
rozpustidla pro plyn (jako na pf. rtut ¢inila pii amalgamatech)
umoziiujic prechod ¢astic plynovych z elektrody ve stav ionisace
a naopak. I maji tyto elektrody plynové, jak Le Blanc*) ex-
perimenty zjistil, povahu elektrod svratnych. Omezime se zde,
kde bézf jen o principy élinkd koncentraénich, na nejjednodusst
ptipad moZzny : dvé elektrody vodikové, kde vodik jest pod riznym
tlakem, ponofené v elektrolyt, ktery chovd tyz ion (vodik), tedy
ve ziedénou kyselinu, na pt. kyselinu sirovou. Mdme tedy v kon-
kretnim pifpadé na mysli ¢ldnek:

Vodik SO, H,
pod vy3§im tlakem | ziedénd

Vodfk
pod niz§fm tlakem.

Budiz na prvé z elektrod tlak vodiku p,, na druhé p,,
takze plat{ nerovnost

Dy =P,

Vzorec pro elektromotorickou silu dd se opét pomocf tlaku
elektrolytického, i bez ného dle obdoby thermodynamické odvo-
diti, nebot tu jde o pfechod molekul vodikovych z vy3siho tlaku
na niz#f tlak. Obdoba s amalgamaty jest tu uplnd. Pokud se

vodfku plynného tyce, jest prdce vykonand piechodem z tlaku p,
na tlak p, ddna vyrazem

L=RriZ:;
2
price pak elektrickd, ponévadZ jedna molekula vodiku dva jedno-
mocné ionty poskytuje (n, = 2), jest
L = 2¢,7,
a z rovnosti obou pracf plyne
= B! 12
2¢, p,

*) Le Blanc, 1893. Zeitschr. f. physik. Chem. XII. 333.
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Oproti vnéjdfmu tlaku plynu mimo elektrodu pésobf tlak
elektrolyticky plynu v elektroddch (v ¢erni platinové neb palla-
diové), kde vSak na zfeteli nutno miti ne molekuly plynu H,,
nybrz jednotlivé ionty vodikové. Kdyz elektrolyticky tlak na
elektrodich nazveme P, a P,, a sice zase tak, Ze

P, >P,
vyplyne obdobnou tvahou vyraz chud§f toliko o faktor —; (po-
névadz n, = 1), tedy
_ B ,P,
& R

Jeito oba vyrazy touZ veliéinu vyznaluji, plyne z jich rov-
nosti podminka pro vztah tlaku elektlolytlckého a vnéj§iho na
elektroddch plynovych:

1 P Pl
e A
¢ili
p_P
p, P

Podminka tato jest v plné shodé s ndzory moderni chemie
na rovnovdzné stavy soustav plynnych. PFi zvratnych elektroddch
plynovych jde o reakci zvratnow, spoéfvajici v tom, Ze molekuly
vodfkové §tépf se v ionty, coZ naznatujeme schématem

S fH+H

Reakce probfh4 tak dlouho ve smyslu od levé ruky k pravé,
aZz jest vyhovéno podmince: koncentrace &dsti nedissociované
(zde jest to vodik) lomena souéinem z koncentraci é&dsti disso-
ciovanych (zde jsou to ionty vodikové, oba ve stejné koncentraci,
jezto vznikajl ve stejném mnozstvi) jest velitinou stdlou na ab-
solutnfch hodnotdch koncentrace nezdvislou. Pti plynech kon-
centrace nahrazeny jsou jednoduSe tlaky, takZe mdme na jedné
elektrodé:

=L — konst.
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a na elektrodé druhé
b _
P; —
kde p k vodiku, P k iontim se vztahuje, takZze, ponévadz
vzhledem k vy8e vytiené nezdvislosti na absolutnfch hodnotdch
konstanty majf hodnotu stejnou, plyne

konst., l

n D

p, P}’
kteryz disledek, srovnaly s theorif o chemické rovnovdze na zcela
jinych nez elektrickych zdkladech zaloZené, Tadf se distojné
mezi jiné elegantni disledky elektrochemie.

Poznamka k ,Prispdvku k theorii kuzelosecek“
od prof. dr. K. Zahradnika, str. 37.

Napsal 1. Pour,
prof. na c. k. Malostranské reilce v Praze.

1. Protneme-1i kruZnici a jejf dvé tedny piimkou rovno-
béznou se spojnici bodd dotyényeh, jsou Cdsti seny obsaZené
mezi kruznici a teCnami stejné. Tento vztah, zaloZeny na sou-
mérnosti kruznice a danych teten k priméru vedenému prise-
¢fkem tecen, pifslu§f ov8em i ostatnim kuZeloseCkdm.

Nebof, promitneme-li svrchu vytleny Gtvar centrdlné do
roviny se setnou rovnobézné, neménf se projekcf délici pomér
bodd, v nichZ seCna dané ttvary protind.

Ze ovsem uvedeny vztah pifsludf té% setns, kterd protind
kuzelosetku v bodech diametrdlnych k bodim dotyénym danych
teten (jak pod ndzvem ,Novd vlastnost kuZelosetky“ ve ¢ldnku
dole citovaném se piedvddi), jest ziejmo.

Piejde-li setna v teénu, nabudeme véty: Cdst tetny kuzelo-
seCky, obsaZend mezi dvéma tetnami, které sestrojeny jsou
v krajnich bodech nékteré, s tetnou rovnobé#né tétivy, piilena
jest bodem dotyénym.

Ponévadz tbézné piimce roviny nelze prisouditi uréity
smér, plyne z piedeslého téz znimd vlastnost hyperboly: Césti

: 14
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setny obsazené mezi hyperbolou a asymptomami jsou stejné.
Cast teény obsazend mezi asymptomami pilena jest bodem
dotyénym.

2. Z centrdlného priimétu dfive potfzeného plyne i jinak
zndmd vlastnost: Priumér kuzelosecky, ktery prochdzf prisecikem
dvou jejich tecen, rozpoluje tétivu bodi dotyénych. Odtud odvo-
diti Ize konstrukei te¢ny (tamtéz, obr. 1.) takto:

Spojfme-li bod M, kterym tecna se vésti md, s bodem do-
tytnym Q dané teény T, proting primér kuZelosetky, ktery tétivu
MQ rozpoluje, tenu Tq v bodé M|, jimz teéna bodu M prochdzi.

Oznatime-li O° bod soumérny dle stiedu S k bodu @,
lezf stfednf pifcka A O'MQ v priméru SM' a jest tudiz
SM: ” O'M.

Pifmka SM; jest Pascalovou piimkou do kuZelosetky ve-
psaného Sestitihelniku MMO'QQN, oznaéfme-li N druby krajni
bod priméru bodu M.

Véstnik literarni.

Projektivnd geometrie zakladnych titvara prvnihe
rddu. Napsal Eduard Weyr. V Praze 1898. Ndkladem Jednoty
¢eskych mathematiki.

KdyZz r. 1870 Jednota Ceskych mathematiki vydala svou
»Prvof zpridvu“, upoutal k sobé pozornost uvefejnény v nf na
prvém misté Cldnek ,Z novéjsi geometrie“, jejZz napsal technik
Ed. Weyr. Péknd a svéif tato price byla zdsluznou v té pii-
¢ind, Ze poprvé jazykem Ceskym pojedndvala o predmétu té doby
v literatufe na8i novém, pro ktery zdjem buditi se snaZila a pro
jehoz zpracovédni bylo tieba p¥{slugnou terminologii a fraseologii
teprve vytvofiti. Ve zprdvé druhé a tet{ uveiejnéno pokraco-
vénf tohoto pojedndn{ zpracované prof. Emilem Weyrem.

Uplny celek novéjsi geometrie kiivek a ploch 2. tdda
podalo spoletné dilo bratff Emila a Eduarda Weyra ,Zdkladové
vy88f geometrie“, uvefejnéné v musejnim sborniku Zivé ve tiech
svazcich roku 1871, 1874 a 1878.

KdyZz pak nynf Jednota feskych mathematikd vérna tikolu
svému ptistoupila k vyddvdn{ védeckého Sbornfku, zahdjila ¢innost
svou v tomto sméru opét spisem ddvného a slovutného svého
tlena, dvorniho rady professora Eduarda Weyra. Jako druhdy
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skromny ¢ldnek tak nynf ob&irné dflo téhoZ autora mé tucelem
§ffiti u nds zndmost modernich nauk geometrickych.

PiehlédnémeZ strucné obsah Projektivné geometrie, kterdZ
privé vysla jakoito I. ¢islo Shornfku Jednoty Eeskych mathe-
matikii. Dflo toto é&itajic VIII -+ 189 stran velké osmerky,
typograficky vkusné vypravené a 112ti sliénymi obrazci opatiené,
rozdéleno jest v uvod a 12 kapitol.

Uvod obsahuje vyklad né&kterych pojmi z analytické geo-
metrie, zejména: bodd a pifmek pomyslnych, kiivek druhého
Fadu, bodl a tar pomyslné sdruZenych.

V kap. I. vylozen ‘perspektivny a projektivny vztah z4-
kladnfch ttvarG prvého rddu, totiZz pfimé Fady bodové, svazku
paprskového a svazku rovin. Hned z poddtku pfihlizeno k prv-
kim nekoneéné vzddlenym. Vztah perspektivny zaloZen na pro-
mitdnf a protfndn{; pi¥i tom uZito ndzvu primét v jiném ne%
obvyklém smyslu, tak na pf. nazvén primétem bodu jeho paprsek
promitaci. Projektivny vztah definovdn takto: Dédna-li fada z4-
kladnfch tutvard prvého fddu a souvisf-li kazdy perspektivné
s nésledujicim, jest prvni projektivny s poslednim. Kapitola IL
poukazujic k reciprocité v roviné, jednd o dplném &tyrrohu a
Styrstranu, o trojihelnicich homologickych a nékterych disled-
cich vztahu perspektivnfho. Kapitola IIL. vySetfuje soumistné
utvary projektivné a jich prvky samodruzné, konti podtirskym
stanovenim projektivnosti fad i svazk; involuéni utvary pro-
jektivné jsou predmétem kap. IV. Vykladaje v kap. V. proje-
ktivné vlastnosti kruZnice a jich uZit{ ku strojenf prvkd samo-
druznych, pfechdzi autor v kap. VI. ku cardm i kuZelim dru-
hého fddu. KuZelosetky pojaty jsou jakozto kiivky homologické
s kruZnici; ztvrzeno pak o nich, Ze jsou totoZny s kfivkami
druhého stupné vytvofenymi dvéma projektivnymi svazky i s kiiv-
kami druhé ttidy vytvofenymi dvéma projektivnymi fadami. Ndsle-
duje potom sestrojenf kuZelosetky urtené Hti body neb 5Hti te¢nami,
véta Pascalova i véta Brianchonova. Posléze preneseny dosaZené
vysledky na kuZel druhého stupné a druhé tt{dy. Kapitola VII.
zabyvd se stanovenfm prisetfkd pfimky s kuZelosetkou a ve-
denfm teten z bodu daného; uvaZuje projektivné fady i svazky
druhého ¥4du, zvl4sté involuci bodovou i paprskovou na kuze-
losetce, ¢imz zjedndn zdklad k theorii pold a poldr i poldrnych
vlastnosti kuZelosedek.

Vyznaénou pro smér spisu jest kap. VIIL., v niZ pojedndno
o strojen{ kuZeloseéek z pomyslnych prvkd, o involucfch adjun-
govanych a o sestrojenf priseéfku pffmek neb spojnice bodd
pomysiné sdruzenych. Svazek a fada kuZelosetek, k nim se
vztahujfci véta Desarguesova a jejf zobecnéni i pouzitf jsou
piedmétem kap. IX., kdeito v kap. X. vySettuji se stfed, sdru-

14*
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%ené priméry, osy, ohniska a ¥idici ptimky kuZelosetek, imagi-
ndrné body kruhové v nekonetnu, kuZelosetky konfokdlné a ho-
mothetické. Projektivné fady bodd nebo svazky rovin o mimo-
béznych osdch jsou zdkladem k vytvofeni soustavy piimek
ndlezejici hyperboloidu jednodilnému neb hyperbolickému para-
boloidu; o téch promluveno v kap. XI., nafez ukonéen spis
kapitolou XII. uvaZujicf obecné o projektivnosti utvard zdklad-
nich nejen prvnfho, ale i druhého ¥ddu.

Ze struéného tohoto ndstinu jest zfejmym rozsah litky
obsazené v Projektivné geometrii; Ze zpracovdna jest 1plng,
dokonale a piesnd, za to rulf{ jiZ jméno proslulého autora.
Chceme jen k jedné véci poukdzati, kterd spis charakterisuje.
P. spisovatel nenutfse do toho, aby pojmy, které pivodem svym
i povahou ndlezeji geometrii analytické, vyvinoval zplisobem
synthetickym; zmitiuje se o nich v dvodé, prijfmd je jakozto
zndmé a pracuje jimi bez tizkostlivosti. Nezaklddd si na védecké
ryzosti methody, ale snaZi se, aby didaktické podanf uéinilo spis
jeho snadnym, tak aby Ctendf vpravil se bez obtizi v ducha
moderni geometrie. To se mu také zplna podafilo a spoéivd
v tom, zdsluha i cena dila.

Ze k sepsdn{ tohoto kompendia propij¢il se uéenec, jenz
proslul tolika vyte¢nymi pracemi pévodnimi zvld§té v jinych
smérech mathematické védy, dluZzno s povdékem p¥ijmouti
a jakozto zvld8tni zdsluhu jeho o &Eeskou literaturu védeckou
prohldsiti. Sepsdnim drubhého dilu obsahujiciho theorii ploch dru-
hého stupné a z ni vyplyvajicf nauku o kiivkdch stupné tfetiho
a ttvrtého byla by zdsluha tato dovrSena. 4. Strnad.

O bourich. Pise Jaroslav Simonides, gymnas. professor.
V Kromeiizi, 1898. Tiskem J. Slovdka. — Ndkladem vlastnim.

Obsah uvedeného spisu jest: 1) Mrak boufny; 2) elek-
tfina atmosferickd; 3) vznik bout{; 4) blesk; 5) udinky blesku:
hrom; ucéinky chemické, tepelné, magnetické a elektrické, me-
chanické a fysiologické; 6) ¢eho jest se ndm pfi boufich vy-
sttfthati; 7) dodatek.

Jelikoz spis pojedndvd o pfedmétu zajimavém, o kterém
v nadf literatuie nebylo dosud mnoho pséno*), hodldme o ném
promluviti pongkud ob§irnéji. Abychom piedesli vielikému nedo-
rozumén{, musime podotknouti, Ze nejednd spis o bourich vibec,
jak by se mohlo z nadpisu souditi, nybrz pouze o ,bourkdch,*
elektrickych to vyjevech ve vzduchu.**)

*) Srovnej ¢élénky v Ottové Slovnfku naucéném : Blesk, bleskovod, bou¥ka,
elektiina atmosferickd.

#k) 7 jiné strany zavddi se opét misto bou¥e rusky ndzev buran, ozna-
Sujicf vichfici spojenou s metelici snéhovou na ruskych stepich a v Sibifi.
V Cechédch se zhoubné burany nevyskytuji.
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1) Sidlem bowrky byvs obycejné kupovy mrak (cumulus),
ktery se plsobenfm tepla dobou letni vyvinuje snadno v mrak
boutkovy (cumulo-nimbus). Spisovatel poddva jaksi za tivod popis
letntho mraku bouikového, aviak uzndvd, Ze panuje rozmanitost
ve velkosti a v rozsahu mrakd boutkovych. V né&kterych pii-
padech vychdz{ blesk i z malého mri¢ku.

Dle spisovatele neptestupuje vySka oblaki z pravidla
5000 m a u nds byvajl oblaky mezi 1200—2000 m. Vysky
boutkovych oblakid nemohou byti vizdy stejné, jelikoZ poloha
bodu rosného byvd zavisld na riznych okolnostech. Mnohdy vy-
stupuji tyto oblaky do neobyiejné vySe. Riggenbach méfil
v Alpich vySku zdkladnf plochy 2800 7 a vysku vrcholku aZ
13000 m.

2) Ve stati o elektriné atmosferické uvdd{ spisovatel ze-
vrubné prvni pokusy zjistiti totoZnost blesku s jiskrou elek-
trickou a svddéti elektfinu k zemi, pii CemZ vénuje zvldtni
pozornost Franklinovs a Divisovi, obéma vyndlezcim bleskosvodu,
kteif seznali, Ze vodili hrotem opatfenf jinym télesim elekttinu
rychle odjfmaji.

Na 'str. 9. a 10. popsdn a zobrazen jest Divisiv stroj po-
staveny v Pifméticich na Moravé v letech 1754—60 a na str.
11. nalézd se podobizna DiviSova. Jako Franklin s drakem, stu-
doval Divi§ svym strojem elektricky stav ovzdusi. Stroj jeho
byl o Sest let dfive postaven, nezli prvni bleskovod toho druhu.
Jest zaloZen na zdkladé zcela jiném, nezli bleskovod Franklindv.
Nebof tento mél odvadéti elektiinu blesku neskodnou cestou
k zemi, kdezto hromosvod Divi§iv mél velkym mnoZstvim hroti
vibec odvddéti elektfinu mrakd tak, aby k vybojim ani dojfti
nemohlo.*)

Prvnimi pokusy bylo zji§téno, Ze dkaz blesku jest jiskrou
v ohromném rozméru a Ze elektrické napjeti atmosfery podlehd
variacim dennfm a rotnim. K pozorovdni elektiiny atmosferické
slouzf elektroskopy a elektrometry jako elektrometr Peltieriv,
Thomsontw, Exnerdv atd.

Hypothesy k vysvétleni normdlni elektfiny atmosferické
viibec a elektiiny bouikové zvl4§té jsou mnohé, aviak neni
mozno vSechny tyto hypothesy ve spise populdrnfn nélezité
probrati. Spisovatel omezil se na nejdilezitéjsf, mezi nimi% p¥i-
kladd nejvétsi vahu theorii Ermanové a Peltierové, jiz v novéjst
dobé propracoval dopodrobna F. Ezner, atkoliv dozndvd, Ze
theorie tato nedovede vysvétliti variace denn{ a ro&nf.**)

*) Viz prof. Nu¥'a pipis k Ceské Akademii (Véstnik r. 1898 &. 8.) a
prof. Pienicky clének o DiviSovi v Ottové Slov. naué.

**) Z hojné literatury viz: Kollert: Die neuesten Beobachtungen und
Theorien der atmosphérischen Elektrizitit. Elektro-tech. Zeitschrift 1887;
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Dle této theorie neni atmosfera zpiisobilou voditi a cho-
vati elektfinu, nybrZ elektrickou jest pouze zemé a elektiina
ve vzduchu zachycend a méfend jest elektfinou indukovanou.
Exner poklddd zemi dle riiznych tkazi za negativné elektrickou
a urtuje pokusem svah potencidlu v suchém vzduchu na 1300
voltii pro metr a z toho absolutn{ potencidl zemé — 9-10° voltl
a cely ndboj zemé — 2-10'® abs. jednotek -elektrostatickych.
Hustota by se rovnala — 00035 el. jed. a elektricky tlak na 1 em?
¢inf 7°10—8 gr &ili 0-0000 72dyn. Odpaiovanim oddéluji se stdle
tdstice od povrchu zemského, které ptivadéji jistou tdst ndboje
do atmosfery. Svah potencislu jest v zkém spojeni s mnoZstvim
pdry vodnf ve vzduchu se nalézajicim; pii vét§im nahromadén{
pdry vodn{ miZe klesnouti na O a méniti znaménko, jakoZ se
d&je za kazdého vetsiho desté.

Kde se vytvofuji silné mistnf difference potencidlu, nastdva
vybfjeni elektfiny. Boutka dle Exnera povstivd nejen nahroma-
dénim, nybrz téz zvladtnf polohou oblaku v elektrickém poli,
jez mivd za ndsledek ohromné rozdily potencidlové az '/,
mill. Dan.

3) Vanik bousky vyklidd se prudkym vzestupnym pohybem
vzduchu vlhkého. Vznik boutky nejlépe lze pozorovati pii vy-
buchu sopky, kterd chrli pdry vysoké teploty do chladného
vzduchu. Pdry se rychle ochlazujf, nastdvd jich kondensace,
tvoff se mrak, jenz houstne a z néhoz Slehaji blesky vSemi
sméry. V atmosféfe nastdvd bouika tim prudéf, ¢fm rychlejf byl
vzestupny pohyb, éfm ndhlejsf kondensace.

Pti¢ina pohybu vzestupného v ovzdu$i mize byti dvoji:
1. Prehtati vrstev spodnich a sice bud pifmou insolacf (Reye)
aneb kondensaci par pFesycenych (Bezold). 2. Ptechlazenf vrstev
hornich a sice bud ptfmym sdldnim (Davis) aneb zménou sku-
penstvi hydrometeordt klesajicich, kapek vodnich aneb krystald
ledovych (Leyst.)

Jelikoz insolace jest nejtastéji priinou boufek, vznikaji
u nds boufky z pravidla v 1été odpoledne, za parnych dni a
pii bezvétif, bourku pfedchdzi obylejné vitr jihozdpadni a zd-
padn{, ptindSejici hojnost vlhkosti. Boufky jsou prudéf a Cast&jsf
v hordch, kde jest vlhkost vys3i,insolace ucinnéjsf; v krajindch
tropickych dostavujf se téméf denné, zvla§t za slunovratu a
v dobé destd.

Radou éslic jest udéno ubjvéni boufek se zemép. Sfikou
0d 40.° az do 65.°s. 8. a poukdzdno k okolnosti, Ze ve vySii Sfice
zemép. pievlddaji boufky zimni, jeZ pry pfichdzeji z pravidla

Koppe : Uber atmosph. u. Gewitterelektrizitit Met. Zeitschrift II.; F. Exner:
Uber die Ursachen und die Gesetze der atmosphirischen Elektrizitit
(Videni 1886); Urbanitzky: Die Elektrizitat des Himmels und der Erde 1886.
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v priivodu burand probihajice neziidka celou Evropou s prud-
kostf velikou. Rozdéleni boufek dle ronich dob vysvétluje
spisovatel z tabulek Kdmtzovych, jez otiskuje pro celou fadu
mist.

Stat o vzniku boufek a jejich rozdéleni na povrchu zem-
ském a na roénf doby nemlZeme tiplné schvalovati. Pk vysvét-
lovdn{ vzniku boufky jest nutno pfihliZeti k soudasnym dyna-
mickym a thermodynamickym vyjevim v atmosfefe, k rozdflim
vyskytujicim se mezi boutkami vznikajicimi z tepla a mezi boui-
kami virovymi, ku postupu bouiky na povrchu zemském atd.
Pan spisovatel nalézd se v tom ohledu na stanovisku zastaralém,
jak o tom svédcéi pouzitf tabulek Kédmtzovych, které za naich
dob nevyhovuji jiz v zddném ohledu.*)

V novéjsi dobé pozoruji se vnékterych pokrodilych statech
bouiky systematicky jako ve Francii, Svédsku, v Némecku,
Rusku a Italii. Stanovi se ptichod, trvanf kazdé boufky, vyzna-
¢uje se na mapdch smér, kterym se ubird a zaznamendvaji se
Skody, jez byly boufkou zptisobeny.**)

Spisovatel mohl pii této piileZitosti poukdzati zcela dobie
na nékteré vysledky novéjsiho systematického pozorovéni bouiek.
Neptihlizi-li se na pf. ku v8eobecnym pomérim atmosferickym,
jsou nékteré krajiny zvldSté piiznivé vzniku boufek, pravd
ohniska bourkovd. Vznikne-li nékde boufka, $iff se ku predu dle
Ferrariho studif o bouikdch v Italii bud radialné aneb v po-
dobé Sirokého pdsma, takZe plocha bouikou prob&hnutdé m4 po-
dobu bud kruhové vysete aneb obdélniku, jehoz délka §fiku
znaéné prevySuje. Postup boufek zndizoriiuje Bezold isobrontams,
t. j. Carami spojujicfmi mista stejného prvniho zahiméni, Ferrari
isochronami, tarami souéasné nejvy3si fase za bourky. Cary ty
byvaji bud kruhovité, &fif-li se boufka radialné, nebo ptimo-
¢drné, rovnobézné. Mrak bouikovy postupuje ku ptredu na zpiisob
vlnénf tim zpisobem, Ze se ustaviéné znova a znova tvoii, kde
jsou poméry k tomu piiznivé. Z té piiCiny nepohybuje se viude
se stejnou rychlost{ a pravidelnosti, nebof dokonce nékterd mista
tplné pieskoi. Pri porovndni map znédzortiujicich intensitu
elektrickych vyboji s mapami isohyet a isochron shleddvd se,

*) Nejnovéjsi spis o rozdéleni boufek viz: Klossovsky A.: Distribution
annuelle des orages 4 la surface du globe terrestre. Odessa 1894. S mapou.

**) Vyzkum boufek vyZaduje zvldstniho systemu pozorovaciho. Z pou-
hého zaznamendvdni bourky jednotlivymi pozorovateli nelze nabyti jasného
obrazu o zajimavém tomto vyjevu. Observatorium PaffZzské prvni vénovalo
boufce jiz od r. 1865 zvldstni pozornost, sledujic bedlivé roziffenf a postup
boutek ve Francii a uvefejiujic o nich mapy, pojedndni a zprdvy v dile
»Atlas météorologique de la France.* Po prikladu Francie zavedeno bylo
systematické pozorovdni boufkyiv jinych zemich. Viz Augustin: O potiebé
zorganisovati meteorologickd pozorovani v Cechdch. Athenaeun 1885,
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7e boufka na své drdze se ménf, jsouc nékde jenom dest, jinde
de§t s vyboji elektrickymi. Nékdy tdhne nékolik boufek za
sebou, z nichZ jedna na pocdtku a na konci byvd hlavni, ostatnf

vedlej§imi. Obycejné boutky virové skladaji se dle Mohna a
a Hildebrandssona mnohdy z velkého pottu bouiek lokaliso-
vanych, sefadénych do &dry a od sebe oddélenych jako fada
vojaki.

Trvini boutky uréuje se primérné na 1%/, hodiny a ry-
chlost na 30 km za hodinu, takze &ifka boutkového oblaku od
prvnfho do posledniho zahiménf ¢inf 45 km. Primérnéd rychlost
boutek byvd v8ak rGznd dle krajin, dle prudkosti a dle sméru
vétru pfi boufce panujictho. Nejvétsi rychlost mivaj{ boutky
s krupobitim spojené.

Bouiky postupuji obytejné smérem panujictho vétru, takze
prichdzeji u nds nejcastéji od jihozdpadu a od zdpadu. Hory a
podhoff{ ptitahujf{ boufky, jez se zde obycejné déle zdrzuji nez
v nfzindch. Téz feky maji utinek na postup bouiky tim zpi-
sobem, ze ji nékdy zastavuji. V riznych krajindch vyskytuje se
do roka rtizny potet boufek, jejZ jest nutno zjistiti pravidelnym
pozorovinim. V Cechdch jest pozorovdni dosud tak chatrné, ze
nelze nikterak ustanoviti, jakym zptsobem jsou bouiky rozdéleny
na jednotlivé édsti zemé., Kazdého léta vedou se stesky na
§kody, které boutky spojené s lijakem a krupobitim na oseni
piisobi, ale nedini se ni¢eho, aby byly vSechny piipady ndleZzité
zjistény a vySetfeny.*)

- 4) O blesku pojedndvé spisovatel velmi ob&frné na 19 stra-
ndch. Dle Araga rozezndvaji se nyni vSeobecné tfi hlavni druhy
blesku: blesk klikaty, plosny a kulovy. Nejen ve tvarech bleskd,
jez byvaji v8elijak rozvétvené, ale i také v jejich zbarvenf pa-
nuje velikd rozmanitost, jiZ moZno vysvétliti nejlépe pokusy
Lepelovymi. K vyznateni ruznych tvard bleskd slouzi vyobr. 5.,
7. a 8. a Cetné popisy jednotlivych bleskd, zvldsté bleskd ku-
lovych. K tomu pfipojen struény popis pokusi, jimiz Planté**)
blesky ndpodobil.

5) O ucincich blesku pojedndno jest na str. 47—68. Stdlym
privodcem blesku jest hrom, ktery vznikd tim, Ze vzduch se po
drdze blesku rozzhavi a roztdhne a pak opét vychladne a se
stdhne, nafeZz do toho prostoru vrazi prudce vzduch okolni.
Je-li jiskra krdtkd, sly§ime kratkou ostrou rdnu, je-li dlouhd a
klikatd, slySime déle trvajic{ rachoceni, které se sesiluje a pro-
dluzuje odrazem od mrakd, od vrstev vzduchu rizné teplych a
od predméti na povrchu zemském. Zndsobime-li polet vtefin

*) Viz Athenaeum 1885: O potrebé zorganisovati meteorologickd po-
zorovani v Cechdch.
**, Les phénoménes électriques de Iatmosphére (1888).
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uplynulych mezi bleskem a hromem rychlostf zvuku (Y/, km),
pozndme vzddlenost bouiky.

Uéinky blesku rozezndvd spisevatel : chemické, tepelné, ma-
gnetické a elektrické, mechanické a fysiologické a pripojuje k Get-
nym zprdvdm o rdznych téchto déincich pozorovdni v novéjsi
dob& uclinéné, Ze potet zhoubnych bleskil stoupd ve vétSiné
zemi evropskych. Holtz ukdzal, ze v Rakousku, Némecku a Svy-
carsku nebezpeti blesku od roku 1854 vzrostlo asi 2%/, krate.
Bezold na zékladé dat pojistovacich ustavit v Bavorsku dokdzal,
ze v dobé od 1833 —1882 potet zdpalnych bleskid se zde ztroj-
ndsobil. Podobné shledal Hellman pro sev. Némecko, Weinberg
pro Rusko a jini. Pfftina tohoto dkazu hledd se v ubyvédnf lesd,
v rozmnozovdni rozsdhlych Zeleznych konstrukcf, v napliovdni
vzduchu prachem a koufem atd.

6) Ve zvlastni kapitole jest vyliteno, éeho jest se ndm pri
bource vystiihati; poukdzdno k riznym povérim a na konec jsou
popsény jednotlivé édsti bleskovodu.

Kuiha o bowrkdch jest praci zdsluZnou, piihlizf-li se k hoj-
nosti materialu, ktery jest zde obsaZen a ke zpiisobu, jakym byl
zpracovdn a miZe byti pii zajimavosti predmétu doporudena
kruhiim co nejSirSim. Jelikoz jest prvnf knihou toho druhu, ne-
miize pfi posuzovéni jejim prikldddno byti tak piisné méiitko,
Jako pri spisech v cizich literaturdch.

Spisovatel uddvd na konci své knihy hlavnf prameny,
z nichz &erpal ldtku ku svému spisu. Seznam tento doplnili
bychom pro toho, kdo se o tento pfedmét zajimd, prehledem
literatury o elektfiné atmosf. a o boutce, sestavenym v Giintherové
spise ,Handbuch der Geophysik“ (II. dilu 2. vyd.) str. 160—163.
Pro posvuzenf souvislosti ukaziiv atmosferickych s bouikou mize
slouziti anglicky spis R. Abercrombyho, pteloZeny do néméiny
fed. Pernterem ,Das Wetter.“ Z moderniho stanoviska psdun jest
spis Dra. A Gockela: ,Das Gewitter. Mimo to populdrnf ¢a-
sopis meteorologicky ,Das Wetter“, vychdzejici v Berling, pti-
nds( hojné zpravy o zajimavych pifpadech boutky.

Dr. Fr. Augustin.

Annuaire de I’ Observatoire Munieipal de Paris
(dit Observatoire de Montsouris) pour I' année 1899.
Analyse et travaux de 1897. Météorologie. — Chimie. — Mi-
crographie. Applications a I’Hygiéne. Paris Gauthier — Villars.

Observatorium mésta PatiZe, jez jest dosud jediné tohoto
drubu, vyddvd od r. 1872 kazdoroc¢né strutnou zprdvu o pracich,
jez se tam konajf. Annuaire na r. 1899. obsahuje piehled pract
z oboru meteorologie, chemie a mikrografie vykonanych r. 1897,

1. Prdce meteorologické. Ziskdnim véze sv. Jakuba pro
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méstskou sluzbu meteorologickou byla prdce observatoria na
Montsouris valné rozsifena.

Pri porovnan{ s hodnotami pozorovanymi v parku na Mont-
souris, ktery svou polohou venkovskou vymariuje se z plisobeni
mésta, mohou pozorovdni konand na véZi sv. Jakuba uprostied
Paiize slouZiti k ustanovenf zmén, které pisobi velké mésto
v podnebi mistnim.

Timto zpfisobem méstské soutasné pozorujici stanice, jichz
podet se valné rozmnoml, poskytujf mozZnost sledovati krok za
krokem pribéh vyjevi atmosferickych, vyskytujicich se v této
krajiné, zkoumati a porovnavati jejich promeény.

Pifstroje svéiené témto stanicim byly castéji verifikoviny.
Na Montsouris porovndvaji a zkouSeji se pristroje od mechaniki
tam zasflané. Na Montsouris konaj{ se téZ podrobnd studia vy-
jevi vyzadujicich stdlého zaznamendvdni jako jest zemsky
magnetismus, elektiina, vypafovdni vody, ucinek plidy na te-
plotu atd.

Na druhé strané terasa véze sv. Jakubské, odkud se po-
hled rozprostird po celé obloze a kam paprsky sluneéni proni-
kaji bez pirekdzky od vychodu az do zdpadu slunce, jest velice
vyhodnd pro pozorovdni aktinometrickd, pro pozorovini mlhy,
oblacnosti, prihlednosti vzduchu, koufe atd.

Na vyslovené pidni uverejiuje observatorium denn{ pozo-
rovdni. které poskytuje moZznost studovati podrobné promény
klimatickych &initelii; aby bylo lze poznati Gplny dcinek mésta,
uverejiiuji se vedle pozovovani vykonanych na Montsouris, pozo-
rovdni ziskand uprostfed mésta na vézi sv. Jakuba.

Na Montsouris konaji se pifmd pozorovdni v9 h. r., v po-
ledne, ve 3h. a v 6 h. veler; data pro ostatni hodiny dopliiuji se
dle zdznami pifstroji registrujicich. Na vézi sv. Jakuba pozo-
ruje se kaZdou tiet! hodinu od 3 h.rdno aZ do pilnoci a ostatni
hodiny se interpoluji z béhu kiivek nakreslenych ptistroji samo-
¢inné zapisujicimi.

Podrobné vysledky meteorologického pozorovan{ za rok 1897
jsou uveiejnény na str. 78 - 240. Popis povétrnosti v jednotli-
vych dobdch rotnich poddn jest vzhledem ku zdravotnictvi.
Z pozorovdni jednotlivych klimatickych elementid zasluhuje po-
zornost meéfeni teploty bezprostiedné nad povrchem zemskym
konané za tim uéelem, aby se seznalo, jakjm zplsobem se jed-
notlivé druhy pidy zemské otepluji.

Vedle pozorovdni meteorologickych za rok 1897 ptinasi
annuaire t6Z i nékteré poznimky o podnebf Parize. K posouzenf
proménlivych klimatickych elementd v jednotlivych ptfpadech
jest nutno zndti jejich normdlnf hodnoty pro jisté doby. Z uve-
denych pozndmek sezndvame, Ze normdln{ tlak barom. v Pai{zi
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redukovany na hladinu mofe &inf 7624 mm, Ze jest norm. teplota
celorotni ve mésté 10°7° Ca vokolf mésta 10° C. Prim. vyska
srdzek vodnich &inf 555 mm za rok. Pocet dnf se srdZzkami jest
150, s bouikou 30, dnf ledovych 50. Obloha jest pokryta oblaky
z 60°/, a slunce sviti po 40"/, doby, po kterou meské nad obzo-
rem. Vitr pfichdz{ nej¢astéji se strany mezi J. a Z. a primérnd
rychlost vétru &ini ve vySi 20 m nad zemi 4 » a ve vy8i 300 m
87 m za vtefinu.

2. Ukolem sluZby chemické jest analysovani pafizské vody
meteorické, tekoucf{ fi¢né, vody pramenité, vody zaplavujicf,
vody ve stokdch, a analysovdn{ vzduchu na riznych mistech
Parize. Na Montsouris pokraluje se v chemické analyse ldtek
ve vzduchu a ve vodé podlehajicich proméndm po dvacet let.
Od ledna 1893 rozmnoZily se znacné prdce pozorovaci a jest
program chemickych praci ndsledujfcf:

Vyzkum riznych &dstic nerostnych a organickych, obsaze-
nych: a) ve voddch pramenitych, uréenych k piti vPatiZi, b) ve
voddch Fiénich, ¢) v réznych pramenitych a ifénich voddch mimo
mésto; d) ve voddch pafiZzskych studnic; e) ve voddch meteori-
ckych, v dedti, snéhu, kroupdch, mlhich a rose. jezto tyto vy-
zkumy jsou zajilmavé meteorologovi, hygienikovi i rolnfku.
K témto pracim druZi se je§té vyzkum Seiny po celé délce od
piitoku Yonny aZ k Rouenu za tdcelem, aby se stanovil stupeii
zneti§téni feky a urédily se stalé i nahodilé p¥fliny tohoto zne-
Cisténf.

Mimo to analysuji se na observatofi Montsourisské vody,
jez tam byvaji stile z rliznjch obef francouzskych zasfliny, dle
tarifu schvédleného spravou mésta PaffZe.

Na str. 248—414 jsou popsdny methody, jichZ se uzfvd
pii analysovéni vody a jsou sestaveny vysledky pfi chem. ana-
lysovéan{ zfskané.

Chemické analysovdni proménlivych souédsti ohsazenych
ve vzduchu zapocato bylo r. 1877. Observatof omezuje se pii
tom na vyzkum tif hlavnich proménlivych soucdst! vzduchovych:
ozonu, ammoniaku a kyseliny uhlicité.

Tyto analysy vzduchu zapotaté r. 1877 v parku na Mont-
souris konaji se nynf stejnou dobou ve stiedu Paifie a ve
vnitfnich Cdstech stok. O methoddch, dle kterych se analysa
provddi, bylo pojedndno v difvéjSich roénicich.

Celkovy primér osonu vparku na Montsouris jest 1'7Tmgr
ve 100 2 vzduchu, Priméry mésiéni vykazuji maximum v éervou
210 mgr a minimum 135 mg v listopadu; promény od minima
k maximu a naopak jsou pravidelné.

Ammoniaku obsahuje 100 #*® vzduchu v parku na Mont-
souris 2°0 mg a priméry mésitni se valné od sebe nelisf a
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v mésfcich zimnfch byvd vdha ammoniaku nejmensi 1'8 mg.
Pozorovalo se, ze vdha ammoniaku 20 #2¢ jest uplné tdz, jakou
shleddvdme v litru vody desfové.

Kyselina whliditd. Pramérné ¢&islo pro mnozstvi kyseliny
uhlitité za dobu 8 let 1890—97 analysovdnim vzduchu v parku
na Montsouris zfskané jest 313 litru ve 100 #2*® vzduchu, ve
sttedu mésta 31'4 I, a ve stokdch pafiZskych 47-1 7.

0Od mésfce k mésici ménf se kyselina uhli¢itd ve vzduchu
na Montsouris velmi mdlo, kdeZto ve stfedu mésta a ve stokdch
shleddvdme vétsi rozdily. Jest mnoZstvi kysli¢nfku uhli¢itého

na Montsouris v Paifzi ve stokdch

v zimé 316 330 434
na jafe 312 317 483
v 1été 308 314 495
na podzim 318 335 47°2.

Nejvétst mnozstvi kysliéniku uhli¢itého na Montsouris a
v PaifZi shleddvd se na podzim s pravidelnym ubyvdnim do léta.
V dobé nejteplejsi pozoruje se zmenSenf. Vysledek tento nesho-
duje se s vysledkem, ku kterému dospél Saussure, dle néhoz
ptipadd mnohem vétSi pomér kyseliny uhli¢ité na 1léto neZli na
podzim aft v mé&sté nebo na venku, nad jezerem Zenevskym
nebo v hordch, ve vzduchu klidném anebo poboutfeném.

P. Reiset shledal jako na Montsouris, Zze se u¢inek tepla
objevuje ve zmenSeni kyseliny uhlitité. Ve stokdch paffZskych
vyskytuje se oviem opacny ukaz, tam dostavuje se maximum
v leté.

Déle shleddny byly v poméru kyseliny uhlitité jeste rozdily
za dne a za noci. Na Montsouris jest tento pomé&r za noci 315 {
vétSi nezli za dne 30'7 /. Ve stfedu Paffze jest naopak pomér
kyseliny uhli¢ité za dne 334 I v&t$f nezli za noci 32'1 ! v100
m?® vzduchu.

3. Slutba mikrografickd obird se hlavné sbfrdnim a uréo-
vdnim mnozstvi druhd prachu v atmosfefe volné a uzaviené
obsazeného. Volny vzduch v parku na Montsouris a ve stfedu
Paifze jest hlavné ptredmétem bedlivého studia vzhledem k bak-
terifm a plisnfm. Ze vzduchu uzavieného vzduch v pafizskych
obydlich, ve Skoldch a stokdch se systematicky zkoumé kazdého
téhodne.

Methoda, dle které se provddi mikrografickd analysa vzduchu
jakoZ vysledky analysou ziskané za rok 1897 jsou ud4ny na str.
451 aZz 479. Dle toho bylo vm?®vzduchu v okolf méstské radnice
obsaZeno celkem 6205 bakterii a 2245 vegetabilnich z4rodkd
plisnf. Vzduch na Montsouris jest naproti tomu 24krdte Cist&jsf.
Vb priméru nékolikaletém byvd v m? vzduchu uprostied Parize
obsaZeno



221

bakterif plisn{

v zimé 4115 1405

na jafe 9270 1945

v leté 10750 2490

na podzim 5790 2210

v prim. celorotnim 7480 2015.

Promény v hojnosti téchto mikroorganismii byvajf znatné;
jsou zdvislé hlavné na teplotd, na vlhkosti vzduchu, na deStich
a na vétrech.

Vedle vzduchu analysuje se téz voda pramenitd slouZfcf
patiZskému obyvatelstvu, ddle voda riénf a kone¢né Spinavd voda
ve stokdch a v Zump4ch. Bylo shleddno v cm?® pramenité vody
v rliznych reservoirech primérnél065—3795 bakterii, v témze
mnozstvi vody Fiéné z riznych voddren pafizskych primérem
H7200—240450 bakterif, ve stokdch prim. 16935000 bakterii.

Z uvedenych praci lze seznati, Ze vedle observatoria na
Montsouris neni druhého observatoria, které by se tak vSe-
stranné a tak systematicky obiralo vyzkumem vzduchu a vody
ze stanoviska hygienického. Dr F. Augustin.

Annuaire pour I'an 1899 publié par le Bureau des
Longitudes. Avec des Notices scientifiques. Prix 1 fr. 50 c.
Paris, Gauthier-Villars.

Annuaire, jejz vyddvd Bureau des Longitudes v Patfzi, pFi-
nd§f velké mnoZstvi drobnych zprdv a Cetné tabulky s ¢iselnymi
hodnotami z oboru astronomie, fysiky, zemépisu, statistiky atd.
Na konci jsou pfipojeny jesté nékteré zajimavé Elinky védecké.
Z bohatého obsahu této knizky poddvdme zde nékteré ukdzky.

V kalenddini édste str. 1—170 shleddvdme udaje o vychodu
a zdpadu slunce, mésice, obéznic a udaje o priichodu jich po-
lednikem v Paifzi, jakoz i udaje o deklinaci slunce pro kazdy
den. V této C¢dsti jest mozno poutiti se téZ o kalenddiich juli-
4nském, gregoridnském, koptyckém, mohameddnském, Zidovském
a ¢inském.

V astronomické édsti jsou uddny hlavni tdkazy, jeZ bude
lze na obloze v PaiiZi r. 1899 pozorovati jako zatménf slunce
a mésice, zakrytl obéZnic a hvézd mésicem, nékteré ukazy ze
soustavy Jupiterovy, aspekty planet, prostfednf postavenf hvézd
ménlivych, jichZ perioda jest zndma a postaveni hvézd ménlivych
8 periodou nepravidelnou a neznimou, epochy minima a ma-
xima atd. '

Udaje o riznych télesech slunecni soustavy obsaZeny jsou
na str, 137—270. Zde upozoriiujeme na tabulky obsahujici udaje
o trvdnf soumraku obtanského uprostfed kazdého mésice na 42.°
az51.° zemép. 8fiky a tdaje o trvdn{ astronomického soumraku
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ktery se zakoncuje, klesue-li 18° pod obzor, pro kazdy 10."
zemép. §. od 0°—60° a na tabulky k uvedeni vychodu a zdpadu
slunce a mésfce v PafiZi na vychod a zdpad v mistech mezi 0.
a 60.° sev. 8ifky se nalézajicich.

Na str. 190—211 uvedeny jsou velmi jednoduché vzorce
a pomocné tabulky pro ustanoveni nadmoiské vysky z pozoro-
vénf barometrickych, jakoz i tabulky k uvedeni vySek rtutového
barometru na teplotu 0° a na hladinu moi#skou, jez na zdklads
»Tables météorologiques internationales* *) upravil p. M. Mathieu.

Znéme-li vysku tlakoméru na dolnf stanici H a na hornf
stanici A, teplotu na tlakomérech T a T’ a teplotu vzduchu ¢
a ¢, ddle nadmoiskou vySku dolni stanice s a zemépisnou §itku
jejl L, ustanovime pomoci tabulek snadno prvni pfibliZnou vysku
stanice horn{ nad stanic{ dolni dle vzorce:

a = 183367 log 1= — 1-2843" (T — T)
h

a druhou pfibliZnou vysku A dle vzorce:

_ ., 2¢+®)
A=ata—550"

a konecnou vysku Z dle vzorce:

_ 265 A - 15926 o
Z—=A (1 + g 008 2L+ 46366-1—9—8——) (1 + 3183099 |

Korrekce C k uvedeni vysky tlakomé&rné 4 na teplotu 0°,
uddvé-1i T" teplotu tlakoméru, ustanovuje se ndsledujfcim vzorcem:

_(w—AT
O=Trur

kde u = 0'0001818 zna&i prim. koefficient roztazivosti rtuti
a 4= 0000184 koefficient mosazi.

Korrekce pro rizné vysky barometrické pfi rézné teplotd
Jsou téZ zndzornény graficky tim zpisobem, Ze jsou vysky baro-
metrické A naneseny na ose Gsetek a teplota rtuti T’ na ose
pofadnic.

Pro redukci barometrické vysky na vysku hladiny motské
byl hofejsi barometricky vzorec pfiméfend upraven.

K metrické soustavé mér a vdh ptipojuje pan Cornu né-
které poznidmky o mezindrodnich jednitkdch c. g. s. Jaké mény
uZivé se v kazdém jednotlivémn stdté, jest uddno na str. 317—352

*) Vyddny v Pafizi r. 1890.
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s pozndmkami o razenf penéz jakoz io znaménkdch, kterymi se
garantuje hodnota zboZf zlatého a stifbrného.

Ve stati zemépisné a statistické str. 379 —470 p. Levasseur
uvddf nové vypolty pro velkost povrchu Francie, které byly
ziskdny zemépisnym oddélenim vojenskym na médénych plotnich
mapy generdlniho §tibu. Lidnatost jednotlivych krajin byla vy-
Settena na tomto novém zdkladé. Dle toho vykazuje povrch
Francie 536464 km?; polet obyvateli jest 38518000 a lidnatost 72.

Hodnoty magnetickyjch elementi pro hlavn{ mista departe-
mentl francouzskych byly uvedeny p. Moureauxem na dobu
1. ledna 1899, kdezto mapky isogon, isoklin a isodynam byly
sestrojeny pro 1. leden 1896.

Mimo to obsahuje annuaire riizné tabulky s etnymi daty
o télesech pevnych, kapalnych a o plynech. V optické &dsti jsou
obsazeny rizné tudaje, tykajici se fotometrie a délky vln své-
telnych, které poddivd M. Cornu, jenz napsal téz dilezity cldnek
o elektrickych jednic¢kich, zavedenych pii praktickém zuZitko-
vani elekttiny.

Na konei knizky shledivdme drobnéjsi ¢ldnky o ridznych
predmétech, jez napsali: A. Bouquet de la Grye: ,Notice sur
les ballons-sondes“; M. Bassot: ,La Géodésie moderne en
France“; P. Gautier: ,Note sur le sidérostat a lunette de 60 m
de foyer et de 1 m 25 d’ouverture®; .. Janssen: ,Les travaux
au Mont Blanc en 1898“. ,

7 ¢linku o balonech vyzkumnych, jenZ jest psin na zd-
kladé spisu Fonviellova vyjimdme, Ze pp. Hermite a Besangon,
kdyz se ukdzalo, Ze obytejnymi balony nebylo lze dostati se do
znatné vySe (Berson v Berliné dostoupil nejvyse 9156 m), po-
my8leli na to, jak by se vyzkumy vy$8ich vrstev atmosfery mohly
podnikati s balony bez privodcd. Jali se vypoustéti do vzduchu
mengf balony, opatfené pouze piistroji samotinné registrujicfmi,
které vystupovaly muohem vySe, nezli balony obytejné, tizené
priivodei.  Tak vystoupil balon ,Aerofile 1%, vypusitény dne
21. brez. 1893 do vySe 15000 m, kde byla registrovdna teplota
—b0" C. Po pifkladu francouzském vypoustéji se téz v Berling
balony bez priivodce a dostal se balon ,Cirrus® do vyse 16375 m
a po druhé do vySe 18450 m, kde shleddna byla teplota —53°
a —68° C. Tyto vystupy do atmosfery vedly k vysledku pie-
kvapujicimu, Ze jiz ve vy$i nékolika km nalézd se teplota —70° C.

Kongress meteorologicky, jenz se konal r. 1889 v Patizi,
rozhodl, aby se vystupy balond podnikaly souasné v rdznych
hlavnich méstech v Evropé, ¢imZ by se vyvolalo jakési zdvodéni
na v8ech strandch, jez by vedlo k novym vysledkdm. Byla do-
sazena mezindrodni komise, kterd by ifdila tyto podniky, smé-
fujici k meteorologickym vyzkumidm ve vys§fch vrstvach atmo-
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sfery. Nédsledkem mezindrodnf dmluvy povzneslo se v riznych
hlavnich méstech celé lodstvo baloni do vyse.

Mimo to vénuje se ve Francii za p¥{¢inou meteorologického
vyzkumu vy38ich vrstev atmosferickych velky ndklad na zfizo-
vdn{ horskych stanic. K dosavadnfm observatorifm horskym,
opatienym hojnymi prosttedky, jako jest observatorium na Pic
du Midi 2877m v Pyrenejich, na Puy de Dome 1467 m v Au-
vergni, na Mont Ventoux 1908 m v jiz. Francii, druZi se nové
observatorium, jeZ bylo pfifinénim Janssenovym r. 1894 zafi-
zeno na vrcholku Mont Blancu 4810 m. O pracich, konanych na
tomto nejvyS$3im observatoriu evropském r. 1898 poddvd Janssen
krétkou zprdvu, z niZ vyj{mdme, e méfena byla hlavné intensita
paprski sluneénich a vedle toho kondna studia spektroskopicki.
Minulého roku mérena byla téZ intensita tihy na vrcholku
v Grands-Mulet a v Chamaunix pomoci pfistroje Sterneckova,
aby se zjistilo vnittni sloZen{ tohoto mohutného horstva. Mimo
to providéno bylo chem. analysovdni vzduchu. Dr. F Augustin.

Opravy.
Na str. 37. v rovnici (1) misto xq? éti gz® _
U wiae U
w w 3l g 3) y:lq ctly:l;—.

41. rovnice (11) md miti tvar A ¢+ 44,6 + 64,0% 44,6 + 4, =0.
41. v determinantu misto 4, éti 4,

43. rddka 5. z dola misto O ¢&ti O'.

102. , 5. s hora , (p*— 0% éti (p?—0b)2

102. , 12.z dola , (a— cam)? éti (a — ca2n)

103. , 9.shora , m—2dtia—=2.

106. , 8., » (1) &ti (1)

110. , 3., ., w kamétik nam

122. v obrazci misto x éti x;.

2 2 32 2 2T ¥ 3 3 2
2 2 2 32 2 3 =2 32T 3

o . o
o —1 P a1
163, , 4., . . ;étiz.

168. , 7. a 8. z dola misto = &ti m4.

162. f4dka 4. s hora misto

3
3

3
3

3
3
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Priloha k Casopisu pro pdstovani mathematiky a fysiky.

Z&kladni ulohy mathematického zemeépisu a sfé-
rické astronomie reSené konstrukei.
Poddvé

Adolf Mach,
professor ¢. k. vy¥3f rvedlky v Ji&iné&.

(Dokonéent.)

VI. Slune¢ni hodiny.

A. Sluneéni hodiny horizontilné.

1. Tyéinka se svéfovou osow rovnobéiné postavend vrhd stin
na vodorovnou desku. Jak veliky kel opise u nds stin v dobé od
pravého poledne do 2" odpoledne ?

Tydinka rovnob&Znd se svétovou osou, sméiujicf tudiZ
k severnfmu pélu, odchylena jest od roviny horizontdlné o ihel,
jenZ rovnd se vySce poélu Cili zemépisné Sffce mista pozoro-
vacfho.

S,
2
6
A /
Obr. 17.

Stin takto postavené tylinky jest v pravé poledue v piimce
sméiujfef k severnimu bodu horizontu, nebof souhrn paprski
15
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svételnych, prochdzejicich tyéinkou, tvoii svételnou rovinu, je
v pravé poledne se ztotoZiiuje s rovinou merididnu; ale pri-
setnice merididnu s libovolnou rovinou horizontdlnou jest pfimka
spojujief bod jiZnf se severnfmn, a proto i stin tyEinky musf se
sjednotiti s touto pifmkou.

BudiZ slunce v pravé poledne ve sméru s, (obr. 17.), ve
2% odpoledne ve sméru s,, pifslu§né stiny tyéinky budtez zn4-
zornény useckami ac a ad; pak stin tylinky vytvofil ve zminéné
dobé uhel cad = ¥ .

Mimo vy8ku pélu ¢, jez rovnd se thlu dac, ddn téZ thel
s,bs, = ¢bd = =, nebot tyto 1uhly maji tolik stupiii whlovych,
kolik stupiii obloukovych vykond slunce na své denni drize
v dobé od pravého poledne do 2* odpoledne; jak zndmo, 15°
za hodinu, 30° za dvé hodiny; proto =z — 30°.

Déle nutno téz uvaziti, Ze slunce, otdéejic se zddnlivé
kolem svétové osy, vytvofuje drdhu, jejiZ rovina jest k této ose
a tudfZ i k tylince s nf rovnobéZné kolmd, takZe naopak tydinka
stojf kolmo ke vSem pifmkdm oné roviny, tedy i k s,c a s,d.

S

d, (a

Obr. 18.

Jsout pak trojihelniky abc a abd pravoiblé s vrcholy
pravych dhli v 5. Ale nejen tyto, nybr% i trojihelniky acd a
bed jsou pravouhlé, nebof pifmka cd, jsouc priseénici dvou
rovin k roviné trojuhelnfka abec kolmych, totiz vodorovné desky
a roviny bed, jest kolmd ke vSem pifmkdm této roviny, tudiz
i ke strandm ac a be. Vrcholy pravych dhlid jsou v bodu e.

VSechny jmenovane pravoihlé trojuhelniky Ize postupné
sestrojiti na zdklad® ¢, = a libovolné dlouhé tsetky ab.

Z A\ abc urtime bc a ac, z /\ bed, jenz pak jest stanoven
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odvésnou bc a tGhlem 7, uréfme cd, natez A\ acd jest ddn ob&éma
odvésnami ac a cd; jeho I cad jest hledany thel z.

Sestrojenf vSech trojiheln{ki lze provésti zpisobem velmi
jednoduchym jednim obrazcem.

Sestrojme pravoihly A abc (obr. 18.) z libovolné odvésny
ab a Ghlu ¢ = 50°; nad druhou odvésnou b¢ vztyéme pravoihly
A\ bed s Ghlem = — 30°; udinivie pak ca’ = ca a spojivie a’sd,
obdrZ{me pravotihly A a’cd, jehoZ thel ca’d = x = 24° vyhovuje
tloze.

Stin tycinky opise w nds v uvedené dobé 3T 24°.

Z obr. 18. 1ze téZ trigonometricky stanoviti velikost ihlu .

Je-li ac =1, pak v A abc jest

be = sin g,
v A\ bed jest
cd = sin @ tg 7,
nateZ v A a’cd
tg x = sin @ tg 7.

Kdybychom papir otodili tak, aby pifmka a’c sméfovala

k severnimu bodu, kdybychom déle 3Z ¢ uéinili = 50° na¥i

sluneéni hodiny.

Obr. 19.

zemép. Sffce, a tytinku upevnili v o’ tak, aby smékevala k se-

vernimu pélu, to vie osvétlili ve 2* odpoledne sluneénfmi paprsky,

musil by stin tytinky se sjednotiti s ptimkou a’d, a ponévadz
' 16*
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timto zplisobem lze stanoviti vrZeny stin v libovolné dobé, jest
konstrukef v obr. 13. podanou dan zdklad k sestrojenf horizon-
talnich hodin sluneénich.

Jestit jen tfeba kolem bodu & sestrojiti postupné dhly =
bud po 15° chceme-li miti vyznadeny jen hodiny, neb po 7%/,°,
kdyby i ptilhodiny se Zddaly, aneb i po 3}° kdyby i étvrthodiny
sluneéni hodiny mély ukazovati.

Pro pilhodiny jsou sluneénf hodiny horizontalnf sestrojeny
v obr. 19.

B. Vertikalni hodiny sluneéni.

Vertikdlni sluneénf hodiny zobrazuji se na vertikdlnf sténé,
jdouc! obycejné od vychodu k zdpadu, obrdcené tudiz ptesné
k jihu. Ty¢inka, sméfujic i nyni k severnimu pélu, odchylena
jest od stény o thel 90° — g.

V3e ostatni jest obdobné s vyvojem, provedenym v pie-
deSlém odstavcei pti hodindch horizontdlnfch. Téz konstrukce
jest totoZnd, s tim toliko rozdilem, Ze misto ihlu ¢ uZije se
thlu 90° — ¢.

VIIL. VySka hvézdy.

Vyska hvézdy -jest vzdédlenost jejf od horizontu. Urtuje se
obloukem kruznice, jez prochdzi zenithem a hvézdou (kruZznice
vertikdlnd) a potitd se od horizontu k hvézds, od 0° do 90°.
Vyska hvézdy vychdzejici nebo zapadajici = 0°.

PonévadZ merididn mfsta pozorovaciho prochdzi zenithem,
jest zdroven vertikdlni kruZnici; jeho obloukem se uréuje vyska
hvéedy kulminujici.

Vyska nejvy&stho bodu rovnfka = 90° — ¢, nebof od pélu
k horizontu jest ¢° od pélu k nebeskému rovniku jest 90°,
zbyvé tudiz od nejvysstho bodu rovnika k horizontu

180° — 90° — @ = 90° — g.

U n4s jest nejvySsf bod rovnika nebeského 90° — 50° — 40°
nad horizontem,

vV Madridé 90" — 40" = 50", v Kairu 90" — 30" = 60",
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Vyska kulminujfci hvézdy, jejiZz deklinace = 0°, aneb vyjska
slunce ve 12% pravého casu dne 20. bifezna a 22. zaif, kdy
0 =0° jest u nas 40°, v Madridé 50°, v Kairu 60°.

Msé-li kulminujfcf hvézda nebo slunce deklinaci od nully
se lidfc, pak tteba jen tuto deklinaci k vySce nejvysstho bodu
rovnika bud piiéisti nebo odéfsti, podle toho, je-li deklinace
kladnd nebo zdpornd.

Priklady :

1. Jak wvysoko kulminuje ve strednich Cechdch Arctur
(0 = 19%/,°), Spica (—10°38’), Sirius (— 16°35")?

593/, 29°22, 2325,

2. Jak wvysoko vrcholi tyto hwézdy a) v Athénach (38°),
b) na rovniku?

a) 71%,°; 41°22'; 35°25.
b) 70'/,° na sever; 79°22" jiéné;
73925 ji¥né.

3. Jak wvysoko kulminuje slunce 20. brezna, 21. Eervna,
22. zdri a 21. prosince a) ve Styrském Hradei (47°); b) v Du-
brovniku (43%; ¢) na rovniku; d) v Petrohradé (60°); e
v Kapském Mésté (— 34°)°?

a) 43°, 661/, 43° 19%/,".
b) 47°, 70Y,°, 47° 23Y/,".

¢) 90°, 66'/,° nad sev. bodem, 90°, 66'/,° nad jiZnim bodem-

d) 30°, 53'/,° 30° 6%/,°.

¢) 56° nad bodem sev., 79'/," mad bod. sev., 56°, 32'/,° téZ
nad bodem sev.

U nds kulminuje slunce nad bodem jiZnfm, na jizn{ polo-
kouli zemské (mirny pds) nad bodem severnfm.

Z vysledkii nahote uvedenych plyne, ze ve Styrském Hradei
vystoupi slunce 21. Eervna prdvé tak vysoko jako téhoZ dne na
rovniku, jediné s tfm rozdflem, Ze jest u nds nad bodem jiZnfm,
na rovnfku nad bodem severnim.

PonévadZ pak vyS8ka slunce rovnd se také thlu, v némiZ
paprsky na horizontdlnf rovinu dopadajf, sezndvdme, Ze utinnost
paprskil jest toho dne na rovniku i ve Styrském Hradci stejn.
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4. V jakém vhlu dopadaji paprsky sluneini ve strednich
Cechdch v pravé poledne dne 25. vnora (0 = —9°), 10. dubna
(+8%, 15. srpna (+14°), 2. prosince (—22°)?

31° 48° 54° 18°.

5. Kdy dopadaji v Praze paprsky slunecni v poledne v whlu
60°, 20°, 16"/,°?

Kdy% deklinace sluneéni — 20", —20°, — 23'/,° t. j.
20. kvétna, 20. ledna, 21. prosince.

Nekulminuje-li hvézda, pak nelze tak jednoduchym zpi-
sobem poletnd jeji vysku stanoviti; za to podivd konstrukce
snadny zpisob FeSenf, jejZ na ndsledujicich pifkladech objas-
nime.

1. Jak vysoko jest u nds slunce dne 20. kvétna (0 = 20°) v 9*
rdno?

Obr. 20.

Je-li v obr. 20. p pdl nebesky, R rovnik nebesky, 2 zenith,
H horizont, s poloha slunce v 9% rdno, pak jest oblouk sk vyska
slunce, s¢ jejf dopln&k, pm vyS8ka pélu = @, p2 jeji doplndk,
sk deklinace, sp jeji doplnék.

V trojihelnfku psz jsou pak zndmy strany:

a=90°— 0 = 90° — 20° = 70°,
b =190° -- ¢ = 90° — 50° = 40°;
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tolikéZ stupfifi majf viak té% p¥isluiné dhly stiedové pos a poz.
Mimo to jest také zndm 3y, nebof jeho potet stuphi rovnd se
pottu stuphii oblouku s¢, ktery jest slunci vykonati od 9* do-
polednich do 12* pravého &asu, kdy vstoupf do merididénu. Za
3" urazi slunce aeblouk 45°, proto 3Ty — 45°. Ale ty%z thel p
uréuje téZ odchylku rovin pos a poz, a tu lze jinym zpisobem
obdrzeti, jestlize v libovolném bodu priseénice op jmenovanych
rovin — tfeba v bodu p, — postavime k ni rovinu kolmou.

Vznikne tfm A p;s,8, o dhlu p = 45° jehoZ strany s,p,
a z;p, jsou kolmy k op,, takZe trojihelntky p,o0s, a p 0z, jsou
pravodhlé s pravymi ihly pf¥i vrcholu p,.

Ponévadz tsetku op, si lze zvoliti libovolné dlouhou, moZno
po fadé sestrojiti:

1. pravouhly A op;s, z odvésny op, a 3 a;

2. » Aoplzl Z » @ {b;

3. kosotihlf A p,s,2, z dhlu y a ze stran p;s, a p,2, ,
jichz velikost vyplyvd z obou trojihelnikd predeslych; koneéné

4. kosotihly A os,2, ze tif stran; dhel pak lezicf naproti
strané s,2, jest doplpék hledané vysky.

Sestrojenf téchto étyf trojihelnikii 1ze nejvyhodnéji provésti
v jednom obrazci.

Obr. 21.

Sestrojme (obr. 21.) oba prvni pravoihlé trojihelniky ops,
a opz, aby mély spoletnou odvésnu op, k nf% naneseme

Xa=90°—0d a b =90°— @,

nad stranou pz sestrbjme /\ ps,2 ze stran pz, ps, = ps, a uhlu
jimi sevieného p, konetné nad stvanou os postavme A\ ozs, ze
stran oz, 0s; = o0s, a 28, — #s,. Uhel ¢ —46"/,° jest doplnék

vy8ky, a proto:
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Dne 20. kvétna jest u nds slunce v 9* rdno 43'/,° vysoko.

Sledujeme-li zd4nlivy pohyb slunce na obloze po cely den,
snadno Sezndme, Ze slunce md dvakrdt za den touZ urditou
vySku, jednou dopoledne, podruhé odpoledne. Oba okamZiky
jsou od doby polednf stejné vzddleny. Z toho plyne, Ze md u nds
slunce dne 20. kvétna téz ve 3* odpoledne vysku 43'/,°.

2. Jak velikou vysku md u nds Wega (0 — 38°/,°, AR = 18"33™)
dne 29. éervna (AR slunce 6"33™) v 10" veder?

Rektascense Wegy jest dne 29. &ervna o 12% véts{ neZ
rektascense slunce; to znamend, Ze dne 29. tervna Wega o 12°
pozdéji kulminuje neZ slunce. Je-li 10* v noci, slunce kulmi-
novalo pfed 10 hodinami a tudiZ Wega bude kulminovati teprve
za 28 takZie 3Ty = 30°. Tim pievedena tato tiloha na piedeslou.

a=90"— 38%,°=51",% b =90"— 50" = 40°,
7 = 30",

Kdybychom tlohu fte§ili po zpisobu konstrukce uvedené
v obr. 21., seznali bychom, Z%e ¢=29° a tudiz vyska — 61°.
Wega jest u nds dne 29. éervna v 10" wveder 61° vysoko.

3. V kolik hodin jest v Madridé (p — 40°) slunce dne
21. dervna 40° vysoko? '

Déno jest: &= 90" — 231/,° = 661/,",
b=90° — 40° =50°,
c=90°— 40" =50

Obr. 22.

Sestrojme jako v predeSlych ptikladech nejdifve troj-
uhelnfky ops, a opz (obr. 22.), ale pak hned A oss, ze stran
02, 0s, — os, a jimi sevieného twhlu ¢, pak teprve A ps,z, jehoz
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7y vyjadiuje oblouk, jejz jest slunci do 12" vykonati. Tento
oblouk zndmym jiz zpisobem proménfme na ¢éas.
» = b6/," = 8%~

V Madridé jest slunce dme 21. Cervna v 8'/,* dopoledne
a ve 3%/ odpoledne 40° vysoko.

4. Dne 18. éervence (0 = 21°) jsem posoroval, Ze svisld tyc
metr vysokd vrhla stin téZ metr dlowhy. V kolik hodin to bylo ?

Ty¢, jejl stin a paprsek nejhofejstho bodu tvof{ pravo-
ahly trojihelnfk rovnoramenny; jest tudiz paprsek sluneéni od-
chylen od roviny horizontdlné o thel 45° takie vySka slunce
= 4H°,

Tim pfevedena jest iloha na piedeslou:

a—=90"—21°=469° b =90"— 50" = 40",
¢ = 90° — 45" = 45,

Kdybychom #e8ili tento piiklad po zpilisobu konstrukce
uvedené v obr. 22., shledali bychom, Ze y — 45" = 3% a proto :
V 9% dopoledne a ve 3" odpoledne wvrhd dne 18. Cervence
svisld tyc stin, jehoZ délka rovnd se délce tyce.
Mathematicky vzorec pro vysku hvézdy lze vyvoditi z obr 21.
Je-li op = 1, pak
o e g
' cosa’ T cosh’
ps, =tga, ps—=tgh.
Z /\ osgz plyne, Ze
—2 1 1 cos ¢
% = Gos'a T oos®  ° cos acosb”

V A ps,e jest

— , sin @ sin b
8252 = tgza + tg‘b —2 m cosy,
proto .
1,1 cose o :
cos?a +?(—)s—’b— - 2(:*osacosb—tg @+ tgd
sin a sin &

cosacosh 7
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Ale
LI S 1.
cos®a —  costa !
1 2h —
wogs - me =1,

takZe obdrzime :

€08 ¢ = co0s @ c08 b — sin a sin b cos 7,
a dosadfme-li piivodni hodnoty, bude

cos ¢ = sin d'sin @ + cos d cos ¢ cos .

VIII. Azimut hvézdy.

KruZnice prolozend zenithem a hvézdou protne horizont
v urditém bodu. Oblouk horizontu mezi tfmto prisetfkem a
bodem jiZznfm jest azimut hvézdy. Potitd se od bodu jiZniho pies
zdpad na sever, od 0° do 360°.

Cvideni :

1. Ktery azimut md: a) bod jitni; b) bod zdpadni; c) bod
severni; d) bod vychodni?

a) 0°; b) 90°; ¢) 180°; d) 270°.
2. Ktery asimut md slunce a) v poledne, b) o pilnoci?
a) 0°; b) 180°.
3. Jak veliky azimut md slunce 20. brezna mebo 22. #dri
a) vychdsejic, b) zapadagjic?
‘ a) 270°; b) 90°.
4. Ranni a vederni vzddlenost slunce jednoho letniho dne
byla 30°; jak veliky azimut mélo slunce a) pii vychodu, b) pii

zdpadu ?
a) 240°; b) 120°.

V obr. 20. stanovi iihel « odchylku merididnu od vertikdlu
prochézejictho hvézdou. Tato odchylka by viak byla potitina od
severnfho bodu m. Ale azimut se potitd od bodu jiZnfho pies
zdpad a sever. Z té piftiny jest k 3T« pridati jests 180"
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abychom obdrzeli azimut. Tuto odchylku « téz obdrzime, jestlize
v libovolném bodu 2, priisetnice jmenovanych rovin vatyéime
rovinu k nf kolmou, jez vytvotf A p,s,s, jehoZ strany p,z, a
8,2, jsou kolmé k ptimce oz, takZe trojihelniky oz,p, a 0s,2,
jsou pravoihlé.

Uhel trojthelnika p,4,s,, leZict naproti strané ,8,, zvétien
0 180° rovnd se poctem stupiii azimutu hvézdy. Je-li ddna vyska
polu mista pozorovactho, deklinace a vySska hvézdy, pak lze po
fadé sestrojiti :

1. pravotihly A\ op,z,. z libovolné dlouhé odvésny oz, a
tihlu 90°—g,

2. pravodihly A\ oz,;s, z odvésny o0z, a tihlu 90° — v,

3. kosouhly A op,s, z Ghlu 90° — 0 a ze stran op, a os,
jichz velikost vyplyvd z p¥edeSlych trojuhelnikd, a koneiné

4. kosotihly A p,s,%, ze vSech stran, jichZ délky urteny
jsou trojihelniky piedeslymi.

Uhel « tohoto trojihelnika o vrcholu z zvétsen o 180° d4
hledany azimut.

Z toho patrno, Ze azimut hv&zdy sestrojf se podobnym po-
stupem konstrukce jako v obr. 21. vyska hvézdy.

O tom netieba tedy dale Sititi slov.

V obr. 23. jest FeSena tloha:
Ktery azimut md w nds slunce dne 21. dervna, jsouc do-
poledne 40° vysoko ?

b = 40° ¢ =50° a=66"/,°
Sestrojeny byly po ¥adé trojtihelniky: ozp,, o0zs, osp, a p,sz

Zvétsime-li 3T @, jenZ v poslednim trojihelnfku leZ{ naproti
strané sp,, o 180° obdriime azimut..
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Ponévadz « = 116" jest azimut = 296",

Sestrojeni azimutu lze s vyhodou spojiti s konstrukei
vySky hvézdy.

Uvdzfme-li, Ze v obr. 21. mdme whly b a ¢, na jichZ
zdkladé jsme azimut sestrojili, vedle sebe naneseny a Ze délka
odvésny oz (obr. 23.) miZe byti libovolnd, mysleme si v obr. 24.
s bodu s; spuSténou kolmici na oz, jez protind piimku oz v bodu
2 a op v p', a sestrojme trojihelnik z tsetek p’s,, p'?’ a s,2;
pak uhel tohoto trojihelnfka pfi vrcholu 2 jest hledany thel «.

Pifklady:

1. Kterow vysku a azimut md Algol (0 = 40'/,", AR = 3"
dne 25. Fijna (AR sluneéni — 14*) v 9* vecer?

Je-li 9% veter, tu uplyne jeSté 15 hodin, neZ opét slunce
bude nahofe kulminovati ¢ili neZ bude poledne. PonévadZz viak
rektascense Algolu jest dne 25. fijna o 14*» — 3% — 11" men3{ nez
rektascense sluneéni, Algol toho dne kulminuje o 11* d¥ive,
t. j. za 4% tili musi vykonati jedté oblouk 60° takZe 3Ty = 60°.

a = 49'/,°, b =50° y = 60°.

Zndmym zplsobem sestrojen nejdiive thel ¢ = 42° a na
jeho zdkladé pak thel a — 87°.

Vyska Algolu v 9* vecer dne 25. rijna — 48°, azimut = 267°.

2. O jaky vhel musi strecha domovni byti odchylena od roviny
horizontdiné a na kterou stranu svébovou musi byti obrdcena,
aby na ni sluneéni paprsky dopadaly dne 10. éervna (0 = 23°)
v 10* dopoledne kolmo?

Kdyby stftecha méla polohu vodorovnou, musily by paprsky,
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aby na ni dopadaly kolmo, miti polohu svislou. Odchyli-li se
sttecha od roviny horizontdlné o ihel «, skloni se paprsky
o tyZz thel « a dopadaji v dhlu 90° — e, ¢emuz i vyska slunce
se rovnd. Azimut slunce stanovi pak misto pa horizontu, ke
kterému musi byti sttecha obrdcena, aby na ni paprsky v uve-
denou dobu dopadaly kolmo.

V tomto ptipadé jest a = 67° b = 40°, » = 30°

Kdybychom po zpisobu konstrukce v obr. 24. uvedené se-
strojili vy8ku a azimut, shledali bychom, %e v = 90° — 36° = 54°,
azimut = 305°.

Strecha musi byt odchylena od roviny horizontdiné o thel
36° a smérovati k bodw, jen¥ jest od bodu jifniho k vychodu
55° veddlen.

3. V kolik hodin dopadaji sluneéni paprsky dne 2. Cervence
(0 = 23°) na Zebin, kuielovity vrch w Jidina, jehoi povrchové
primky trori s horizontdlni rovinow thel 30°, v téms whlu, jako
dne 20. biezna v poledne na rovnik, a kterd strana Zebma bude
tak intensivné osvétlena a oteplena?

Dne 20. biezna v poledne dopadajf sluneéni paprsky na
rovnik kolmo.

M4-li nékterd povrchovd p¥imka onoho kuZele byti osvét-
lena kolmymi paprsky sluneénimi, musf slunce miti vysku 60°.

V obr. 25. jest a = 67° b =40°% ¢ =30° Zndmym jiz
zplisobem sestrojen 9~ p, jenz urcuje dobu, ve které sluneénf
paprsky dopadaji na uréitd mista Zebina kolmo; nateZ sestrojen
azimut e + 180° jenZ urtuje stranu, na kterou ona mista jsou
obrdcena.
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y = 17° = 1%8=, azimut — 325°;
prodeZ:
V 10"52™ dopadayé sluneéni paprsky dne 2. éervence kolmo
na onu Cdst Zebina, kterd jest obrdcena k bodu horizontu, jen
Jest od bodw jiZniho o 35° k vychodu uchylen.

IX. Nejkrat$i vzdalenost dvou mist na povrchu
zemském.

Nejkrat$f vzddlenost dvou bodd na kulovém povrchu jest
oblouk hlavn{ kruZnice oba body spojujfcf. Hlavni kruZnice, jak
zndmo, md stied ve stfedu koule a jej{ polomér rovnd se polo-
méru koule.

Mezi nescéetnymi hlavnimi kruZnicemi, je% lze vésti na po-
vrchu zemském, jsou nejdilezitéjsi rovnik a merididny. Nepfti-
hlfZfme-li k okolnosti, Ze zemé jest na obou pélech splostéld,
pak rovnd se délka merididnu délce rovnika i délce kaZdé jiné
hlavnf kruZnice. V8echny hlavni kruZnice povrchu zemského
jsou 40000 km nebo 5400 zem. mil dlouhé, 1° hlavnf kruZnice
rovnd se 111°'11 km nebo 15 zemdép. milfm, 1’ hlavn{ kruZnice
rovnd se 1850 m nebo 1 ndmoini mili.

Vzdédlenost dvou mfst na rovnfku rovnd se rozdilu zemé-
pisnych délek. Vzddlenost dvou mist na témZ merididnu rovnd
se rozdflu zemé&pisnych §ftek.

Praha a Neapol jsou na témz merididnu, zemépisnou Sifkou
li&f se o 9°; jejich vzddlenost rovns se tudfZ

111-11 X 9 = 1000 km.

Abychom stanovili nejkrat3f vzddlenost dvou libovolnych
mist m a », musime zndti jejich zemépisné soufadnice @,, J,
a @, 0,

Je-li v obr. 26. p pél zemsky, pak v /\ mnp, utvofeném
z_oblouku hlavnich kruZnic (sféricky trojuhelnfk), jest strana
mp = a = 90° — g@,, strana np = b =90°— ¢, a jimi sevieny
thel y =0, —9,.

Uvdzfme-li, Ze uhly msp a nsp maji tolik stupiid dhlovych,
kolik maji strany a a b stupiii obloukovych, ddle pak, Ze od-
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chylka rovin psm a psn rovnd se té% 3y, kterdZto odchylka
se jevi v A mw’p’, jehoi rovina stojf kolmo k sp (proto
m'p’ | sp, wp' 1 sp), konetnd Ze tisetku p’s silze zvoliti libo-
volné dlouhou, sezndme, Ze pravoiihlé trojihelnfky m’p’s a n'p’s
jsou dokonale stanoveny, a ponévadZ z nich vyplyvd délka

tisetek w'p’, m'p’, sm’ a sw, jest téz ,\ m'w’p’ urden, coz md
zase za ndsledek, Ze i A m'n’s je stanoven vSemi stranami,
takZe z ného lze urditi velikost Ghlu ¢, jenz md tolik stupiid
thlovych, kolik ma oblouk mn stupiii obloukovych. I obdrzime
délku oblouku mn, ndsobfme-li 11111 4z pocétem stupni hlu c.
Postupné sestrojovdni trojihelnfkd sm’p’, sw'p’, m'n'p’ a sm'n’
zase lze jednoduchym zptisobem provésti v jediném obrazci.

Sestrojme (obr. 27.) dva pravowhlé trojibelniky mps a
nps se spolecnou, -libovolné dlouhou odvésnou ps a piflehlymi
k nf dhly a a b. Nad nékterou z ostatnfch dvou odvésen — tieba
nad mp — zobrazme /\ m,np, aby pm, — pm, a I npm, = p.
Vztytivie konetné nad stranou sn /\ swm, ze stran sm, — sm,
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a mmg = nm,, obdrifme naproti strané nm, lezfci hledany ihel c.
V obr. 27. jest tfmto zpisobem sestrojena vzddlenost mist,
jichZz zemépisné soufadnice jsou:

P, = 5001 Py — 538/4 01 ’
0, =141,°, d,=281",° v. od Greenwiche.

(Praha a misto poblit Tomsku v Sibfii.)

¥ a =90°—50°=40°% ¥ b=90°—53%,°=36"/,%
y —0,—0, = 67"

Obrazec pravi, Ze IZc = 39'/,°% proto jsou obé mista
4389 km od sebe vzddlena.

Kdybychom chtéli miti mathematicky vzorec pro délku
oblouku mn, pak bychom musili vziti Gtolisté k vypottu trigo-
nometrickému, vyplyvajicimu z YeSeni trojihelnfkd v obrazci.
Postupem, jenz vysvétlen jiz pii mathematickém urtenf vysky
hvézdy, pfisli bychom ke vzorei

€0S ¢ = cosa cos b — sin a sin b cos 7,

a dosadfme-li pivodn{ hodnoty za a, b a p, bude

o8 ¢ = sin ¢, sin @, | cos ¢, cos @, cos(d, — J)).

ReSeni uloh.

1. Lod jedouci = Montevidea (9, = 35° j,, 0, = 56/,° 2.)
na Mys Dobré Naddje (p, = 34° 4., 0, = 18'/,° 2) po loxo-
dromé wvykond drdhu 3740 ndmornich mil; oé by se zkrdtila
cesta, kdyby jela po oblouku nejvétsi kruZnice?

Loxodroma jest kiivka na povrchu zemském, kterd protind
viechny merididny ve stejném 1dhlu; pfibliZuje se Sroubovité
k polim, téchto nikdy nedoséhnouc. Rovnobézky jsou téz loxo-
dromy.

Pro ndmoiniky jsou tyto kfivky velmi dilezity; jevit se
na mapdch ndmoinich (Mercatorova projekce, Kozenniv atlas
¢. 2. ,Mapa oboru zemského“) kaZdd loxodroma jako p¥fmka.
Spojime-li na téchto mapdch dva libovolné body, jest spojnice
obrazem urtité loxodromy, obéma misty prochdzejfci.
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A& oblouk loxodromy neni nejkrat3i vzddlenosti dvou mist,
jezdf lodé po této kiivce, nemohou-li z rozmanitych pFitin jeti
po oblouku nejvétstho kruhu.

Mid-li lod jeti z Montevidea na Mys Dobré Nadéje, lodnfk
spoji na mapé ndmofn{ obé mésta pifmkou a Ffdi pak lod tak,
aby jejl osa byla rovmobé&znd s touto spojnici; pak je jist, Ze
#4daného cfle dosdhne.

Otdzka, o¢ by se tato cesta zkrdtila, kdyby lod jela po
oblouku nejvétsiho kruhu, zodpovédéla by se analogickou kon-
strukef obr. 27. Shledalo by se, Ze nejkratdf vzddlenost jest vy-
jddfena dhlem ¢ = 60°.

PonévadZ ndmofn{ mfle rovnd se obloukové minuté hlavni
kruZznice, jest nejkratsf{ vzddlenost obou mist = 60 . 60 = 3600
ndm. mil, a proto jest jizda po loxodromé o 140 mil, t. j. asi
o 12* del8f nez jfzda po hlavni kruZnici.

Podobné bychom seznali, Ze nejkratdi vzddlenost Valpa-
raisa a Christchurche na Novém Zeelandé je 5000 ndm. mil,
kdezto vzdélenost loxodromickd jest 5450 mil, takze lod jedouci
po loxodromé& potfebuje o 37 dels{ doby nez lod jedouci po
hlavni kruZnici.

Slusf jen jeSté, by se podotklo, Ze jsou téZ mapy, na
kterjch se jevi hlavn{ kruznice jako pffmky. Jsou to mapy
gnomonické projekece.

2. Kdybych wvysel 1. ledna 1899 z Prahy ve sméru vy-
chodnim a Sel stdle primo, tak aby v kaddém misté mi byl vy-
chodni bod smérodatny, kde ocitl bych se na konci kaZdého
2 pronich Sesti mésich této cesty, uraze kaZdy dem T/, zem.
mile 2

Pohybuje-li se nékdo po plofe kulové stile ,pifmo“, jest
jeho drdha hlavnf kruznici této koule; pohybuje-li se tudiz stdle
vychodné, nenf drdha jeho rovnobézkou mista, z néhoz vysel,
jak na prvnf pohled by se zddlo.

Je-li v obr. 26. v bodu m Praha a v bodu » misto, kam
dospél bych za mésfc, pak v A mnp jest I mmp pravy, po-
16
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névadz smér vychodni tvoff se smérem severnim uhel pravy;
mimo to jsou v tomto trojihelniku znimy obé odvésny

a=90°"— ¢ a ¢ =15,

nebot, ujdu-li za den 7'/, zem&p. mfle, ujdu za 2 dni 15 z. m.
¢ili 1°, za mésfc 15°

Myslime-li si zase bodem p’ poloZenou rovinu m’n’p’ kolmou
k ps, pak nejen ze m'p’ a n'p’ jsou kolmé k ps, ale i m'n’,
jsouc priisetnicf rovin mn‘s a m‘n’p’ kolmych k rovind m‘p’s,
jest téz k této roviné kolmd a tudiz kolmd k pi{mkdm této
roviny m‘s a m‘p’.

Jsouf pak vSechny 4 trojihelnfky m'p‘s, wn'p’s, n‘m's a
w'm’p’ pravouhlé, jichz vrcholy pravych thli jsou vyznateny
pismeneni vZdy uprostied stojicim.

Ponévadz ndm jde o zemépisné soufadnice bodu n, to
jest o zemépisnou S&itku, jejiz doplnék jest vyjddfen ihlem
p'sn’y a o rozdil zemépisnych délek, jenz jest uréen thlem m'p‘n’
v A mpn’, jde tudiz o sestrojeni téchto trojuhelnfki.

Obr. 28.

Zvolime-li si iisetku p‘s libovolné dlouhou, pak jsou A\ mp’s
a'm'n's dokonale stanoveny, pak sezndme t6% délku stran mp’,
m'n’, sn’, naceZ i hledané trojihelniky m'n‘p’ a n’p‘s jsou uréeny.

Nejvyhodnéjsf postup pFi sestrojovdnf téchto trojihelnfki
by . byl asi tento: ‘
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Zobrazme dvé na sebe kolmé piimky; od priseciku p na-
nesme tiebas v pravo libovolnou dsetku ps, k nf dhel 90° —¢;
tim obdrzime A\ mps; utinice ms = ms’ a I ms'n’ = ¢, dosta-
neme /\ m'n’s’; spojice n’ s p, obdrzime I m’pn’, rozdfl to zemé-
pisné délky Prahy a mista, do kterého jsme dospéli za mésic,
¢ili dhel, jenz urcuje, o kolik stupiii jsme vychodnéji nez pted
mésicem ; pteneseme-li konetné pn’ od bodu p dold a spojime-li
krajni bod s bodem s, obdrZime trojihelnik, jehoZ ostry dhel na
odvésné pm’ jest hledany doplnék zemépisné §itky tohoto mista.

V obr. 28. provedena byla konstrukce soucasng i pro
ostatnich 5 mésict.

Z obrazce tohoto vyplyvéd, Ze bychom byli
a) na konci ledna v severnfm cipu Azovského more,

b) na konci tnora na hranicich Chivy jiZzné od jezera
Aralského,

¢) na konci bfezna na hranicich indickych blize Kasmira,
d) na konci dubna u Kalkuty,

e) na konci kvétna na poloostrové Malakka a konelné
na konci tervna bychom dorazili na rovnik, na vychodni bieh
ostrova Sumatry, jdouce téméf stile po suchu, vykonajice takto
pravé drahu Ctvrtiny nejvétsi kruZnice; takZe, kdybychom
i déle tymZ zpisobem po suchu mohli jiti, potiebovali bychom
k této v pravém slova smyslu cesté kolem svéta 2 rokd. Krdceli
bychom pies Javw a Australii a opustice tuto nedaleko Melbournu,
zavitali bychom na jiZni cip Nového Zeelandw; na mfisté, kde
by praziti protinozci krdleli — kdyby tam mofe nebylo — do-
tkli bychom se rovnobézky 50.° j. §., vykonajice privé polovici
pouti své kolem zemé, a pak ddle dlouhou cestou Tichym
Oceanem do severni Casti Jizni Ameriky, pak pies Azory a
Pari# nazpét do Prahy. Cesta trvala by privé 2 roky.

16¥
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() ¢tyruhelniku, jemuz lze vepsati i opsati
kruznici,
Nupsal
Jos. Langr v Praze.
Jest dan ctyfihelnik ABCD, jemuz je vepsina kruznice

o poloméru » ze stredu O, a jind opsina o poloméru R ze
sttedu S.

Znacme

AD —a, AB = b, BC =, CD =d,
AN AN /\ /N
DAB=¢«, ABD =p4, BCD =y, CDA =04,

thlopticny AC=u, BD —wv, prisetik uhloptiéen K, dotyc¢né
body stran F, G, H, K.
Ulohou jest vySetfiti mezi uvedenymi veli¢inami relace.
Ponévadz jest ctyfdhelnik kruznici vepsdn, jest

(1) aty=4+0=m,
a ponévadz jest soucasné jiné opsan, jest
2 at+c=b+d=s.

K uréeni uhliv vyjdéme od véty Carnotovy. Dle ni jest
w’ = a® + b* — 2ab cos «
u? = c¢* 4 d* — 2¢d cos y.
Srovnénim, jestlize polozime y = x — «, vyjde
a® 4 b* — 2ab cos « = ¢? + d* + 2cd cos «,
z ¢ehoz

at 4 b — (¢ + @)
2 (ab + cd)

Pfipoétéme k jednotce tuto rovniei,

(a) co8 ¢ =
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@+ 00— (P dY) _ (@b —(c— d)?

I reosa=1+ 2(ab+ecd) T 2(ab+cd)
_(a+db4+c—d)(@a+bdb—c+a
- 2 (ab + ¢cd) )
Vzhledem k rov. (2) obdrZime
3) 1+ cos @ = 2 cos? 2= L

2 " 2(@b Fed
Polozme k viili zjednodusen{
ab=14,, cd =4,, A+ 4 =4,
be=p,, ad=p, mtp=u

ac=w,, bd =v,, v,+v,=w

Tim obdrzi se z (3)
, @« _\h
(3) cos & = \/7 .

Odettenfm rovnice (@) od jednotky obdrzi se rovnice,
z nfz dostane se

4 in— —Y%
@ sin 5 = Y

a tedy
« 2y

(6) sina = w’i—l’,
A, — A
6 cos & — ‘L‘l——’ )
‘ _ o Vih
(D tg e =2 ll _'72'

Jest ziejmo, %e T ABD — 3Z ACD = «/, nebof jsou to
tihly obvodové nad tymZ obloukem. Taktéz
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X ADB =3 ACB=4¢
¥ BAC =3 BDC =y
3 CBD =37 CAD —¢".

Dle sinusové véty
a:b=sine :sinf’ =a:d=sin e :sin d”,

odkudz
b:d = sin f’ : sin ¢”

a tedy vSeobecné
(8) a:b:c:d—sin o :s8inp :siny’ :sind”.
Budiz AE =u,, EC =w, BE=v, ED=u,
O téchto tsecich jest v platnosti
Uy LU, =0, L Uy,
Z rovnice (8) vychdszf
9) (a + €)1 (b + d) = (sin & + sin ") : (sin f’ + sin &)
a tedy

(10) sin &’ - sin ¢” = sin ' +- sin 0”
aneb
il A st SN o o] PO el
BN —5 = €08 ——-— = sin —;— cos 5
a uvdifme-li, Ze
o« +y 4 0 =um=,
kdeZ @ jest uhel dhlopiitek,
Pt =e,
dostaneme vysledek
o 00 é_;—_d‘
€08 — 5=

Médme viak



pr—0 =0-+y—m, 0" gl 2 B e Pt

a rovnice (11) se tedy transformuje na

sin?E¥  gin D sl + - iy -
(12) te o _ 2 2 2 2
& smﬁ+y sm;cos——{—cos%sm%—

Substituci dle (3") a (4) a ﬁpravou obdrzime

(13) tg- ‘— \/___
Uvedme jesté
. @ . '[}2 [17] el / vl
(14) Sln—g—__\/—v— ’cosg__\/T,
15)  sino= 2V L i
L4 v

* Plosny obsah 4 daného ctyitihelnika

A:—;—absina-{—%cdsina:%sinu(l)zvll_ﬁ;.

Dosadime-li za A,4, pravé hodnoty, miizeme 4 psiti ve
tvarech

(16) A4 =Vi, = Vuu, = Vv, = Vabed .

Polomér » kruznice vepsané nalezneme obdobné jako pii troj-
thelnfku; jest i zde

A

(17) r= O

r
Polozme :

AG=AF=r,BG=BH=1r, CH=CK=r, DF=DK=r,.
Z A OAF jest

PR
rl.l_rCO?__r 12 = A_.z,
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A
r,:—s‘—; rzz%,
(18) ;
.« Mp— '}
s s y 4 = s
Znésoben{m
AAp 4°
r Ty Ty, = —L 2st] 2 — ) =,
t. j.
4-—_—-—
(19 r:Vrl v,y

Ukézati sludf také na relace
roir,=roir,=ace,
i, =177, =5bid
coz lze slovy vyjadfiti:

Spojnice protilehlych dotyénych bodl ¢tyfihelnika ABCD
délf jeho strany v poméru stran prilehlych. ‘

Dikaz provede se snadno substitucf ptvodnfch hodnot
z rov. (18.) za useky r, »,, 7y, 7.

Polomér R kruZnice opsané ustanovime touto tvahou:

Jest patrno, Ze

sin o — &
ine =g
Z trojihelnika ABD jde

v:a—=sina:sina’

a tedy
v
(20) s 2sina
nebo uzitim druhé dhlopifény
’ —
(20) = 2s8in8 -
Zndsobenfm
A uy _ 4

T 4sinesinf T 2sinasinfsineo
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Substituci z rovnic (6) a (15) po krdtké redukei vyjde
vzorec

_ Vi _ VI
e B= 44 — 44

jestlize Auy = I
Z rovnic (20), (21’) obdrZfme nyni dhlopFény

u:\/l—v :__VH s
w

B

(22) L
s _ VO
AT A
Zndsobenfm obou uhlopiiten obdrzime vétu Ptolemaeovu

(23) w=w

a délenfm uméru
u:v==4:p.

Uhel a' se vypoéte z tméry
v:a=sine:sin o,
. a . 2a 4
(24) sino’ = 7 Sin ¢ = —'jv—ﬁ—— .

Ostatnf dhly analogicky se vypottou.
Useky thlopfien vyjadfuji rovnice

_bsine’ _ 2abay __ Aw ,
“E Tshe  YIT.ea VI
v,
25 = —==-;
@ W=z
v WV
v = —{I‘}ﬁ— y Y= —Vy"—
Uvedeme jesté nékteré vysledky.
Soudet thloptiten
—VIT ptd _ 2v v,
(26) wtov=\IT ="V %
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nebot : A~ p=s%
Spojnice protéjsich bodd dotytnych:
KG = 24V,
Viu
7 — 24 Vo,
Vi

a jich pomér
@1) KG: FH = \», : Vs,
Obsah ¢tyfihelnika FGHK

,_24°
(28) 4 = TR
Vzdélenost sttedu O od vrcholu &étyfihelnfka
(29) ox=2YL

a soutet ¢tvercd vSech &étyf spojnic jest

b?+@+o—c‘ﬂ+m)‘z—“_ﬂ“)

Piispévek ku feseni trojihelnika.

Napsal
Dr. Antonin Pleskot,

professor v Plzni. -

V predchdzejicim roniku Casopisu tohoto uvedli jsme
feSeni trojihelnfka, ddny-li jsou jeho strany. ReSenim tim do-
spéli jsme k zndmym identickym vztahim, které platf o thlech

«, B, y vyhovujicich podmince

¥) O dtyidhelnfku tohoto druhu jednd téz lének 20 étyruhelmku
dvojstiedovém,* ktery v XVIL roénfku Casopisu (str 10.) uvereJmI
fed. A. Strnad,. _ Red.
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y atpty=m

; Piredpokldddme-li naopak zndmost téchto identickych rovnic,
ktevé obylejné jiz v goniometrii se vyvinujf, tu miZeme velmi
je(knoduée dospéti ku vzorciim uréujicfm ahly daného trojihelnika,
déhy-1i jsou jeho strany.

; ‘ Tyto identické vztahy jsou:
B /4

sin & -} sin 8 - sin y :—;4cos%cos?cos—2— 5

sin & -} sin B — siny = 4 sin --g—sin—g—cos%-

(@)

Dle véty sinusové plati:

sine _sinf __siny
= = =4,
a b ¢

kdez 4 jest zkrdcené vyjadieni kteréhokoli z pfedchozich poméri.

Jest tedy
sin « = a,
B) sin 8 = b4,
sin y = ck.

Dosadfme-li tyto hodnoty do rovnic (@), nabudeme:

o B Y
A(a—b-4c¢) = 4cos g 0085 COS 5,
— 4sin % sin B cos 2
Al@+b—c)=4sin g Sin 5 COS—5-,

jichZz ndsobenfm plyne:

‘ }.”(a+b—|—c)(a-—{-b-c):4sinasinﬂcos2;g2’—.

Ponévadz
sin & sin B = abA?,

mdme z predchozi rovnice

(a_}_b+c)(a+b_c):4abcos“-;—,
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t. j oS 2 \/(a+b+‘2((l‘;+b_c)
Podobné& zndsobenim rovnic
I £ ¥
A(@+b—c)=4sin— - sin g €08 5,
— e« B .y
Ala b—}—c)_.4sm g 0S5 sin 5

obdrzime
A*(a 4 b —c)(a — b4 ¢) = 4sin* —g-sinﬁsiny,

z tehoz, jeZto sin f siny = A%,

R CE S e (e E )
2 4bc

Ulohy.
Uloha 41.

Resiti rovnici

Va'—ay @ —8) | V(@ —0) (z—
ab + - be

L YE=D@E—d) _

ca

Ktery vysmam md x, snadi-li a, b, ¢ délky stran troj-
sihelnika ? Red. A. Strnad.
Uloha 42.
Vyloucits u # rovnic

z+ w'y = au
Y+ wie —au’.



Uloha 43.

Tii cyklisté vyjels soudasné z téhoZ bodu okruZni drdhy
840 m dlouhé rychlosti 80, 72 a 59 m za minutu. Za jakou
dobu setkaji se vsichni na téms misté? . Prof. Adolf Mach.

Uloha 44.

Lokomotiva s tendrem, dohromady 8 m dlouhé, minuly
vlak osobni za 4 sek., vrdtivie se, minuly tys vlak na vedlejSich
kolejich za 16 minut. Jakow rychlosti jel vliak a jak byl dlouwhy,
Jela-li lokomotiva rychlosti 50 km za hodinu?

Ty
Uloha 45.
Cisla a, b, ¢, d, e maji tyto vlastnosti:
1. a, ¢, e tvori 7adu geometrickou,
2. a, b, ¢, d tvori radu arithmetickou,
3. soucin ae jest o ¢ vétsi neZ soucin bd,
4. soutet a +b 4+ ¢+ d = 30.
Ktera jsow to cisla? 5.
Uloha 46.
Je-li
log, 9 = a, log, 5=10,
éemu rovnd se briggicky logarithmus éisel 2, 3, 4?
Tyz.
Uloha 47.
Na zdkladé binomické pouéky dokaste, Ze
3 3.5 3.5.7 P
1+7+~4—8— +-4—.§:.—l§+.. mmf._z\/2.
- Ty,

Uloha 48.

V trojuhelniku ABC vésti jest pricku CM, zndma-li jest
vzddlenost stFedd S,, S, kruZnic opsanych o trojihelniky ACM,
BCM. Stud. fil. R. Hru¥a.
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Uloha 49.

Dadn jest trojuhelnik o strandch a, b, ¢ a obsahu .
S bodu s spustény ku strandm jeho kolmé dsedky z, y, 2, jich¥
paty wréwji trojuhelnik obsahu A‘. Dokdzati jest, Ze

4 _ xy Yz 2x
4 ~ab + be + ca
’ Red. 4. Struad.
Uloha 50.

V pravouhlém trojihelniku abc vedena jest vyska cd _| ab;
8 paty jeji spustény kolmice k odvésndm de | be, df | ac.
Ktery jest polomér kruZwice opsané Gtyruhelnilu afch?

Uloha 51.
Resiti rovmici

(22— 1)? = 2x (x*~+ 1) (cos & -} cos ) + 4x* cos e cos f.
Tyz.

Uloha B2.

DokaZte, %e o tihlech trojihelnika platnow jest relace

cos a cos 8 + cos f3 cos y
cos & cos (3 + cos y cos 3 cosy -+ cos

S  COS &
—_— ———— .
+ €08 y ¢cos & - cos f3

Ty,
Ulcha 53.
Vilouditi jest vihel z 2 rovmic
cos x tg &+ sin x cotg ¢ = k|2 . sin 2 B
cos xtg B+ sin xcotg p =k|2.sin2a .
| : T4,

Uloha 54.
Povrchové primky kolmého kukele kruhového tvori se zd-
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kladnow thel a; v kterém whlu k zdkladné musi dopadati rovio-
béiné paprsky svételné, aby os'vétlovaly%z— obliny kuzelové?-
Red. 4. Strnad.
Uloha 55.

Kolmy jehlan trojboky, jeho# zdkladna md strany a = 51 cm,
b =68 cm, c= 85 em, md pobocné hrany 2déli h — 1105 cm.
Ustanovte polomér koule jehlanu tomu opsané.
Prof. Th. Schulz ve Vidni.

Uloha 56.

Na spolecné zdkladné vepsdiny v kouli dva kolmé kuZele,
JichZ obsahy jsow v poméru m:m. Je-li o polomér spolecné zd-
kladny, jak velky jest polomér koule? Ty

Uloha 57.
Ve Cétyruhelniku wréeném vrcholy
a©, 0), b2 5, c@6 3, ad@6,—1)
ustanoviti jest bod s tak, aby

/\ abs = A bes = A cds .
Kterak lze bod s sestrojiti? Red. A. Strnad.

Uloha 58.

V hlavni ose ellipsy ddny body m, n, jimi vedeny p¥imky
M, N, magjici smér dvow sdrudenyjch priméra. Jest dokdzati, Ze
geometrickym mistem jich prisesiki jest ellipsa podobnd ellipse
dané. Stud. phil. Karel Nedas.

Uloha 59.

Jest analyticky dokdzati, Ze strana Ctverce vepsaného
v ellipsu rovnd se vyice kosoltverce uréeného vrcholy ellipsy.
Prof. Th. Schulz ve Vidni.
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Uloha GO.

V pravouhlé soustavé sowradwic ddn rovnostranny troj-
vhelnik tak, Ze vrchol jeho leZi v poidthku a vyska vose X. Troj-
whelniku opsdna jest kruinice a parabola magici vrchol v pocdtku.
Jak velkd jest plocha omezend oblouky obou Fkiivek?

Prot. Th. Schulz ve Vidni.

Vypsani cen za reseni uloh.

Viybor Jednoty ceskych mathematikd udéli tém, ktefi do
konce mésice kvétna podaji nejdokonalejd{ a nejvétsi potet reSenf
tiloh v leto§nfm ro¢nfku Casopisu obsaZenych, tyto ceny:

1. P&t prvnfch cen:

éasopis pro péstovani mathematiky a fysiky, roénik X.
Cremona- Weyr, Uvod do geometrické theorie kfivek rovinnych.
2ehoi ovsky, Theorie soumérnych funkef kofend.

Strouhal, Ocel a jeji vlastnosti galvanické i magnetické.
Studnicka, Bohatyrové ducha.

2. Deset druhych cen:

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, roénfk X.
Briot- Péenicka, Mechanickd theorie tepla.

Pokorny, Dichod invalidni.

Seydler, Isék Newton a jeho Principia.

Studnicéka, Algebra pro vyssf tiidy 8kol stiednfch.

3. Patudct tietich cen:
Casopis pro péstovini mathematiky a fysiky, roénik X.
Cubr, O méFenf zems.
Jelinek, Pocetn{ ukoly télesomérné.

Strnad, Mathematikové ve francouzské revoluci.
Studnicka, Nauka o tislech.




Nékolik analytickych tvah
o transla¢nich plochdch vibee a bikvadratickych
ZV1ast.

Napsal

Dr. Ant. Sucharda, t. ¢ v Paiizi.

1. V soufadné soustavé pravoihlé ddna budiz fidfei kiivka
A plochy translaéni*) rovnicemi

S,y =0,

(@) P (2,4 =0,

tvoiici kfivka B méj v soustavé s touto rovnobéiné, jejimz po-
¢atkem jest bod b (q,r,?) kiivky 4, rovnice

F(z,9) =0
D (z,4) =0,

tudiz v pavodni soustavé rovnice

. F@—qy—r)=0
®) D(x—gq,z2—1t) = 0.

Ponévadz vytvarny zikon plochy Zddd, aby body ktivky B
vykondvaly drédhy shodné a homothetické s kfivkou A4, bude pfi
vytvofovdni plochy bod & probihati kiivku A.

Proto musi jeho souiadnice hovéti rovnicim («) a bude
tedy

fl@r =0
) - ¢ (g,t) =0.
o #) Prof. TilSer ve svych pfedndskdach nazgval tyto plochy plochami po-
souvdni.

17
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Vyloutice z rovnic (f), (p) parametry g, #, ¢, obdrzime
rovnici F (z,y,2) =0 plochy translaini.

Vlozfme-1i t¥i k sobé pifslu$né linearné hodnoty g i, ¢
rovnicim (p) vyhovujici, do rovnic (3), obdrzime

F(z—"qivy_ri) =0

(@) @(x—gi o —1t) =0

jako rovnice kfivky B; s B shodné a homothetické, jez nalezi
ploSe translaéni.

Uzitfm vSech trojin ¢; 7; t;, prisluSnych k sobé hodnot vy-
hovujicich rovnicim (p), obdrzime takto vsechny k¥ivky soustavy 5.

Libovolny bod «, y, # tvorief kiivky B md ve sméru os
X, Y, Z od bodu b (g, r,?¢) vzdilenosti m;, n;, p;, takie jest

r=q tm, y=rt+m, s=ttp

a tudfz
q=x— my
r/—y -
t:z——p.-.

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnic (y) za ¢, v, ¢, obdrzime

fle—mi, y—n) =0

(€) px—m;, 2 —p;) =0

jako rovnice kﬁvky A4; s A shodné a homothetické, v translaéni
ploSe obsazZené, tudfZ kfivky soustavy A.

Pro vSechny trojiny ., w; p; nabudeme tak vSech kfivek
s A shodnych a homothetickych na ploSe, tudiz vSech kfivek
soustavy 4.

Trojiny hodnot m;, n;, p; vyhovuj{ rovnicim kiivky B
pro potitek v bodé b a osy s plvodnimi rovnob¢zné, tudiz
rovnicim

) Fae+4qy+rn=0
D(x+q, 2+t =0.

Zavedeme-li do rovunic (y) za z, y, z resp. m, n, p a spo-
jime-li je s rovmicemi (¢) psanymi s vynechdnim indexu ¢, na-
budeme vylouenfm m, n, p z téchto CtyF rovnic opét rovnice
plochy translacnf. PFi prvém odvozovini této rovnice byla B
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kiivkou tvoiici, pii druhém jest ji kiivka shodnd a homothe-
tickd s kfivkou 4.

Velmi elegantné rovnici plochy transla¢ni odvozuje Lie*)
pro pripad, Ze soufadnice z, y, # bodi kiivek 4 a B vyjddieny
jsou uzitim proménného parametru ¢ resp z.

Znati-li tu rovnice

=9, ()
(D y=1, ()
2 =1, ()

ktivku A4, podobné rovnice
r =, (7)
@) y=1v,(v)
2=1, ()

kitivku B, predstavuj{ rovnice

z=g, ()t @, (v)
3) y=v, () + ¥, (v)
=5 O+ %@

plochu translatni, kterd vznikne, posouvi-li se kiivka s jednou
z danych k¥ivek (1), (2) shodnd a homothetickd po kiivce druhé.

Vylouéenfm proménnych parametrd £, z z rovnic (3) na-
budeme rovnice plochy v soufadnicich z, y, z. Parametry ¢ a =
na sobé nezdvislé lze pokladati za krivolaré souradmice plochy
(coordonées curvilignes), ¢ = const., = = const. jsou kfivky riz-
nych soustav plochy této.

2. BudiZz tu ukdzdno je$té k jinému vytvarnému zdkonu
ploch uvaZovanych. Srov. Strnad, ,Drobné zprivy“ t. Casop.
rot. XIX. str. 50., k nimZ v8ak budiZ pro Gplnost piipomenuto,
%e jiz Lie vyslovil tento zdkon vytvarny pro A =1, jak uvddf
professor Darboux, doyen patizské Sorbonny, ve svych vyteénych
,Lecons sur la théorie genérale des surfaces“ dil I., pag. 98.

Méjme v soustavé soufadné pravouhlé
*) Carl Schilling: ,Die Minimalflichen fiinfter Classe, Gottingen, 1880,

pag. 7.
17%
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krivku 9 < (a, y) =20
© p(xz) =0

a kiivku 8 .. F(zy)=0
®) @ (22)=0.

Libovolny bod a (z,, ¥,, #,) kiivky ¥ s libovolnym bodem
b (2, Y, #,) kfivky ® urbuje piimku ab, na nfZz stanovi se
danym délicfm pomérem 1 urlity bod p vzhledem k a, b jako
bodéim zdkladnim.

Soufadnice bodu p jsou

_ % — A,
=
— iy,
® y=0—""2
__ & — Az,
P=<r—=3

Spojfme-li bod a s poéitkem o a uréime-li na primé spoj-
nici té bod o' pifslu§ny délfcimu poméru A, budou jeho sou-
Fadnice

Y P xl
=

g Sy
¥ =i

¥ o zl_ﬁ
z .—1——1

Vzhledem k bodu o’ jako novému poédtku nabudou sou-
fadnice bodu p v rovnicich (1) uvedené, ovsem hodnot jinych,
totiz

—_ _kfz
T= 1

_ — %,
¥y="13

__—
g = 1—2 )

z nichZz ihned patrno, ze nyni x:y:2=—ua,:y,:s na dikaz,
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ze geometrickym mistem bodd p jest tu kfivka B’ s B po-
dobna a stejnolehld. PovdZime-li, Ze tak jest pro kazdy bod a

a Ze Cinitel Ai i zistdvd stdlym, sezndme mimo to, Ze jsou

kiivky B‘ mezi sebou shodny. Médme-li pii této transformaci
na mysli kterykoli urdity bod r kiivky 8B, bude mu v kazdé
z kiivek B’ piislueti bod r’. KaZdy z téchto bodd bude na
jedné z piimek, jez bod » spojujf s body kfivky 2, i budou
tyto body dle piedeSlého vypliovati kiivku 2‘ s % podobnou a
stejnolehlou. Z toho jiz patrno, Ze plocha z kiivek B* sloZend
totozna jest s plochou, jez by vznikla translacf libovolné kiivky
B’ po dané krivce A‘. Jest na jevé, Ze bychom obdrZeli i druhou
soustavu kiivek shodnych a stejnolehlych s ktivkou 98, kdybychom
pii tivahdch prve vykonanych kiivky %A a B spolu zaménili.
Rovnice plochy obdrzi se, jestlize z rovnic (i) a z rovnic

S y) =0
P @ 2)=0
F#,9)=0
D(x,2,)=0

vylouéfme goutadnice z,, y,, 2, &,,” ¥, #, bodd o a b. Budiz
tu jests piipomenuto, Ze jiz Monge se zabyval plochami trans-
la¢nimi, neuZivaje arci jména nynéjsiho*). Hledal totiz differen-
cialnf rovnici téchto ploch, z ni pak integraci dospél k rov-
nicim
x—f@—a)=¢ (z)
. Yy — F(z——a)zw(a),
z nichz vyloutenim parametru e« vychdzi rovnice translaéni
plochy. Pfi tom
z=f@), y=F (@
jest rovnice krivky tvorici,

=9,y =1v()
rovnice kiivky 7idici.
3. Nebude, trvam, od mista poukdzati jesté ke dvéma za-
jimavym vlastnostem ploch transla¢nich vibec.

*) Monge: ,Applications de PAnalyse & la Géométrie“, II. partie
p. 96—117.
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KaZdym obecnym bodem plochy translaéni prochdzejf, jak
zndmo, dvé kiivky A, B rlznych soustav. Jsou-li teény k obéma
kfivkdm v tomto bodé rovnobéZny se dvéma sdruZzenymi pri-
méry prislusné indicatrice, dime, Ze tvorf kiivky A, B na plose
sit kiivek sdruZenych (réseau conjugué).

Podminku nezbytnou a postalujicf, aby libovolnd plocha
obsahovala takovouto sit kiivek sdruZenych, vyjadiuje Darbouax*)
takto:

Dédna-li plocha v soustavé souiadné pravoihlé rovnicemi

r = f(u,v)
Y= @(u,v)
2= u,v),

kdeZ jsou u, v dva neodvislé parametry, tvoi{ kiivky « = const.,
v = const. sit kiivek sdruZenych, jestlize determinant

i .
v du v !
2y wi_,
M du W i— ’
¥z 2w i |
v m o |

K témuz vysledku dospél jiz diive Lie**), jejz .ovSem
Darboux citovati neopomiji; nemylim-li se, pie Lie determinant
charakteristicky s vyménou fddkd za sloupce a naopak.

Je-li translaéni plocha ddna rovnicemi (3), jez jsme uvedli
v odst. 1. tohoto pojedndni, kladouce ¢ a z jako neodvislé para-
metry, poznd se ihned, Ze tu
VP Oy %
dudv T dwdv — dwdv ]

z tehoz ovSem ndsleduje, ze se hornf determinant totoZné rovnd
nulle. Tim jest dokdzdno, Ze tvori kiivky A, B rienych soustav
translaéni plochy vidycky sit krivek sdrusenych.

*) ibid 1. dil pag. 101.
**¥) Lie: ,Beitrage zur Theorie der Minimalflichen“ (Mathem. Annalen
Bd. XIV.).
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Mél jsem ptilezitost jinde*) odvoditi tuto vlastnost trans-
la¢nfch ploch cestou geometrickou, nevéda, Ze zndma byla jiz
Lie-ovi a Darbouxovi. Vychdzel jsem pii svém dikaze od theo-
remu Dupinova ve formé, v které jej vyslovuje Salmon-Fiedler **),
ze totiz prisetnice dvou soumeznych teényech rovin libovolné
plochy jest piimkou sdruzenou se spojnici bodé dotyénych. Opi-
raje se o zndmou vlastnost translacnich ploch, Ze roviny teéné
podél libovolné kiivky soustavy A nebo B obaluji plochu vdl-
covou ***¥), snadné jsem dokdzal vlastnost prve vyslovenou.

Pékné vyjadiuje vlastnost, o niz tu jedndme, Raffy ve své
poucné knizet), pravé: Maji-li tvoriti dvé soustavy kfivek na
libovolné ploge sit kiivek sdruZenych, jest potfebi a postaci,
oby tvotily teény ke vsem k¥ivkdm jedné soustavy v priseénych
bodech s kfivkou druhé soustavy plochu rozvinutelnou. Z této
véty vyplyva na pt., jak Raffy v zajimavych svych vykladech
povédel, ze jsou-li kiivoznatné kiivky jedné soustavy kfivkami
rovinnymi v rovinach rovnobéznych, jsou kiivky druhé sou-
stavy dotyénymi kfivkami ploch vélcovych, jejichZz plo3né pfimky
jsou rovnobézny s onémi rovinami.

V fecené jiZz knize své uvddi Raffy téz pékny zpisob geo-
metricky, jimz Koenigs, professor na Sorbouné, sestrojuje sité
sdruzenych kfivek libovolné plochy: ,Roviny svazku, jehoZz osou
jest libovolnd p¥ifmka P, protinaji danou plochu v kiivkdch, jez
tvoii sff kfivek sdruzenych s dotyénymi kiivkami kuZelovjch
ploch, opsanych dané ploSe ze stiedd lezicich na pi¥imece P.“

K tomu dovoluji si poznamenati toto:

Pii plochdch, vzniklych translaci rovinné kiivky 4 po libo-
volné prostorové kiivee B, snadno jest verifikevati zplisob Koe-
nigstv. Pifmkou P jest tu dbéZnd primka rovin kiivek soustavy
4, plochy kuzelové jsou nahrazeny vilcovymi, jez se dotjkajf
translacni plochy v kfivkdch soustavy B.

*) Srov. mé pojedndni ,Kterak sestrojiti teény ke kiivkim intensitnim
ploch translaénich viibec a kuzelosedkovjch zvldst.“ (Rozpravy Ceské
Akad. Tf. IL roé. VI &. 24.)

#¥) Analytische Geometrie d. R. IL. dil 3. vyd. pag. 14.
##k) Srov. prof. F. TilSera predndsky na c. k. ées. vys. 8kole technické
z let 80tych.
1) Raffy: ,Legons sur les applications géométriques de 'analyse“, 1897,
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Jsou-li také ktivky soustavy B kiivkami rovinnymi, jest
ub&Znd pffmka téchto rovin druhou pifmkou ve smyslu Koeni-
gové. Prislusnymi plochami kuZelovymi jsou tu valcové plochy,
jez se dotykaji plochy translainf v kiivkdch soustavy 4.

Abychom druhou zajimavou vlastnost translagnich ploch
dokdzali, vychdzejme opét od rovnice (3) tohoto pojedndnf a
odvodme vyraz pro linearny element plochy.

Je tu zajisté

da* = (¢' dt + @'dr)?
dy* = (Y dt - ¢',dr)”
da* = (g dt + x.dv)*,
procez
ds? = (9, +v,* 7.9 do?
+ (9.7 + 9. 4. 7) de*
+ 2dt dz (9,97, + ¥\ ¥, +702.).
Piedpokldddme-li nyni po piikladé Darbouxové*), Ze ¢, ©
jsou oblouky ktivek A, 3, rovnajf se ¢Cinitelé v prvnich dvou
zavorkdch posledniho vyrazu kazdy jedné a vyraz nabyvd jedno-
dusstho tvarm
ds* = dt* + dz® 1 2dt dv (9|9, + V¥, +1122);
zavedeme-li ddle za ¢ a = nové parametry «, g tak, ze
«=t+4<
g =t—r,
nabude vyraz pro linearny element po krdtké tupravé tvaru nd-
sledujfciho:

; 1 . , s
ds* :§ (1 + 9.9, + Y, + X.X.) de*

(- glg, — v, — ) B
Srovndme-li j;j s obecnym vzorcem Darbouxovym **)
ds? = Edu® + 2Fdudy -+ Gdv?,
shleddme, ze F' = 0. PonévadZ vSak, jak fedeny autor ukazuje,

*) jbid. pag. 99.
*#) ibid. pag. 7b.
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thel @, v némz se protinaji kiivky ¢ — const, = const, dan
jest relaci

COS @ == =,
VEG
jest v piredlozeném piipadé @ = R, t. j. kiivky « = const,
B = const protinaji se pravoihelné. Vychdzi z toho zajimavy vy-
sledek ten, Ze dopousti kasdd plocha tramslacni soustavu pravo-
uhlych souradnic krivocarych (systeme de coordonnées curvi-
lignes rectangulaires) &ili sit isothermickow. Kiivky « = const,
f = const ji rozvrhujf v nekonetné malé C(tverce, polozfme-li
de = dp.

4. Prestdvajice na ivahdch o obecné ploe translaéni, obratme
se k oném, jejichz fidicl a tvorfci kiivkou jsou centrické kuzelo-
seéky A a B. Ridici kuzelosetka A méj stied i, tvoifci B stied
u, ob& protinejte se v bodé m. Probéhne-li bod m posouvajici
se kiivky B celou kiivku 4, vznikne Zddand translacni plocha
P. Pri tom kazdy bod kiivky B vytvori kiivku 4 shodnou a
stejnolehlou; také jeji stfed w vytvori takovou ktivku, jiZz na-
zveme A;. Plocha dd se vytvoriti arci také tim zptsobem, Ze
B jest ktivkou Fidfei a A tvofiel. Bod m posouvajici se kfivky
A probéhne pak celou kiivku B a kaidy jiny bod kfivky 4
k¥ivku s B shodnou i stejnolehlou; také stfed ¢ vytvoii takovou
kiivku, nazyvejme ji B,. Jak patrno, obdriime stied kiivky B,,
udinice ¢0 == mu; ponévadz vSak jest potom téZ wo == mi, po-
zndvdme, Ze A, i B, majf spoleény stfed v bodé o.

Jest nyni dédle ziejmo, Ze se uvaZovand plocha P da téz
vytvoiiti takovou translaci kiivky B, pfi niz jeji stied u pro-
bihd danou kiivku A, nebo takovou translaci kfivky A, pfi
nfZ jeji stred ¢ protind k¥ivku B,. Kiivky 4, a B, arci na
plose P nelezt.

Povézime-li, Ze rovina A kfivky 4, délf tu kazdou kfivku
soustavy B ve dvé klinogonalng soumérné polovice, nahlédneme,
Ze rovina tato jest rovinou klinogonalné soumérnosti plochy P.
Prohlédajice k druhému zdkonu vytvarnému, z obdobné ptitiny
poznavdme, Ze tolikéz rovina B kfivky B, jest rovinou klino-
gonalné soumérnosti plochy P. Roviny A a B protinaji se
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v pfimee X bodem o prochdzejici, v niZ majl kuZeloseiky 4.,
B, po jednom priméru.

Roviny kiivek soustavy 2B protinaji rovinu A v rovno-
bézkdch s X, jimiz urluje se osnova tetiv kuZelosetky A, Konce
kaZdé z téchto tetiv jsou stfedy dvou kuZeloseéek soustavy B,
i jest patrno, Ze jsou kazdé ty dvé kfivky spolu soumérny dle
roviny C, kterd prochdzi priméry Y, Z kuZelosecek 4, resp.
B,, sdruZenymi s primérem v ptimce X obsaZenym. Jesti teay
rovina tato ttet{ rovinou klinogonalné soumérnosti plochy P.
Spole¢ny témto tfem rovindm bod o ovSem jest stfedem plochy
uvazované. Volfme-li roviny ty za roviny soufadné, budou Fetené
tii priméry osami soufadnymi a spoleiny stted kuZeloselek 4,
B, potitkem soustavy; rovnice plochy, jiZ pak nabudeme, bude
nejjednodussi dobou rovnice plochy P, nejobecnéji pojaté, v sou-
stavé souradné kosoiihlé. Vhodnym uzitim pffbuznosti vzdycky
lze plochu P tak transformovati, aby jeji roviny soumérnosti
byly vzijemné k sobé kolmé, zdroven pak aby byly jejich pri-
setnice osami kuZelosetek A,, B,.

Pitipadnou volbou modulu piibuznosti i toho lze. dosfci,
aby tu kazdd z ktivek 4,, B, méla stejné osy. Tak nabude se
nejjednodussfho typu plochy P, na ktery kazdou -centrickou
plochu takovou lze prevésti, a na némz i v dvahdch ndsledu-
jicich prestaneme. Krtivkami riznych soustav budou zde jediné
kiivky kruhové a rovmostrauné hnyperboly. Poukézali jsme jiz
jinde *) k tomu, Ze tyto plochy tiikrdt normalné soumérné slusf
rozvrhnouti takto:

1. plocha kruho-kruhovd, 2. plocha hyperbolo-kruhovd,
3. plocha hyperbolo-hyperbolickd; p¥i tom prvni ¢dst ndzvu pro-
hlédd ke kiivce Fidfci, druhd ke kfivece tvorici.

Slusf pak pti ploSe 2. rozezndvati typus a a & podle toho,
zda rovina kruZnice B, obsahuje realnou nebo imaginarnou osu
hyperboly A4, pii ploSe 3. pak typus a, b, ¢ podle toho, zda
priiseénice rovin hyperbol A,, B, obsahuje realné osy obou
kfivek, nebo realnou jedné a imaginarnou druhé, nebo konetné
obé osy imaginarné.

# Srov. mé pojedndn{: ,Uber die bei einer Gattung centrischer Riickungs-

flichen der vierten Ordnung auftretende Reciprocitit.* Sitzber. d.
k. Akad. d. W. in Wien, Bd. CL,, Abth. II. a. Mai 1892, pag. 590.
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Pro snaz§f ptehled znamenej R pokazdé poloosu Fidici
kuzelosetky (polomér kruZnice, po piipadé poloosu Fidici hyper-
" boly), » polomér tvoffc{ kruZnice, po piipadé poloosu tvoife
hyperboly. Pfi tom budiZz povidy R > r.

Tou podminkou docflime, Ze dvojnd kuZeloselka nezvrhne
se ve dvé piimky, okolnost to, jiz v celé této prdaci pokldddme
za vyloudenou.

Majfce rovnici plochy sestrojiti, volme povidy rovinu
kuzelosetky A; za soufadnou rovinu XY, rovinu B, za souf.
rovinu XZ, rovinu k obéma kolmou, spoletnym stiedem téch
ktivek prochdzejici za soufadnou rovinu YZ. Jest na biledni,
%e za bod b (sr. odst. 1.) nejlépe se tu hodf stied tvoifci kuzelo-
setky B.

Bude pak zajisté, ponévadZ plati pro A, je-li kroZnicf:

2ty = RI?
2=0
a pro B, je-li kruZnief:

(x— a@)* 4 2% — »*

2
@) y==~¢
a protoze bod b (e, 3,0) kiivece A, hovi, nutno pséti:
w2 = R
(3) = 0.

Vylouéenim e, 8, y z rovnic (2), (3) a soutasnym zraciona-
lisovanfm ihned se obdrzl pro rovnici plochy kruho-kruhové
doba tato:

@) @ —y 2+ R — ) —da? (B —y?) = 0.

Ze plocha jest stupné &tvrtého a Ze poldtek soustavy jest
stiedem jejim, na pohled se potvrzuje; také jest snadno po-
znati, Ze roviny, jeZ jsme za soufadné zvolili, v pravdé jsou
ploSe rovinami normalné soumérnosti.

Zcela obdobnym postupem obdrifme i pro ostatnich pét
druhti ploch P ptisluiné rovnice, totiz:
pro plochw hyp. kruh. typw a:
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(B) (@ 4942+ R — )2 —da?(y* L RD =0,
hyp. kruh. typu b:

©6) (@ 9+ 8 — B — ) —da* (5 — R?) =0,
hyp. hyp. typu a:

(N @+y—e + B — ") —4e* (¥’ + E) =0,
hyp. hyp. typu b:

(8) (x*+4 y*—&®> -+ R*+ r%)* —4a* (y*> 4 R¥) =0,
hyp. hyp. typu c:

9) (@*+ 92 — #* — R34 r2)*— 42? (4> — R*) = 0.

h. Pieme-li rovnici (4) takto:
'+ (BE+9)(BE—y)— (r +2)(r —2)]
‘— 4’ (R+y) (R —y) =0,

a pov8imneme-li si, Ze lze obdobné psati téz ostatnich pét
rovnic, znat¢ime-li pak linearné vyrazy zde se vyskytujici kratleji
resp. 4, B, C, D, K, pozndme, Ze v8echny rovnice ty maji spo-
leény tvar

(I (4* + BC — DE)* — 44*BC = 0.

Touz plochu, jakou vyjadfuje rovnice (4), obdriime viak,
jestlize se po kruznici B

L L
y=0
stfedem svym posouvd kruZnice A

(x — )+ y? = R?

2 =y.
Ponévadz tu bod & (e, 0, p) kiivce B, hovi, nutno psati
aﬂ + 72 — rZ
=0
(x—a)?4 y*= R*
z 7’,

z kteréito soustavy vychdz{ vyloutenim a, B, y a jestlize
vysledek zracionalnime,

(10) @'+ y*—22— R4 ) — 4ot (' —2*) =0
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jako rovnice plochy translaéni, jez, dosadfme-li za linearné vy-
razy oznaleni svrchu zavedené, nabyvd tvaru od (I) ponékud
odchylného, totiz

(I1) (4* — BC - DE)* — 44°DE = 0,

na ktery, jak se rozumi, i rovnice (4) az (9) vSech ostatnich
ploch lze uvésti, odvodime-li je, jako zde se stalo, translact
kuzelosetky A po B,.

Jiny zptsob, jehoz k analytickému vyjddfeni plochy I’
s prospéchem mozno uZiti, jest tento:

&~

Obr. 1.

Libovolny bod # plochy translaénf jest na urcité kruznici
Bm, jemu piislusny polomér kruznice Bm, majici délku r, jest
od osy X odchylen o thel ¥, jejf stied s jest ma konci polo-
méru kruznice 4, od osy X o dhel ¢ odchyjleného, jehoz délka
jest R (obr. 1.). Z toho ihned ndsleduje pro soufadnice fPece-
ného bodu m, Ze

x = Rcos @ -+ rcos ¢
11) y = Rsin g
2 —=rsinv.

Témito tfremi rovnicemi lze kazdy bod uvaZované plochy
vyjadFiti uZitfm proménnych parametrid ¢, ¥ na sobé nezd-
vislych. Vylouéime-li je z téchto rovnic, vychdzi ihned
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o= Vi 4 VAR,
z &ehoz po ndlezitém zracionalnéni plyne

(12) [#* + y* + 2* — (B* + )" — 4 (B — y*) (' —2") =0
jako tteti doba rovnice plochy P, jiz zavedenim zndmych znaki
psdti lze ve tvaru

(I11) (4 — BC — DE)*— 4BCDE = 0,

na kteryz ovlem i ostatnich pét ploch dotienym zpiisobem uvésti
1ze. BudiZ poznamendno, Ze Kummer ve svém pojedndni*) pro
plochy ¢tvrtého stupn&, jez majf dvojnou kuZeloseéku a dva
pary bodd dvojnych a k nimZ, jak pozndime, i uvaZované tuto
plochy nélezi, uvad{ jen rovnici ve tvaru (I) a (II), nikoli v8ak
téz ve tvaru (III), jejz prdavé jsme odvodili.

Také jesté pripomerime, Ze rovnicemi (11) uvedené vyjd-
dfenf soufadnic libovolného bodu plochy translaéni vyplyvd téz
ze zplsobu Lieova, v odst. 1. uvedeného, jakoZ ihned vysvitne,
povdzime-li, Ze lze kruZnici 4, vyjadtiti rovnicemi

z= Rcosog
y = Rsin ¢
2 =0,
kruznici pak B, rovnicemi
r=rcosy
y=20
2 = r sin .

Rovnice plochy jsou pak

z=Rcosgp { rcosy
y = Rsing
2 = rsin.
Chceme-1i kone&né rovnice uvazované plochy nabyti na
zdkladé onoho zdkona vytvarného, jejz jsme v odst. 2. vylozili,

vyjdéme od kruznic A a B, jez jsou v soustavé soufadné pravo-
_ Ghlé ddny rovnicemi

*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1863.
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9 ' +-y* —(1—4)* R
| 2=0,

gl #+2=01—n""
\ y="0.
Pak jsou soutadnice bodu p, ktery déli spojnici hodu
a(x, ¥,2,) kiivky A s bodem b (z,,¥,,2,) ktivky B dle po-
méru A, tyto:

_x, —hx,
t="17
%

Yy =77
_— ‘M’z
=T

Vyloutfme-li z téchto rovnic a z rovnic
o +y =(1—1" R
w4 2k = (1 — 1)
velitiny z,, »,, «,, 2,, nabudeme rovnice plochy ve tvaru
(x‘z + ?/2 = o — R — 1.27‘2)2 — 4 (R2 _ ?/2) (12,,,2 _ z'.’),
ktery se pro A = —1 uplné srovndvd s rovnici (12).
Polozime-li v rovnicich (4) a (10) za prvnf vyraz v zd-
vorkdch M, za druhy N, za ¢initel jemu predchdzejicf 4P°, mi-
Zeme po prikladé Kummerové obé ty rovnice, jakoZ i pét ku
kazdé prislu§nych, obsédhnouti tvarem
(1Y) M*—4P?N=0.
6. Vlozime-li do rovnice (4)
(13) Y = c,

stane se levd jeji strana rozdilem kvadrdtd, jehoz rozkladem
v linearné tinitele & srovninim kazdého s nullou vychdzi

zt 422+ Zx\/_l?‘_—-—_t:—’—{— RP—r?2— 2= 0

1 -
(14) ot 5 - WEVRE — ¢t R —rt — ' =0,
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coZ patrné znali rovnice dvou kuzeloseCek, v nichz rovina (13)
plochu protind.
Jsou to dvé kiivky kruhové o poloméru » a stiedech v A4,,
tudfz dvé krivky soustavy B.
Podobné substituce
(15) 4= C

do rovnice (10), ddvd rozdfl kvadratd, jenz rozloZen v linearné
tinitele a s nullou srovndn vede k rovnicim:

10 o Ly 2V =T — R Lt — ) = 0
dvou kiivek kruhovych soustavy A.

Protind tedy kaZdd rovina osnovy XZ plochu ve dvou
kruznicich soustavy B, kazdd rovina osnovy XY ve dvou
kruznicfch soustavy A.

Pro

(17) ce=+R

znéji rovnice (14) souhlasné, totiz:

!+ 22— =0

(18) g0,

t.j. kazdou z rovin y = R, y = —R plocha se protind ve dvou
splyvajfcich kruh. kiivkdch soustavy B.
Pro
19) C=+r

vychdzi z rovnic (16) souhlasné

o 4 yr—RP=0
(20) 22 + yz — R*— 0,
t. j. kaZzdou z rovin # =, 2 = —r plocha se protind ve dvou
splyvajicich kiivkdch kruhovych soustavy A.

~ Rovnice roviny teéné v libovolném bodé x, y, z plochy,
dané rovnici (4) znf

@) w (@ 4yt ot — R — 1) (E—2)
+y@ +y— — R +r)(n—y)
4 st —y' 4+ B —r)E—2 =0
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Pro libovolny bod kruZnic, danych rovnicemi (19), (20),
totiz kruznice

24+ y*— R*=0, 2=
jakoz i kruZnice
2!+ —R*=0, 2 = —r

rovnice ona se zjednoduSi. Jde totiz z rovnic téchto, druhou-li
zdvojmocnime a k prvé ptiéteme,

2yt 22— R =0,
od prvé-li odetteme,
Ayt — 2 — Rt =0,

a vloZenfm téchto hodnot do (21) vychazi, jelikoZ soudinitel pti
(¢ —2) a (y—y) tini nullou, a soudinitel pii ({—2) méni
v 2r (R*—y*), tato rovnice roviny teé¢né v libovolném bodé
kruznice prvé:

2r(§—nr) =0,

a tato v libovolném bodé druhé:

2r(§+r) =0,
tudiz
E—r
9
(22) E = —r.

Rovina teénd kteréhokoliv bodu kterékoliv z obou kiivek
splyvd tedy s rovinou kazdé z nich, dotykajic se pluchy P po
celém obvodu kfivky. Roviny ty jsou tedy singularnymi rovi-
nami tefnymi plochy uvazované, jez zveme podle Cayleye cnic-
trops. Dotykaji se plochy podle kiivek 4,, A,.

Obdobné lze dokdzati o rovindch kruZnic, danych rovni-
cemi (17), (18), totiz:

' —r*=0,y=R
2?4 22 —r?=0, y=—R,

Ze jsou singularnymi teénymi rovinami plochy, dotykajice se jf
kazda podél celé kruhové kiivky.
: 18
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Jsou to roviny
= R
3) Y

y=-R

a prisluiné k¥ivky kruhové jsou B, B, .

Uvahy piedeslym zcela obdobné lze provésti pii vsech
ostatnfch péti hlavnich druzfch ploch P, danych rovnicemi (4)
az (9), i presvédtime se pokazdé o existenci Ctyf singularnych
rovin teénych, z nichz dvé podél kuzelosetek A4, 4., druh?
podél B,, B., plochy se dotykaji.

Vysledky pravé obdrzené a singularnfch rovnic se tykajici,
rychleji obdrzi se uZitim rovnice (IV).

PoloZime-li totiz N =0, coz vzhledem k rovnici (4) znf

R* - y* =0,

vychdzi ihned M*=0 ¢ili (z* + 2*— r¥)?=0 na dikaz, Ze
kazdd z rovin y — =+ R sete plochu ve dvou splyvajicich kru-
#nicich poloméru », hledime-li pfi tom k rovnici (11), pozna-
vame obdobné, Ze pro

r?2—z? = 0
vychdzi
(z? + y* — R)* =0,

protez kazdd z rovin z=— -+ sete plochu ve zndmych dvou
splyvajicich kruznicich druhé soustavy.

Ponévadz kruZnice obdrzend, jak v ndsledujfcim se pozni,
ke dvojné kiivee nendleZejf, jsou to nutné prve tetené cnictropy,
roviny jejich tedy singularnymi rovinami te¢nymi. D4 se ukdzati*),
Ze Hessiana plochy translaéni prochdzi vSemi cnictropy, z ¢ehoZ
jde na jevo, Ze tyto kuzelosetky, obsazené v singularnich rovi-
ndch, naleZeji ke krivce parabolickych bod# plochy translaéni.

Povsimneme-li si nyni je§té rovnice (III), pozndme, Ze pro

(@) A? — BC— DE*=0
vychdzf
(B BCDE = 0,

*) Srov. mé pojedndni: ,O nékterych plochdch polarnych plochy posou-
vani kruho-kruhové* v roé. XIIIL tohoto ¢asopisu, pag. 9.
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z &ehoZ patrno, Ze kvadratickd plocha (e protind translacni
plochu P v kiivkach, jez lez{ v singularnych tecnych rovindch

B=0,C=0, D=0, E=0,

tudiz ve v8ech jejich cnictropech.
Pro ptipad plochy kruho-kruhové (rovn. 12) jest («) plochou

kulovou s P soustiednou o poloméru VR? + »?; pro ostatnich pét
druhd ploch translaénich pifslusné vysledky snadné se odvodi.
7. Majice pottdisky stanoviti dvojnou kiivku a dvojné body
plochy P, uvaZme, Ze podminka, aby plocha néjakda méla bod
dvojny, vyjadiuje se vymizenim diskriminanty jeji rovoice.
Je-1i rovnice plochy v soufadnicfch homogennich z, y, 2, v
dina dobou =0, jest diskriminanta vysledkem vyloudeni pro-
ménnych z, y, 2, v ze soustavy rovnic
2P oP P P
pral y T % =% =0

Jestlize pii tom ¢étyfi plochy rovnicemi témi p¥edstavené
nemaji toliko jednotlivé body spole¢né, nybrz celou né&jakou
kiivku, jest kfivka ta dvojnou kfivkou plochy P =0, kazdy
jejf bod ovSem bodem dvojnym.

Vypotet provedme p¥i jedné ze Sesti ploch, dangch rovni-
cemi (4) az (9), na pf. pki ploSe hyperbolo-hyperbolické typu a.

Rovnice jeji (7) vyjddfena v soufadnicich homogennich
Y

, 5 v ., L
nabude, piSeme-li za =z, y, 2z po fadé > o

Z
, —, tvaru
v

P=[x*+ y*—#* 4+ (R* — r?) v*]* — 4a* (y* + R%* =0,
i bude pak
13
4 dx
1 DP:_- 2 2 p2 | 2 2 27
ZW—_‘V[ xt +y # 4 (B r)v?] =0

=z —y* — 2 — (R +rH) ] =0

B L sty —s B =) 9] =0
% g—f— =v[—a? (B 4r?) + y* (R*—r?H) — 22 (R*—1r?)

+ (R* — r9)20? = 0.
’ 18%
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Vlozime-li do rovnic téch # =0, zmiz{ prvd a ostatni
budou:
yly:— &+ (B*—r*) v ] =0,
2y’ — 2+ (B —r) v ] =0,
v[y'— 2* + (R?—r?)v?| =0,

z ¢ehoZ na pohled patrno, Ze ktivka
y:— e+ (R2—rHov*=0

(25) rz=20
v8em plochdm
P ] ) P
w T =0 5=h 5 =0

jest spoleéna. Tof tedy dvojnd kuZelosecka uvaZované plochy
(7). Jeji rovnice v soutadnicfech Cartesiovych obdri{ se, vlo-
Zime-li v =1, 1 zni

¥ & (R—r) =0

(26) z=0.

Inflekéni kuzelovd plocha kazdého bodu dvojné krivky
néjaké plochy degeneruje, jak zndmo, ve dvé roviny te¢né v tom
bodé ku ploSe, jet kazdy ten bod biplanarnym bodem plochy.
Obdrz{ pak se rovnice kuZele inflekéniho, transformujeme-li
rovnici plochy na onen bod dvojny jako pocatek.

Pii té transformaci zmiz{ ¢len samostatny i ¢len rozméru
prvého z rovnice, t. j. podle obvyklého oznaceni bude

w® =0, u®d = 0,
¢tlen pak rozméru druhého s nullou srovndn, t. j.
u® = 0
znaéf rovnici inflekéniho kuzele.

- Nazveme-li v pifpadé daném rovnici (7) soufadnice libo-
volného bodu kuzelosecky (26) 0, m, n, pii &emZz arci platf

27) om—n? 4+ RP—?= 0,

bude rovnice ploéhy, transformovand na poéitek (0, m, ), zniti
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(28) (2? + y* — 2* 4 2my — 2n2)*
—4x® (y* 4 2y + R +m*) =0,
Patrné tu
w® =0, u® =0
kdezto
w® =0,

znf

(29) (m? + R?) x? — (my — ne)®? = 0.

Tot rovnice inflekéni. plochy kuzelové, jez sklddd se viak
Z rovin
(30) Ym?* - R2x —my + nz =0
Ym? 4 R? x + my — nz = 0,

tetnych to rovin plochy hyperbolo-hyperbolické v bodé kiivky
dvojné, zvoleném za potdtek soustavy. Tim znova jest stvrzeno,
7e ktivka (26) jest dvojnou ktivkou plochy.

(Dokonceni.)

Rozsiteni poucky o neurtitych koéfficientech.
Napsal

Dr. Jan Pexider v Pafizi.

Jsou-li dvé konetné fady funkef

Uy %, Py (7) + UgPy(2) + - - . + UnPn(2)

vy + 0,9,(@) + 2,9,(@) .. . + 0.9u(2),
z nichz #4dnd nenf algebraicky linedrnou funkei druhych a u,
v, znatl konstanty, sobé rovné pro nekonecné mmnoho riznych
hodnot x,, #,, #,,..., ¢iselné mendfch neZ libovolnd hodnota
A, jsou obé fady identické, t. j. plati

Uy = Uy Uy = V. 0ey Up = Up.

Dikaz. Budte# z,, #,,..., %1 libovolné volené hodnoty
men3{ nez A, ale takové, Ze pro né zadnd z funkcf @u«(x) nena-
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byvd hodnoty nekonetné& veliké; pak ze supponované identity
Uy — 0 + (U, — )P (@) + ... + (Un—0a) Pn(2) =0

plyne » 4 1 linedrnych a homogennich rovnic

U (“1 —0) ¢ (@) + - (U —vn) Pu(®) =0
Uy — Uy + (U — V) Py (2) + ..o A (e — Va) Pu () =0

...........

pro » -+ 1 nezndmych w, — v,, ;, —v;, ..., Uy — Vn.
Tu vime, je-li determinant z koéfficienti u nezndmych
rizny od nully, t. j. je-li
Ad=Z+[1.9,(®) ;). .. Pa(@ny1)] =0

— CtemuZ vyhovéti patrné vidy mdme ve své moci, jelikoZ fuukce
@ jsou dle supposice na sobé algebraicky linedrné nezavislé
a hodnoty @i (z,) zavisejf jediné od volby argumentd z, — Ze
existuje jediné feSeni, a sice nullové, t. j.

u(l

— v, =0, ,—v, =0,..., Uy ~ v, =0,
z tehoZ plyne

Uy = Vgy Uy =5y +.0y Un == Vn,y

jak bylo dokdzati.

A naopak. Platf-li » 41 rovnic w, = vy, plati identita
2w — ve)gr = O, t. j. identicnost Fad Zw,pr = Zvig:, takZe
rovonice w; = v, pro k£ =0,1,..., » jsou podminkou nejen
nutnou, nybrz i postatujici pro rovnost dvou fad funkef.

Na zdkladé této véty odvoditi lze ndsledujici. Znattez
Pk, Yk, . . . funkce proménné =z, az, by,... konstanty, a pfi¢téme
k identité

n n
0)) ?akq%:?akq’k

pa obou strandch konstantu a, — Zazci, pii ¢emZ rozklad v cx
3 5

jest ostatné zcela libovolny, a spojme na jedné strané funkce
¢, & konstanty ¢, ve funkce i, t. j. ¥» = @i - cx; pak zajisté
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n n
Zapr +ay = {ak%,
1

pii CemZ postatujicimi podminkami bylo, aby ¥, li§ily se od
@i jen o jisté konstanty a aby souéet jich ndsobkd s prislus-
nymi koéfficienty funkénimi rovnal se konstanté na pravé
strané a,.

Ukdze-li se naopak, Ze k platnosti identity (1) jest nutné
zapotiebf podminek pravé uvedenych, jsou i nutné i postadujict
pro shodnost dvou fad, t. j. aby dvé Fady riznych funkef

Z(a, + awpr) & Z by
se sobé rovnaly, jest nutné a statf, aby kromé rovnosti

A = b/,;
platily relace
Ye— @y == ¢ a4 Ty = a,

¢ili ,funkce dvou identickych fad nemohou se od sebe ligiti
le¢ konstantami.®

Provedme tedy druhou &dst diikazu.
Aby

Zage+ a, = b, k=12,..., n,
£, j.

217(a0 —{— ApPr — bL'lPk) = %‘u,cgk + Uy = O,

jest dle odvozené poulky nutné tieba, aby

we=0 pro £ =0,1,2,...,m.

Tu nastavajf ndsledujici piipady:

bud vy, == @, viibee, a pak ¢, = @, anebo ,,
takze w, — a, anebo —b,, t j. a, = b, =0;
neb ¥, = qr + ¢, & pak 9 = @ kdeZto bick

obsazena jsou v do, a prislu§né koéfficienty a, — by = uy =0,
t. j. ay = by, takze identicky &by = X auck, anebo jest

Yy = ¢y & tu opét z w, = a,— b, =0 plyne a, =b,.
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Obdrzime tudiZ u, = a, — Z axc, = 0, takZe ptvodnf rov-
nice m4 platnost jen pii hodnotéch

Z‘ak(p;, + a, = Zak ((pk—{— 01,)

0y = ity E=1,2,...,0

z CehoZ jde poZadovand identita
Z apr = & ar@s.
K tomu bylo nutno, aby
by = ax, Vi = @i+ Ck, Zarcr = a,,

coZ jsou pravé ony svrchu uvedené postalujici a nynf za nutné
prokdzané podminky. Tim dokdzdna véta:

,Algebraicky linedrné na sobé nezdvislé funkce dvou iden-
tickych fad nemohou se od sebe li§iti le¢ o konstanty.®

Applikace této véty jest na pifklad:

Lze-li integrdl néjaké funkce vyjddiiti algebraickymi a
transcendentnimi funkcemi v koneéném pottu, tu funkee vyrazu
jednoho pro onen integrdl nemohou se od funkef jiného vyrazu
pro tyz integral lisiti le¢ o konstanty; nebot md-li

ff(x)dx:Zak(pk+A::2bk1pk+B,

jest. nutno, aby
e = by Y= @i+, & b+ B = libovolné konstanté A,

takZe, nepovaZujeme-li takové dva vyrazy za podstatné rizné,
miZeme ¥fci:

»Lze-li integrél funkce vyjddriti algebraickymi a trans-
cendentnimi funkcemi, na sobé linedrné nezavislymi, v koneéném
pottu, je to mozné zpiisobem jen jedinym.“

V Paifzi dne 20. ledna 1899.
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Poznamka o tadach arithmetickych.

Napsal

Vilém Jung,
professor st. prim. ikoly v Prase.

Obecny &len y, arithmetické fady n-ho stupné jest ra-
ciondlni celistvou funkef n-ho stupné indexu z, platf tedy

(1 Ya :ia,a:'.
. =0

Utvofme si obecny ¢len Fady prvnich differenci totiz
dy. =Y @, (@ + 1y — Y, 607 = Y . (24 Dy —aw,
r— r=0 r—0

provedeme-li vykony tuto naznatené a srovndme-li vysledek dle
mocnin argumentu x, obdrZime

n—1 (
1)
dy,= Y, a x,
r=0
pii ¢emz
( n nﬂ
1)
o' =Y @prn=Y ®ha;

p=r+1 p=r+1

fada prvnich differenci Ay, jest stupné (n— 1)-ho.
Podobné si utvofime obecny ¢len fady druhych differenct,
totiz

n—1 n—2
, o) @
Ay = N (@ 1y —a) =Y o,
r=0 r=0
pti temz
N (
(2 1)
a’=Y (@a, ;
p=r—+1

fada druhych differenci 4%, jest stupné (»n — 2)-ho.
Plati tedy obdobné pro s-tou differenci

n—3s

) 4y, =Y ",
r=0
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pii ¢emz
n—(s—1)
(—1)

(3) a, = 2 (p)r a,
p=r+1
fada s-tych differenci 4%y, jest stupné (n— s)-ho.
Ze vzorce (3) obdrifme soulinitele as)_, pfi nejvydsi
mocniné z"—* ve vyraze 4%,, polozime-li » =n—s, tedy

) oy =al_o [n = {a— 1)}.

Pro n-tou differenci koneéné obdriime

ny — ™
®) 4"y, = a; = Const.

Dalsf difference rovnaj{ se nulle, totiZ

(6) 4y, =0 pro s>mn.

Hodnota A"y,:a‘()") dd se jednodude stanoviti pomocf
vzorce (4), dosazujeme-li postupné s =1, 2, 3,...,n,

@ __
a’ =nay
2 1
a? —(n——l)a;)_l

n—2

@) )
N (n—2) a, .,

a(ﬂ—z) —3 a("—-")

2 — Y7
(w—1) (n—2)
a =2, a,
af)") =1 .ai"_l)
tedy
) Ay, = a(()") =nla,.

Pro n tou differenci arithmetické Fady n-ho stupné plaLi‘
viak

n

®) Ay, = Z (— 1*(w)k Ynta & = Const.

k=0
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Jezto
Yrirs = ¥, otz — Ry = ¥, 0, G — R,
r—0

r=0

platf se zietelem k rovnici (7) identi¢nost

® Bl

k=0

Ear (b—k)*]}:nlan.

r=0
Se zfetelem k rovnici (6) jest v platnosti ddle identi¢nost

n

w Yol Yee—ir]l=o,
k=0 -r=0

kdyz m <n.

Obhé tyto identi¢nosti jsou v platnosti pro jakékoliv celistvé
a kladné n jakoz i m a pro jakékoliv @, a b (realné i kom-
plexnf).

Dr. F. J. Studnicka uvddi ve svém pojedndni , Prispévek
k nauce o determinantech mocninnjch (Véstnik Ceské Akademie
cisafe Frantiska Josefa pro védy, slovesnost a uménf. Roénfk VII.)
tfi zvld§tni poucky do &iselné theorie pattici, jakoito zvlastni
piipady identi¢nosti, plynouci z jisté vlastnosti zdkladniho deter-
minantw mocninného, totiz

ar— (), @+ 1)+ (), @ + 2" — . ..

(«) *+(a+np = (—1)".n!

(m), . 1" — (m), .2" 4 (m), . 3" — . ..
® + (). 0" = (— 1), nl
() ay—(m), a4, + M)y 8, — ... = (W)n an =0,

predstavujf-li &fsla
@yy Gyy oy o+ oy An

arithmetickou fadu stupné (» —%)-ho pro k=1, 2, 3,....
Obrétime-li na levé strané v rovmicfch («), (8) pofddek

tlend a ndsobfme-li v p¥fpadech, v nichZz jest po obrdceni prvn{

élen zdporny, celou rovnici (— 1), poloZime-li a+n=2"
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v rovnici («) a uvédifme-li, Ze (n), = (m),_,, miljieme tyto
rovnice psiti ve formé

(«) Y 1 @—Ryr = n!
@) Zp—momm—¢y=m

Identi¢nost (4’) plyne z () pro b=mn.

Identi¢nost (o) jest zvldstnfm pifpadem identiénosti (9)
tuto odvozené a to pro ¢, =1; @,=0, [r=0,1,2,..., (r—1)].

Identi¢nost (y) jest totoZna s identi¢nosti (10

Véstnik literarni.

0 zivoté a védeckém piisobeni P. L. Cebyseva se
doétli étenati Casopisu v krdtké stati prof. A. Vasiljeva, umi-
sténé v roé. XXV. na str. 25. TyZz auktor uvefejnil v ,Bollet-
tino di bibliografia e storia delle scienze matematiche pubblicato
per cura di Gino Loria* (Torino, C. Clausen editore) 1898, na
56 strandch podrobny rozbor dila slavného ruského mathematika,
vénovany jeho ptiteli prof. K. Hermite-ovi, pod titulem ,P. L.
Tchébychef et son oeuvre scientifique par A. Vassilief, profes-
seur a I'Université de Kasan.“

Doporutujeme tento rozbor, pochdzejici z péra nejkom-
petentn&jitho, a obsahujfci Gplny seznam védeckych praci Ce-
bySeva, vSem péstitelim mathematiky co nejvieleji. & Weyr.

Précis élémentaire de la théorie des Fonctions
elliptiques avec tables numériques et applications, par
Lucten Lévy, examinateur d’admission et répétiteur d’Analyse
& I'Ecole Polytechnique. Paris, Gauthier-Villars et Fils, 1898.

Struény ndstin zdkladd theorie elliptickych funkef urceny
hlavné inZenyrim, zbudovany prostfedky elementirnymi, omezu-
jici se, pokud moZno, na proménné reilné, a obohaceny appli-
kacemi mechanickymi, geometrickymi a tiselnymi.

Stanovisko theorie funkei komplexni proménné, jez jest
nutné pro hlubsf vniknut{ do této nduky, vytknuto povSechné
teprve v posledn{ kapitole. To vSak nikterak nevadf poznani
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elliptickych funkef{ onou mérou, jez postaéuje pro zwminéné
applikace ; md se zde véc tak, jako u funkef trigonometrickych,
s nimiZz se studujic{ sezndmf cestou elementarni tak, Ze jich do-
vede s nejlep§im tdspéchem applikovati, aniz by byl poznal jich
analytickou povahu s hlediska funkéni theorie.

Cenu knihy, zaujimajicf pouze asi 200 strdnek, zvySujf
zajfmavd cviteni a problemy pridané téméf ke vSem kapitoldm,
jakoz i piehledné résumé hlavnich formul, a konetné ¢iselné
tabulky na 11 strandch umisténé, jez umozhuji ptiblizny vy-
pocet funkef elliptickych a jich inversnich. Ed. Weyr.

Traité d Algébre supérieure par Henri Weber,
traduit de l'allemand sur la deuxiéme édition par J.
Griess. Paris, Gauthier-Villars, 1898. Stran X | 764.

K vyteénému ,Cours d’Algebre supérieure* Serretovu,
dosud nejlepsf utebnici o vyssi algebte, ptidruzilo se dilo We-
berovo ,Lehrbuch der Algebra,* jehoz 1. dil tuto ohlaSujeme
v peclivém francouzském prekladé p. Griesse, a v typografické
tipravé zvl4st prehledné, jakou se vyznamendvaji mathematickd
dfla ndkladem p. Gauthier-Villarsa vydand.

Dilo Weberovo vynikd, tak jako Serretovo, nevSedni pre-
snosti a jasnosti exposice. VyloZiv v Uvodu podstatu soustav éfsel
raciondlnych, irraciondlnych a komplexnich, buduje auktor algebru
rovnic od elementl, poddvaje téz theorii determinantl s nékterymi
applikacemi jakoZz i novejsf vyzkumy Hermite-a, Sylvestera,
Kroneckera a j., a dospivdi do zdkladd theorie Galoisovy a
k applikaci jejf na algebraické feSeni rovnic, zvld§té t. zv. Abe-
lovych a specidlné onéch, Gaussem uvaZovanych. na nichZ zdvisi
déleni kruZnice na dany pocet stejnych dili. Vyklad theorie
Galoisovy déje se zpisobem, jehoz byli Dedekind, Weber a
Kronecker uzili, a jenz usnadiiuje vniknuti do této krdsné a
hluboké theorie piesnosti formulace velmi abstraktnich pojmi jeji.

VSem, kdoz se chtéji sezndmiti s nynsj$im stavem algebry,
lze vynikajici dflo Weberovo co nejvieleji doporuditi; neni lepif
pomiicky k dosaZeni tohoto cile. Ed. Weyr.

Lecons sur les systémes orthogonaux et les coor-
données curvilignes, par Gaston Darbouxz, membre de I'In-
stitut, doyen de la Faculté des sciences et professeur de Géo-
métrie supérieure & 1'Université de Paris. Tome I. Paris, Gau-
thier-Villars et Fils, 1898.

Prvni to &dst systematickych vykladi o theoriich titulem
vyznalenych, jichz pivodem byly zndmé price Lamé-ovy, a je¥
z C4sti pan auktor byl jiz vylozil ve svém krasném dile ,Legons
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sur la théorie générale des surfaces et les applications géomé-
triques du Calcul infinitésimal.*

Ze i v piitomném dile vynikajictho auktora litka zpraco-

vdna zpisobem mistrovskym, netieba zvld§té podotykati.
Ed. Weyr.

Pozvani k mezinadrodnimu sjezdu mathema-
tiklt v Parizi
(6. az 12. srpna 1900).

Redakei zaslino bylo od poiadatelstva mezindrodnfho sjezdu
mathematikii na svétové vystavé v Pakizi r. 1900 ve dnech 6.
aZ 12. srpna pozvan{ k dcéastenstvi élenst Jednoty ceskych ma-
thematik® na sjezdé tomto. Doflé pozvéani znf doslovné takto:

La Société mathématique de France a regu a Zurich, en
1897, la mission de préparer le prochain Congres international
des mathématiciens, qui doit avoir lieu & Paris en 1900. Elle
a constitué a cet effet un Comité d’organisation qui s’est lui-
méme divisé en deux Commissions: Commission administrative
(présidert, M. G. Darboux) et Commission des travaur (président,
M. H. Poincaré). A I'heure actuelle, le programme détaillé du
prochain Congres international ne saurait étre arrété définiti-
vement, mais il a été pris cependant un certain nombre de ré-
solutions fermes que nous avons le devoir de porter a votre
connaissance.

Toul; d’abord, la date est fixée du lundi 6 aolt au di-
manche 12 aoGt 1900; le Congrés durera par conséquent sept
jours.

Nous serons rattachés a l'ensemble des Congrés rentrant
dans Porganisation de I’Exposition universelle, ce qui, du reste,
ne nous empéchera nullement de tenir la plupart de nos séances,
et surtout les séances de sections, ailleurs que dans les locaux
de I'Exposition. D’aprés des indications que nous avons déja,
tout nous fait espérer que la Sorbonnme pourra, dans ce but,
nous ouvrir tres gracieusement ses portes.
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Le programme du Congrés comprendra: au moins deux
séances générales; des séances de sections, qui auront lieu sur-
tout le matin; des visites scientifiques; un banquet, qui réunira
tous les membres du Congres. Des excursions, facultatives, -pour-
ront étre organisées et sont des maintenant a I'étude.

Le prix de la carte du Congres sera de frente francs.
Elle donnera droit:

1° A la participation & tous les travaux, a toutes les
assemblées, & toutes les visites qui seront organisées;

2° Au banquet;

3% A la réception du compte rendu des travaux du Con-
gres, aussitot apres la publication.

Lorsqu'un membre du Congres y viendra accompagné d’une
ou plusieurs personnes de sa famille, celles-ci pourront recevoir,
sur demande, des cartes spéciales & un prix réduit qui sera
ultérieurement fixé.

Il est absolament impossible au Comité d’organisation de
s'occuper de linstallation des membres du Congres dans les
hotels, ni des conditions de la vie matérielle pendant le séjour
a Paris. Mais, reconnaissant toute 'importance de cette question,
il s’est préoccupé de donner indirectement satisfaction & ceux
des membres du Congrés qui n’habitent pas Paris en temps
ordinaire. A cet effet nous espérons, dans une prochaine circu-
laire, pouvoir vous fournir les moyens d’obtenir tous les ren-
seignements que vous jugeriez nécessaires de vous procurer
a ce sujet.

Nous vous ferons également connaitre en temps utile
quelles seront les conditions spéciales de faveur accordées pour
les voyages par les Compagnies de transports, a l’occasion de
PExposition universelle.

Pres de deux années nous séparent encore de l'ouverture
du Congres, et il ne saurait étre question de vous demander
aujourd’hui une résolution ferme. Mais il est du plus haut
intérét, pour la suite de nos travaux, d’avoir au moins quelque
indication sur le nombre probable des membres du Congres de
1900. En conséquence, nous insistons d’une fagon toute parti-
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culiere pour que vous ayez l’obligeance de nous faire savoir
vos intentions probables par une simple carte postale (que vous
trouverez ci-incluse), dans les termes suivants:

Il est probable que jassisterai au Congrés de Paris
(avec  personnes de ma famille),
ou
Il w'est pas probable que jassiste au Congrés de Paris.

Ceci ne vous engagera en rien, a aucun point de vue,
dans un sens ou dans lautre. Ce n’est que plus tard que nous
aurons a vous demander vos intentions définitives. Mais I’en-
semble de ces premiéres indications nous sera extrémement
précieux.

Il importerait que votre répomse nous parvint le plus tot
possible, et dans tous les cas qu’elle nous fat adressée par vous,
dans les huit jours qui suivront la réception de la présente
circulaire.

Nous vous en remercions d’avance et nous vous prions,
Messieurs, d’agréer nos cordiales salutations.

Le Comité dorganisation.

P.-S. — 1° Nous vous serons reconnaissants de vouloir
bien, le plus qu’il vous sera possible, faire connaitre la présente
circulaire autour de vous;

2¢ Priere aux journaux mathématiques de reproduire, au
moins par extraits, la présente circulaire, dans la mesure qu’ils
jugeront possible. Nous les en remercions dés & présent.

Pritre d’adresser toutes les communications & M. le Prési-
dent de la Société mathématique de France, rue des Grands-
Augustins, 7, Paris. C'est lui qui est en méme temps président
du Comité d’organisation.

——— e ——



Priloha k Gasopisu pro pistovani mathematiky a fysiky.

Ulohy.

. Uloha 1.
Resiti rovnice .

3 4 . m8 _
P )-8t = 2E V=T (D)

4

Red. 4. Strnad.
Regeni. (Zaslal p. Emerich Brinkmann, stud. VIL tf. r.
na Malé¢ Strané v Praze.)
Rovnice dand v podobé annulované

42° — 31a® | 3la* —4 =0
¢ili
(x— 1) 4x' + 4a® — 2T2* + 4 - 4) = 0,
rozpadd se ve dvé.
Prvn{ z nich, x — 1 = 0, poskytuje kofen
Z =1;
drubd jest pievratnou rovnici stupné étvrtého
4zt + 42— 2T + 42 + 4 = 0.
Tato substituci

x+—1-
z

=z

ptechdz{ v rovnici
422 42 — 35 =0,
z niz ustanovime

5} 7
‘le—g, 52:‘—'5-
Z rovnic
1_ 5 17
s+ =3g Tt =73

19
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vypotitime koteny

1 1 555
;= 2, Ty = 5 w4,5:?(—7i\/33)-

Uloha 2.

Kolik kladnych celistvijch 7eSeni md rovnice

1Y L2 _ 49
12+ 8 + 6 =i
Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Robert Cech, stud. VIL tf. g. na Krél.
Vinohradech.)
Rovnice
ax + by =c

md o 1 kladné celistvé Fedenf vice nez jest pocet celych jed-
notek v podflu p = c:ab. Zbavime-li danou rovnici zlomki,
nabude tvaru

20 -+ 3y + 42 = 24,

z néhoz patrno, Ze pii danych podminkich musi byti
2= 6.

Kladouce tedy postupné 2 =10, 1, 2, ..., 6, a znamena-
jice pismenem r» pocet celistvych kladnych feSeni, nullovd fe-
Senf v to pocitajice, obdrzime

pfi 2=0 rovnici 2x +3y=24, p=4, r=2>,
s =1 " 22 4-3y =20, p=23, r=A4,

s &8=2 » 22+ 3y =16, p=2, r=23,
i 2=3 - 2043y =12, p=2, r=3,
y 2=4 - 2043y = 8, p=1, r=2,
» 2=5 ” 2x+3y: 4? p:Oa 7:11
5 #2=6 5 2¢+3y= 0, p=0, r=1.

ProceZ rovnice dand poskytuje 19 FeSenf Zddanych.

Uloha 3.

Kieré whly nepresahwyici 360° éiné zadost rovnici
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: 5 I =~ . ;
tgx +tg*x + tgPwe ... = 5 Vsin®x - sin'z + sin’c + . ..
Red. 4. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Stanislav Linhart, stud. VII. t¥. r.

v Pardubicich.)
Settouce nekoneéné fady geometrické na obou strandch
rovnice, ddme ji podobu

tgx lv—éilT’?_
1—tg?z . 2 VT1—sinz
¢ili
tg 2o = + tg .
Rovnici této se vyhovi, je-li
Qe = 2nR + x,
tudiz pti

x=10, 60", 120°% 180", 240° 300° 360"

Uloha 4.
Sestrojiti vwhel x dle wméry

S 2% : stn 3% — m . n.
Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Eduard Kitzberger, stud. VIIL tf. g.
v Domazlicich.)
Uméra dand jest rovnomocnd s tmérou

2sin @ cos x: (3 sin x — 4 sin® ) = m : n,
kterd kracenim nabyvd tvaru
2cosz:(dcos’z— 1) =m:n
cili
4m cos* £ — 2n cos z — m = 0.
Odtud vyplyvda vyraz '
CoS ¥ = L (n + Vn? & 4m?)
dm* —

vedouci k tomuto sestrojent:
19*
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Zvolme osy X | Y ; z poédtku o opidme kruznici K polo-

mérem 2m, pfenesme na X usetku oa :%, na Y pofadnici
ob—=m, na X pak jesté ac = ad = ab.

Kolmice vztyéené v bodech ¢, d ku X protinajf K v bo-
dech 1, 2, 3, 4, natez polopaprsky

01, 02, 03, 04
sviraji s kladnym smérem osy X tuhel Zddany.

Pozndmka. Pii m =6, » =5 jest

cosaz——i aneb cosar:“—i
= = 5

Uloha 5.
Ustanoviti whel x dle wméry
tg2x:tg 3x — m : n.
Red. A. Stinad.

Redeni. (Zaslal p. Frant. Holzmann, stud. VIIL ti. g.
v Brng.) '

Vyjddfime-li funkce ublu 2z, 32 funkcemi thlu jednodu-
chého, obdrzime

2tge  Btgx— tg¥e
1—tg%z  1—3tgrz "

Odstranfme-li cinitele tga vedouctho k fesenf tgx =0
a upravime-li, dospéjeme k rovnici

(1 —3tg’xr) =m (3 —tg*x) (L —tg*x);
tato pak annulovdna jevl se ve tvaru

mtg'x — 2 (2m — 3n) tg? x + 3m — 2n = 0,
a poskytuje YeSeni

tgr = j—_v;n-[ 2m — 3n iVW—W}j .
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Je-li na pf. m = b5, n = 14, obdrZ{me

1
tgx =+ —.
g —Vf’

Uloha 6.

Nad odvésnami pravouhlého trojuhelnika sestrojeny ,mé-
sicky Hypokratovy® a do kaddého vepsdna nejvétsi kruZnice.
Dokdzati jest:

a) Primér kaidé této kruznice rovnd se poloméru kruznice
vepsané v dany trojuhelnik.

b) Vaddlenost stiedw kazdé této krudnice od stredu prepony

rovnd se —2— obvodu daného trojuhelnika.

Red. 4. Strnad.
Reseni. (Zaslal p. Eman Hdjek, utitel v Kloboukdch

u Brna.)
V pravotihlém trojibelniku abc budtez odvésny

be=a, ac="b
a ptrepona L
ab = c;
polomér kruZnice vepsané budiz ¢. Dotyénym bodem této kruz-
nice déli se pfepona v &dsti @ — ¢, b — ¢; tudiz jest
' a+b—c
c=a—@ +b—e o¢=- j'—'g—_—-

Kruznice K, vepsand v mésiéek nad obloukem bc mé
stfed s,, polomér ¢,; obdobné oznatme stied i polomér kruz-

nice K, vepsané v mésitek nad obloukem ac. Jest pak

proceZ
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Je-li s stfed prepony, jest

— ¢ _a+b+te
88y "-?+91— 4—"—v
— a+b+c
88y = +o=-- 4+
Tim obé& tvrzen! dokdzdna.
Uloha 7.

Uhlopricky pravidelného osmithelnika omezwji dva mensi
pravidelné osmivhelniky. V kterém poméru jsou obsahy vsech
tri osmivhelniki ?

Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Bohumil Matas, stud. VIL ti. real.
v Kutné Hofe.)

Polomér kruZnice opsané osmidhelniku pravidelnému budiz
r; potom jest obsah jeho

A = 4% sin 45" = 222

Uhlopticky, spojujicf vrcholy osmiihelnika ob jeden, ome-
zujf osmidhelnik druhy, obsahu B a poloméru kruznice opsané r,.
Polomér ‘tento rovnd se strané a osmithelnika ptivodniho, tudfz

r, = a = 2rsin 2273 =rV2 — VZZL

ﬂhlopﬂéky, spojujict vrcholy daného osmithelnfka ob dva,
omezujf tfeti osmithelntk, jehoZ obsah jest C a polomér kruz-
nice opsané

a ) 10 —
= ——— =rtg22 = =r(2—1).
2
cos 22 —

Obsahy vSech tif osmitihelnikii jsou tedy v poméru
A:B:C=r:rt:rt=1:2—V2): (J2— 1)
¢ili
A:B:C=(N2+1:V2:(42—1).
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Uloha 8.

Do krudnice vepsdn Ctyrihelnik, jeho? dhlopricky stoji na
s0bé kolmo. Soucet dvow protéjsich stran jest 89, soucet druhych
dvou stran 91 ; soudet dvou sousednich stran jest o 10 vétsi neZ
souéet druhych dvou stran. Ustanoviti jest strany, whlopricky
a obsah Ctyrihelnika, jakoZz i polomér kruénice opsané.

Red. 4. Strnad.

ReSeni. (Zaslal p. Bediich Novdk, stud. VII. tf. r. na
Krdl. Vinohradech.) '

Strany ctyriahelnika vypotitime z rovnic

a+c—=289
b+d =91

(a+b)—(c+d) =10
a® - ¢? = b? = dz.

Z prvnich tf{ rovnic vyjddiime
c=8—a, b=95—a, = a—4,
natez dosazenim do rovnice &tvrté nalezneme
a=>56, b=239, c¢=33 d=D>52.

Dle znamych vzorcli ustanovime pak ihlopticky

" — (ab + cd) (ac + bd): 60

ad +bec :
_\flac T od) (ad 1+ be) . ’
"= \/_ ab +cd = G4,

obsah étyrihelnika

P=Y(s—a)(s —Db)(s—¢) (s —d) = 1938;

polomér kruznice opsané

sl (ab + cd) (ac + bd) (ad + be) _ 395
4 (?:a)—(;:—b)(s—c)_(s—d)— '
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Uloha 9.
a) Bod o v roviné md od vrcholic pravouhlého trojihelnika
abc vaddlenosti
oa =1, b=y, oc=ve.
Které podmince Cind zadost tyto veddlenosti, jsou-li odvésny
trojuhelnika

ca—=>b, cb=a?
b) Je-ls

a=YV3 b=Y6,2=1V13, y =V10,
vypolitals jest z. ’
Red. 4. Strnad.

ReSeni. (Zaslal p. F. Vitdéek, stud. VIIL t¥. g. v Kla-
tovech.)

a) Oznaéme
Y aco = a,
potom jest
x?=0b* + #* — 2bz cos «
y? = a* + 2* — 2az sin a.

Z4danou podminku obdrifme, vylouifce z rovmic téchto
tihel . Jelikoz

_bz+z2_m2 . _a2+‘2__y2
COSa—-——§bz——' ) Slna_——2—‘m—-,
cos? @ 1 sin® e =1,
jest Zddand podminka
2 | 42 a2\ 2 i 12 2 __ 2| 3
((’_j:f_“’_ 4 (L+z ) =1
\ 2bz 2az

tili
a2 (b2 —f_ zz —_— x2)2 + b2 (a2 __+__ 52 —_ y2)2 — 4a2b2z2.
b) Podminka tato pfi danych hodnotdch prechédzi v rovnici
(*—17)% = 84*
¢ili
2 — 2227 49 =0,
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z niZ ustanovime
g= V114 V72 =+ 3+ 13
Hledfme-li toliko k hodnotdm kladnym, obdrZime
7 =3+Y2, 5=3-12

Pozndmka redakce.
Res&ime-li hotejsi rovnici dle 2% nalezneme

z"‘:-%é(a“’xz—{—b‘*’y?i—_VI—));

pfi tom znadi ¢* = a® | b* Etverec pfepony daného trojihelnika,
D pak jest diskriminant

D = (a%x® bzyz)z —c? [a21;4 + byt — 2a%* (x* +y?) 4 a2b202]_
Nélezitym upravenim lze vyrazu tomuto ddti podobu

D=a®@+y+0)@ +y—0) z—y-+0)(—3z+y+o
= 16a%%4?,

kdez 4 oznatuje obsah trojuhelnfka ze stran z, y, c.
Jest potom

a’x? 4 b%* — c*%? = + 4aba.

Uloha 10.

Do vdlce kruhového vepsdna koule dotykajici se zdkladny
i obliny jeho. Ktery tihel tvori se sdkladnou vdlee teénd rovina

koule, odtind-li od vdlce édst rovnow n-ndsobnému obsahu koule?
Red. 4. Strnad.

Refeni. (Zaslal p. Feliz Vyskocil, stud. VIL ti. real.
v Jetné ul. v Praze.)

Uzijme tohoto oznateni: polomér vélce budiz », délka osy
jeho mezi zdkladnou a fezem budiZ », rovina tetnd ke kouli a
setnd k vdlei tvoii se zdkladnou tohoto iihel «. Potom jest
obsah vilce
14 cose
Tcose

V = mrv = 7r?
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Dle podminky v tloze vyslovené jest

1+4cose 4
rd —t— =n.—ar’

cosee 3 ’
tudiz
Pii tom
y — l—f—cos:x__fi_ .
cos « 3

Priisecnice roviny dané se zdkladnou mad od stiedu této
vzddlenost

«
u:vcotga:rcotg—z—

(:Osu—i '——gr u =2
-5’ v_3 ! -
Uloha 11.

Na prioméru ab sestrojena polokrudnice K a kni v bodé b tecna
T. Vésti bodem a secnu protinajici K v bodé ¢ a T v bodé d
tak, aby otodi-li se cely tento tvar kolem osy ab, use¢ na tetivé
ac vytvorila téleso téhod obsahu jako je téleso vaniklé otocenim se
plochy omezené dseckami bd, cd a obloukem be. _
' Red. 4 Strnad.
Reseni. (Zaslal p. Jan Vajgl, stud. VIL tf. g. v Brné.)

Budiz A obsah télesa vytvofeného ototenim se tisete, B
obsah telesa druhého.
Znaéime-li

ab=2r, bd =R, ¥ bac = «,

médme vztah
B:-I—'JzR2 27'-—(—4—71:7'3—A)'
3 ' 3 !
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jezto md byti A = B, prechdzi tato rovnice v podminku

I ns o, 4 5
garR.J_gm*

¢ili
R? = 202,
Ponévadz jest
R=2rtg«,
mus{ uhel « vyhovéti rovnici

2tg' e = 1
a jest tedy

tga = +2.

 Pozndwika. Zidanou seénu lze takto sestrojiti: Ved-
me polomér oc | ab a prenesme bec — bd. Nebo prodluime
primér ab o délku bf = r; kruznice na priméru af = 3r sece
tethu T v bodé hledaném d. Aneb vedme v kruznici K polomér
og v thlu bog = 45°, uéiiime ok | ab, gh||ab; ah stanovi
hledanou seénu. Konstrukce tyto Ctendt snadné oddvodni.

Uloha 12.

Kterd jest  pravdépodobnost, Ze polopaprsel: vychdzejict
z bodu s dopadd na povrch koule stiedu o, je-li 0s —v =17 a
polomér koule r — 8? 5 '
Red. 4. Strunad.
Regeni. (Zaslal p. Jan Lang, stud. VIIL tf. g. v Olo-
mouci.)

OpiSeme-li z bodu s dotyény kuzel ke kouli dané, tedy
vsechny polopaprsky obsaZené uvnitt tohoto kuZzele dopadajf na
povrch dané koule. Pomér jich mnozstvi ku mnozstvi vSech
polopaprskii z bodu s vychdzejicich jest hledand pravdépodobnost.
Pomér ten lze vyjddfiti hodnotou

P=V:K,

kdez K znaif povrch koule o stiedu s a poloméru ¢ =Yv*—»?,
V pak vrchlik této koule obsaZeny uvnitt koule dané. Vy3ka
tohoto vrchliku jest
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_r — e*
w=——0—0=e—
a proto pravddpodobnost
P = 2nou:4mo* = u: 290

v—0
2v
Pti danych hodnotich &fselnych jest

1
P—'ﬁ'

¢ili B=

Uloha 13.

Bodem (1°5, 3) stanovitt primku, jejiz vseky wa osdch sou-

radnyjch magi soucet 10. .
Red. A. Strnad.

Re8eni. (Zaslal p. Julius Pollgk, stud. VII. ti. real.
v Ji¢iné.)

Rovnice libovolné pifmky jdouci danym bodem jest

B 3
y—3_A(a:—-—2—)

¢ili 2Az — 2y =3A —6.
Useky této pifmky na osdch soufadnych vyjadfuji se
a— 3A—6 b — 3A—6
) - =2

Podminka ilohy jest a 46 = 10 ¢éili dle vyrazi pred-
chézejicich

3A—6 3A—6 __

28 2

Odtud jde rovnice kvadratickd
3A 4+ 11A46 =0,
z niZ vypotitdime smérnici A dvéma hodnotami

—1+7
6

10.

A=
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2
A1:——3—, Ay = —3.

Pii A, obdrzime pifmku P, rovnicf

2 3
?f‘"?’—‘?(m—?
¢ili
, =22 +8y —12=0;
tiseky této piimky na osdch jsou
a, =6, b, =4; a,+b =10.

Smérnice A, ndlezf piimce P,, jejiZ rovnice jest

_ 3
y—3=-—3 (x — ?)
¢ili
P,=6x+ 2y —15=0;
ptimka tato méd useky osové

5 15
Tz'a bz—-?a

Jiné tefenf. (Zaslal p. Vojtéch Prokes, stud. VIL tf.
g. na Smichové.)

ay =

a, +b, =10.

Rovnice hledané piimky ve tvaru tusekovém budiz
AT
a + b — by

K urdeni tsekd @, b slouii podmineéné rovnice

a-+b=—10,

3.3
2a+b— !

vyloutfce b obdrifme

¢ili
2a* — 17a + 30 = 0.
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Odtud ustanovime
17T+7 237
4

a:——z—, b:—

Uloha 14.
Stanoviti krugnici K, soumérnow s krusnici

K =ax"-+y" —12x— 26y 4 180 =0
dle primky
P=x+3y —30=0;
vySetriti pak praseciky a whel obou krunic. Red. 4. Strnad.

ReSeni. (Zaslal p. R. Bartos, stud. VIL t¥. r. na Malé
Strané v Praze.)
' Rovnici kruznice K, lze psdti ve tvaru normalnim

(x—6)*+ (y — 13)? = 25.
Stred s, této kruznice md od pifmky P vzddlenost

x, + 3y, — 30
yio

V== )

kdeZ z,, y, znalf soutadnice stfedu s,
r, =6, y, = 13;
VIO -
Kruznice K, soumérnd s K, dle pifmky P bude miti
rovnici .
@ — a,)* + (y — 9,)* = 26,

v niz x,, y, jsou soufadnice stredu s,.
Stied tento ustanovime jakoZzto priisetik piimky N vedené
bodem s, kolmo ku P a piimky M || P u vzddlenosti — v.
Rovnice primek téchto jsou:

N=y—13—3@@—6)=0
z+3y—30 | 15

M T e e 2 O
yio V10

jest tedy v =
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¢ili
N=3z—y—5=0
M-=z2-+3y—15=0;
prisetik jejich bod s, méd souradnice
x, =3, Y =4
Jest tedy rovnice kruhu K, tato
(x—3)+(y—4)"=25

, == x>+ y* —6x — 8y =0.

¢ili

Priisetfky obou kruznic ndlezf téz ptimce P; nejpohodinéji
vypotitime je z rovnic tar P a K,. Vyloutice x dojdeme k rovnici
(80 — 3y)* + y*— 6 (30 — 3y) — 8y =0,

y:— 1Ty + 72 = 0;
odtud najdeme
y=8,y"'=9

a k tomu =6, x"'=38.

Smérnice teden sestrojenych v bodé (8, 6) k danym kruznicim

jsou
A= A S| S W — xl—x,, :——é—,
v —y ¥ —9, 4

thel obou kruznic stanovi vzorec

A — A,

tgd = 1+ AA,°

z néhoz plyne

3

Uloha 15.

Stanoviti kruznici, kterd jest stejné veddlena od bodd
[ s 1 3
0(6-4—,——1)5 b(5)2_2_)’

1 1
6(0,5—4—), d(——3,12).

Red. A. Strnad.



304

Resent. (Zaslal p. Igndt Velisek, stud. VIIL t¥. g v Uh.
Hradisti.)

Dény-li 4 body v obecné poloze, nelze stanoviti kruZnici
stejné od nich vzddlenou tak, aby viechny leZely na téZe jejf
strand, t. j. bud vSechny vné aneb vSechny uvnitf.

Lze v8ak sestrojiti kruZnici ve stejné vzdélenosti ode vSech
tak, Ze 3 body lezf na jedné strané a 1 na druhé strané této
kruznice aneb 2 body na jedné strané a 2 na druhé.

Pifpadu prvnfmu lze vyhovéti takto:

Ttemi z danych bodd poloZme kruZnici K a sestrojme
pak sousttednou k nf kruznici L, kterd jest od nf a od bodu
étvrtého stejné vzddlena. Tak obdrzime kruZnice

Kabu Kabd, Kacd, Kbcd
a ptisluné k nim kruznice
Labc, ds Labd, ¢y Lacd, by Lbcd, a-

Ve druhém pifpadé sestrojme body a,b a c¢,d krunice
soustfedné K., K.q; potom lze stanoviti soustfednou s nimi
a od obou stejné vzddlenou kruZnici L, .¢ ; podobné sestrojme
Lac, va s Lag, vc . KaZdd z kruZnic L jest stejné vzddlena ode viech
étyt bodii: procez tiloha dand md v obecném piipadé. 7 feSeni.

Abychom vypotitali soufadnice stfedli a poloméry kruznic
hledanych v ¢fselném p¥ikladé daném, ustanovme nejprve smérnice
a stiedy tsecek ab, ac, ad, bc, bd, cd, z toho pak rovnice jich
os soumérnosti. Vysledek poftu bude tento :

Usetka Smérnice Stfed Osa
b — 3 %5’, %* z—3y— 3=0
ac — 1 2852’ %7 z— y— 1=0
- —337 %3, % 375 - 9y —59 =0
be —% %, 4 22— y— 1=0
bd -1% 1, 162+ 3y —22=0
cd %- ———3—, lf 6z + 8y — 17 = 0.
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Osy usecek ab, ac, be protinajf se v bodé s (0, — 1), kteryz
jest sttedem kruznice Kape 1 Lape, a; polomér kruznice K jest

ST\

a polomér kruznice L

,«:_S.(‘l_g:"'d 28 + 1\/3‘ | ( —) =5.

Jest tudfz rovnice kiivky Li.w, 1 tato:

24 (y 4 1)* = 25.

Body a, b, ¢ lezi vné této kruznice, bod d uvnit¥, véechny
ve stejné od kruznice vzddlenosti. Podobné bychomn obdrzeli
sttedy kruznic

2b 26

Kaa |77 51

) Ko (25 11) KW(Zb 14\

14 14)° 22’ 11)°
poloméry téchto kruZnic nemély by vSak hodnot jednoduchych.
VySetime je§té nékterou z kruznic druhé skupiny. Osy

50 81

tisetek ad, bc protinaji se v bods t( 9

) kteryz jest

sttedem kruznic K., Ky & Laa 5; poloméry prvnich dvou
kruznic jsou

e g 2B+[o e T e 25\/
ol._ta__td...%\/?ﬂl,()2_tb__tc_ 73
a tedy polomér kruznice Lgq, »c jest

po=C H), — 152 (\/377+V¢3)—416

Stredy kruZnic ostatnich dvou jsou
75 1 256 6
Lab, cd (gé, — %) a Lac, bd (i_g ] ’l‘g) .

Jiné reSent. (Zaslal p. Ferd. Sob, stud. VIIL ti. g
v Brné.)

20
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Ma-li kruznice polomér » a bod od stiedu jejiho vzddlenost
v (kladnou), jest nejkratsi vzddlenost bodu toho od kruZnice
ddna vyrazem

*+w—r);

znaménko —+ zdvisi od toho, leZi-li bod vné neb uvniti kruznice.

Budiz r polomér kruinice tlohou hledané; v,, vy, v, v,
vzddlenosti bodd danych od stiedu kruznice. Uloha #ddd, aby
bylo

o —nN=xO—r)=t@—r) =% (v, —).

Znaménka —+ lze kombinovati na 2* = 16 zpisobd, z nichz
dva a dva vedou k témuz vysledku; proto zbylo by uvazovati
celkem téchto 8 kombinaci:

L

Jsou-li p, g soufadnice stitedu kruznice hledané, jest obecné

v=Y@—p)+y—q?.

Kdybychom uvazovali prvnf kombinaci znamének (4 4 + -+
aneb — — — —), dosli bychom ti{ rovnic

v, =v, =v, =v,,

v nichZ jsou jen dvé nezndmé p, ¢; tloha jest v tomto pifpadé
preurcitd a obecné nemoZnd. Jdef tu o to, stanoviti kruZnici
stejné vzddlenou od ¢tyf bodd, kteréz vSechny maji byti bud
vné neb vSechny vnitt kruznice; tlohu lze patrné jen tenkrite
tesiti, lezf-li dané body na uréité kruznici. Toho v daném pii-
kladé ¢fselném neni.

Hledejme tedy kruznici L., 4, kterd ma stejnou vzddlenost
od danych bodf, z nichZ a, b, ¢ by leZely uvnitt a bod d vné
aneb naopak.

Pripad ten zahrnut jest sestavou znamének - 4 -} —
aneb — — — 4 a vede k rovnicim

UV — =0, — =V, — ¥ =7r—0,.

Z téchto dvé, totiz v, = v, = v,, poslouz{ k urtenf stfedu s
kruZnice Zddané.
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Lze totiZ rovnice tyto psdti v podobé
3
(65—2) +a+tor=6—p+(25—d
5l
4

= 0=+ [op—q

¢ili po nélezitém zjednoduseni

p—3¢g =3
2p— q=1.
Odtud plyne p =0, 9 = — 1, nateZ polomér kruznice
ustanovime z rovnice
p= Y2 0 ‘}2_‘0‘ :
pii tom jest
e i <
o =V@ = G0 = ot (o4) =%
w=Va = e 0 =V 4] =12
a tedy
25415
= =3 )
8
Cheeme-li podobnym zpisobem vySetiiti kruznici Leg, se,
mdme kombinaci + — — 4 vedouci k rovnicim
Op =V =0, — 7, O —r=0v,—7r, o, —r=—(v,—r)
¢ili

O =0, ; U5 =

— Ut
S

Py =
Prvni dvé z téchto rovnic poskytujf k urceni stfedu ¢
vztahy

gé—p) + 1+ 9= @+ p) +‘—-——q).

_ 1 2 ) 2
6—w'+ (g~ 1) =r+ (5 =

20¥
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cili
3Tp — 9¢ = 59
2p— q=1,
z nichZz vypoéitdme jako zpésobem prvnim
_50 8l
=19 119"

Hodnoty », a v, jsou totoZny s hodnotami ¢, a ¢, prvnf
methodou ustanovenymi; proto obdriime i tutéZ hodnotu polo-
méru » pro kruznici L.a, s.

Uloha 16.
Vysetiiti podminku, aby spojnice bodd
m (a cos a, bsin ), n (acos B, bsinp)
prochdzela ohniskem ellipsy

b*x® 4+ a*y®* = a’b”. .
Red. A. Strrnad.
Resenf. (Zaslal p. H. Zifala, stud. VIIL tf. g v Pii-
brami.)

Podmfnka, aby body dané a ohnisko (e, 0) lezely v jedné
pifmce, jest
acose, bsine, 1/
acosB, bsing, 1'=0.
e 0, 1]

Vycéislime-li determinant a zkrdtime rovnici cCinitelem &,
nabude podoby

a sin (¢ — ) — e (8in @ — sin ) = 0.

I tuto rovnici jesté lze zjednodusiti.

Klademe-1i
e
— = &,
a
jest & tiselnou vystiednosti ellipsy, a podminku lze psiti
sin (&« — B)

- ; =é&
8in ¢« — sin
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¢ili

Uloha 17.

Najdéte soucet Cisel mezi 1000 a 2000, kterd nejsou déli-
telna ant 2ma ani 5t.
Prof. Ad. Mach.

Redent. (Zaslal p. Frant. Jiruska stud. VIL tf.r. v Par-
dubicich.) :
Soutet ¢fsel lichych mezi 1000 a 2000 jest

1001 - 1003 + 1005 - . . . 4 1999 = % (1001 -+ 1999)
— 750000.
Soutet ¢Eisel délitelnych 5 jest

1005 + 1010 .. . 4 2000 = 1_‘2)9 (1005 + 1995) = 150000.

Z4dany soudet jest tedy
750000 — 150000 = 600000.

Uloha 18.

Mezi Cisla 3 a 18 vloZte dvé éisla, aby z téchto &tyr Cisel
proni tii tvorila Yadu geometrickou, posledni t7i Yadu arithme-
tickou. Prof. Ad. Mach.

Refeni. (Zaslal p. Fr. Hruby, stud. VIIIL tf. g. v Hradci
Krélové.)

Zédand Styii ¢fsla jsou
3, 3¢, 3¢% 18.

Aby poslednf tii nédleZela posloupnosti arithmetické, jest
tteba podminky ‘
3¢* — 8¢ = 18 — 3¢?,

z nfZ plyne kvadratickd rovnice
2?2 —q¢—6=0
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majicf kofeny

3

=2 6=—75-
Jest tedy Zddané skupen{ &isel bud

3, 6,12, 18

aneb
9 27

3, —"'?’ —4——, 18

Uloha 19.

Sectéte

100% — 99% + 982 — 97 ... 4+ 22— 1%
Prof. Ad. Mach.

Reseni. (Zaslal p. Frant. Navrdtil, stud. VIL ti. gymn.
v Uh. Hraditi.)

Setteme-li fadu rovnic

1002 — 992 = (100 + 99) (100 — 99) = 100 - 99
982 — 972 — ( 98 - 97) ( Y8 — 97) = 98+ 97
962 — 95% = ( 96 + 95) ( 96 — 95) = 96+ 95

obdrZime
100 —99* |- 98* —97* 4., . -2 —1°
=100 4-99+98 497+ ...+ 24 1.
Jest tedy hodnota dané fady
50 . 101 = 5030.

Uloha 20.
Sedtéte n Clentt rady

3433+333 +3333+4....
Prof. Ad. Mach.

Refenf. (Zaslal p. Frantisek Bystricky, stud. VI. ti. r.
v Plzni.)



311

Jelikoz jest

_3(10'—1)
3= "0
. 3(102—1)
B=—"T=—1

. 3(10°—1)
=T

md Zddany soulet hodnetu

sn:%—(w+102+108+...+10»)—%n

¢ili
o — 1 1000—1) =»n
"3 10— 1 3
_ 10 "
Sp — “2’7 (]0 e 1) = 3 @
Uloha 21.

Kolik let jest osobé, jejif stdri rovnd se letos souctu &islic
onoho roku, ve kterém se narodila?
Prof. Ad. Mach.

Reseni. (Zaslal p. Jiri Sir, stud. V. tf. r. v Novém
Mésté na Moravé.)

Mdme za to, Ze osoba neni pies 98 r. stard, pak jeji stdii
lze vyjddiiti vyrazem

1898 — (1800 - 10z L %)

a taktéz ‘
1—{—8—1—x—|~y,
takze
98 —10z2—y=9 +z+y
¢ili
89 — 11z
y=—">5

A ponévadz « a y mohou byti jen kladnd éfsla jednocifernd,
lze za x dosaditi jen 7, natez y = 6.
Osoba narodila se v roce 1876.
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Uloha 22.

V néjakém mésté umird roéné ;—0 obyvatelstva, jeZ bylo

%0 téhok obyvatelstva roéné se narodi. Za
kolik roki se advojndsobi obyvatelstvo tohoto mésta?
Prof. Ad. Mach.
Re&eni. (Zaslal p. Jinds. Barvik, stud. VI. t¥. g. v Opavé.)

Je-li p potet obyvatelstva na zacdtku 1. roku, p,, p, a p,
na konci 1., 2. a 3. roku, pak jest

na pobdtku roku;

_ 1 1y p _ 181
PSP (60 90)1”—1”" 180 — 180 7
__ 181 [181)*
p, = 180 b= ‘17‘6 p
181)\°
Py = (1_83 atd.
Je-li  pocet hledanych rokd, potom
181)* .
(1“§0“) p=2p
tili
181\«
180) =4

Odtud ustanovime

z (log 181 — log 180) = log 2
z = 125°06.

Pocet obyvatélst.va zdvojndsobi se tedy po 125 letech.

Uloha 23.

Dokdzati, Ze pro m a n majici stejnd oznaceni jest

Vem? 4 2n® + 12mm — 2 Ymn=m | n.
' Prof. Dr. Ant. Pleskot.

Resent. (Zaslal p. Jos. Toman, stud. VIIL t¥. g. v Trebfti.)
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Pro kaZdé realné a, b jest
a®+ b*==2ab;
poloZime-li
a=m-+n b=2Vmn,
jest tedy
(m - n)? - dmn = 4 (m + n) Ymn .

Pii¢teme-li k nerovnici této identitu
(m ~- n)* + dmn = (m + n)* -+ 4dmn,
obdrZfme ‘

2 (m 4 m)2 4 8mn = (m +n -+ 2 Ymn)?

odmocnice nalezneme

V2m® 20> - 12mn =m + n+ 2 Ymn ,

coZz shoduje se s relacf, kterou bylo dokdzati.

Uloha 24.
Dokazati, Ze pro realnd x v poétu n jest

nZx=(Zx)
Prof. Dr. Ant. Pleskot.

Re¥eni. (Zaslal p. F Vitddek, stud. VIII. tf. g v Kla-
tovech.)

Méme-li velitiny realné

. Byy Bgy Byyoasy By
jest
z t =227,
zy + %3 = 2w, &,

%:._1 + xf; ; 2.’5,‘_.1 ",

Setteme-li tyto vyrazy, vztahujice je na kombinace viech
x, obdrzime '
n—1)Zx*=2Zaxx.
Jelikoz viak
2 Xxx = (Z2)!— Zx?
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prechdzi predesly vztah ve

nZ = (Zr)?,
jak bylo dokdzati.

~Uloha 25.

Do trojihelnika abe vepsati jest trojuhelnik a'b’c’ tak, aby bylo

ab’ = ac’, bc’ = ba’, ca’ = cb’.

Jsou-li a, p, y whly trojuhelnika abc, kterow velikost maji
uhly trojuhelnika a'b'c’? (Vrchol a' leéi ve strané be, b v ca,
¢ v ab). Red. 4. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Josef Mikyna, stud. V. ti. g. v Krd-
lové Dvote.)

Body &', &, ¢ jsou patrné dotyéné body stran trojihel-
nika abc s kruZnici tomuto trojihelnfku vepsanou.

Znadime-li thly v trojihelnfku a’d’¢’ pismeny o', @, ¢/,
jsou uhly tyto obvodovymi v kruZznici fetené a proto
,_ 2R—a _ f+vy

2

o =

2
2 R— L
p=-20F B —F =LA
,_ 2R—y _ a+p
e
Uloha 26.

Nad stranami trojihelnika abc sestrojeny vné trojuhelnika
abe trojuhelniky rovnostranné abe’, bea’, cab’. Dokazte, Ze

a) spojnice aa’, bb’, cc’ jsou stejné,

b) protinaji se v jediném bodé,

¢) tvori pravidelny svazek trojpaprskovy.

Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Frant. Truhldr, stud. VIIL tf. gymn.

v Brné.)

Vedme spojnice aa’, bb’, cc’. Jelikoz jest
A aa’'c= /\ bb'e,
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jest
aa’ = bb';
z podobného divodu jest
aa’ = cc’
a tedy viibec
aad’ = bb’ = cc'.

Otocfme-li trojuhelnik db’c kolem ¢ o 60° ve smyslu p¥i-
sluSném, sjednoti se s trojuhelnikem aa’c; proto strany stejno-
lehlé aa’, bb’ tvoii spolu téZ thel 60°. Rovnéz tak aa’, cc,
jakoz i bb’, cc’. Protinaji-li se spojnice aa’, b0’ v bodé o, jest

Y a’¢h = I a’ob = 60°,
protez ¢tyrthelniku a’boc lze opsati kruZnici; tudiz také
I &'oc = I a’be = 60°.
Prfmka oc tvoii tedy s aa’ i s bb* ihly 60', procez sjed-
nocuje se se spojnici cc’, o niz diive totéZ stvrzeno.

V8echny tii spojnice aa’, bb’, ¢’ jsou tudiz bodem o a
tvorf pravidelny svazek trojpaprskovy.

Uloha 27.
Dokazati jest vatahy ulohy predesté pro pripad, kdy# vrcholy
a,a’ ledi na téZe strané primky be, vrcholy b na téde strané
primky ca, vrcholy c,c’ na téZe strané primky ab.
Red. 4. Strnad.
Redeni. (Zaslal p. Frant. Briz, stud. VIL ti. g. vBrng.)

Diikaz v dloze 26. podany ztstdvd i zde v plné platnosti,
tfeba obrazec vétu zndzorfinjici nabyvd jiné podoby. Spojnice
protéjsich vrcholdt jest prodlouZiti nez setkaji se ve spoleéném
bodé o.

Poandmka. Ulohy 26. a 27. poskytuji zdklad k péknému
fefenf dlohy: Ttemi danymi body poloZiti tfi paprsky tvorict
pravidelny svazek.

Uloha 28.
V trojuhelniku rovnoramenném budiZ BC = 2a podstavou,
AD = v vyskou.
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Utitime AE —v—a na AB,
AF=v-+}a na AC;
dokdzati jest, 3e pricka EF tvori s podstavou BC uhel 45°.
Prof. V. Jerdbek.

Reseni. (Zaslal p. Frant. Liska, stud. VIL tf.g. v Brng.)

Na vysce AD utihme AG = AE —=v —a, vedme pi{mku
CG, a budiz H prisetfkem této pffmky s ramenem AB. Pova-
Zujeme-li CH za piftku trojihelnfka ABD, bude dle véty Me-
nelaovy

AH BC DGr__1
BH " DC " AG —
a jezto
DC = DG,
jest
AH BC __
‘BH " AG —
¢ili
AH _ v—a
HB — 2 °
protez
AH _v—a
AB 7 v+ta
aneb
AH _v—a
AC — wv+ta
Aviak
AE _ v—a
AF T v+a’
tedy
AE _ AH
AF — AC

Z uméry posledn{ vysvitd, %e pricka FF ||HC, a protoze
CH tvoif s BC ihel 45° jest téz uhel piitkou EF a podstavou
BC sevieny 45°. :



317

Uloha 29.
Sestrojiti Styrihelnik ABCD, jsou-li ddny jeho strany AB
BC, CD, uhlopricka AC a délka priéky EF, kterd spojuje stredy
E, F hlo pricek AC, BD. Prof. V. Jeidbek.

Regeni. (Zaslal p. Adolf Ehrenberger, stud. V. tf. real,
v Novém Mésté na Moravé.)

Trojihelntk ABC lze z danych édstek AB, BC a AC se-
strojiti, tfm jest i poloha stifedu E v thlopiitce AC stanovena.
Jde tudiz o sestrojeni vrcholu D. Jezto délka piitky FF jest
déna, jest kruZnice (F) ze sttedu E polomérem EF sestrojend
geom. mistem bodu F. Z téhoz divodu jest geom. mistem
vrcholu D kruZnice K, sestrojend ze stfedu C polomérem CD.
Najdeme-li je§té jedno geom. misto pro vrchol D, bude vrchol
D uréen prisekem dvou mist geometrickych. Majice na mysli

podminku, %e BF — %— BD a Ze B jest vrcholem zndmym, pozna-

vime, %e druhym geom. mfstem vrcholu D bude kruZnice (D)
podobné poloZzend s kruznici (F) dle bodu podobnosti (D) a
poméru BF:BD = 1:2. Stted G kruZnice (D) jest dle stfedu
E soumérné sdruZen s vrcholem B a polomér GD rovnd se prii-
méru kruZnice (F).

Sestrojeni : Narysujme napied trojuhelnfk ABC, potom ze
stfedu E strany AC polomérem danym EF kruZnici (F) a ze
“sttedu C polomérem CD kruZnici K. Sestrojme k vrcholu E
soumérné sdruzeny bod G dle stfedu E, potom kruZnice (D),
jejfmz stfedem jest G a polomérem GD — 2EF, protne kruZnicj
K v hledaném vrcholu D.

Dikaz. 7e Etyidhelntk ABCD obsahuje strany AB, BC
a CD a uhloptitku AC, jest z konstrukce patrno. Zbyvd tudiz
dokdzati, Ze pfitka EF spojujici sttedy E, F uhlopticek AC a
BD, jest délky dané. Dle sestrojeni jest

BE:BG=1:2
a protoZze F je sttedem dhlopiitky BD, plati iméra
BF:BD =1:2,

tedy
BE : BG = BF: BD,



318

proéez jest pifcka EF rovnobéina s GD,

EF:GD =1:2,
a jezto GD rovnd se dvojndsobné délce dané, jest EF rovno
dané délce.
’ Omezeni. Protinajf-li se kruznice K a (D), md tloha dvojf
reSenf, dotykaji-li se K a (D), vyhovuje tloze toliko jeden
ttytdhelnik, a nemaji-li K a (D) Zadny bod spoleény, jest uloha
nemoznd.

Spravna ieseni uloh v tomto roéniku Casopisu obsaienych
zaslali pp.:

Bartos Rudolf, stud. VIL tf. r. na Malé Strané v Praze, ul. 1.
az 8., 10. az 14. :

Barvik Jindrich, stud. VII. ti. g. v Opavé, ul. 1., 6., 7., 8.,
1., 17, 18, 19, 21., 22., 25. az 28.

Brecnler Karel, stud. VIL tf. g. v ML Boleslavi, dl. 1., b.

Brinkmann Emerich, stud. VIL. tf. r. na Malé Strané v Praze,
ul. 1. az 8., 10. az 14., 17., 18,, 19, 21., 22., 25., 29.

Brix Frantisek, stud. VIL t¥. g. v Brné, al. 1. az 11., 13,, 15,
17., 18, 19., 21., 22, 23., 25. az 29.

Briz Frant. Jan, stud. VIIL. tt. r. v Pardubicich, dl. 1. az 4.,
6., 7., 8., 10. az 13.

Bro# R., stud. VIIL tf. g. v Hradci Krélové, dl. 1., 13.

Bystiicky Frantisek, stud. VI. tf. r. v Plzni, ul. 1., 4., 18,
20., 21.

Cech Robert, stud. VII. tf. g. na Krdl. Vinohradech, dl. 1., 7.

Drastich Frant., stud. VI. t¥. g. v Opavé, ul. 25.

Dwordk B., stud. V. tf. r. v Budg&jovicich, ul. 2.

Ehrenberger Adolf, stud. V. tf. r. v Novém Mésté na Moravé,
ul. 17, 19., 21., 25., 26., 29.

Fleischer Otakar, stud. VIIL. tf. g. v Brné, ul. 1. az 7.

Fojtl  Arnost, stud. VIL. tf. g. v Kroméifzi, al. 1., 2., 4.
5., 13.

Hdjek Emanuel, utitel v Kloboukich u Brna, ul. 1., 2., 6., 7.

Hdjek Emanuel, stud. VI. tf. g. v DBudéjovicich, al. 1., 4.,
5., 7., 8.
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Holzimann Frant., stud. VIII. tf. g. v Brné, dal. 1. az 29.

Hruby Frantisek, stud. VIIL. tf. g. v Hradci Krdlové, ul. 1., 4.,
h., 8., 13., 17. az 22,

Jandourek Vdclav, stud. VII. ti. r. na Krdl. Vinohradech, ul.
1. az 16. .

Jiruska Frantisek, stud. VIL tf. r. v Pardubicich, dl. 1. az 4.,
6., 7., 10. az 13., 17., 22, 25., 28., 29.

Kilal Josef, stud. V. tf. r. v Pisku, al. 18., 19., 21., 22.
Kitzberger Lduard, stud. VIIL. tf. g. v DomaZlicich, ul. 1. aZ
4., 7, 8, 11, 12, 17, 18, 19.,.21., »2,, 26., 27., 28.

Knobloch Josef, stud. VIIL. t¥. g. v Plzni, ul. 1., 2., 3.

Kopecky Jindiich, stud. VIL tf. g. v Pelhfimovg, il. 1., 2., 4.,
5., 7., 17. az 22., 25.

Kroupa H., stud. V. tf. r. na Malé Strané v Praze, dl. 21., 25.

Lang Jan, stud. VIIL. tf. g. v Olomouci, dl. 1. az 29.

Linhart Stanislav, stud. VIL ti. r. Pardubicich, dl. 1. az 15.,
17. a7 22., 25., 28., 29.

Matas Bohumil, stud. VL. tf. r. v Kutné Hore, il. 2., 3., 4.,
7., 8., 17. az 22., 25.

Mikyna Josef, stud. V. ti. r. v Krdlové Dvote, 1ul. 6., 7., 8.,
21., 2b., 26.

Moos Jindrick, stud. VII. tf. r. na Malé Strané v Praze, dl. 1.,
3., 4., b.

Navrdtil Frant., stud. VIL tf. g v Uh. Hradisti, al 1., 13.,
18., 19.

Nejdl Karel, stud. VII. tf. g. v Klatovech, dl. 1., 18., 25.

Novddéek Frant., stud. VI. tf. r. v Plani, dl. 1., 2., 3., 7.

Novdk Dediich, stud. VII. t¥. r. na Kral. Vinohradech, 1l. 1. az
21., 25., 28. )

Pechdnek Ant., stud. VII. tf. r. v Pardubicich, dl. 1. az 8,
11., 13. .

Polak Otakar, stud. primyslové 8koly v Praze, ul. 1.

Polldk Julius, stud. VII. tf. r. v Jiéié, al. 1., 2., 7., 13., 14.,
17., 18, 19, 21., 22.

Pors Adolf, stud. VIL tt. g. v Truhlaiské ulici v Praze, ul.
1., 13.

Prochazlka Frawt., stud. VII. tt. g. v Brng, dl. 1., 2., 4. az 8.,
17., 18., 19., 21., 22.
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Prokes Vojtéch, stud. VIL tf. g. na Smfchové, dl. 1. az 8., 11
13., 14., 16. aZ 22.
Radou$ Frant., stud. VIL. tf. r. v Pardubicich, dl. 1. a% 13.
Riessmiiller Karel, stud. VI. tf. g. na Kril. Vinohradech, il.
11, 19., 26.
Schilller Jan, stud. VII. tf. g. v Chrudimi, dl. 1., 2., 4., 5.,
17., 19., 21.
Spurny Frantisck, externista g. v Olomouci, dl. I. az 6., 8., 13.
Sevéik Jindrich, stud. VIL tf. r. na Malé Strané v Praze, il.
1., 2, 7, 8, 11., 13,, 14,, 16. az 22.
Sir Jm, stud. V. tf. r. v Novém Mésté na Mmavé al. 2., 19.,
, 25., 29.
;S'Viéka Karel, stud. VI tf. r. v Jetné ulici v Praze, dl. 1. az b.
Sob Ferdinand, stud. VIIL t¥. g. v Brné, dl. 1. a% 29.
Sulhof Bernard, stud. VIL tf. r. v Pardubicich, dl 1., 2., 3.,
8., 11, 12.
Truhldry Frant., stud. VIII. tf. g. v Brné, dul. 1. az 22., 25.
a7 29,
Toman Josef, stud. VIIL tf. g. v Ttfebiti, al. 1. az 23., 25.
az 29,
Vajgl Jan, stud. VII. té. g. v Brné, ul. 1., 2, 11, 13, 21.,
25., 29.
Valka Frant., stud. VIII. tf. g. v Brng, il. 1. a% 5., 7.
Vana Robert, stud. VII. tf. g. ve Val. Mezifiéf, al. 1., 7., 13.
Velisek Igndt, stud. VIIL. tf. g. v Uh. Hradisti, dl. 1. az 29.
Vitdéek Frant., stud. VIIL tf. g. v Klatovech, al. 1. az 29.
Vomela Frant., stud. V. tf. r. v Novém Mésté na Moravs, il
21., 2b.
Vondyr aéek Otakar, stud. VI. tf. r. na Krél. Vinohradech, ul.
1. az 4.
Vyskoéil Felixz, stud. VIL. tf. r. v Jeéné ul. v Praze, ul. 1. aZ
4., 10., 12, 17. az 22., 25., 26., 27., 29.
Zafouk Bedrich, stud. VIIL. t¢. g. v Plzni, dl. 1., 4., 13., 18, 21.
Zicha Frant., stud. V. tf. r. v Novém Mé&sté na Moravs, il. 18.,
20., 21., 25.
Zt’ﬁala H., stud. VIL tF. g. v Pribrami, dl. 1. a% 5., 7., 8., 9.,
13 14., 16. az 22., 25.

A_.,\(,};. >



Osmotickd theorie ¢lanku koncentracnich. II.
Dr. 0. Sule v Praze.

V prvé stati*) vykladu theorie koncentrainich ¢ldnkd na
zdkladé ndzoru o elektrolytické dissociaci elektrolytd rozpusté-
nych v neelektrolytech i ndzoru o volné pohyblivosti a osmo-
tickém tlaku iontd byl podrobné vyvnzen zékladni vzorec pro
" obnos elektromotorické sfly = ¢lanku o elektroddch zvratnych
ve tvaru obecném

__ RT , C,
Z_m—eol Cz,

i bylo téZ zevrubné vyloZeno, Ze dle ného jest elektromotorickd
sfla 7= funkef poméru koncentracf iontd na elektroddch, kdez
se ony koncentrace C, a C, vztahuji bud

I. na nestejné koncentrace ldtek ionty vysilajicich, aneb

II. na nestejné koncentrace elektrolytu obklopujiciho elek-
trody.

BudiZ v krétkosti znovu pfipomenuto, Ze pfi tom v zdklad-
nim vzorci znalf:

R veli¢inu stdlou ze zdkona o plynech dokonalych,

T absolutnf teplotu,

&, stdlou veliinu ze zdkona Faradayova, to jest

&, = 96540 coulomb,
n, posléze polet ndboji na jednom iontu soustfedénych, tedy
velitinu srovnalou s mocenstvim (valencf) iontd.

Piipad prvy, kde velitiny C, a C, vztahujf se na nestejné
koncentrace iontd v elektroddch, byl v pfedeflé svrchu citované
stati v hlavnich rysech vyéerpdn, potud totiz, pokud uvedeny

*) Viz ,Casopis* str. 191.
: 21
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hlavni typy &lénkd do toho druhu spadajfeich i pokud na nich
obecnd platnost i GspéSnost osmotické theorie byla prokdzina.

Stat prftomnd podobnym zptisobem md obsdhnouti vyklad
o nejbéZnéjifch tvarech koncentracnich &ldnkd typu druhého,
pti ¢emZ pro kratkost se bude lze v mnohém opirati o to, co
ve stati prvé zevrubné uz bylo vyloZeno.

Clanky s nestejnou koncentraci iontts v elektrolytech.

1. Jak uZ bylo podotknuto, jest realisovdn pifpad pod II.
uvedeny nejjednoduseji tfm, kdyz dvé elektrody z téhoz kovu
ve styku jsou s dvéma nestejné koncentrovanymi roztoky soli
téhoz kovu. Obecné schéma takového ¢linku jest tudiz :

K Roztok soli kovu | Roztok soli kovu

|
p < | Kov.
koncentrovany ziedény |

Z podminek, kdy vzorec v ¢&ele uvedeny platf pro tuto
kombinaci v celé své jednoduchosti, budiz tu opakovdno, Ze se
ptedpoklddd, Ze oba roztoky soli jsou ve skuteinosti znacné
ztedéné, takZe lze pro né uZiti tmérnosti jednoduché mezi tlakem
osmotickym a elektrolytickym, a ddle, Ze se zanedbdvd poten-
cidlnj rozdil pfi styku obou nestejnd ziedénych roztukid soli
kovové, ponévadz ve vétSiné piifpadd oproti elektromotorické
sile celé kombinace jest velmi nepatrny.

Bude pozdé&ji ukdzdno, pokud v praksi byvd splnéna pod-
mfnka prvd, jakoz i v &em spolfvd vyznam podminky druhé,
nateZ bude moZno velmi jednoduchymi obraty vyvoditi vzorce
uplnéjif, které zjednodudujici ony podminky neptedpoklddaji.

Drzice se v8ak zat{m naznaleného zjednoduSeni, aby urci-
tého cos bylo na'mysli, uvazujme pifpad konkretnf, tedy na p¥.
kombinaci

AgNO, AgNO,

Ay roztok koncentrovany | roztok zi*edény'

Pri takovémto Ctldnku, kde elektroda vysfldi kovové ionty
kladné nabité v roztok, jde smér proudu v éldnkw vidy od
roztoku zfedéngjdfho ku koncentrovanéj§imu (jak zde i nadile
Sipkou jest znaleno) &ili, jinak tetemo, stifbro ve zfedénéjsim
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roztoku jest kladné oproti stifbru v roztoku méné zfedéném.
Ponévadz elektrolytické tlaky kovu na obou elektroddch jsou
stejné ‘

P, =P,

(dle difvéjsiho oznacenf) a koncentrace ionti v elektrolytu jsou
umérny tlakiim osmotickym

C._m

G, 2
lze pro tento druh Cldnkd psdti téz

1)

,,:ET_ 1 P
Nebo Do

Déj v Eldnku spotfvd v tom, Ze se stifbro ve zfedéném
roztoku z elektrody rozpousti, v koncentrovaném vsak na elek-
trodé vylutuje, coz by trvalo tak dlouho, az by se koncentrace
vyrovnaly. Ze se stifbro z koncentrovangjifho roztoku musf
vylutovati na elektrods, jest jiz z té tdvahy patrno, Ze proti
tlaku elektrolytickému piisobf tam osmoticky tlak iontd, ktery
jest vétsi nez tlak osmoticky v roztoku ziedénéj$im.

Nejsou-li oba roztoky soli kovové tak dalece zfedény, Ze
miZeme v nich pfedpoklddati Gplnou dissociaci v ionty, nutno
zavésti jednoduchym zpisobem opravu se zietelem ku stupni
dissociace. Jest-li dén na p¥. ¢lanek

AgNO, AgNO,

A
d !/10=norm. roztok | !/;,, - norm. roztok

Ag,

tu pii dplné dissociaci jest pomér osmotickych tlaki tyz, jako
pomér koncentraci obou nestejné zfedénych roztokd, tedy

P —q9

Py
a elektromotorickd sfla pfi teploté 18° jest
7 = 00002.291.1g 10
¢ili
7 —=0058 volt.
21*
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Ve skutenosti v3ak (pti mirnych zfedénfch) zfedénim

v poméru 1:10 nestoupne elektrolytickd dissociace v témZ po-
méru, nybrz v poméru mensfm; pfi pkechodu na p¥. od /,,-
normdlniho roztoku dusi¢nanu stifbrnatého k roztoku '/, -
_normélnfmu pouze v poméru 1:8-71, takZe jest pomér osmo-
tickych tlakd

h —gn

D,
a elektromotorickd sfla

z = 00002.291.1g 871
¢ili °
n — 0°0547 volt.

W. Nernst*) nalezl experimentem = — 0°055 volt, referent
7 = 0052 volt, shoda jest velmi uspokojivd, sflic nadi divéru
v pfedpoklddanou theorii.

Vibec, nenf-li dissociace tplnd, nybrZ obndif na p¥. jen
0 procent, jest normalitu roztoku » nésobiti faktorem l—gb— .
¢fmZ obdrZf se hledand koncentrace ionti
v.0
100

Stupeil dissociace plyne pffmo z méfen! elektrickych vodi-
vost{ roztoku. Pro velmi velké zfedéni dosahuje vodivost hod-
noty hraniéné 4, ; pomér vodivosti 4, platné pro ziedénf »
k této hodnoté hrani¢né jest stupeii dissociace

A
Ao

c=

0=

2. Jiny zajimavy p¥ipad ¢lanku koncentraénfho jest soustava:

AgNO, | KCI Ag
roztok | roztok | pokryté vrstvou AgCl.

At kombinace vypadd na prvy pohled zcela rlzné od
predeslé, jest v podstaté téhoz druhu. Stifbru na obou elektro-

*) Nernst, 1889. Zeitschr. f. physik. Chem. IV. 129,
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ddch prisludf jeden a tyZ% elektrolyticky tlak, i bude zdviseti
elektromotorickd sfla toho é&ldénku jenom na obnosech osmoti-
ckého tlaku iontl stifbra, jednak v roztoku dusitnanu stifbrna-
tého, jednak v roztoku chléridu stifbrnatého, ktery se vytvoif
na elektrodé druhé, nebof chlérid ten, at pranepatrné rozpustny,
pfece nenf naprosto nerozpustny v roztoku chléridu draselnatého.
Pii préci, aby se netvofila ssedlina pti styku roztoku dusiénanu
stéfbrnatého s roztokemn chléridu draselnatého, vkldddme roztok
soli neutrdlnf, nejlépe takovy, ktery obsahuje ionty solf, jichz
styku chceme zabrdniti. Zde jest to roztok dusi¢nanu draselna-
tého. Vypadd tedy ve skutetnosti kombinace zvolen4

AgNO, | KNO, | KCI Ag
roztok | roztok | roztok | pokryté vrstvou AgCl.

Elektromotorickd sila té kombinace jest

o — 0:0002 .T.lg&"’),
D,

Ne

kde tlaky osmotické p, a p, miZeme nahraditi koncentracemi
iontd stifbra ¢, a c, jednak v roztoku dusi¢nanu stifbrnatého,
jednak v roztoku chléridu stifbrnatého:

0:0002 N

® = P .T.lgcz.

Koncentrace ¢, iontl stf¥fbra v roztoku dusi¢nanu stéfbrna-
tého, kdyZ roztok jest dostatecné ziedén, takZe moZno ptedpo-
klddati #“plnow dissociaci, ddna jest normalitou roztoku. Na pf.
pro roztok /,,-normalnf jest ¢, = 0-1.

Co do chléridu stifbrnatého jest patrné roztok touto soli
nasycen. Jako vySe, i zde jest nutna znidmost normality toho
roztoku i stupné dissociace. JeZto jest roztok patrné nad miru
ziedény (vidyt se chlorid stifbrnaty citd k ldtkdm ve vodé
nerozpustnym) jest prdvem moZno pfedpoklddati dissociaci v ionty

- :
Ag a Cl tplnou, tedy 0 = 100°/,. Zndmost normality vyZaduje

*) Pro pfehled a pohodli staéi zase uzfvati okrouhlé hodnoty éfselného
soudinitele 0-0002 misto hodnoty presnéjsi 0:0001982.



326

zndmost rozpustnosti chléridu st¥fbrnatého ve vod& resp. v roz-
toku chléridu draselnatého. Rozpustnost ta je tak nepatrnd, Ze
stanoven{ cestou obvyklou (vdZenim) bylo by illusorni. I zde
kond vyborné sluzby stanoweni elektrickych vodivosti. Z vodivosti
. mozno vypoéisti velmi spolehlivé rozpustnost (a tedy i normalitu
nasycenych roztokl) velmi nesnadno rozpustnych ldtek, k cemuz
methody vypracoval zprva A. /. Hollemann*) a pak F. Kohl-
rausch a F. Rose**). Podrobnosti toho postupu nendlezi sem
vyklddati; snad piileZitost k tomu udd se v brzku jinde. Co se
tkne chléridu stf¥ibrnatého, vyplynulo z méieni téch, Ze norma-
lita (totoznd s rozpustnost{ s) roztoku vodného pii 18° nasyce-
ného obndsf

v =117.10-°

vzhledem ku vzorci AgCl. Ponévadz jsme piedpoklddali dissociaci
tplnou, jest timZ ¢islem ddna i normalita vzhledem k ionta

Kg i vzhledem k iontu CI.

Nebézf vsak o rozpustnost chloridu stiibrnatého ve vodé,
nybrz v roztoku chléridu draselnatého. Z nauky o chemické
rovnovdze pii dissociaci***) plyne, Ze soutin z koncentraci &dsti
dissociovanych (zde jsou to koncentrace, ovSem obé stejné, iontd

Iq a Cl) lomeny koncentraci ¢dsti nedissociované jest veli¢inou
stdlou, na absolutnich hodnotich koncentrace nezdvislon. Pri
nasyceném roztoku jest koncentrace ¢asti nedissociované (ve sku-
te¢nosti nikdy to nenf nulla) velicinou stdlou, jest tudiz i soucin

@ _*_ —
koncentraci ionti Ag a Cl velit¢inou stdlou

v,, .Yy = konst.

Ag

Pfi¢infme-li‘ k roztoku tomu néco roztoku chléridu draselnatého,
jehoZ koncentrace jest velmi znalnd oproti koncentraci v, ,
chléridu st¥fbrnatého, pribude v roztoku iontd Cl, coZ viak se
nesndsf s tfm, Ze roztok témi ionty jest uZ nasycen, ndsledkem

*) Hollemann, 1893. Zeitschr. f. physik. Chem. XII. 125.
#*) Kohlrausch a Rose, 1893. Zeitschr. fir physik. Chem. XII. 234.
+k+) Zminka o tom udinéna v zdvérku stati prvé, v tomto éasopise rod.
XXVIIL str. 208. ’
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¢ehoz nutné patiicné mnozZstvi chléridu stifbrnatého prejde
v tvar nedissociovany, jinymi slovy, z roztoku se srazf, tak aby
zase vyhovéno bylo podmfnce

€y, (€o, 1 €cp) = konst,

kde ¢, znat{ koncentraci iontd CI! pochodfcfch z ptitinéného
chléridu draselnatého, cs, a ¢c; koncentrace ptislu§nych iontd
z chléridu stffbrnatého. Pro pffpad rovmovdhy platf rovnost
obou vyrazi

Cay (Co+ €e) =V, V-
Ponévadz koncentrace c;,, jest oproti koncentraci ¢, velmi velikd,
lze veli¢inu ¢, v souttu zanedbati, a ponévadz

Vag =V =5

plyne jednoduchy vztah:
s2
Cy, =

oy

Abychom tudiz ve vyliteném p¥fpadé uréili koncentraci
iontd na kovové elektrodé se soll téZko rozpustnou, délime
Ctverec rozpustnosti té soli (jako normalitu vyjddieny) koncentraci
prislusného iontu elektrolytu rozpustného.

Velitina ¢,, jest hledand koncentrace ionti A+g na druhé
elektrodé, velitina c, jest ¢iselné totoZnd s koncentraci uzitého
roztoku chléridu draselnatého.

Dejme tomu, Ze pracujeme s roztokem dusi¢nanu sti{brna-
tého '/,,- normalnym a s roztokem chléridu draselnatého rovnéz
/o - normalnym, Ze jde tudiZ o kombinaci:

A 1 AgNO, KNO, KC? Ag
g |'/1o-norm. roztok roztok|'/,, - norm. roztok|pokryté vrstvouAgCi.

Kdyby dissociace roztoku dusiénanu sttibrnatého a chlé-
ridu draselnatého byla dplnd, bylo by pro tento pifpad
¢, =101,
co; = 1071,
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- Q707 s da-at
2 = =1 = 113 101,
a ponévadZ jde o ionty vesmés jednomocné, jest

n=1,;

ddle pro zvolenou teplotu 18° jest T — 291°, takZe jest hledand
elektromotorickd sfla

= 00002291 1g 0
= . - 18 11°72.10—
coZ vypocteno d4
n = 0458 volt.

Provedme tyZz vypodet se zfetelem k tomu, Ze dissociace
uZitych roztokd nenf tplnd. Z méfeni elektrickych vodivostf
plyne, Ze pro normalitu */,, jest

pro roztok dusi¢nanu stifbrnatého ¢ — 829/,
pro roztok chléridu draselnatého o — 85%/,.

TudiZ jest:
¢, = 0082,
€' = 0085,
. — (11-7.10-9*
2 0-085

a ndsledkem toho piesny vyraz pro elektromotorickou sflu

% = 0:0002 . 201 . g 2082 - 0085

(11°7.10-92 °
coZ vypocteno d4
m = 0449 volt.
Pokus dle hotejsfho schémata provedeny dal
7 = 0460 volt,

coZ jest shoda vzhledem k povaze véci uspokojivé.
Jiné pifpady této kategorie, na pf. kombinaci
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roztok KNO, roztok KBrO,
Ag | nasyceny bromi¢nanem | nasyceny bromiénanem | Ag
stifbrnatym sttfbrnatym

=< e

velmi zevrubné vy3ettoval H. M. Goodwin*), ku kteréz praci
vzhledem ku pievdzng chemické povaze tu pouze poukdzati
staéf. V podstaté jde zase vidy o stanovenf dvojf koncentrace
iontd kovovych. V pifpadd uvedeném jest koncentrace ionti

+
Ag v roztoku dusiénanu draselnatého témét taz, jakoby byla

+ —
v pouhé vodé, ponévadZ roztok ten neobsahuje ani Ag ani BrO,
jakoZto ionty a tudf na stupeii dissociace bromi¢nanu stfibr-

+
natého AgBrO, Zadného vlivu nemd. Koncentrace iontd Ag na
druhé elektrodé, tedy v roztoku bromiénanu draselnatého vypodte
se jako v pifpads predchozim z rozpustnosti brominanu stii-

brnatého ve vodé a z koncentrace iontd BrO, pfic¢inénych jakozto
roztok bromiénanu draselnatého. Souhlas mezi theorif a vypoétem
jest zase dostateéné uspokojivy.

Elektromot. sfla =

v po¢. poz.
1/,0-norm. rozt. bromiénanu draselnatého 0:0612 volt 00620 volt
Ys= » " . 00452 , 00471 .

Nernst navrhl piivodné elektrodu kovovou, pokrytou vrstvou
tézce rozpustné soli téhoZ kovu a ponofenou v roztok soli jiné
s tymZ aniontem (na pt. stifbro pokryté vrstvou chldridu stif-
brnatého a ponofené do roztoku chléridu draselnatého) jmenovati
awratnou  elektrodow druhého spiisobu Cili zvratnow elektrodou
vehledem k aniontu oproti elektroddm sestdvajicim z kovu po-
nofeného v roztok vlastni n&jaké soli, le¢, jak Ostwald ukézal,
a jak ostatné i z tohoto liceni jest patrno, tohoto rozdflu nenf
treba piesné Ciniti, ponévadz v obou piipadech jde o zndmost
koncentraci iontd kovovych elektrodu obklopujfcich a v p¥ipadé
druhém sdl tézko rozpustnd jest jen prostiedkem udrZeti kon-
centraci iontd a tedy i osmoticky jich tlak v elektrolytu na

*) Goodwin, 1894. Zeitschr. f. physik. Chem. XIII. 577.
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stdlé (ov8em nepatrné) hodnoté. Ta nepatrnd hodnota koncentrace
ionti podmitiuje znamenité velky obnos elektromotorické sfly
takovych elektrod.

3. Po ngkterych strdnkdch jest velmi zajfmavy druh kon-
centraénich ¢lankd, které obsahuji komplexnf sil toho kovu,
jenz do roztoku jest ponofen. Je-li na pf. stéfbro ponoieno
v roztok kyanidu draselnatého KCN, tvoi{ se jakozto sl kom-
plexni kyanid stiibrnato-draselnaty KAg(CN),, ktery jest pouze
bindrnim elektrolytem, jenz se $tépf toliko ve dva ionty

..}- s
K a Ag(CN),,

jak moZno nejen z elektrickych vodivost{ usouditi, nybrz i ze
sniZzenf bodu tubnutf i ze zvySeni bodu varu vody ptivozeného
tou solf.*) Bylo uZ zmfnéno (viz tvahu v XXVIL ro¢niku tohoto
tasopisu str. 25.), Ze prostiednictvim vzniku takového kom-
plexnfho kyanidu (médnato-draselnatého) lze na p¥. koncentraci

++

iontd Cwu v Daniellové ¢Eldnku tak zmen3iti, Ze smér proudu
v takovém ¢lanku se obrdtf. Obklopuje-li totiz roztok takové
podvojné kovové soli kov, ktery jest piitomen v komplexnfm

aniontu, na pf. tedy vaniontu Ag(CN),, nenf mérou osmotického
protitlaku mnoZstvi kovu (zde stifbra) v tom aniontu p#itomné,
nybrz nad mfru nepatrné mnozstvi kovu piitomného jakozto ion
kovovy vznikly dissociaci{ pranepatrné &dsti toho komplexnfho

.*7 v
iontu, tedy na pf. ion Ag vznikly dissociaci iontu Ag(CN), ve
slozky

+ —

Ag a 2CN.

> +
Ze toto mnoZstvi iontd Ag jest nad miru malé a koncen-

trace iontu At} v roztoku kyanidu sti¥ibrnato-draselnatého nad
pomysleni nepatrnd, plyne uz z té okolnosti, ze se stiibro oby-
¢ejnymi reakcemi chemickymi v takovém roztoku dokdzati neds:
nesrazit se roztok takovy rozpustnymi chléridy, bromidy ani

iédidy. Jest tudiz koncentrace ionth Ag v roztoku komplexnfho

*) Jest to vlastné draselnatd sil kyseliny HAg(CN), (argentkyano-
vodiky) ve volném stavu neznimé.
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kyanidu stifbrnato-draselnatého je$té mendi nez koncentrace

iontd A} ve vodném roztoku iddidu draselnatého, ktery jest
z halovych soli sttibrnatych nejméné rozpustnym.
Jde tudiz v naSem ptipadé o koncentraéni tlinek sestaveny
dle schémata
| AgNO,

| roztok

kde do roztoku kyanidu drasclnatého vhodné néco kyanidu
stifbrnatého pri¢inujeme.
Elektromotorickou silu takové kombinace neumime posud

Py

roztok

KCN ’

vy e sy e . . o + .
pottem urtiti, nebof nelze stanoviti koncentraci iontid Ag vznik-

lIych dissociaci iontu komplexntho Ag(CN),. ZméFfme-li vSak
elektromotorickou silu takového ¢linku, lze tuto koncentraci
éiselnd vyjadriti. I zde pii pokuse vkldddéme mezi roztok du-
sichanu stifbrnatého a kyanidu draselnatého roztok ptiméiené
soli neutrdlné (v. vySe), tedy voztok dusi¢nanu draselnatého,
takZe pracujeme vlastné s kombinaci

| AgNO, | NO,K

iy ; roztok | roztok

KCN |
roztok |

W. Ostwald *) pracoval s '/ ,-normédlnym roztokem dusi¢nanu
stiibrnatého a s roztokem kyanidu draselnatého, jemuz byla
/o objemu roztoku stiibrnatého pti¢inéna. Elektromotorickd
sila toho ¢ldnku za obycejné teploty (T = 290°) obndSela

7 = 1'14 volt.

Lze tudfZ ze vzorce

%= 00002.T.lg 2
D,

_I_.
vypodisti zddouel koncentraci p, iontd Ag, kdyz uvdifme, Ze
p, =01, tudiz 1g p, = — 1, takZe jest

R b '
8Py —— 0-0002.290

*) Ostwald, Allgemeine Chemie, svaz. IL. 1. str. 881.
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tili
p=10""",

coZ znatf, Ze jest 1 gramatom iontd Ag (tedy 108 g) ptitomen
teprve v objemu 10”7 litrd roztoku, &ili Ze 1 litr obsahuje

. - :
okrouhle 10~ '*7 g ionti Ag. VétSina fysikdlnich i chemickych
zkudenost! vede k tomu, %e 1 gramatom litky obsahuje 10**

+

atomi. Jest tudiz koncentrace iontd Ag v nasem pifpadu takovd,
ze v 107 litrech jest obsazeno 10°' atomi stfbra jakozto ionty,
¢ili v 1 litru

10* 5 A

07 = 10"" = 2000 atomi.

Zd4 se zprvu, Ze tento vysledek pf{é¢{ se moZnosti; 2000
iontd v 1000 c¢m® znaci 2 ionty v 1 cm?, takZe by, kdybychom
1 em?® roztoku ve 3 dfly rozdélili, najisto aspoii v jednom z téch
dild nebylo sttfbro vibec jakoZto ion pFitomno. Nédmitka ta
pozbude v8ak ihned zdvaZnosti, povdZime-li, Ze na ‘omisaci ne-
smfme pohliZeti jako na stav stalicky, nybrZz spile kineticky, Ze
totiz kaZdy z atomi stifbra jen na as stivd se iontem, a sice
v tomto pifpadé na tas 107 '°7 krdt kratd{ neZ trvd existence
jeho v kemplexnfm iontu Ag(CN),, nebot roztok (s /,, objemu
'1,, normalného dusitnanu stfibrnatého) obsahuje v 1 litru jen
/100 gramatomu stiibra, takZe mnoZstvi stffbra ionisované jest
vV poméru

10— 187

10—2 — 10——- 167

men3f neZ mnoZstvi stifbra vibec v roztoku pFitomné.*)

Jak patrno, jest timto zpisobem ddna elektrometricks cesta
fddové stanoviti koncentrace tak nepatrného obnosu, jak toho
citlivost jinych zndmych method ani z daleka nepfipousti. Pii
vSech ostatnich methoddch totiZ pfesnost méfeni vté mife kles4,

*) Vypoéty tohoto rdzu prijimati jest oviem s jakousi reservou; ale
okolnost, Ze #ddov¥ souhlasf s vysledky ze zcela jinjch zjevé chemicko-
fysikdlngch odvozenjmi, vzbuzuje ddvéru, Ze piida, po nfZ osmotickd theorie
kradf, jest pevnd.
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jak stoupd zfedénf ldtky, po které patrdme: pii elektrometrické
methodd jevi se pravy opak. Potencidlny rozdfl mezi kovem
a roztokem jest tim znalnéjdf, jak ubyvd koncentrace kovovych
iontd v roztoku. Dalsi vyhoda spodfvd v tom, Ze p¥ftomnost
cizorodych iontd v roztoku jest z pravidla tplné aneb téméf
lhostejna, nebot elektrody kovové reaguji vyhradné mna své
viastni ionty.

Obsirngji zpracoval tuto elektrometrickou analysi prvni
R. Behrend.*) 7 ob8{rné a velmi zajfmavé jeho prdce budte
na uk4zku uvedeny t¥i ptiklady o'rozpustnosti solf rtuti, které
¢itdme vzdy mezi nerozpustné, totiz chloridu rtutitnatého (HgCl),
bromidu rtuti¢natého (HgBr) a sirnfku rtutnatého (HgS); druhou
elektrodou byla vzdy rtuf v !/, ,-normdlnfm roztoku dusiénanu
rtuti¢natého (HgNO,). Slo tedy o stanoveni elektromotorické
sily kombinaci:

HgNO, . HyCl

Hg 1/ ,-norm. roztok| v /,,-norm. roztoku KCl Hy 1)
HgNO, HyBr

Ho !/1o-norm. roztok| v '/,,-norm. roztoku KBr Hyg @)
HgNOa H gs

Hg 1/,o-norm. roztok v roztoku Na,S Hyg (3)

Ve vzorci uzpisobeném pro teplotu 17° (T = 290°)
n = 00568 g LL
2

zndme pak veliinu z uréenou experimentem. Tlak p, vztahuje
se na '/,,-normilny roztok dusi¢nanu rtuti¢natého, i jest mfsto
ného lze poloZiti koneentraci, tudiZ jest vidy p, =01, takZe
pak Zddanou koncentraci p, téZko rozpustné soli rtuti na druhé
elektrodé nalezmeme ze vzorce

p, = 10 "5 .

*) Behrend, 1893. Zeitschr. f. physik. Chem. XI. 466.
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Behrend mnalezl pofadem pii uvedenych tfech &ldncich
koncentraénich

T POZ. p, pot.
1) 0358 volt 10~™
(9) 0477 10~ %
(3) - 1252 107 %9,

coZ znacf, e 1 gramatom rtuti jakoZto iontu (tedy 200 g) jest
pti zvolenych solich ptitomen v ptipojeném objemu roztoku

HgCl v '/ ,-norm. KCl . ... 148.10° litri
HgBr v !/, ,-norm. KBr .... 166.10"
HgS v roztoku Na,S .... 39810%° , |

takZze jest 1 milligram rtuti jakoZto ion piftomen v téchto
objemech

pti HgCl . . .. 74 litrd
pii HgBr . . .. 8300 »
pii HgS ... . 194000.10** , ,

z kterychz ¢fselnych vysledki jest zpiisobem v oéi bijicim
patrna i nad miru nestejnd rozpustnost uvazovanych solf rtut-
natych. |

Z elektrometrickych tvah podobného ridzu plyne celd fada
disledkd chemicky nad miru zdvaznych, nebot teprv na zdkladé
téchto modernich theorif chdpeme ta chemickd fakta jakoZto
Fetdz souvislych ddsledkd, kterd byla dfive jen jako empirické
véty ojedinéle a beze vif souvislosti zaznamendvéna.

Méme-li na pi. tii kombinace koncentra¢nich ¢ldnkd dle
zplisobu pod 2. popsaného, a sice

1 A AgNO, KCl Ag
g !/ o-norm. roztok|'/,,-norm. roztok | pokryté vrstvou AgCl

@2 A AgNO, KBr Ag
g '/1o-DoOrm. roztok|?/,,-norm. roztok | pokryté vrstvou AgBr

3) Ag AgNO, KI Ag
!/;o-norm. roztok|'/,,-norm. roztok | pokryté vrstvou Agl

stoupd elektromotorickd sfla téch ¢ldnkd od (1) ku (3), nebot
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i6did stffbrnaty jest z halovych solf stiibra nejméné rozpustny,
a tudiZz koncentrace iontd pusobicich osmoticky protitlak jest
u ného nejmendf. Vsecky ¢lanky toho druhu vykazujf tim vétsi
elektromotorickou sflu, ¢lm sl na jedné elektrodé uzitd jest
nerozpustnéjdi oproti soli na elektrodé druhé. Mdme-li mfsto
solf tézko rozpustnych soli komplexni rozpustné, na pt. '/ ,-nor-
mdlni roztok kyanidu draselnatého, jemuZ jest néco kyanidu
sttfbrnatého pri¢inéno, jest eclektromotorickd sfla ¢linku tak
sestaveného tim vétsf, ¢im méné kovovych ionti komplexnf ion
soli odstépuje [viz vySe ptiklad se soli KAg(CN),|. Uspotfdaddme-li
Fadu takovych clinkd dle vzrastajicich sil elektromotorickych,
obdrzfme soucasné fadu dle rozpustnosti, vlastné dle podvojného
rozkladu srovnanou: kazdd predchozi sil rozpousti se v roztoku
soli ndsledujfci, dozndvajic podvojného rozkladu. Chlérid stt{brnaty
v roztoku bromidu draselnatého méni se v bromid stifbrnaty
a vznikd chlérid draselnaty; podobné bromid stéfbrnaty v roztoku
i6didu draselnatého.

Cldnek

Al AgNO, | Na,8 Ag
g !/ p-norm. roztok | !/, -norm. roztok | pokryté vrstvou Ag,S
md vys§ elektromotorickou sflu nez ¢lanek

AgNO, [ KCN Ag
'/,o-norm. roztok | !/, -norm. roztok | pokryté vrstvou AgCN,

Ag

'

procez se kyanid stiibrnaty v roztoku sirnfku sodnatého ménf
v sirnfk stiibrnaty, ktery jest ve ziedéném roztoku kyanidu
draselnatého nerozpustny. Ostatn{ tézko rozpustné soli stifbra
(chlérid, bromid, iédid), v jejichz nasycenych roztocich jest

koncentrace iontd Ag vétsi nez v komplexnf sloucening toho
kovu jsou nutné v nadbytku druhé soutdsti komplexni slouceniny
(zde kyanidu draselnatého) rozpustny. Z téhoz diivodu rozpousti
se chlérid a bromid stffbrnaty v sirnatanu sodnatém, iédid
stiibrnaty v8ak jiz po skrovnu. Chlérid stiibrnaty rozpousti se
v ammoniaku, bromid a iddid nikoliv. Proto jest potad solf

+
stifbrnatych se vzristajici koncentracf iontd Ag tento:
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Sirnik, kyanid, iddid, sirnatan, bromid, podvojnd sloudenina
s ammoniakem, chlérid.

Radu tuto vystopoval W. Ostwald*) elektrometricky.

V opatném poiddku neZ jak jmenovéno, vzristaji elektro-
-motorické sily kombinaci:

4 AgCl v /,-norm. roztoku KCI 051 volt
€ g | ¥/,-norm. ammoniaku 054
2 § AgBr v !/,-norm. roztoku KBr 064
g { '/;-norm. roztoku Na,S,0, 084
‘g" % Agl v '/-norm. roztoku KI 094
'gg’ KCN 1:31 »
- 1/,-norm. roztoku Na,S 136

Dal3f disledky podobného zptisobu, jichZ bylo by 1ze znaéné
nahromaditi, jsou rdzu p¥evdZné chemického, protez na téchto
ukdzkdch zde zat{m piestati mozno.

Nékolik analytickych uvah
o translac¢nich plochach vabec a bikvadratickych
AYER

Napsal

Dr. Ant. Sucharda, t. ¢. v Paffzi.

’ (Dokonéeni.) )
8. Vrétice se k soustavé rovnic (24), vloime do nf y =0,
v=0.
Vymiz{ tu rovnice druhd a &tvrtd, kdezto z ostatnich sou-
blasné vyjde
22— 22=0
23— 22 =0,

z tehoZ patrno, Ze soustavé té hovi téZ body

*) Ostwald, Allgemeine Chemie, svaz. II. 1. str. 882,
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r—2 z=—2
(31) y=20 y=0
v=~0 v=0;

vloZice konetné 2 = 0, v =0, obdrzime ze Ssoustavy (24) sou-
hlasné vysledky

2P —y? =
—a? 4 y* =0,
z dehoz zjevno, %e ji naleZejf téz body
x=y T=—y
(32) 2=0 5=
v=20 v=20.

Ponévadz, jak zndmo, v — O znamend rovnici roviny Gbézné,
pozndvime v bodech (31) oba 1bé&iné body hyperboly ¥idfct
4,, spoletné vSem hyperbolam soustavy 4, v bodech pak (32)
oba 1ibézné body hyperboly tvoiici B,, spoleéné vSem hyper-
bolim soustavy B. To jsou tedy jediné ¢tyfi dvojné body plochy
hyperbolo-hyperbolické.

O dvojné kuZelosecce (26) stiij zde jesté toto:

Kiivee té patrné ndlezf bod

(33) y=1tR, z2=/1r.

VloZime-li hodnoty tyto za m, n do rovnic (30), obdrzime
souhlasné
(Ry—r2) =0
(Ry —rz) =0

na dikaz, Ze obé tecné roviny bodu (33) splynou, t.j. Ze tento
bod jest bodem uniplanarnim.

Snadno jest poznati, Ze plocha md jesté tii takové body,
vesmés v dvojné kuZeloseice obsaZené. Jejich soufadnice jsou

y=1iR y= —iR y—=—iR
(34) 2= —ir g =1r 2= —ir
t=0 x=0 x=0.

Tyto &tyfi body jsou wumiplanarné Cili kuspidalné body
plochy.
22
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9. Jest na bfledni, Ze tivahy odst. 7. podinajici zcela ob-

dobnym ¥adem téz pro ostatnich pét druhd plochy P lze provésti
a %e nabude se vysledkd obdobnych: v kazdé ploSe v roviné
2 = 0 kuzelosecka dvojnd, krom toho &tyfi ubéZné body dvojné,
ve dvojné kuZelosetce pak &tyfi body kuspidalné.
’ Vychdzeji zajisté pro £ =0 z rovnic (4) az (9) vysledky,
z nichZ vidno, Ze dvojnd kuZelosetka plochy kruho-kruhové a
plochy hyperbolo-hyperbolické typu c jest rovnostrannd hyper-
bola o realné ose Y, dvojnd kiivka plochy hyperbolo-hyperbo-
lického typu @ a b rovnostrannd hyperbola o imaginarné ose v Y,
dvojnd ktivka plochy hyperbolo-kruhové typu @ imaginarna
kiivka kruhovd a dvojnd kfivka plochy hyperbolo-kruhové typu
b realnd kiivka kruhovi.

RovnéZ soutadnice bodi dvojnych a bodd kuspidalnych ve
viech téch pifpadech bylo by lze pifmo napsati.

Ze m4a plocha P Gtyfi dbésné piimky, analyticky dokd-
zeme uZitfm homogennich soutadnic. Dosadime-li za x, y, # po
radé %, %, % do rovnic (4) az (9), odstranfme-li pak v
z jmenovatele a piSeme-li vSude v — 0, obdrzfme jako vysledek
homogenni funkei stupné étvrtého v Cartesiovych soufadnicich
x, y, 2; ta znatf kuZelovou plochu 4. stupné, jejiZz stfed jest
v pocatku soustavy, tedy- ve stfedu plochy P, a jeZ m4 s plochou
P spoletnou tbéZnou kiivku. Rovnice jeji znf pro plochu, jez
déna rovnici (4), takto:

(35) (@* —y*+ 4"+ 42"y =0,

obdobné pak pro vSech ostatnich pét druhd.
Lze ji psati ndsledovné:

(36) [z +i(y+2)] [z +i(y—2)][xr —iyg—2)][x —i(y+2)] =0
a podobné& i viechny ostatnf.

Pozndvdme z toho, Ze feleny kuzel bikvadraticky pokaZdé
degeneruje ve &tyfi roviny. Také srovnénim s rovnicemi (31),
(32) ihned se shlédne, Ze kazd4 z téch rovin prochdzi{ dvéma
ze Ctyl dbéinych dvojnych bodid plochy translaéni. Jelikoz krom
toho jde té% stfedem jejim, musi obsahovati jednu z asymptot
kuZelosetek A,, B,. S tim jiz souvisi, Ze rovina ta jest asym-
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ptotickou rovinou plochy P, kuZel bikvadraticky, z téchto &tyf
rovin sloZeny, tedy kuZelem asymptotickym plochy té. Roviny
ty z jinych jesté divodd sludi zvdti kuspidalnymi.

Ub&né jejich pifmky jsou ubéinymi pitmkami plochy P
a kaZd4 patrnd dvéma ze Ctyt béZnych dvojnych bodd plochy
prochézf.

Ze (%) = 6 pifmych spojnic étyé dbéinych bodld dvojnych
dvé tedy nejsou pifmkami plochy. Snadné se poznd, Ze to jsou
ibé#né piimky rovin osnovy A a osnovy B.

Z rovnice (36) a z pifslusnych ostatnich, jez tu pro
kratkost vynechdny, lze poznati, Ze plochy, dané rovnicemi (4),
(5), (6) maji po &tyfech imaginarnych, plochy dané rovnicemi
(1), (8), (9) po ityfech realnych pifmkdch tibéznych. Také z tvaru
C¢initeli v rovnicich téch ihned se vidf, Ze ze (3) = 6 vzdjem-
nych priseéfki ubé&Znych piimek ploch (4), (5), (6) jsou vidy
dva realné, pii (7), (8), (9) vSechny realné.

Tim vyi{diti 1ze téZ otdzku realnosti a imaginarnosti dvoj-
nych bodd v nekoneénu.

Vymitime-li totiz z téch Sesti prisetiki pokazdé ony dva,
jez maji x =0 a tudiz dvojné kuZelosecce naleZf, zbudou &tyfi
ibéZné dvojné body.

Vy3etifme-li pronik jedné ze &yt rovin asymptotickych
¢ili kuspidalnych s plochou, za p¥iklad volice tFeba hyperbolo-
hyperbolickou typu @, obdrzime, spojice s jejf rovnici (7) rovnici
takové roviny kuspidalné, na pf.

r+y+2=0,

vyloutenim # ihned:
(BT 4R 4R — ") 2y — (B —r)* =

na dikaz, Ze kiivka priisetnd, jeZ méla by byti stupné é&tvrtého,
jest jednoduchou kuZelosetkou. Vysvétliti to lze jenom tim, Ze
v roviné kuspidalné ubéZnd piimka plochy chovd se jako dvoj-
ndsobnd. V jinych rovindch p¥fmkou tou prochdzejicich se to
neshled4va. ~

Vzhledem ku p¥{mkém plochy P budiZ dovoleno jestd toto
poznamenati:

Uzitim Geiserovy jisté transformace dokdzal jsem v Caso-

; 99%
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pise pro péstovini mathematiky a fysiky roé. XV. pag. 149.
cestou analytickou, Ze plocha mimo éty¥i 4bézné piimky jinych
nemé. JelikoZ kazdou piimku, jez dvéma dvojnymi body pro-
chdz{, ji ndlezejic, &itati slusi za ‘tyrndsobnou (srov. Salmon-
.Fiedler, Anal. G. d. R, IL. dil, 2. vyd. pag. 412.) ptedstavuji
ty Etyti pifmky celkem 4.4 — 16 piimek plochy, potet to, jejz
Clebsch stanovil pro pifmky kazdé plochy 4. stupnd s dvojnou
kuZeloseckou.

10. K zajimavym vlastnostem ploch P, jex se mi podatilo
cestou synthetickou objeviti,*) ndlez{ téZ ona, Ze vlastnf plocha
kuzelovd, plofe P z libovolného bodu jeji ktivky dvojné jako
sttedu dotyéné opsand, rozpadd se ve dvé plochy kuzelové
kvadratické.

V nidsledujicim budiz dovoleno provésti pottdfskou verifi-
kaci tohoto tvrzeni pii plose hyperbolo-hyperbolické typu a,
jejfZ rovnice déna Cislem (7).

Tato plocha P protfnd se s prvnf plochou polarnou onoho
dvojného bodu, jehoZ soufadnice budtez 0, m, u, v ktivce, podle
niZ se jf dotykd, jak obecné zndmo, fecend plocha kuzelovd.
Abychom sndze rovnici prvnf plochy polarné obdrZeli, trans-
formujeme plochu na pocdtek O, m, n. Rovnice jeji jest pak
tato:

(38) (@* + y* — #° -4 2ym — 22m)?
—4z® (y* + 2ym + R* +m?) = 0.

Abychom rovnici prvnf polarné plochy Q obdrZeli, utitime
rovn. (38) homogenni, kladouce za x, y, 2 —:i, %, i, differen-
cujeme pak dle v, natez do vysledku vloZme v — 1; tim ob-

drzime

(39) (@* 4 y* — 2* + 2my — 2n2) (my — naz)
— 22 (my + m?* + R =0

jakozto rovnici plochy Q, jex s P urtuje dotyénou kfivku.
*) Srov. mé pojednaﬁi: ,Uber eine Gattung Riickungsflichen.“ Sitzber.

d. k. Akad. d. W. in Wien, Bd. XCIL, Abth. IL, Juli-Sept. 1885,
pag. 844. -
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Libovolna plo$na pfimka LkuZelové plochy dotytné, prochdzejic
potdtkem a kfivku dotyku pronikajic v bodé z,, y,, #z, m4 rovnice:

Y
40 =Lz
(40) =
z
41 2= 2Lz
(41) 2

I jest rovnice hledané plochy kuZelové vysledkem eliminace
velitin @, y,, 2, z rovnic (38), (39), (40), (41)*). Dosadice
z rovoic (40) a (41) za y, z do (38) a (39), obdriime je jako
funkce 2, ve tvaru .

@ (Aa? + Bz, + C) =0
) Dz, + E =0,
pri ¢emiZ jest

A=—(@ 4y Y |2 Py 4 ot o)

B =4z [my (2" — y*) - nz (#* — 2%) 4 yz (ny + mz)]
(43) C=da*[(m* + R?) z* — (my — n2)?|

D =my (x* — y*) + nz (x* — 2°) + yz (ny + m2).

E=2x|(m® -+ R%)a* - (my — no)?].

Vysledkem eliminace z rovnic (42) je soudin dvou éiniteld,
z nichZ prvym, odpovidajicim hodnoté #, = 0, jest £ = 0, druhym
zndmy Sylvestriiv determinant

A BC
DEO
ODE

4 = =0.

Determinant ten lze, ponévadiz B—=4Dzx a C—=2Ex,’
pséti takto:
A 4Dz 2x
D E O
O D 1

Ad=FE =0

¢ili
d=E(AE— 2D%*) = 0,
nebo koneéné, piSeme-li

*) Pfieme-li v (38) a (39) viade =,, ¥y, 2, misto =, y, 2.
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(44) E = 2Fx,
A4=2Fx (AF — D% =0.

Znf tedy tplny vysledek eliminace, vynechdme-li souéinitel
—4, takto:
22 F? (D* — AF) =0,

a to jest rovnice iiplného kuZele dotyiného, jiZ po kritké re-
dukci Cinitele ozdvorkovaného lze d4ti tvar

45) 2 F*GH =0,

jesﬂiie totiz vyjmeme z D* — AF tinitel z*, Cinitel pak zby-
vajici polozime rovnym GH.

Jesti tu

(46) GH=(m* + B (¢* + y* + £*) — 22%* (m* + R?)
— 2 2%2* (m* 4 R?) + 2y%* (m* + 2n* — R?)
+ 4 mnyz (2 — y* — 2*).
Z (45) pozndvdme, Ze lplny kuZel dotytny sklddd se ze
téf édsti 4. stupné:

z* =0, F* =0, GH = 0.

Cdst prvd, z*=0, znat{ rovinu dvojné hyperboly, jako
ityrndsobnou, v souhlase s tim faktem, Ze dvojnd kiivka tato
jest téZ% dvojnou kfivkou proniku ploch P a Q, tudiZ zastupuje
jednoduchou kfivku 4. stupné, kterd jako Fffdfef s vrcholem
(0, m, n) urtuje kuzel bikvadraticky, jenz preSel v rovinu.

Cdst druhd, F?=0 zni, jak ukazuje rovmice (44) a po--
sledni z rovnic (43), takto:

(43) [(m* + B*) z* — (my — n2)*]* = 0.

Vyznam jeji poznali jsme v odst. 7. Bylo tam ukdzdno
Ze vyraz v zdvorkdch, s nullou srovndn, znaéf obé roviny tetné
v bodé (0, m, n) ku ploSe P. Mocnina druhd ukazuje, Ze slusi
kaZzdou z téch rovin poéitati za dvojndsobnou.
Cdst konetns
GH =0,

spofdddna dle mocnin mocnénce z, znf :
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(48) z* (R*+m®) — 22° [(R® -+ m?) (+* 4 y?) — 2mmyz]
o+ (m* + R (9 + 2 + 2 (- 200 — B?) g
— dmnyz (y* + 2%) = 0.

Z toho jde feSenim podle x? hledime-li zdroveii k rov-
nici (27),

— (m* 4 R?) (y* + 2%) — 2 (mn = Rr) Yz
Tyl ™ m? 4 2 ’

takZe lze rovnici (48) psiti takto:

(49)  [(#®—y* —2*) (m* 4 B*) + 2yz (mn — Rr)]
(2 - y* — &%) (m* + R?) 4 2y2 (mn 4 Rr)] = 0.

Patrno z toho, Ze tietf tdst bikvadratickd tuplného kuzele
dotyéného, tak feteny vlastnf kuZel dotyény, v pravdé degene-
ruje ve dva kuZely kvadratické. Kazdy z nich md za rovnici
jeden z obou ¢tiniteld rovnice (49) srovnany s nullou. Potdtkem
soustavy jest spoleény stfed obou kuZzeld, dany to bod kuZelo-
setky dvojné.

Polozfce do rovnic téch y — d, obdrzime z nich
(m*+ R*) (x* — 2°) + 20 (mn — Rr) 2 — (m® -+ R 0* =0
(m* + R?) (&* — 2*) + 20 (mn—+ Rr) 2 — (m? + R?) 0% = 0,
i jest zfejmo, Ze plochy kuZelové obé protinaji se rovinami

soustavy B plochy translaéni v hyperbolich podobnych a homo-
thetickych s hyperbolami soustavy B.

Substituci

Z=¢&

dojde se obdobného vysledku na diikaz, ze se plochy kuZelové
rovinami soustavy A protinaji tolikéZ v hyperboldch podobnych
a homothetickych, tenkrdte s hyperbolami soustavy A. Ze
vlastni plocha kuZelovd dotyénd, z téchto dvou kvadratickych
sloZend, prochdz{ b&Znymi dvojnymi body plochy P, také jest
z toho zfejmo. Obdrzimet z rovnic (49) pro 2 =0

(2" —y")* =0,
pro y =20
(2% — ) =0,
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JakoZto rovnice ttyr plosuych pifmek obéma kuZeldm spoleénych
a UbéZnymi dvojnymi body plochy P prochdzejicich.
Konet¢né ukazuje substituce

e=0,y=*+Ri—m, 2:=Fri—mn
do prvnfho tEinitele rovnice (49), a substituce
r=0,y=*+Ri—m, z2=+ri—n

do druhého C¢initele jejiho, dbdme-li pii tom téz rovnice (27),
%e kaZdy z obou svrchu Fedenych kuzelt kvadratickych prochdzi
dvéma ze ttyr kuspidalnych bodd plochy P, o nichZ jsme jed-
nali koncem odst. 8.

Dosadime-li do rovnic (49) m — Ri, n = ri, t. j. soufad-
nice jednoho z kuspidalnych bodi plochy P, obdrZfme dotyéné
kuZely plochy translaéni z tohoto bodu kuspidalného jako st¥edu.

Prvnf z obou rovnic zni tu

(50) yz2 =0,
drubou z nich, ponévadz tu m* - £* — 0 a zdroveii mn | Rr = 0,
dluzno psdti nejprve ve tvaru
S o _ o2 m* + R* N
(= y #) mn —+ Rr F2ye =0

a pak vymeziti zlomek tam obsaZeny, ktery dosazenfm danych za
m a n hodnot stdvd se vyrazem neurCitym. Zndmym zplisobem*)
obdrZime tu

Ri i m,“—}- R? . 2Rr
: mn -+ Rr — R*-r%°

naceZ hornf rovnice nabyvd tvaru
(61) (2? — y* — 2% Rr + yz (R* + r?) = 0.

Z vysledkd (50), (51) vychdzi na jevo, Ze se jeden z obou
kuzeld rovnicemi (49) danych rozpadi zde v obé singularné
roviny, danym kuspidalnym bodem prochdzejici, takze zbyvd
jediny vlastnf kuzel kvadraticky, dany rovmicf (51).

*) Sr. Dr. F. J. Studni¢ka : ,Zdkladové vysif mathematiky, dil I, pag. 87.
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- 11. Rovnice (IV.) v odst. 5. uvedend, kterd pro P =0
ihned ddvd M* =0 jako rovnici dvojné kuZelosetky plochy P,
o nfZ v odst. 7. bylo jedndno, vede po ndleZité upravé také
k bitangentialnym rovindm plochy uvazované. Uvedeme-li totiZ
rovnici tu*) piislusnym doplnénfm na obou strandch na tvar

V) (M - 24P%? = 4P* (N + AM + A2P?),

pii ¢emZ 4 znamenej libovolnou konstantu, znaéf ozdvorkovany
vyraz na pravé strané, srovndme-li jej s nullou, plochu druhého
stupng, ktera se translacénf plochy dotykd v kiivce &tvrtého
stupné, podle nfZ sama sete plochu

(52) M+ 2P = 0.
Uréime-li nyn{ 4 tak, aby byla plocha
(53) N+ iM~+ 22P*=0

plochou kuZelovou, bude kaZdd jeji ploSnd pf{mka plochu (52)
protfnati ve dvou bodech, proeZ tedy obsahovati dva body
fetené kiivky ctvrtého stupné, z tehoZ ndsleduje, Ze bude tato
kuzelovd plocha obalovou bitangentialnych rovin plochy P. Pii-
hlédneme-li k vyznamu velitin N, M, P z rovnice na pt. (4)
vazenému, a dosadime-li pifsluné hodnoty do rovmice (53),
nabude tato tvaru ndsledujictho:

64) A+ D)2+ Ay — (G 1) e +r2— (R — 17 =0.

‘Podminka, aby tato plocha byla plochou kuZelovou, vyja-
diuje se zndmym determinantem

AG+1) 0 0 0
0 A 0 0 —0o
0 0 (41 0 =
0 0 0 P — A (R — 1Y)

a zni tedy kratteji
2 (41— AR — 9] =0

*) Salmon-Fiedler: ,Analytische Geometrie des Raumes, 1I. dil, I. vyd.
pag. 358,
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Je z toho zjevmo, ze plocha (53) v péti piipadech stdvd
se plochou kuZelovou.

Pro 4,,, = O plyne z rovnice (54)
2?—r?=0,

plocha kuzelovd zvrhd se tu tedy po dvakrdét ve dvé ndm jiZ
z 6. odst. zndmé teéné roviny singularné, pro 4,,, — — 1 vychdzl
dosazenfm do rovnice (54) pokaZdé

y:— R*=0;

i zde zvrhd se plocha kuZelovd po dvakrdt ve dvé roviny sin-
gularné, zndmé z odst. 6.

Pro 4 konetns, plynoucf z rovnice

r?—A(R:—rH) =0,
tedy pro
7.2
Sl e

A

plyne z rovnice (54)
(B5) R4 r'(R*— )y’ — R*(R*—r") #* =0,

rovnice to vlastniho kuZele bitangentialného, jehoZ stfed jest
v potdtku soustavy, tudiz ve stfedu plochy P. Jsa dotytnym
kuzelem plochy té, prochdzi (sr. konmec odst. 10.) jejimi body
dvojnymi i body kuspidalnymi.

Jest patrno, Ze podobnym zpisobem nabyti lze zcela ob-
dobnych vysledk@t i pfi vech ostatnich plochdch translatnich,
urtenych rovnicemi (4) aZ (9).

Kazd4 tetnd rovina kuZele bitangentialného, jaky podiva
rovnice (55), jest bitangentialnou rovinou plochy P, dotykajic se
ji ve dvou bodech, dle jejtho stiedu soumérnych. Rovina takovd
sete plochu P v kiivce &tvrtého stupné, kterd md &Etyfi body
dvojné, dva totiz ve dvojué kuzelosetce, daldi dva v onéch dvou
bodech, v nichZ se plochy P dotykd. Kiivka takovd vSak, jak
zndmo, zvrhd se ve dvé kuZelosecky.

Takto pozndvéme, Ze translaéof plochy dané rovnicemi
(4) az (9) maji kazdd mimo dvé zndmé soustavy kuZelosetek,
z nichZ jedny jsou shodné a homothetické s kfivkou 4, druhé
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s kfivkou B, jesté tieti soustavu kuzeloselek v rovindch stfedem
plochy prochdzejfcich, jez uréity kuZel kvadraticky obalujf.

Netteba piipominati, %e ve§keré vysledky, jeZz jsme v po-
jednéni tomto odvodili pro tfikrdt normalné soumérné plochy
translaénf, snadné daji se applikovati i na wvSechny ostatni
centrické tramslacni plochy Ctvrtého stupmé.

Nékteré pozndmky o kiivoznadnych ktivkdch téchto ploch
ponechdvdame si k jiné pifleZitosti.

12. Na zdvérek budiz vySetien krychlovy obsah télesa,
omezeného plochou kruho-kruhovou a vzniklého tim, Ze by se
kruh B o poloméru r svym stiedem posouval po kruZnici 4,
poloméru R, maje rovinu kolmou k jeji roviné. PloSe kruho-
kruhové, jiz tu vytvoi{ hrana kruhu tvorfctho, piislu$f v sou-
stavé soutfadné pravoihlé znam4d rovnice (4), maji-li 4, a B
k rovindm soufadnym zndmou polohu, jakdz se v odst. 3. vypisuje.

74 1y {4

"1 y k‘

Obr, 2.

Celé téleso sklddd se ze dvou Cdst! shodnych, dle roviny
dvojné hyperboly normaln& soumérnych, i spotivd jedind obtiz
feSeni v tom, nalézti krychlovy obsah jednoho z obou stejnych
cipi v pripojeném ndlrtku (obr. 2.) tdrkovanych. Jinak jest
price snadnd. Rovnd se zajisté krychlovy obsah Edsti abed ob-
sahu pfimého vilce kruhového klm o poloméru r a vySce 2R,
takze jest :

(56) Oaboa = 2 Rr3.

Do tohoto védlce uvedme transformaci, jakou sdm vznikl
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z télesa abed, téz obé Cdsti aef, dgh,*) i jest z obr. 2. patrno,
ze je z ného vytind vdlec kruhovy p¥fmy o poloméru R, jehoz
osa osu onoho kolmo rozpoluje.

Jde nynf o integraci takové cdsti. Volime-li (obr. 3.) osu
vélce sklm za osu Z a stied jeho v polatku soustavy, lze osu
vélce druhého voliti v ose Y. Za piitinou soumérnosti obou
valed k rovindm soufadnym staéf nynf zabyvati se kubaturou
jen polovice Cdsti, v obr. 2. mtq nebo Hu zvané, tudiz télesa ##'lu

Obr. 3.

(obr. 3.), omezeného Cdstmi oblin obou véled (Hw, #t'w), Ctvrt-
kruhem ¢l a rovnou sténou #lu. Znatfme-li jeho obsah O,
obsah télesa xoyut’t pak O,, bude predeviim

wriR
4

(57) ) Otu == - Oa:t-
Jest pak

Ver g2

O,,,._fdxf VRZ—m’dy—/VR’ z? Yr? —2? d.

Integralu tomu ndsobenim a délenfm souinem obou od-
mocnin za znamenfm integrace lze dati tvar

*) aef = inp; dgh = mqt.
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AL R* 2 x2*dx
‘/V(Rz”—x’)(“ a?) B )f VR =% "—a")
du
R e
+r/wm~ww—w
¢ili kratéeji:
B9 Ou= L — (B + 1) L+ BRI,

vlozime-li [, I,, I, za piislusné integraly.

Podle zndmého vzorce redukénfho vychdzi vsak
g U - Y — 2,.2
L:/ymﬂwmmwww+§W%w@~%$@
) :

dosazenim cehoz do (58) plyne:

(59) Ou= / VR S B o — é (R? +«r”)Iz+g BRI,

Nutno tedy jen uréiti 7, a I,
Substituct
(60) ' x=rsing
vychdzi tu

(o) ~/ VI — —k‘sm2

0

| ]

pak % :%, podobné pak

0

/‘ sin? pde
1—%%sin®*g

¢ili uzitim vhodné stejniny:
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2 7 T
(62) 4:7;767 [Rza—f Vl—k"sinzq:d(p].
0

Substituci z rovnic (62) a (61) do rovnice (59) obdrzfme,
prohlédajice téZ p¥i prvém ¢lenu k relaci (60), toto:

24
2

(63) On= —é—Rrﬂ sin 29 . Y1 — k?sin’p

0

RR”— : V...
( r)f V1 — k?sin?¢ k"’sm P

¥
+% R(R? 477 f VI—#sin’g dg,
0
pti tem% k& — % .

Vyjadtuje se tudfz hledany obsah krychlovy elliptickym
integralem 1. a 2. druhu.

Ponévadz pak (srv. Dr. F. J. Studnitka: ,Zakladové
vy88{ mathematiky*, dfl II., pag. 70. a 71.)

[ty =5 [ ) e () )

f —k*sin® g do
P ' 1.k2\2 A
—7[1—(—) ( 2 4 6 _]

obdrzf se konetn&, jelikoZ prvy stftanec pravé strany rovnice
(62) rovnd se nulle, pro hledany krychlovy obsah toto:

U'H
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ou=—§ @ afi(5) ot o) Tt
PRl () (5 st = ]

Obsah celého télesa, vzniklého translacf kruhu, bude tedy,
viz (B7) a (H8),

O = 4nRr? — 8 Op, = 27 Rr* 4 8 O

1) 292 1 \2pt
2. 2 1 21— (2 g S
. 3r?+2(R*+r )[1 (2) R? 3(2 4) Rt
==z

]
-3 _2(R2——r")[1+(-;-) R2+(;i R4+-~-]

V Paif#i, 6. prosince 1898.

0 oséch kuZelosecky.

Napsal

V. Jerabek,

professor v Brnéd.

1. KruZnice K’, lezicf v primétng =, budiZ stopou a jeji
bod v, primétem vrcholu » plochy kuZelové vK’. Danou ptfmkou
S, kterd md s kruZnic{ K’ spoletné dva body z, y, poloZens ro-
vina ¢ necht protfnd plochu vK’ v kuZelosetce K. Bod m’ kruz-
nice K’ budiz stopou jedné povrchové piimky vm’ kuzele vK’,
kterd sete rovinu ¢ v bodé m, jehok primé&t m, jest obsaZen
v primétu v,m’ pimky vm’. Primét K, kuZelového fezu K
prochdzi body m,, z, y a dotfkd se kruhové stopy K‘v bodd
v,. K, a K’ jsou v centr. kollineaci dle stiedu v, a osy S,.

Kterakoliv rovina s primétnou = rovnobézn4 protind plochu
kuzelovou vK‘ v kruZnici L a rovinu ¢ v pfimce H rovno-
béZné s osou kollineace S. Body 4, 4, v nichz H a L se pro-
tinaji, pfindlezejl kuZelovému fezu K, prole sefe primét H,
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ptimky H, ktery jest s pffmkou H i s osou S rovnobézny, primét
L, kruZnice L v bodech A, i, kuZelosetky K,. Tim jsme do-
kézali zndmou vétu:

KaZdd kruZnice roviny =, kterd dotjkd se kudeloseiky K,
" v bodé v,, md s ni jesté dva body spoleiné hy, i, (realné, ima-
gindrné nebo splyvajici), jejiché spojnice jest stdlého sméru S.

Splynou-li body A, i, v jeding bod n,, stane se H, spo-
le¢nou tetnou kruznice L, a kuZelosetky K,, piimka v,n, jest
8 jednou osou kuzelosetky K, rovnobézna a tetny kuzelosetky
K, v bodech », a m_ svirajl s tetivou v,n, a proto i s osami
kuZelosecky stejné uhly. Protes:

Osy kuZelosecky K, jsow rovnobéiny se symetrdlami U, V
whlt, které tvori smér S' osy kollineace S s tednou ku.éeloseéky
K, ve stredu kollineace v, *).

2. Krufnice K' dotykd se kudelosecky K, v bodé v, ; sestro-
Jiti body , y, v nich¥ K, a K’ se protinaji.

a) Kudelosecka K, budiZ ddna dvéma teénami sv,, st
body dotyényms v,, t, a bodem m,.

*) K témuZ vysledku centr. kollineacf pfichdzi Wiener (viz Wiener
Lehrbuch der darstellenden Geometrie, erster Band pag. 263.). Véta
tato jest zvidStnim pifpadem zndmé véty, jejiZ analyticky dikaz po-
ddvdm v pozndmce ku é&ldnku tomuto.
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PovaZujme v, za stied kollineace kiivek K,, K’ a hledejme
osu kollineace S, kterd kruZnici K’ v hledanych bodech =z, ¥
protind.

Za tim utelem sestrojme k bodim #,, m, stejnolehlé body
#, m v kruznici K’ dle stfedu v,. Teéna kruznice K’ v bodu #
proting stejnolehlou teénu s.¢, kuZelosetky K, v bodé 7, a se-
strojime-li prisetik p stejnolehlych tetiv & m,, ¢m’, jest pr
osou kollineace S.

b) KuZelosecka jest ddma tecnow s,v,, bodem dotyénym v,
a tremi body m, n, p.

Budiz opét v, stfedem kollineace kiivek K, a K, sestrojme
k bodim m,, n, p, stejnolehlé body m‘, =/, p’ v kruZnici K
dle stiedu v,, pak jest osa kollineace trojihelniki m, n p, a mn'p’
hledanou osou S.

3. Sestrojits osy hkuZelosecky K,, kterd uriena jest bodem
m,, dvéma tetnami s,t,, s,v, a jejimi body dotyénymi ?, v,.

Ulohu tuto, kterd v desk. geometrii tasto se vyskytuje,
lze piimo fefiti takto:

Narysujme kteroukoliv kruznici K’, dotykajici se kuZelo-
secky K, v bodu v, a sestrojme dle tlohy (2., a) osu kollineace
S. Symetrdly U, V uhld, které S‘||S tvoif s tednou s,v,, stanovi,
jak jiz difve bylo ukdzdno, sméry os kuzelosetky K,. BudiZ u,
prisetikem teten mv a s¢, kuZelosetky K,; téinice s o, a
w0, trojihelnfki s,¢v, a w,?m, protinaji se ve stfedu m,
kuzelosetky K,. Vedeme-li tedy sttedem @, rovnobézky se syme-
trélami U, V, obdrzfme osy a,b,, c,d, co do polohy. Sestrojme
ku stfedu @, stejnolehly bod @’ v kruhu K’ dle stfedu v, a
osy S a budtez £ a  body, v nichz S protind osy kuZelosetky
K,. Sestrojime-li v kruhu K’ tetivy a‘ed’é a ¢‘yo’d’ stejnolehlé
s osami a,wb.¢, ¢ qwd, dle sttedu v, a osy S, lze k bodim
a’, b, ¢, d sestrojiti dle téhoz stfedu a téZe osy stejnolehlé
vrcholy ay, b, ¢, d,.

Je zndmo, %e kruZnice opsand trojihelnfku pgv,, ktery
omezen jest pobo¢nou osou, tetnou a pi¥{sluSnou normédlou bodu
v,, prochdz{ ohnisky e, f kuZelosetky K, .a na tom se zaklddd se-

23
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strojeni téchto ohnisek. Promitneme-li ohnisko e na jednu te¢nu
§,9;, jest vzddlenost priimétu ohniska od stfedu @, rovna polo-
viné w,a, fokdlni osy kuZelosetky a na zdkladé tom lze sestro-

Jiti napted vrcholy a;, b, a potom ¢, d,.

Podobné, jako v iloze piedeslé, lze sestrojiti osy kuzelo-
seCky jeStd v jinych pifpadech, na p¥f. je-li kuZelosetka déna
tetnou, bodem dotyénym a tfemi body*); primérem, smérem
priméru sdruZeného a bodem nebo tetnou atd.**)

- Poandmka. Prot&jsf strany Etyfihelnika, jehoZ vrcholy na
kuZelosedce urtuje kterdkoliv kruZnice, tvoi{ s osami kuzelo-
selky stejné thly.

Vétu tuto lze analyticky snadno dok4zati takto:

Ellipsa a. dvé protilehlé strany vepsaného &tyithelnika
méjteZ rovnice:

(1) b%e? + aly? — a%? = 0,
2) " Y+ mx + u =0,
(3) Yy+max+u =0,

" Rovnice kuzelosecky, jdouci body, v nichz pimky (2) a
(3) ellipsu (1) protinajf, jest

3 @%* + a’y* — a%?) + (Y 4 ma 4 ) (9 + myz 4+ 1) = 0.
U\iedeme-lf rovnici tuto na tvar
@ Az’ +Bay 4 Oy’ Do+ Ey + F=0,
shleddme ptedevifm, Ze
B=m+4m,.
Aby rovnice (4) pislufela kruhu, must

*) Viz Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, erster Band,
pag. 294.

**) Jinfm zpisobem jednoduse a téf prfmo feif uvedené a jiné tlohy
prof. Karel Pelz ve élanku. ,Uber die Axenbestimmung der Kegel-
schnitte“, uvefejnéném ve zprévich Videsiské akademie véd v r. 1876..
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A=C a B=m-+4{+m =0
¢ili
m=—=-—m,

protez tvoff riznobszky (2) a (3) s osou fokdlni ellipsy stejné
1hly.

Podobné 1ze vésti dikaz o hyperbole a parabole.

Véstnik literarni.

Arithmetika pro II. tridu Skol realnyeh. Sepsal
Frantisek Twma, prof. c. k. gymnasia v C. Bud&jovicich. Cena
vdz. 85 kr. V Praze, 1899. Nakladatel 1. L. Kobr, knihkupectvi.

Tato udebnice tveif daldf cast Arithmetiky pro nizsf tifdy
realné, kterou upravuje prof. Tima dle své uebnice gymnasijni.
O prvé &4sti ptinesli jsme zpravu v tomto ro¢. Cas. str. 46. Uéebnice
vyznacuje se dislednym Setfenim jednotného postupw pri vykladu
operaci potetnich. Ucivo tiidy druhé, jmenovité pocet zévérkovy
a nauka o imérdch s upotfebenim k fe§enf iloh poétu trojélenného,
procentového, irokového a diskontového, poskytuje oviem mnoho-
strannou pifleZitost zachovédvati jednotu v postupu. Ve 8kole
docili se tim jistoty a hotovosti v potitini a zabezpeli se
uspéch. Utebnice Timova poddvd pevny zdklad; pokud ddle
uceni roziffiti a prohloubiti potiebnym byti se jevi, zistaveno
jest ndhledu uéitele. Uzkostlivé Setfeni jednotnosti ndvodu nelze
schvalovati tam, kde duch ilohy ji se pfféf. Mdme tu na mysli
ilohy pottu procentového, trokového atd., o jichz Fefeni jiz
predesle méli jsme prileZitost vysloviti se (str. 46.). NemiiZze
ndm zamlouvati se Fefeni na p¥. dl. 1. § 28: ,Vypocitati zdklad,
jehoZ vynos &ini po 5°/, 48 jednotek“, jeZ poddno takto:

K 5 jednotkdm vynosu jest zdkladem 100 jednotek

100
] 1 ] n ] n _5— ”
48, . 1005' 48 . sdnoiek,

Pro¢ nepotitati radéji 100°/, zakladu, zndme-li 5°/, jeho?
V pfipojenych tkolech jest k podobnému FeSeni sice pfihlizeno,
bylo by si vak pFdti, aby tfmto ndvodem hyl na vzor pifklad
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vypotitdn. V prikladech a wkolech k procviceni a k opakovén{
uciva spoéfvd vibec jidro Tdmovy Arithmetiky. To jsou tikoly
propotitané, peélivé volené, které neobtézuji rozvlidénosti a zby-
teénym ballastem velkych é&fslic. Ulohy jsou rozmanité a u velkém
-vybéru. Z predu nalézdme 67 tkold k opakovdni zlomkil; ku
kaZzdé stati pfipojeno 156—30 ikold (pfi pottu trojélenném
dokonce 83 tkoly) a zdvérek tvoif 83 tikoly k opakovini utiva
ttidy druhé.

Postup uciva jest netoliko v souhlasu s novou utebnf
osnovou realnf, ale té%2 s nejnovéjsimi instrukcemi. PonévadZ se
tam neéinf vyslovnd zminka o seéftdni a od¢itdn{ &isel zkrdcenych,
nenalezdme téchto tkond ani v Arithmetice Tamové, tehoz pro
netdplnost slusf litovati. Ve vzorném ptikladu 2. (str. 13.) nelze
pii pfevodu roku tropického (= 3562422 dnéim) brdti ¢islo za
uplné; vypoéitané vtefiny nejsou pak ani v desftkdch zaruteny.
RovnéZ nezdateny jest vzorny pi. 1. (str. 24.), kde 63 jitra
1240 ¢tv. sdhi prevésti se majf v hektary a ary (do desetin).
Vypocitdno totiz, ze 63 j. — 36254 a, k tomu pak nadbyteéné
presnd, Ze 1240 Ctv. sahi — 4459'8 m?* misto 446 m® V sou-
hlasu s vymérem podanym v § 20., 2. o velitindch dmé&rnych,
jevi se pifpadnéjSim mluviti v dloze podtu trojélenného o ,dvou
hodnotdch velitiny nezdvislé, resp. zdvislé, mfsto o ,dvou veli-
¢indch nezdvislych,* resp. zavislych. Misto ,Gtvercovy* metr
(str. 20.) uzivdme na Skoldch realnych vyrazu ,dtvereény“ metr.
Vzeti kilogramu za jednotku véhy (str. 22.) vede pii oznadent
dkg k nesprivnému vykladu. Uvedené vytky jsou ovsem rdzu
podiizeného. Proto vzhledem k vytknutym piednostem doporuéiti
lze tuto uebnici pozornosti pp. kollegi co nejvieleji.

Prof. Jos. Pour.

——— P ——



Priloha k Casopisu pro péstovéni mathematiky a fysiky.

Ulohy.
Uloha 30.

V pravidelném n-ihelniku P jest vrchol A spojen se stredem
M strany BC, wvrchol B se stredem N strany CD, vrchol C se
stredem O stramy DE atd. Primkami AM, BN, CO,. .. omezen
jest pravidelny n-uhelnil F’, jehoZ vrcholy jsou P, Q, ...
Je-li a stranou, o vhlem n-ihelnika P, jest
na* , o« (1 —2cosa)?

A B R ey e

Jakouw hodnotu md P pro n =3, 4 nebo 6?
Prof. V. Jerdbek.

Regeni. (Zaslal p. Ferd. Sob, stud. VIIL tf. g. v Brné.)
Trojihelniky ABP, BCL, ... jsou shodny, proez
PP=P—nA ABD,
¢ili
(1) =7 tgo —n A ABP.
Jeito trojihelniky ABM a BPM jsou podobny, jest
2

AABM _ AM: ¢ Ty T eese
ABPM — BM*

a? ’
4
AABM.  b—4cose
A BPM 1

Odetteme-li v améfe posledni od ¢lent hornich cleny
dolni, bude

24



358
AABP 4 (1—cosea)
ABPM — 1 !
a pri¢teme-li ku ¢lendim dolnfm ¢leny hornf, obdrZime

AABP  4(1 —cosa)
AABM & 5 —4cosa

AvSak
2
A ABM = “T sin a,
prodeZ
a*(1—cose)sine

£y ABP = b —4cosa

Dosadfme-li hodnotu za A\ ABP do rovnice (1), bude

,__ na’ [ na*(1 — cos ) sin «
P=—tg— b—4cosa
— 2 %
TP Pt 1
——1 %y 5 —4cosa
__ na® te % 5——40050:—4(1——008‘05)
—4 %73 5—4cosa

a koneéné )

na® (1 — 2 cos «)?

4 5—4cosa g
Pro n =3 jest P =0,

Pr=

pro n=4 jest P’:—é—

pro n =6 jest P’ = % V3a2.

a?,

Uloha 31.

Primému trojbokému hranolu jest vepscmd koule vsech stén
se dotykajici. Jak veliky jest krychlovy obsah hranolu, jsou-l
ddny ihly podstavy

o= 62°42'30", f = 44°16'12"
a polomér r = 51429 kruhw podstavé opsaného?
Prof. V. Jeidbek.
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Reseni. (Zaslal p. Jindiich Sevéik, stud. VIL ti. r. na
Malé Strané v Praze.)
Obsah hranolu jest
K=2 4o,

kdez 4 znali obsah podstavy a ¢ polomér kruhu podstavé ve-
psaného.
Dvojndsobnd plocha trojihelnfka

2 4 =bcsin ¢« = 4 r*gin a sin g sin p,
tedy ‘
4 = 2r*sin « sin f sin y,
a jezto téz

4_—_—%((; +b+4¢)=ro(sine +-sinp + siny)

¢ili
d4=4rg cos—;i cos —g cos ‘—’;’
jest
—  remesinfsy
20= 5 8 T
€08 - €08 5 €08 5
procez
3 qin2 in2 in2
= 22 S S‘; BSIN'Y — 15064 dm®.
cos ? COoS 5 co8 %
Uloha 32.

Ddn jest pravidelny osmistén o hrané h a bod majici od
stredu jeho veddlenost k. DokaZte, Ze soucet zltvercovamych vadd-
lenosti bodu toho od vrcholti osmisténu jest

S = 3h*—+ 6k
Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Adolf Subrt, stud. VL. tf. r. v Pisku.)

Pravidelnjy osmistén md 3 osy navzijem kolmé, kteréz
spojuji protéjsf jeho vrcholy. Poklddejme tyto osy za soufadné
a budtez soufadnice daného bodu z, y, 2. Potom jest

24*
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x2+y2 4 og?— 2

a vzdédlenosti bodu toho od vrcholi osmisténu stanoveny rov-
nicemi

V=@ a) -y o

vi=(+a)P+y' 42

vl =a'+(y — @)+ 2

v =2t 4 (y + )t +

v} = 2* 4 y* + (s — a)*

V=2t (2 + ),

znatéi-li @ polovici osy osmisténu, a je-li tedy
h? = 2a”
Secteme-li hodnoty v* obdrZime
S =06 (2* + y* -+ 2% + 6a*
¢ili
S = 3h* + 6k

Uloha 33.

Jsou-li a, b, ¢ délky hran pravouhlého rovnobéZnosténu
a k vezddlenost bodu néjakého od stredu rovnobédnosténu, kiery
Jest soucet &étvercovanych vzddlenosti bodu toho od vrchold rov-
nobéZnosténu ?
Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Frant. Liska, stud. VIL tf. g. v Brné.)

Stiedem rovnobéznosténu pravoihlého prochdzeji kolmo ku
sténdm jeho osy X, Y, Z.

Budtez 2a, 2b, 2¢ délky hran rovnobéznosténu, % vzddle-
nost bodu daného od stiedu a =, y, 2 jeho soutadnice.

Potom jsou vzddlenosti bodu od vrchold urteny rovnicemi

v =@—a’+@H—>0°"+(z—c?*
v = (@ + @)+ (y— b + (s — 0)*
v =@—a)"+(y+b)>*+ (s - ¢)*
vi=@—a)+@H—b'+ (¢ +o*
v: =@+ a)’+(y+b)°+ (2 - 0)*
vs=(@+a)’+ @y —b)°+ (¢+o)*
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v;=(@—a)’+ ¥+ b+ (10’
0} = (24 a)* + (¥ 4 b)* + (s 4 o).
Soucet hodnot »* jest tedy

S=8(a?+ b2+ ¢) + 8 (w* + y* + 49
¢ili S= 2u® |- 8k?,
kdez w' =4 @+ b*+¢c?
znaéf dvojmoc Ghloptitky rovnobéznosténu.

Uloha 34.
Bodem (3, 6) vésti primkw tak, aby trojuhelnik omezeny

osami X, Y a touto primkou mél plochu minimdlni.
Prof. Dr. Ant. Pleskot.

Redeni. (Zaslal p. R. Bartos, stud. VIL tf. r. na Malé

Strané v Praze.)
Oznatfme-li useky pi¥imky na osdch pismeny a, & a plochu

trojahelnika P, mame rovnice
3 6
o Ty =!
ab = 2P,
z nichZ vyloucenfm & plyne
3a? —aP + 3P =0,

tedy
a:%{Piwrrﬁﬁy

M4-li byti @ realné, musi byti
P*—36P =0,
protez minimdlnd hodnota jest bud P = 0 (pfimka jde potitkem),

aneb P —36; v tomto pifpadé jest pak
a=6, b=12.

Jiné fefeni. Vyjddtime-li
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miizeme ku stanoven{ minima uZiti methody Fermatovy, kladouce

3a* __ 3a;
a—3 a -3’
z &ehoZ (a —a,)(aa, — 3a — 3a,) =0.

Polozime-li @ = a,, méme
a*—6a =0,
tedy jako dffve bud a —= 0 aneb a — 6.

Pozndmka redakce. Dény-li ptimky A, B a mimo né bod m,
tu ze vSech pifmek jdoucich bodem m omezuje s rameny A, B
nejmensf trojihelnfk ta, jejiz usetka mezi A, B obsazend jest
bodem m pilena (Viz: Strnad, Geometrie pro vy§si skoly realné,
2. vyd. str. 260).

Uloha 35.

Do Clverce o strané a vepsdny jsou &yry paraboly, které
dotykaji se vidy dvow a dvow stran étverce ve wvrcholech. Spo-
Jime-li primkami prisecné body téchto parabol, dostaneme (tverec,
do néhoZ vepsdny opét paraboly. Pokracujeme-li tak ddle, jak
velky jest soucet ploch vsech Clverci?

Prof. Dr. Ant. Pleskot.

ReSenf. (Zaslal p. Karel Hjbner, stud. VIIL ti. g.
v Litomysli.)

Vrchol kazdé z téchto 4 parabol pili vzddlenost mezi
sttedem Ctverce a jeho vrcholem. Oznatfme-li tedy stranu étverce
pismenem a, jest parametr kaZzdé z téchto parabol roven polovici
uhloptitky

_a 153
P—7V2-

Volfme-li dhlopticku za osu X, stfed &tverce za potitek,
jest rovnice paraboly

Yyt = a\/fé (w+—zvg).

Pro prisetny bod obou parabol jest ¥ — x: proto jest pak
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y'—ay {2 — -‘;:0,
tud(z
y= _g_ V2 +a.

V na8f tloze jde o hodnotu piislu¥nou ku znaménku
spodnimu. Jest pak absolutni hodnota polovi¢ni strany &tvercové
a— %\/Z , tutiZ strana étverce a, = 2a -— a}2 a plocha &tverce

P, —=a’ = (2a — a}2)? = a* (6 — 4}2).

Plocha druhého ttverce jest pak

P, =a’ (6 —4}2)
atd. Soutet vSech ploch P, P,, P,, P,,... bude
S=a*[1+4 (6—4V2) + (6 —4V2)*+...],

procez
az
§ = .
4y2—5
Uloha 36.

Do ellipsy jest vepsdn kruh stiedem prochdzejici. a) Jak
velky jest polomér kruhw toho, jsou-li a, b poloosy ellipsy?
b) V kterém poméru jsou osy ellipsy, md-li kruh vepsany linedrnou
vystrednost za primér?

Prof. V. Jerdbek.

Regenf. (Zaslal p. Quido Vetter, stud. VIL ti. g. na
Malé Strané v Praze.)

1. Rovnice ellipsy a kruhu, dotykajictho se osy Y v po-
¢atkn O, jest

b*x® + a’y* = a*b*
4+ y*—2rx = 0.

Hledejme priseiné body obou téchto ktivek. ReSenim

rovnic ptedeslych obdrzime pro z* kdyZz y vyloucfme, rovnici

x? (b* — a?) + 2rza* —a’b* =0.
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Aby ktivky se dotykaly, musi rovnice tato pro x miti dva
stejné koteny, coz vede k podmince

ria* 4 a%? (b* — a?) =0,

odkudz
’ be
r=-———
a
2. Je-li 2r —e, tedy r = = ,
jest % — _;_ .
Uloha 37.

Ustanoviti jest plochu rovnobéénika omezencho tecnami kol-

mymi k asymptotdm hyperboly b*z? — a*y? = a%b*
Red. A. Straad.

Reseni. (Zaslal p. Eduard Kitzberger, stud. VIIL ti. g.
v Domazlicich.)

Hyperbola bz? — a*y? = a®b?
mé asymptoty bx Fray = 0.

Rovnice teény v bodé (z,, y,) jest

bz, x — a’yy = a*b?,
tudiz smérnice jeji
—— bzwl
T a'y,
Mé4-li byti tetna kolmou k asymptoté, tieba vyhovéti
podmince

L SR
a2y1<_+ b’

zdroveii
b*x: — a%y: = a®®.
Pro jednu z tefen obdrZfme dotyny bod

a3 bﬁ

S P T Py T
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iseky teény na osdch soufadnych jsou

2 4 pa 2 4 __ pa
z, @ % b
Obsah kosoctverce omezeného te¢nami kolmymi k asym-
ptotdm jest tedy

4 __ ph4
K= 2m”:?_(i_b_) .
ab
Uloha 38.

Dana jest hyperbola b%z* — a*y® == a®?; v ni vytéeny body
protéjsi
m (2, Y,), »(—%, —¥,).

Bodem m vedena primka M kolmda k jedné asymptoté, bodem n
primka N kolmd ke druhé asymptoté; které jest geom. misto
praseéiku p primek M a N? )

Red. 4. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Karel Skdla, stud. VIIL ti. g. v Praze.)
O soufadnicich bodd danych platnost md rovnice

bz — a’y? = a’h*;

kolmice vedené k asymptotdm vyjddieny jsou rovnicemi
a
Yy—h=—7 @—ax)
a
y+un= 7(x_{_wl)

Abychom z téchto tff rovnic vylouéili «,, g, settéme po-
slednf dvé aneb odectéme druhou od tiretf{; tim obdrZfme

by _ ax

= =3

Vlozice pak tyto hodnoty do rovnice prvni, nabudeme
#ddané rovnice mfsta geometrického

6,,2 8.2 — H4h4.
b%y* — aSx? = a'b?,

mistem tim jest tedy zase hyperbola.
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Uloha 39.

V' roure barometrické o privesu 1 cm® stoji rtut do vySe
75 cm; prostor prdedny nad rituti obnd$i 10 cm. Jak klesne

sloupec rtutovy, kdyé vnikne do roury 1 em® vazduchu?
Prof. Dr. Ant. Pleskot.

Refeni. (Zaslal p. Jan Lang, stud. VIIL. tt. g. v Olo-
mouci.)

Klesne-li rtut o z c¢m, bude napjeti vzduchu p stanoveno
rovnic{

(10 +2) p = 75,
z ¢ehoZ
B
T 1042

Protoze jest rovnovéha mezi vzduchem vngj$im z jedné
a vzduchem vnitfnim i sloupcem rtutovym ze strany drubé,
jest

75 B
z &ehoZ
z? + 10x — 75 =0,
z=—>5H+10.
Uloze vyhovuje positivni hodnota
x—=>5bcm.
Uloha 40.

Uhel inklinadni magnetky na jistém misté jest 1. Zavésime-li
na konec nad horizontem vyinivajici m grami, wzavird magnetka
tihel o s rovinow vodorovnow. Jaké zdvadi nutno zavésiti, aby
magnetka stdala horizontdlné?

Prof. Dr. Ant. Pleskot.

Reseni. (Zaslal p. Josef Toman, stud. VIIL ti. g. v Trebiti.)
Oznacéime-li délku magnetky 2! a horizontdln{ slozku zem-
ského magnetismu H, a uvdzime-li, Ze ot4¢ivy moment zemského
magnetismu rovnd se momentu véh hmot, méme podminky
2H1 8in (1 — &) = mgl cos «
2HI sin ¢ = m’gl,
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z nichZ vyplyvé hledand vdha

m Sin 7 cos
8in (+ — @)

! —

Uloha 41.
Resiti rovnici

V@' —a?) (2" —5%) | Y (@ —b%) (2" —¢7
ab L be

_i_Y(x’—c“) (z* — a¥) —q

ca

Ktery vyesnam ma x, @naci-lv a, b, ¢ délky stran troj-
whelnika ? Red. 4. Strunad.

ReSent. (Zaslal p. Jan Lang, stud. VIIL t¥. g. v Brng.)
Zdvojmocn{me-li rovnici danou, pfSice ji v podob&

a Y(@*—b%)(x* — ¢) -+ b Y(x* - ¢*)(x* — a¥) = abe
— ¢ V(@*— o) (' —b9),
obdrzime, nehledice ke kofenu z — 0, rovnici
2a%b? — x* (a* 4 b* — ¢?) = 2ab V(& — a?) (2® — b?);
odtud opétnym zdvojmocﬁovénim plyne
z?[(a® + b* - ¢*) — 4a*b*| + 4a%%* = 0.
Jest vlak

(@%+ 0% — ¢*)*— 4a*b* = (a®+ b*— ¢* + 2ab) (a® + b*—c*—2ab)

=@+bdb+ce)(@a+bdb—c)(a—b—+c)(a—b—c)=—164?

zna¢f-li 4 obsah trojihelnika omezeného stranami a, b, c.
Rovnice posledni nabyvd pak tvaru jednoduchého

44%* — a®h%c* = ),
Z Cehoz

abe
x—-i2—d.
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Z vysledku tohoto pozndvime, Ze x jest primérem kruZ-
nice opsané o dany trojihelnfk.

Uloha 42.

Vylouditi w # rovnic

z+ u’y — aw
Yy + uwe —au®. 5
Red. 4. Strnad.
Resent. (Zaslal p. Vojtéch Prokes, stud. VIL tf. g. na
Smichové.)
Jestli-Ze od prvni rovnice zndsobené veliinou u odetteme
rovnici druhou, obdrzime

ur — y +uwly—ur =0
¢ili
(ux —y) (1 —v’) = 0.
Neni-li tedy w =1, jest
w=t
z
dosadime-li tuto hodnotu do kterékoli z obou rovnic danych,
ptijdeme k vysledku
22 4 y° = axy.

Uloha 43.

Tri cyklisté vyjels soubasné z téhoZ bodw okruéni drdhy
840 m dlouhé rychlosti 80, 72 a 59 m za minutu. Za jakow
dobu setkaji se vSichni na témé misté? Prof. Adolf Mach.

Reseni. (Zaslal p. M. Liska, stud. VIL tf. g. v Plzni.)

Mysleme si, Ze A honi B a C, ktef{ jsou o 840 m napted.

A zisk4 na B 8m za minutu, dohoni ho tudiZ za 840:8
— 105 minut. Na C ziskd 21 m a proto by ho dohonil za 840:21
— 40 minut. Na konci kazdych 105m A a B jsou pohromadé;
na konci kazdych 40 minut jsou pohromadé A a C. Jelikoz
nejmensi spoleény ndsobek &fsel 105 a 40 jest 840, setkaji se
v8ichni tfi jezdci na témZ misté za 840 minut &ili za 14 hodin.
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Uloha 44.

Lokomotiva s tendrem, dohromady 8 m dlouhé, minuly
vlak osobni za 4 sek., vrdtivie se, minuly tyz viak na vedlejSich
kolejich za 16 minut. Jakow rychlosti jel vlak a jak byl dlowhy,
jela-li lokomotiva rychlosti 50 km za hodinw?

Prof. Adolf Mach.

Reseni. (Zaslal p. Frant. Novdlek, stud. VI. ti. r.
v Plzni.)

Rychlost vlaku budiz z. V prvém piipadé predpoklédejme,
7e vlak stoji, za to ale, Ze lokomotiva jede rychlosti 60 | z, ve
drubém pifpadé, ze jede rychlosti (60 — z); pak je

(50 + =) = 4 (b0 — x),
z Gehoz
x = 30 km.

Proto v 1. ptipadé mysleme si, Ze lokomotiva jela rych-
losti (60 + 30) km — 90 km a Ze takto jela 4 sek., za které ura-
zila 25m .4 =100m; pfi tom viak jela o svoji délku dile,
nez i tendr minul vlak, tudiz:

Vlak byl 100 — 8 = 92 m dlouhy.

Uloha 45.

Cisla a, b, ¢, d, e maji tyto vlastnosti:

1. a, ¢, e tvori radu geometrickou,

2. a, b, ¢, d tvori 7adu arithmetickou,

3. souéin ae jest o ¢ vétsi meZ soucin bd,

4. soucet a +b + ¢+ d = 30.

Kterd jsow to éisla? Prof. Adolf Mach.

ReSeni. (Zaslal p. Frant. Radous, stud. VIL ti. r.
v Pardubicich.)

a, b—=a-+r, c=a-+2r, d=a- 3r, e; pak jest

(4] ae = (a + 2r)*
®)) 4a+6r =30, 2a+3r=15
3) ae:(a+r)(a+3r)+a—{—2r.
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Z rovnic (1) a (3) plyne vyloudenim e

r’=a -+ 2r
a dosazenfm z rovnice (2)
H:,@gﬂr+@n
tudiz
2 —r—15=0; r, =3, :—2%-.
Z rovnic (2) pak ustanovime
a, =3, a2:1171—.
Jest tedy
a*3neb011—1— b—6neb08§—
- 4 ) == 4 E;
c=9 neb06—1~ d = 12 nebo 3§
4 4’
— 17
e = 27 nebo 3'36 -
Uloha 46.
Je-li

logy 9 = a, log, 5=10,

éemu rovnd se briggicky logarithmus Cisel 2, 3, 4?
Prof. Adolf Mach.

Reseni.. (Zaslal p. Josef Rudolecky, stud. VIL tt. g.
v Brné.)

Rovnice dané lze nahraditi témito dvéma

e =9, 3 =5
tili
2 E3
2 =3, H$=5"
jest tedy také
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Klademe-li
2 =10",
jest
2 SEL
2 __ piab __ 10 | 3e® — 9
107 = 5" = (_2_) =2
z ¢ehoZ
2 2 2+4-3ab
10 =2, 2 —g =&
2 .
1077 — g,
tudiz
2, =log2 = 2
1 =8 =" 3ah
Podobnym zplisobem nalezneme
lhea . da
2 =log3 =555
e Tgd e e B
z, — logd = 3 3ab
Uloha 47.

Na zdkladé binomické poucky dokaZte, Ze

3 3.5 8.57 R
I+G+75 v et minf =22

Prof. Adolf Mach.

Re$eni. (Zaslal p. Frant. Briz, stud. VII. t¥. g. v Brng.)
Radu danou lIze psiti v podobé

3 b 3 b 1

.8 1, 272 (1\* 27972 [1)¢
E=lt+g-g+—T35 ‘2‘) +——1.2.3“(§) e

kters dle binomické poutky znadf

3 B

— — 3
~ 11 # _J1Y * o9 s
R_(1__2) _(_2) =22 —9)2.
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Uloha 48.
V trojuhelniku ABC wvésti jest pricku CM, zndma-li jest
vzddlenost stredi S,, S, kruinic opsanych o trojuhelniky ACM,
. BCM. Stud. fil. R. Hruia.

Resenf. (Zaslal p. Karel Hybner, stud. VIIL. t. g
Litomy§li.)
Lze ukdzati, Ze jest
A S S,M ~ A ABC;
jestit dle zndmych vlastnosti uhli stiedovych a obvodovych
IZS, S, M =3y BAC, 3JIS,S,M = 97 ABC.

Zndme-li délku
8.8, =s,
jest tedy trojuhelnik S,S,M co do tvaru i velikosti urcen a tim
urcena i vy8ka jeho MN. Znajice tuto, mame téZ délku hledané
pricky

Uloha 49.

Ddn jest trojuhelnik o strandch a, b, ¢ a obsahu .
S bodu s spustény ku strandm jeho kolmé usecky =z, y, &, jich
paty urcuji trojuhelnik obsahu 4'. Dokdzati jest, Ze
4° _ xy Yz 2x
47 ab The e
Red. 4. Strnad.
ReSent. (Zaslal p. Frant. Prochdzka, stud. VIL t¥. g.

v Brné.)
Jsou-li «, B, y uhly daného trojihelnika, jest

24 = ab sin y = be sin & = ca sin g
24" = xy sin y + yz sin « - ez sin B.

Proto jest
4 _ oy Y w
> =@ T e
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Pozndmka. 1. Vzddlenosti x, y, # nejsou vzijemné neod-
vislé, nybrz vdzdny vztahem

ax -+ by + cz = 2.

Jsou to homogenni soufadnice bodu s vzhledem ku strandm
piivodniho trojihelnika.

2. Znati-li ¢ polomér kruznice vepsané v trojihelnik 4,
r polomér kruZnice opsané, jest

2
24" = ¢* (Sin e + sin B 4 siny) = __({&—_{;Tb_{rj_)_ ,
2od=¢(a+b+c¢);
tudfz
A4 =9 :2r.

Uloha 50.

V pravouhlém trojuhelniku abc vedena jest vyska cd | ab;
s paty jeji spustény kolmice k odvésndm de | be, df | ac.
Kteryj jest polomér kruénice opsané Ctyrihelniku afeb?
Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Vicav Voska, stud. VII. t¥. gymn.
na Krdl. Vinohradech.)
Oznaéfme-li délky stran daného trojuhelnika

bc — a, ac—="b, ab—=c,
bude vyska

— ab
b — U= -——
c
a useky
o 2 . b2
bd=-—, ad—=—,
¢ ¢
a‘b — = ab?
cf:ed_—_?—, ce = fd = o
ab* . a? - a*b b?
be—a— —; =i af =b— =

Ze ¢tyrahelnfku afeb lze kruznici opsati, pozndvdme takto:
Je-li

25



37 4
¥ bac = a,

jest
Y cef =ea, I bef =2R —

tudiz
3 baf -+ 3 bef = 2R.

Tato podminka charakterisuje ¢tyrihelnik afeb jakoZto
tetivovy. Stied s kruZnice jemu opsané jest priseéik kolmic
vztyéenych k odvésnim v bodech %, ! pilicich tseky be, af.

Jest pak
- o ¢ttee _ a ., 2
! o 92 (b ),

ck=1s = 9 =
ol — ks — "g’L—E/"— b 2 | a8
cl=ks = 9 "= g (a* + c?).

Polomér kruZnice opsané ctyruhelniku afeb jest

¢ili

Pozndmka. Prodlouzime-li p¥icky fd a ed o délky
dm =a, dn="0,

bude

stted obdélnika abmn jest stiedem kruznice jdouci body a, f,
e, b, m, n. Vzddlenost sttedu toho od prepony ab jest
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Uloha 51.
Resiti rovnici

(2% 1) = 2w (224 1) (cos « + cos B) — 4x? cos « cos f.
Red. 4. Strnad.

ReSeni. (Zaslal p. Frant. Vitdéek, stud. VIIL t¥. g.
v Klatovech.) :
Uzijeme-li k feSenf této pfevratné rovnice zndmé substituce

1
x + "5 =Y,
. obdrzime rovnici kvadratickou
y* — 2y (cos @ -+ cos f) + 4 cos e cos f = 0.

Z této ustanovime

Y = ¢cos & -+ cos 8 + (cos @ — cos f3),
tedy
Y, =2cos &, y,=2cosf.

Prejdeme-li k ptvodnf nezndmé, nabudeme rovnic

a) zt—2xcosa + 1 =0,
b) z*—2zxcosf +1=0;

z téchto pak FeSenim ustanovime
Z1,2 = cos « + 7 §in e,
234 = 08 f§ + ¢ sin B,
Uloha 52.
Dokabte, Ze o uhlech trojuhelnika platnou jest relace

cos & cos ; cos f3 cos y
cos @ cos 8 + cos y cos 3 cos y 4 cos «

+

cos y Cos & .
cosycose +cosp 5
Red. 4. Strnad.
Resenf. (Zaslal p. Frant Holzmann, stud. VIIL ti. g.
v Brné.)
25%
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Prvni ¢len levé strany lze jinak upraviti, pomnime-li, Ze
cos y — — cos (¢ - ) ; jestit

cosacosfp ~ cos acos B
_ o8 @ cos f# - co8 ~ cos acos B — cos & cos B -} sin a sin B
= cotg a cotg B.

Déime-li tento tvar i obéma ¢&lendim ostatnim, prechdzf
relace dand v jednodussi

cotg & cotg § —+ cotg B cotg p +- cotg y cotg e = 1
¢ili
tgo +tgf-tgy = tgatgptgy.
To vSak jest vztah znamy, plynouci ze vzorce

t
tgy =—tg e+ )= tgg’a“t;j Eﬁl -

Ulcha 53.
Vylouésts jest tihel x z rovnic

cos @ tg @ - sinx cotg o = kY2 .sin 2 B

cosxtg P+ sinzcotg f =kY2.sin2a .
Red. A. Strnad.

Reseni. (Zaslal p. Karel Boek, stud. VIL tf. g v Brné.)
Resfce rovnice dané dle cos« a sin z ustanovime
k.sin 2 a sin 2 8 (cos? f — cos* @)
V2 (sin? @ cos? B — cos? e sin? B)
. k . sin 2e sin 2 (cos f 4 cos «) (cos f — cos @)
T V2 (sin @ cos - cos a sin ) (sin o Cos ﬁ — ¢os a sin f3)

cCoOSx —

k . sin 2esin 2 . 2 cos +ﬁ 2 . 2sin _Hism—2‘(j

y§.sm(a+ﬁ)—sm(a—ﬂ)
k . sin 2a sin 2§ . sin (oz_—_{»_ B) sin (¢ — B)
V2 .sin (@ t+B).sin(e—p

:—k:.sin2asin2ﬁ ,
V2
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k . sin 2« sin 28 (sin”* « — sin* f)
V2 (sin® & cos? § — cos® e sin? )

sin # =

Jeito viak ze vzorei
cos’a + sin’e = cos”f 4 sin*f =1
vyplyva rovnost rozdil
c08%8 — cos?e — sin’a — sin?B,
jest
3 1
cosz =sinr—= —,
_ V2
proteZ

sin2a.sin2ﬂ:7lc—.

Uloha bH4.

Povrchové primky kolmého kuBele kruhového tvori se zd-
kladnou whel «; v kterém dhlu k zdkladné musi dopadats rovno-

bééné paprsky svételné, aby osvétlovaly—7;i obliny kuZelové?
Red. 4. Strnad.

Regeni. (Zaslal p. Stan. Linhart, stud. VIL tf. r. v Par-
dubicich.)

BudiZz » polomér zdkladny kuZelové, v vySka kuZele, ¢
ihel paprski se zdkladnou, o stiedovy thel pifslusny 'k ne-
osvétlenému oblouku zdkladny. Potom jest

. . _*r M
S = veotgp ~ tge ’
tudfz
@
tgq>:tga.cos-2—.

Uhel ® ustanovime z iméry

(4R——m):4R:m:n;
jestit pak
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a proto konelné
tgp =tg a.cos(ﬁ—;ln—ﬂR).

Uloha 55.

Kolmy jehlan trojboky, jeho# zdakladna md strany a = 51 cm,
=68 ¢m, ¢ = 85 cm, md poboiné hrany zdéli h = 110'5 cm.
Ustanovte polomér koule jehlanu tomu opsané.
Prof. Th. Schulz ve Vidni.

Reseni. (Zaslal p. Bohumil Matas, stud. VI ti. r.
v Kutné Hofe.)

Obsah zékladny jehlanu jest dle vzorce Heronova

4=Y102.51.34.17 = 2.17.51 = 1734,
polomér kruZnice opsané o zdkladnu jest
_abc _ 51.68.8 _ .
¢ =44 = 4.2.17.50 — 20

Stied koule o jehlan opsané jest priseéik vySky jehlanu
s rovinou vztyCenou kolmo uprostfed poboéné hrany; znaéi-li
v vy8ku jehlanu, jest
v=Vh* — ¢* =102
a pro polomér » koule opsané platnou jest dmdéra

r: ‘i =h:v,
ze které plyne
__h* 2813 _ ..
_W——4§“—5985.. .
Téhoz vysledku dojdeme uZivSe relace
t— (o). @Y
’=v(@2r—v), r= o
Uloha 56.

Na spoleéné zdkladné vepsdiny v kouli dva kolmé kuZele,
Jich® obsahy jsouw v poméru m:n. Je-li ¢ polomér spoleiné zd-

kladny, jak velky jest polomér koule?
Prof. Th. Schulz ve Vidni.
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Reseni. (Zaslal p. Emerich Brinkmann, stud. VIL tf. r.

na Malé Strané v Praze.)
BudiZ » polomér koule; potom jest obsah jednoho kuzele

K, =3 o (- + V7 —¢)
a obsah kuZzele druhého
K, = m* (r— V"¢,

Z poméru obsahi

K :K,=m:n
plyne rovnice
r +VF——Q—‘ _m
r—Vr—¢ m

¢ili -
(m —mn)r = (m +n) Yrf — ¢,
kterou reSice nalezneme

r =

m—+n .
2 Ymn

Uloha 57.
Ve ctyruhelniku wréeném vrcholy
a(,0), b@ 5, c¢@6 3), d6,—1)
ustanoviti jest bod s tak, aby
N\ abs = A\ bes = /\ eds .
Kterak lze bod s sestrojiti? ) Red. 4. Strnad.

ReSeni. (Zaslal p. Bedrich Zafouk, stud. VIL tf. g.
v Brné.)

Oznatime-li soufadnice hledaného bodu s (x, y), méme
rovnice podminetné

z y 1 e oy 1 x y 1
0O 0 1|=|2 5 1/=|6 3 1}|.
2 5 1 6 3 1 6—1 1
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Vyéfslime-li determinanty, nabudou tyto rovnice podoby
jednodussf

—bx+ 2y =2z + 4y — 24 = 4o — 24,
z nichZ vypotitdime
=3, y=15b.

Obecné lze bod s sestrojiti takto: Rozpolme thlopficku
ac v bodé m, tuhlopticku bd v bodé »; spojnice bm a ew pro-
tinaji se v zidaném bodé s. Divod tohoto sestrojeni jest zfejmy.

Pozndmka: V ptipadé svrchu &fselné daném<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>