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Vlastnosti jistych trojin bodovych na cissoids.

Napsal
Karel Zahradnik.

L

Vlastnosti trojin styku.
Rovnice cissoidy Diokles-a *) zni jak zndmo

x
y=wVa——x’

kde znaci ¢ primér zdkladniho kruhu. Uvedeme-li **) pomocf
rovnice

uy =

jednoznaény parametr w, obdrzime za rovnice cissoidy:

B o
T 14wl
_  a ¢Y)
Y= vdFuy
Teénu povazovati miZeme co spojnici dvou sousednich

bodi kiivky. Rovnice spojnice dvou bodl w,, u, zn{:

*) Diokles, Fecky mathematik, Zil ve drukém stolet{ pied Kr. Svoji

k)

kiivku vynasel za piicinou feseni ,delického problemu. Viz: Cantor-
Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik., Lipsko 1880,
dil I. pag. 302 a 306; jakoz i Brettschneider: Geometrie und die
Geometer vor Euklides. Lipsko 1870 pg. 180.

Theorii cissoidy na zédkladé racionalného parametru uvefejnil jsem ve
zpravich o zaseddni kr. ¢eské spol. nauk 1873. Pojedndni toto vyslo
pozdéji téz v 56. dilu Grunertova: Archiv fir Mathematik und Physik,
pg. 144, Geometricky vyznam parametru = je patrny. PiSeme-li totiz
__sin(UV)
~sin (UX)"
Fiedler: Hohere ebene Curven. Lipsko 1873, pg. 226, jakoZ i Vanééek
Krivé cary rovinné i prostorové. Jiéin 1881, pg. 38.

U=uy—2=0, je v Co se tkne konstrukce viz Salmon-
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x Y 1)
1

=0.

a a
T w (1Fu)

a a 1
T u u, (1Fu)
Zkratime-li spoleénym ¢initelem (w, — w,), obdrifme po
malé redukei
[1+ ui Fwu, + ] @ — vy (u, + u,)y — a=0.
Rovnice tato je rovnicf spojnice u,u,, kterdz za
Uy = Uy = U
prejde v teénu bodu u; tim je rovmice tecny
14 3u?) x—2udy —a=0. @)
Rovnice tato podavd ndm relaci mezi soufadnicemi bodu
kteréhokoliv (zy) na teéné T, a parametrem bodu styku. My-
slime-li si, Ze je bod (xy) din, tu obdriime YeSenfm rovnice
(2) dle » hledany bod styku. Jest vSak rovmice (2) stupné
trettho dle » totiz

w3 — —u2 — = 3)

obdrzfme tudfZ t¥i hodnoty pro #, t. j. z libovolného bodu P roviny
cissoidy miZeme tii teény k cissoidé vésti Pu,, Pu,, Pu,, t. j.
cissoida je krivka treti tifdy. Body styku wu,, »,, u, téchto
teCen prislusnych k bodu P tvoif trojihelnik styku, kteryz je
iplné urcen polohou bodu P v roviné cissoidy. Bod P jmeno-
vati budeme polem trojihelniku styku w,uw,u,. JelikoZ polu P
zcela urcity trojuhelnik prislusi, odpovidaji tim i polu P zna-
menité body trojihelniku na pi. tézisté, stted krubu trojihel-
niku opsaného atd., a vySetfiti pribuznost, ve které se nachduf
pol se znamenitymi body trojihelnfku styku, bude ikolem prvé
¢asti tohoto pojednani.

Pol a tézists.
2. Oznaéfme-li téZisté trojihelnfku styku pismenem T (&, %'
a soufadnice bodd styku w, literami ax, y» (h =1, 2, 3), jest
oy tx, 42,  a 1
=" =3 Z1rw ”
17:.'9_1"!"3/2“*‘?/3___133 1 i
3 3 r=1un (1 4 ui)
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Soutadnice tézisté trojuhelniku styku jsou tudiZz syme-
trické funkce parametrii bodd dotyénych, t. j. kofent rovnice
(3); mizeme je tedy vyjadriti raciondlné koefficienty zminéné
rovnice.

Jest totiz *)

% 1 _ 3+ 22u? 4+ Zulu;
= L ud T 14 Zu; + Julu) + Sujujul’ ®)
é 1 _ [ Zu])? Zuyuy, — Zuy, 4 Duugu, - Sudul
w=1 U (L4 ud) ™ Zuyugu, [1 4 Su? 4 Zulu; + Suduiu)]
Na déle je
Zuy = pi — 2p,
Zuy =p} — 3p.p: + 3ps
Zuju; = p} — 2p,py 5
Zuguy = p; 4 3p; — 3PPaps
Zuyu,uy = Py
Zuluiul = p3.

Uvedeme-li tyto hodnoty do rovnice (5), obdriime
23;- 1 3+42pi—2pps +py —4ps

p=1 1 ui ™ A —p)*+ (0, —ps)* ! )
51 PP — PPy —3PiPaPy — s+ Py + 3P0
n=1u (1 4 u?) P3 [((1 —po)*+ (py — p3) %]

Rovnice (7) znasobené faktorem —g— podavaj{ ndm sourad-

nice té7isté trojihelnfku vepsaného cissoidé. Uvedme nyni do
téchto rovnic podminku, jiZz vyjadfime, Ze mdme pred sebou
trojihelnik styku, pomoci relacf, jeZ plynou z rovnice (3), totiz:

_ 3

Pl—@'l

P, =0, ®)
_x—a

Pa— 2y

*) Oznadeni je obycéejné. Na pi{klad znaéf Zulul dvojtvarnou syme-
trickou funkei, jiz pfipads ufud co ¢len. Nejjednodussi symetrické
funkce t. i. kombinace »-tého stupné kofenli dané rovnice oznacime
kratce pr; jsou tudi Zw, =p, , Suu, =p,, Su,u,u, =p, nejjedno-
dussi funkce kofend rovnice (3).

8*
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ObdrZime takto soufadnice tézisté*) trojihelniku styku
a
¥4 >+ ‘2—) ®
—G e o
¥ -+ (w - ?)

. (©)
5 Y

ay2+(w+%)2-

Rovnice (9) poddvaji ndm hledany vztah mezi polem P
i tézistém T trojihelniku styku. Vztah tento je kvadraticky
a to kruhovy jednoznacny, t. j. kaZdému bodu (x, y) p¥islusi
jediny bod (&) a naopak kazdému bodu (&7) prislusi pouze
jediny bod (xy). Abychom toto dokizali, je tfeba podotknouti,
Ze mZeme prvni z rovnic (8) psdti:

(o+5)%
v+ (o +2)

Pricteme-li k této rovnici druhou rovnici (8) zndsobenou
¢ = \/—1, obdriime

n=—

E—a—=—a

_ o gt
§—-a—|—m:———é— : T
Yy +(m+§)

Zkritime-li na pravé strané Cditatelem, a zndsobime-li
potom jmenovatelem pravé strany, obdrzime:

a

E—atineta—i)=—2. @0
Klademe-1i
= &4

z2—x — 1y,

*) Do tohoto vysledku dosli jsme ve pojednani uvefejnéném v 75. dilu
zprdv o zasedani c. k. akademie véd ve Vidni II oddél. svazek biezen
1877 (Cesky v ,Archivu* II dil, pg. 101.); zde piibuznost tuto mimo
jiné blize vytkneme.
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miiZeme rovnici (10) psati:
§z+%—§——az:0. (11)

Z rovnice této vysviti, Ze kaZdému bodu z jediny bod §
piislusi, i naopak.*) Plynef reSenim této rovmnice

a
§§
a—¢°

az

{= o =
z -+ v
Mizeme vSak i pifimo z rovnice (10) vyjadtiti souradnice
polu P (wy) pomoci souradnic tézisté T (&, #). Jest totiz:
a . at 1 _a® f—a—1y
Ty T T T Fmatw T E—a i
z kteréito rovnice bezprostiedné plyne
a a’ E—a
"TEETY g
2 (12)
P M T
YTTR E—ar
Tim jsme dokézali, Ze zminénd kvadraticka pifbuznost je
raciondlnad a ze tvaru rovnice (10) vysvitd, Ze je tato ptibuznost
kruhova, t. j. ptfslusné body P i T jsou spojené zdkonem
inverse.

@
2 b ]
narné kruhové body — hlavni body soustavy bodu T jsou (a, 0)

Hlavni body soustavy bodu P jsou; (— 0) a imagi-

a imaginarné kruhové body. Oznaéme bod (——-g-

0, a bod (a, 0) pismenem O, (obr. 1.). Mysleme si, Ze sou-
stava bodu P rovnobézné posineme i to tak, by hlavni bod O,
sjednotil se s pocdtkem soufadnic O; soucasné i soustavu bodi
T rovnobéiné poSineme tak, by hlavni bod O, této soustavy

, 0) pismenem

*) Jest tudiz { —=f(z). Kiivky, jeZ opife bod P, jsou tudiZ ve isogonélné
pfibuznosti se kiivkami, jeZ opife zdruZeny bod T, t. j. dvé kfivky
opsané polem P protinaji se pod tim# Ghlem, pod kterym se seiou
pifsluiné kiivky opsané bodem T. Viz: Siebek: Uber die graphische
Darstellung imaginirer Functionen. Crelliv Zurnél dil 55., pg. 228, 243.
Dr. Ed. Weyr: ,0 vztahu dvou rovin, jimiZ se nekoneéné malé Casti
podobné zobrazuji (O vztahu isogonalném)*. C. jedn. math. d. IIL. p. 5.
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padl do pocatku soufadnic. V nové této poloze oznaCme pii-
slu§né body P,, T". Otoéime-li nyni soustavu bodd T’ okolo
pocéatku soutadnic o 180° a oznacime-li soustavu bodd T’ v této
nové poloze T,, uvedeme tim ptislusné body obou soustav do
takové polohy, Ze oba body P,, T, leZzi na paprsku jdoucim
pocidtkem soufadnic a Ze plati relace

61‘),.@:(_\/%)

2

/
/
: /
4 A
/ 4 / .%
— B S 4
T
y /
Obr. 1. Obr. 2.

Tim dospéli jsme do ndsledujici konstrukce pfisludnych

bodii. Sestrojme 8i nejdifve modul inverse —a=, ktery se rovnéd

V2
tetivé O,B kvadrantu kruhu o poloméru 0,0 = % (obr. 1.).

OpiSme nyni ze stredu O kruh inverse I" polomérem
rovnym modulu inverse. Dan-li je bod P, ku kterému hledime
p¥sluiny bod T, spojime P s O,, vedeme rovnobéiku s O,P
pocitkem souiadnic i rovnobézku bodem P k ose X; prisek
téchto rovnobézek je P,. Na piimce OP, hledejme nyni T,
vedle podminky, Ze je
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a‘l

E—PI-GTIZ?,

kteraZto relace nim, jak zndmo, pravi, Ze body P, a T, roz-
déluji harmonicky primér NM kruhu inverse, t. j. Ze plati:
(NMP,T)) =—1.

Tim najdeme bod T,. Oto¢ime nyni OT, o 180° i obdr-
7{fme tim bod T’, a rovmobézny primét s osou X na pifmku
vedenou bodem O, rovnobézné ku O,P podivd nidm hledany
bod T.

Poznamka. Mohli jsme téZ z rovnice vyjiti. PFipomeiime si pouze,

Ze je-li z':z—}-—;#, kiivka, jiZz opiSe bod 2’ je t4z, jakou opiSe bod =z

jenom rovnobézné posinuta o —-—;—, t. j. podatek soustavy bodi 2z’ je bod
Op. Podobné piSeme-li {' =¢ — a, je bod O¢ potstkem soustavy bodd §'.

Obdrzime takto z rovnice (11):
a‘l

ZC _— -E'.
Jest viak )
0P L2 2 — w9 %),
OT == ¢ = ge'¥,
tudfz je

e — ——— . , .
O,P . O,T == rgel¥—9) = %— &%,

Z rovnice této plyne ihned:
vy=n+9,
— S 2
r.@=vel G,;P.vel. 0T =3,
¢imz opét diivéjsi relace vychdzi, neb jest:
0,P == OP, ,
O,T =~ OT" =~ — OT,.
Av3ak i bez v3ech transformaci plyne relace
a2

OPP'O‘T:—TZ-’

*) Jest totiz 2’ =z + % —iy. Ctensfe theorie aequipollenci neznalé

poukazuji ku: @. Bellavitis, Methoda aequipollenci, pielozil Dr. K.
Zahradnik, Praha,
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jest totiz
o =(o+2) 4
0% = (¢ — a)>+ 5~
Upotiebfme-li rovnic (9)a 21 EQ’), obdril’m:; .
— —52) _=3)
(w + ~;—) 4z O

k]

z CehoZ ihned plyne
2
on.op=— 2.
Pro praktickou potiebu mazZeme i konstrukei obrazcem (2)
danou znacné zjednodu$it. MiZeme totiz bod O, vziti za stfed
kruhu inverse. Tim je bezprostfedné P =P, a sestrojeni bodu
T, a tim i bodu T je totéz co dfive. Tim jest uplné vysvétlena
pribuznost, ve které se mnachdzi tézisté T a pol P, a mohli
bychom nyni bezprostfedné upotiebiti vysledkd, jez pro trans-
formaci pomoci inverse plati.*) OpiSe-li bod P piimku, jez
neprochdz{ hlavnim bodem O,, opisuje sdruzeny bod T kruh
probihajici hlavnim bodom O, OpiSe-li pol P krivku n-tého
stupné a m — té ttidy, opife sdruzeny bod T kiivku 2n-tého
stupné a (2n-m)té tiridy, majici{ hlavni body soustavy T za
n-ndsobné body. Jdeli kfivka polu P hlavnimi body soustavy
bodit P, méni se ponékud vysledek, jejz, ponévadZ zndmy,
v kratkosti zde vytknu, neb v naSem piipadé musime miti na
zfeteli, Ze hlavni body obou soustav nesplyvaji, jak se obycejné
predpoklddd. OpiSe-li pol P ktivku n-tého stupné, jdoucti k-krat
blavofm bodem O, a I-krate imaginarnymi body kruhovymi,
rozpaddva se pifslu$nd kiivka tézisté T, kterdZ je 2n-tého stupné
ve dbéznou pfimku co k-ndsobnou a ve spojnice hlavniho bodu

*) O této transformaci viz: Salmon-Fiedler: Hohere ebene Curven pg. 363,
Kegelschnitte 2. Aufl. pg. 536. Bellavitis: Teoria delle figure inverse
e loro usu nella geometria elementare. Ann. del scienze del regno
Lombardo-Veneto 1836 t. VI. Liouville ve svém Journal de mathem.
t. XII. Theorie i vlastnosti této transformace jsou hezky sestaveny
vo pojednénf A. Strnada ,O inversi krubové“, Archiv math. a fysiky
IL dfl pg. 124. Praha.
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O, s imaginarnymi body kruhovymi co l-ndsobné a ve pravou
kfivku pfisluSnou zdkonem inverse (12), kterdz je tudiZ stupné
2n—k — 20 a tiidy 2n — m — 2k — 41, je-li m tiida kfivky
pola; bod O; je n — 2l-ndsobnym bodem a imaginirné body
kruhové jsou (n-k-l)-ndsobné kiivky tézisté.

OpiSe-li na priklad pol P parabolu, jejiZz parametr p rovna

se poloméru zdkladniho kruhu cissoidy, totiz — %, a jejiz

ohnisko lezi ve hlavnim bodu O,, tudiz parabolu, vyjadienou
rovnici:

2
y? = ax +3—Z—,
opiSe sdruzené tézisté T kardioidu, kteraZz m4 bod duvratny
v bodé O,, a délku a za primeér pevného kruhu. Rovnice této
kardioidy je:
[ —a)+2°]"—2a(§ —a) [(§ — 0)* + "] = a® 9™

a a bod

OpfSe-li pol parabolu, jeZ md parameter P=7

O, za vrchol, t. j. parabolu danou rovnici:
a

a
2 s
Y = D} ® g) )
opise sdruzené téziSté T opét cissoidu shodnou s danou cissoi-
dou, pouze poSinutou o délku @ rovnobézné ve positivném
sméru osy X.
Pol a strFed kruhu opsaného trojuihelniku styku.

3. Oznacime-li (@, y,) souradnice bodu wu,, je rovnice
kruhu opsaného trojihelniku u,wu,u,:

(§2+772)lw,.% 1]_5[“’2‘**:92’3/’ 1 | —{-—nla‘,‘2—+—y2, z, 1 l -
|2*+y*% @,y | =0. (13)
JelikoZ vrcholy w, trojihelniku leZi na cissoidé, mdme

. a
T, — 1—_‘_—’“;,

_ a
P= w0

*) Viz: Pojedndni moje: ,Vlastnosti trojin oskulaénich na strophoidé.“
Casopis jednoty éesk. math. dil X. pg. 261.
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tim
a a a®
Im,y,llz‘ = ll: —lu, 1,43 =
1 w??' u(l u?)’ 3 v 4y
e, )
_ a4
== 3 — Py
P T (14u2)
kde jsme k vili strucnosti polozili
1 wu, wu}
4=|1 wuw, u}|=|1,u, u?|.
1 u, u}

Dale jest:
|=*+y% 9, 1| =

a? a 1=
W (1+u?)’ w(l 44’ " |7
a® a® 4 '
=Ly u | == 2 (14pip,),

- 3
P} H(1+u) pa (1) 72

| 2?4+ y% 2, 1| =

a? a =
u? (14-u?)’ 14 u?’ " |7
3 2
) :-—-—s_q'_—_—_'_'~ I ls u21 ut I = _5_9_—1—_—;_:‘ (Pnpz _‘Pz):
POG+y) I+ P

2
o+ 9% 09 | = | ors s Tea Tia
w(1+42%)’ 14 v*’ w1+ u?)

4 3 2
e ® . M= %4 @

=— 3 —
P (1+u) ps (1))
Poloifme-1i tyto hodnoty do rovnice (13), obdrzime, po-

s G waa a4
kritivie spoletnym Cinitelem — ——f———:

P T (1+4w)
=1

2 2 _(_‘"_ 2 __ _____a_ — _f’j_.:o
P&+ )+P3 (A4pi—p.) € s (PyP2 — P3)W 7a (14)

Totof jest rovmice kruhu opsaného trojihelnfku, jehoZ
vrcholy leZi na cissoidé. Uvedeme-li nyni rovnicemi (8) pod-
minku, Ze trojihelnfk wu,w,u, je trojihelnfkem styku polu P,
obdrzime:
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2 4y? 9t 2y 4y?

2 2 | 2 __ R
¢ K %3z (x— a) £ta 3277 % 3 (x — a) B (15)
Oznacime-li coutradnice stredu S tohoto kruhu pismeny

&, m Je

5,:_14!/2‘[‘91'2,

¢ —

2 3x(x—a) (15)
—__ 2%

" =""9 3

Z rovnic (15) plyne, Ze je pol P ve pribuznosti kvadra-
tické se sttedem S kruhu opsaného trojihelniku styku. Do-
kédZzeme nyni, Ze pfibuznost tato kvadratickd je raciondlni, t. j.
Ze kazdému bodu P roviny cissoidy prislusi touto transformaci
jediny bod S a naopak, Ze kazdému bodu S roviny cissoidy,
uvizenému co stiedu kruhu opsaného trojiné bodit co styku,
odpovids jediny pol P. ReSeni rovnic (15) davd ndm totiZ

2a%,
129} + 2af, + 3a?’ (16)
— _6‘151711
Y= 1297 F 20, + 327"

¢imz véc dokazdna. Mus{ tudiZ jak soustava bodd P tak i sou-
stava bodu S miti tfi hlavni body. V soustavé bodi P splynou
dva hlavni body ve vzdalenosti nekonecné a tieti hlavni bod
je v pocatku soutadnic. Soustava bodii S ma dva hlavni body

imaginarné (o, ‘ig?——l), (o, —_#‘%/-—:—1) tfeti hlavnf bod

lezi ve vzdélenosti nekonecné.

Nyni ukdZeme, kterak jsme nalezli soutadnice téchto
hlavnich bodd. Nase transformace je kvadratickd, t. j. pfimce
v jedné soustavé bodové (soubodi) piislusi kuzelosecka, t. j.
ktivka druhého stupné v druhé soustavé bodové. AvSak ptimka
je urcena, zndme-li dva body, jimiZ probfhd; za pti¢inou trans-
formacnich vzorch je prislusnd kuzelosecka zcela urcend, znime-li
k témto dvéma bodim body pfislu§né soustavy druhé. Jelikoz
v8ak kuzelosecku pét bodi urcuje a jelikoZ kazdé ptimce, jdouct
dvéma body v druhé soustavé zcela urcitd kuzelosecka piisludi
v soustavé prvni, vysvitd, ze kazdd kuZelosetka jedné soustavy
pifslu§nd p¥fmce druhé soustavy probihd ttemi pevnymi body,

xr =
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které se zovou hlavni ¢i fundamentilni body *). Priseku dvou
piimek odpovida tim jediny bod t. j. étvrty priisek dvou kuzelo-
secek piislusnych k témto dvéma primkdm. Tim je i v kratkosti
naznaceno, kterak ku hlavnim bodim dojdeme.

Povazujeme-li tudiZz bod P(x,y) co prisek dvou piimek
rovnobéZnych s osami souradnic, jsou k témto piimkdm pi¥i-
slusné kuzelosecky:

(1292 + 2aé, + 3a*z = 2a’%,, (17
(129} + 20§, + 3a®)y = — Gaf7,.
Bychom nasli soutadnice prisekil téchto kuzelosedek, FeSme
prvoi rovnici dle & a uvedme nalezenou hodnotu za & do
rovnice druhé, totiz

(129} 4 3a®)yy = — 2a§,(y 4 31,),

nacez obdriime
(4n; + a®) (ay + 32m,) = 0. (18)
JelikoZ se dvé kuZelosetky ve ctyFech bodech protinaji
a vyslednd rovnice (18) pouze tietiho stupné je vzhledem k ordi-
naté u,, plyne, Ze v pripadé naSem ordinata jednoho priiseku
je vidy nekonetné velikd nezdvisle na poloze bodu P(z,y).
Prvy faktor, poloZen roven nulle, poddvd nim ordinaty dalsich
dvou prisekd, totiz
_ay{—1 — —ay—1
”’11 - -—2-———— =% 7}2 h —2"
a z druhého faktora plyne pro potadnici bodu p¥islu$ného bodu
P(zy)
’)]1 — %.
Piislu$né tsecky.najdeme, polozime-li hodnoty pro 7, do jedné
z rovnic (17); najdeme takto, Ze

pro 7%, — x je § —o
ar
» "71::.':? » 51 :O,
— % g =28 0
o =3y » 1= T 28z (x—a)

*) Salmon-Fiedler. Hohere eb. Curven pag. 369. Magnus. Sammlung von
Aufgaben. Berlin 1833. I. pag. 229.



117

Tyto tii priiseky, jejichz soufadnice jsou zcela nezdvislé
na poloze bodu (, y), zoveme hlavnimi body soustavy S.

Na tyz zplsob mohli bychom vyjiti od rovnic (15). Vy-
lou¢ime-li z nich y, obdriime

3@ [(120} + 208, + 3a%)x — 2a%,]=0.  (19)
Jelikoz dvé kuZelosecky se*) ve ctyrech bodech protinaji, méli
bychom eliminaci jedné soufadnice prijiti na rovnici stupné
¢tvrtého v soufadnici druhé. Jest pak rovnice (19) pouze
kvadratickd i uzavirdme z toho, Ze dva kofeny jsou nekoneéné
veliké, tteti roven je nulle a ctvrty kofen je
v — 2a%§,

T 1292 4 2aé, + 3a*”

Prox—=w jeiy=o, apro =0 je y =0;

20, —6Bagyy,
1292 -+ 2aé, + 3a® 129} 4 2aé + 3a*’
Opét vidime, Ze tfi z prisekdt jsou nezdvislé na poloze bodu
(&ym,) a Ctvrty prisek poddvd ndm bodu (£, #,) piislusny
bod (z, ¥).

Tim jsme opét nr¢ili upIné tuto pribuznost, a mohli bychom
upotiebiti nyni obecnych resultatdi, jeZ ndm poddvd theorie
kvadratické raciondlné transformace **), nac zde budiz pouze
poukdzano.

pro == oddrzime y =

O pribuznosty stupné &vrtého mezi téZistém a polem trojuhelnikw
styku.

6. JelikoZ pol P jednoznacné urcuje tézisté T trojihelniku
styku jakoz i stfed S kruhu tomuto trojihelniku opsaného,

a2y(x — a)
" 23z(x—a)’
kdybychom chtéli zvldstni tento pfipad s obecnou theorii srovnati.
**%) Vzhledem k theorii kvadratické raciondlni transformaci viz: Salmon-
Fiedler: ,Hohere ebene Curven“ pag. 359, Weyr Ed.: Analytische
Untersuchung der quadratischen Verwandtschaft. Schlémilch-Zeitschrift
fir M. und Ph. 1869. pag. 445. Reye Th.: Geometrische Verwandt-
schaften zweiten Grades ibid. dil XI. pag. 4., jakoZ i téhoz: Geometrie
der Lage. 2 Aufl. Hannover. Magnus: Aufgaben aus d. anal. Geom.
d. Ebene, pag. 229. Schiaparelli: Sulla transformazione geometrica
delle figure ed in particolare sulla transformazione iperbolica. Mem.
d. Accad. di Torino ser. I, tomo XXI.

*) Druhou z rovnic (15) méli bychom pséati: z, —=—
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a jelikoz dény-li jsou body T neb S, je tim souéasné i bod P
jednoznacéné ddn, plyne z toho, Ze musi byti tézisté T se stfedem
S ve jednoznané racionalné piibuznosti, tak ze tézisti T pri-
slugi jediny stted S a naopak stiedu S jediné tézisté T. MaZeme
ihned wurciti, jakého je stupné zminénd pribuznost. OpiSe-li
tézisté T primku, opiSe dle diivéjsiho pol P kiivku druhého
stupné, a této kuZeloseéce polu P ptislusi kiivka rationdlnd
stupné ctvrtého, jiz opiSe stred S a tim prislusi ptimce v sou-
stavé T raciondlnd ktivka étvrtého stupné v soustavé S. Vidime
tudiZ, Ze mizeme soutadnice bodu S vyjadriti co raciondlné
fonkce lomené ctvrtého stupné v soufadnicich bodu T se stejnym
jmenovatelem.

Do téchto funkei dojdeme nasledovné: Stavime-li hodnoty
soutadnic @, y z rovnic (12) i (13) sobé rovné, obdrZzime feSenim
po &,, n,, jakozto souradnic bodu S

g = 4a’p® +9(&* + n* — ad)®

VST @ u— ak) GlE 4 071 — ba |- 247
. a 2an

M= TG e

Z rovnic (20) plyne, Ze je ptibuznost mezi S a T bikvadra-
tickd a raciondlnd, jak jsme byli diive dvahou jednoduchou do-
kazali. Prfbuznost tato je tudiz Cremonova*) pribuznost, a mizeme
kazdou takovou racionalni bikvadratickou transformaci nahraditi
dvéma kvadratickymi transformacemi. Jest totiz patrno, Ze misto
bychom od soustavy bodtt S pfimo na soustavu bodu T presli,
miZeme nejprve piejiti od soustavy bodd S na soustava bodu
P pomoci jedné kvadratické transformace (16) a potom od sou-
stavy bodl P na soustavu bodd T opétné pomoci kvadratické
transformace dané rovnicemi (12). Mamet takto zajimavy jedno-
duchy ptiklad ku transformacim Cremonovym.

(20)

Eulerova primka.

vy

5. Kdyz jiz zndme soutadnice jak téZigté tak stiedu
kruhu opsaného trojihelniku styku, miZeme bezprosttedné na-

*) Viz: Salmon-Fiedler 1. c. pag. 338. Em, Weyr: Cremonovy geometri-
cké transformace utvard rovinnych. Praha 1872. Clebsch-Lindemann :
»Geometrie“ pag. 478 i 489. Blizs{ literArni pozndmky viz ve zmi-
néném pojednénf Dr. Em. Weyra.
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psati *) soufadnice priseku H(e, 8) vysek trojihelniku a stiedu
8’ (e, ') kruhu jdouciho stfedy stran trojihelniku styku t. j.
sttedu Feuerbachova kruhu zminéného trojihelnfku. Jest totis

— 3¢ —2¢
H!% :
62311’—217"

o — 3§ —_g

g %
3 = ’
ﬂ’:————n i

Do téchto rovmnic mohli bychom uvésti hodnoty pro £,
&,n z rovnic (9) i (15). Najdeme takto soufadnice bodd H i S
co funkce soutadnic polu P; tim je i misto téchto bodi ddnmo,
opisuje-li pol P urcitou ktivku.

Nyni muZeme i obecnéji pojmouti dlohu tuto a poloziti
si otdzku, jaké jsou soutadnice bodu M, jeni rozdéluje vzddle-
nost tézisté trojihelniku od stredu kruhu opsaného tomuto
trojihelniku dle daného pevného poméru, tak Ze je

SM_,
™ —
Soufadnice bodu M jsou v pfipadé tomto:
— ‘fl - l§
SR =
_Mmi—*y
9= =1 "
Uvedeme-li nyn{ hodnoty pro &, 7%, &, %, do téchto rovnic, ob-
drzime, upotiebivie zkricen{

K=y'+(2+5)

(4y* + 9*) K+ 6ie (w-a)[zf +(=+ ;—)”], (21)

A—1 3z(x —a)K
- a x(K—3ar)
N=121 7 %K
OpiSe-li nyni pol P néjakou ktivku f(xy) =0, najdeme
ptislusnou kiivku bodu M, vylouime-li z rovnic (21) tohoto
bodu a z rovnice f(x,y) =0 soufadnice (x,y) polu P.

X =

*) Viz: Vlastnosti trojin oskulaénich na strophoidé 1. c. pag. 270.
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OpiSe-li nyni P raciondlnou kiivku =n-tého stupné, opiie
kterykoli bod Eulerové ptfmky kiivku raciondlnou 4n-tého stupné,
vyjma pripady A =0, A = o0 ; ty ndm podavaji body Ti8 a tu
je prislusnd krivka stupné 2n-tého.

Kazdé poloze polu P prisluSi zcela urcitda Eulerova primka
E, jiz snadné uréime co spojnici TS. Jest tudiZ rovnice Eulerovy
primky, znaci-li ;, y, soufadnice proménlivého bodu

Ly /1 a
2 a _ 2 ay?| _

v+ (2+g)e —gy v +(e+3) =0 @

4y® -+ 9x? 2y(x —a) — 6x(x— a)

Opisuje-li pol P kfivku néjakou

F(a,y) = 0, (23)
obaluje Eulerova primka urcitou ktivku, jejiZz rovnici obdrZime,

vylouéime-li z rovnic (22) i (23) jakoZ i z rovnice

E=

dE dE
e dy
dF darF [ =%
e dy
veliiny «,y, ¢imZ obdriime rovnici obalky ve tvara
S (@ y,)=0.

Je-li kiivka F(xz,y) =0 racionilna n-tého stupné, je i enveloppa
Eulerovy p¥imky raciondlnd ktivka a to tifidy 4»-té. Rovnici
jeji bychom ihned nagli, kdybychom vyjadiili soutadnice (xy)
pomoci raciondlného parametru, a hodnoty tyto uvedli do rovnice
(22) a polozili diskriminant rovnice (22) vzhledem na tento
parametr rovnym nulle. ~

6. Nyni bychom si mohli poloZiti otdzku, zdaZ miZe pol
P takovou kiivku opsati, kterouz by karakterisovala vlastnost,
trojuihelniku opsaného pro véechny body této kiivky stald, totiz d?

Podminku tuto mzZeme vyjadtiti ndsledujici rovnici:

E—E&)°+(m—m)*=d’

a vlozime-li hodnoty za & %, &, 7,, obdrZime hledanou kfivku
pélu P, kterdz je, jak snaduné nahlédneme, stupné osmého. Pii-
slusné krivky téziste T i sttedu S jsou stupné Sestndctého.
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Obdlka kruhi opsamyjch trojihelniku styku.

7. Najli jsme v éldnku 3., Ze je rovnice kruhu K opsaného
trojuhelniku styku polu P(xy):
K =3z (x— a) (£2+9%) 4 a 9244y ?)+ 2ay(c—a) n—4a’y?=0.
Opisuje-li nyni pol P néjakou kiivku
F(»,y)=0,
méni se kruh tento soucasné i co do velikosti i co do polohy.
Na tento zplisob obdrZime soustavu kruh@ ptislu§nou kiivce

polu a rovnici enveloppy téch kruhii obdrzime, vyloucime-li
z rovnice kruhu K =0 a z rovnice polu F(zy) =0 a z rovnice

dK dK
dz dy
dF dF| =9 (24)
dz dy
parametry «,y soustavy kruhd.
Nejjednodussi je pripad ten, opfSe-li pol kiivku raciondlnou.
V ptipadé tomto miZeme soufadnice proménlivého bodu, jak
zndmo, vyjadriti co raciondlni lomené funkce uréitého parametru
o stejném jmenovateli. Je-li tudiz
Fay)=0
rovnice kiivky n-tého stupné, miZeme ji nahraditi dvéma rov-
nicemi

0
%6 )
0

kde jsou ¢, ¥, f funkce algebraické celistvé n-tého stupné
parametru £ VloZime-li nyni tyto hodnoty za «, y do rovnice
kruhu K = 0, obdrzime
K=o (£,7,t) =0,
kterdZto rovnice je stupné 2n-tého vzhledem k parametru ¢
i druhého stupné vzhledem k £ #. Diskriminant této rovnice
vzhledem k parametru ¢ polozen roven nulle poddvd ndm ihned
rovnici enveloppy soustavy kruhf p¥islusnych algebraické raci-
onalnf kiivce n-tého stupné, dané rovmicemi (25).
9
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Zminény diskriminant je 4(2n — 1)h;’ stupné vzhledem
k £in, t. j. obdlka soustavy kruhi je v pripadé tomto krivka
stupné 4(2n — 1)"°.
Zde je opét nejjednodussi pripad pii » =1 t. j. opiSe-li
pol P piimku, jejiZz rovnice je
y=bx+c;
obdlka piislu§né soustavy kruh@ je ktfivka cCtvrtého stupné.
Ptipad tento ponékud bliZe vysvétlime.
Rovnice (24) zni v ptipadé tomto:
dK dK
dz dy
|—b 1
AvSak misto bychom differencovali a potom eliminovali, mZeme
i postup tento obratiti, to jest nejdiive z rovmnice pifmky
a z rovnice soustavy kruh@t K =0 vylouditi veli¢inu y, a pak
differencovati. Eliminace ndm dava:
K =3 (@ — a) (€ ++ %) + (92 4 4 (b +- o)) £ +
+ 2a (bx +c¢) (x — a) n — 4a? (bx +¢)*=0. (26)
Srovndme-li tuto rovnici dle klesajfcich mocnosti @, obdrzime:
M +aN + P =0, 27
kdeZ k vili kratkosti stoji:
M= 3(§*+ 7% + (9a - 4ab?) £ -+ 2abny — 4a??,
N = — 3a (£§* 4+ 4% - 8abef + (2ac — 2a%) n — 8a?be,} (28)
P = 2ac (2¢£ — an — 2ac.
Diskriminant rovnice (27) vzhledem ku parametru « polozen
roven nulle, totiZ:

“.

=0.

N2 —4MP =0, (29)
je hledand rovnice obalky.

Proménlivy kruh (27) dotykd se obdlky (29) ve dvou
bodech v konecnosti a ve imaginidrnych bodech kruhovych
v nekonecnu, c¢oZ jiZ z rovnic:

aM 4+ N =0,
eaN +P =0, B0
vyplyvéd, jeZz ony body styku uréuji, *)

Spojnice obou bodd styku v konecnosti lezf na chordéle
kruhu danych rovnicemi (30). Rovnice této chordaly znf

*) Viz Salmon-Fiedler I. ¢. pag. 273., pag. 298.
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ax [Mx 4 N] + (¢ — a) [Nz 4 P] = 0,
jiz téZ miZeme psati
(aM 4+ N) 2* 4 Pz — aP = 0.

Jest vSak Run=aM +N=0
chordalou kruhit M =0 i N =0, jiZ mizZeme oznaéiti zkritka
R, €imZ hofej$i rovnice nabude tvaru

*Rom + (& — a)P = 0,

z kteréZto rovnice vysvitd, Ze veSkeré spojnice pard bodi styku
v konelnosti probihaji bodem R,.P t.j. tvoii svazek paprskovy,
jehoz stied je priisek piimky P s chordédlou kruht M=0aN=0.

Stted proménlivého kruhu (26) opisuje kuZelosecku, jejiz

rovnice jsou
_ 9% + 4(bx+-c¢)*®
h=—a br(x —a)
(b 4 ¢)
3z '
kde = jest proménlivy parametr bodu této kuZelosecky.

Vratme se opét k rovnici (29). Provedeme-li naznacené
nasobeni, obdrzime

9a(£ 4 1%)? + 12(ab - o) (— 4ef + an) (&> 4% +

—+ 48ac (ab 4 2¢) £* -+ T2a%cén + (4ac* + 8a?bec 4
~+ 4a%*)n? 4 144a%c%* = 0. (32)

Z této rovnice ihned sezname, Ze je obdlka kfivka Ctvrtého
stupné, jez m4 imagindrné ibézné kruhové body za body dvratné
a jeZz se dotykd osy pofadnic v pocatku soutadnic. Je tudiZz
tato enveloppa ovalem Descartes-ovym. OpiSe-li pol P ptimku
jdouci bodem tvratnym cissoidy, je ¢ =0, a enveloppa soustavy
prislusnych kruht sklddd se ze dvou identickych kruhd, jejichz

rovnice je
£+ n? + by = 0.
Rychleji piijdeme k rovnici (32), vyjadfime-li soufadnice
proménlivého bodu pifmky
mz +ny —p=0
pomoci raciondlného parametru. Obdrzime takto:

@1

m=—a

—_ P
w_m+nt’

=.
y= m 4 nt’
9'
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co rovnice zminéné pifmky. VloZime-li hodnoty tyto za x a y
do rovnice (26) a sefadime-li vysledek dle mocnosti parametru
t, obdrzfme:
t? [4apE — 2a’nn — 4a’p] + ¢ [— Bang* -+ 2a(p — am)y] +
+ [3(p — am)e® +- 9apé] = 0,

T =&+
Diskriminant této rovmnice dle ¢, zkrdcen veli¢éinou a a poloZen
roven nulle, totiz

a[— 3n@*® +- 2(p — am)y]* + 24[— 2p + anny +- 2ap] [(p —
— am)o? -} 3apé] =0,
poddva nam opét rovnici hledané obdlky. Tato rovnice se arci
shoduje s rovnici (32), tfeba pouze klisti m = —b, n =1,
p =c. Vratme se opét k rovnicim (28) a (29). Rovnice
M=0, N=0, P¥)=0

znall ndm rovnice t¥{ kruh@. Témto ptipadaji tudiZ imaginarné
kruhové body tbézné spoleéné; z toho plyne a z tvaru rovnice
enveloppy

kdeZ

N2 — 4MP =0,
Ze jsou body tyto dvojnymi a to dvratnymi, jak jsme ze tvaru
rovnice (32) byli shledali.

Pripad, kdy pol opisuje danou cissoidu.

8. Nyni uvaZime bliZze pifpad. kdy pol P opisuje danou
cissoidu. V pripadé tomto splynou dva vrcholy trojihelnfku
styku s pélem P. Budiz

Uy = Uy — ¢
parametr téchto dvou splyvajicich bodd styku s polem P, a para-
metr tfetfho bodu styku budiz u,; je patrno, Ze je nyni pél P,
dany parametrem ¢, tangencidlnym to bodem ttetfho bodu styku
u,. POl P, jakozto bod cissoidy s parametrem ¢ md v pripadé
tomto za soufadnice

*) P=0 ge sklddé z rovnice pi{mky
20 — an — 2ac = 0,
a z pfimky tbézné, na niZz imagindrné kruhové body lezi.
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p— a
- 1+t21

a
Y= t(1 +t2) ’
a poloZfme-li nyni tyto hodnoty do rovnice (3), vytkneme tim
Jiz, Ze p6l P je bodem dané cissoidy a ze pfi proménlivém
parametru ¢ tuto vytvofri. Jest v pripadé tomto:
3z

- — 3
2y - !t'l
t—a __t*
2y — 2
a rovnice (3) pfejde v nésledujicf
3
u’—gtu"-{-%:O. (32)

AvSak v bodé P sjednocuji se dva body styku, musi byti tudiz
t dvojnasobny kofen této rovnice, to jest

(v—1t)*=0,
jejim faktorem. Skute¢né miiZeme rovnici (32) téZ psati

(uw — t)"(u -+ 2£) =0.

Zkratime-li faktorem (u — ¢)% jenz se vztahuje k polu *) P, ob-
drzime

¢
u + § o O.
Jest tudfZ parametr tfetiho bodu styku
U= U —=— 2£

I zde miZeme v uZsim slova smyslu mluviti o téZisti. Vzhledem
k rovnicim (4) jsou

*) Lezf-li tfi body cissoidy na piimce, je soudet parametrii téchto bodé
roven nulle. Tato relace plati pro raciondlné kiivky tfetfho stupné
a tretf tfidy vibec. Viz pojedndni: Rationale ebene Curven dritter
Ordnung 1. c. Bd. 66, pg. 137. ProloZime-li bodem ¢ cissoidy pfimku,
protind tato cisgoidu v daldich dvou bodech ' a ', plati tudiz
t+o' + " =0. Je-li v =" —=u, piejde tato relace ve ¢+ 2u, —o,
z které opét plyne ul:—i2 co parametr bodu styku teény jdouct
bodem ¢ cissoidy.
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8
o
8

i
+ o+

2y

]

U

"=

o

soufadnice tézisté, kdeZ xy jsou soufadnice polu P s para-
metrem ¢ a (x;, y,) soufadnice tfettho bodu styku s parametrem
t
—
Jednodussi jest vSak, upotfebiti ihned relacf (8) pti vy-
pocteni soufadnic téZisté, jez v piripadé tomto ptejdou ve

Uy

Py = Ota

=0
2 ) " (33)
Ps=—3g

Uvedeme-li hodnoty tyto do rovnice (7), obdrime p¥fmo,
zkrativie cinitelem (¢, 4 1):
R Sy R et
=14 u t*+1) ¢ +4)
Zs.‘ ~h =—26 -
k=1 (1 4 uz) #+41) t*4-4)°

tim je
¢4 2
£ = 2a ——— "
GESSTNCEY 60

t
=R e
Jest tudiz misto tézisf, opisuje-li pol danou cissoidu, racio-

nalnf kiivka Ctvrtého stupné. Ktivka lezi celd v konecnosti, a mi
v pocitku soutfadnic bod dvratny piislusny k parametru ¢ = oo.
Ubéiné body této kiivky maji parametry

l, = Vj, ly = — v:T,

=2Y—1, =—2Y—1.
Viak dva a dva parametry a sice ¢, a t,, pak &, a t, urcujf
vidy jeden a tyZ bod a sice imagindrny kruhovy bod v ne-
kone¢nu t. j. imagindrné ubéiné kruhové body jsou dvojnymi
body kfivky. Krivka ma tudiZz bod dvratny a dva body dvojné,
jest tudfZ paté tiidy.
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Rovnici této kiivky obdrzime ve tvaru F(§, ) = O elimi-
naci parametru ¢ z rovnic (34). Eliminaci tuto nejjednoduseji
provedeme ndsledujicim zpisobem. Podfl obou rovnic (34) je

*+2 &
¢ _——,'71 (35)
tudfz je )
é
P42 =—2t,
+ n

t2—|—1:—%t—|—1,
ﬂ+4+—%Hﬂ.

PoloZime-li hodnoty tyto do druhé z rovnic (34), obdrzime
po redukci, pokrativie spoleénym ¢initelem %,

E2 -y (2a— &)t — 292 =0. (36)
AvSak rovnici (35) miZeme téz psdti: _
7%+ §t 24 = 0, (37)

a vyloucime-li nynf z téchto dvou rovnic parametr ¢, obdrifme
co hledanou rovnici kiivky
(& + 1) — ak (£ + 77 + 272 =0.  (38)
Piejdeme-li na soufadnice poldrné, obdrifme '
7* — ar cos ¢ -+ 2a%in*p — 0, (39)
tudfz je:

) g(cos ¢+V9cos’p —8).

Kazd4 ptimka jdouci pocdtkem soufadnic protind kiivku
(obr. 2., pg. 110.) ve dvou bodech realnych (mimo bod Gvratny),

dokud je sing= 1. (40)
Je-li

sing = 4,
sice jest

@, = 19928°16°H",
splynou oba priseky, a pffmka je tecnou Tg,. Jest viak vidy
pfi podmince (40)
cosp > \/9cos?p — 8,
a jelikoZ se rovnice kiivky neménf, piSeme-li — ¢ misto ¢,
plyne opét, Ze je kiivka soumérna k ose X a Ze leZi celd na
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positivné strané osy tsecek. Kiivku tuto miZeme snadné se-
strojiti z nasledujfci tabulky, kde jsme polozili 0OA = a¢ = 1.

+t z ¥ +¢ = Fu o
3 0169 | 0046 1 06 | o2 |
2 03 01 09 064 0218 |

15 | 042 014 o8 | o711 | o215 |
1Y, | 0.46 016 05 084 019 |
1Y, | 0505 017 v, 09 014
12 | 052 018 A 095 011

| 11 | 054 0191 02 097 | 0095

Mohli bychom arci i cestou geometrickou dojiti do kon-
strukee této kfivky, jak v ndsledujfcim ukiZeme, aviak konstrukce
sama nebyla by jednodudsi.

Jelikoz je
oM
PM’

najdeme u, :——%, prodlouzime-li PM pies bod M do bodu Q
o délku MQ — 2PM. Jest nynf{

t = cot (POM) =

oM ___,0M_ ¢
QM—™ *PM™— 2’
spojnice ¥) OQ, jejiZ je rovnice
14
- '2':'/ =z,
prot{nd cissoidu v hledaném bodé o parametru w, = — % Spoj-

nice Pu,, jest tangentou cissoidy v bodé », a t&zisté je dano
relac{

PT__,

u, T *
Tfm bychom mohli snadné ku kazdému bodu P cissoidy sestrojiti
pifslusny bod T a tim i kfivku co misto bodd& T.

*) Viz &l. 1.
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Plosky obsah celé kiivky vyjadfuje ndm integral
o0 2 (44 2
p= [nat :.160;z @46

an E+1)%*+4)°
Jest viak
#4446 1 3 4 2
e e ey v o
1 2 §
oo T e el
a dile je
f (t2+4)~ f (t"—}-l)"’
d . _2n—3
f(t2+1)”_J"—2n—2J"_1’
tudfZ je
16a? i
P=—57 [ Jz J]—-37‘(2

Uvazime-li, Ze je plocha mssmdy omezen4 kiivkou a reilnou
2
assymptotou rovna 37:(%) , dojdeme do zajimavého vysledku,

ze je plocha kiivky tézisté, opisuje-li pol danou cissoidu devaty
dil plochy cissoidy dané.

9. Kruh opsany trojuhelniku styku ptejde nyni ve kruh,
jenZz se dotykd cissoidy v polu P a probfhd bodem cissoidy,
jemuZ je pol bodem tangencidlnym. Rovnici tohoto kruhu ob-
drZime, uvedeme-li v rovnici (14) podminky (33), které pro
tento pripad platf.

Obdrifme takto
K,=3t* (8* + 1% — a (4 4 9t?) £ — 2at?*y | 4a®> = 0.
Jest tudiz K,=0 rovnice kruhu, jenZ se dotyka cissoidy v bodé

ta ji protind v bodé v, = — % Daldf priisek tohoto kruhu
8 cissoidon snadné najdeme, neb jest soucet parametrii priseki

kruhu kteréhokoliv s cissoidou roven nulle ¥).

*) Viz zminéné moje pojednéni pag. 147.
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Jest tudiz parametr tohoto priseku
; 3t
W=—=— 3u,.
Z rovnice K, =0 plyne, Ze kazdym bodem roviny cissoidy pro-
bihaji étyri kruhy a kaZdy z nich protind cissoidu v bodé, jenZ
mé bod styku piisluiného kruhu za prislusny bod tangencidlny.
Pravili jsme, Ze kruh K, dotykajici se se cissoidy v bodé
t, tuto ve dvou bodech protind a Ze je parametr jednoho prii-

seku —2£, druhého — 32¢. Rovnice spojnice téchto prisekii zni:

6% 4 (4 + 1t*)x — 4a = 0.
Enveloppa téchto spojnic je pribuznd (affini) kiivka cissoidy.
Prisek této spojnice s cissoidou snadné najdeme. Jest totiz
symetrickfm bodem k ose « ku bodu tangencidlnému pélu P,
tudiz bod, jehoZ parametr je 2t
Vratme se opét k rovnici kruhu K, = 0. Soufadnice stredu
tohoto kruhu jsou

£ a4+ 9

179 3t
_a

'71—3_t-

OpiSe-li tudiz p6l P danou cissoidu, opiSe stied S raciondlnou
krivku c¢tvrtého stupné a paté tifdy (majici trojndsobny bod
v nekonecné vzdalenosti vznikly sjednocenfm se dvou dvojnych
bodit a jednoho bodu tvratného). Rovnici jeji ve tvaru
F(&,m) =0
najdeme, vyloué¢fme-li z téchto rovnic proménlivy parametr ¢.
Obdrzime tu
219} (a® -+ 4 n}) — 2a%, = 0.

Co se tkne sestrojeni stiedu S, miZeme nejdfive sestrojiti
tecnu v bodé P, na ten neb onen zpiisob*). [Uciiime MQ’ = { PM.
Spojnice OQ’ protina cissoidu v bodé tangencidlném bodu P; a tim
je spojnice tohoto bodu s P, hledanid tecna]. Normala bodu P,
protind kolmici ve stredu tétivy Pu, sestrojenou ve hledaném

*) Jiny zplsob zakldd4 se ve geometrické definici cissoidy, viz Vandtek
1. c. 39,
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bodé 8. Mazeme viak i ctvrtého priseku *) kruhu K, s cissoidou
upotrebiti, totiz bodu, jehoZ parametr — 3¢ Spojnice tohoto
bodu s bodem wu, je téZ tétivou kruhu K, a kolmice ve stiedu
této tétivy probihd tudiz stredem kruhu S.

Co se tkne konstrukece bodu — 3¢, naneseme ON’ = 30N
a N'L =Nu,. Spojnice OL protind cissoidu v hledaném bodé

M
3t

IL

Viastnosti trojin pat normal bodd ha cissoidsé.

Normédla ma smérnici negativné reciprokou oné, jiz mé
tangenta. Jest tudiZ smérnice normaly bodu u

2u?
A——1+-3u2’

a tim je rovnice normaly bodu u

a _ 2u3 a
YT ud )~ 153 (“”‘1 +u2)'
Provedeme-li naznacenou operaci, obdrzime
(14w [u(l + 3 u?)y + 2u'x — a(1 4 2u*)] = 0.
Zkratime-li nyni Cinitelem (1 - »?), jenz ndm pravi, Ze cissoida
imagindrnymi dbéZnymi body kruhovjmi probihd, jez pocet
normal o dvé redukuji *¥), obdrZime rovnici normaly:
u(l + 3u?)y + 2ue — a(1 + 2u?) = 0. (1)

Rovnice tato poddvd nim vztah mezi soutadnicemi libo-
volného bodu (zy) normély a mezi parametrem paty normély.
Povazujeme-li bod (xy) jakoZto dany a parametr u co neznimy,
mizeme z této rovmnice nalézti parametr paty normély. Jest
viak rovnice (1) vzhledem k parametru paty stupné ctvrtého
z Cehoz plyne, Ze z libovolného bodu (xy) roviny cissoidy na
cissoidu Ctyfi normaly spustiti miZeme.

Normaly cissoidy jsou tangentami jeji- evoluty, jest tedy
pocet normal tiidou evoluty t. j. evoluta cissoidy je tfidy
¢tvrté. Tangencidlné soutadnice evoluty jsou:

*) K¢ dotyké se cissoidy v bodé P, coZ platf za dva priseky. ‘
*¥) Dr. Em Weyr: ,0 evolutdch kiivek rovinnych“. Cas. jedn. dil IIL
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_ 2ut
b= T 2u?)’ .
_ u(l43u?) 2)
T )
Rovnici evoluty obdrZeli bychom ve tvaru F(§,7) =0 vy-
louCenim parametru u z rovnic (2).
Soutadnice proménlivého bodu evoluty obdrzime, feSfme-li

rovnici normédly N =0 a jej{ derivaci gg =0 dle x a y.
Obdrzfme takto
—— 6u? 41
— a——6u4 ’

_ o
V=134

C)

Jest tudiZ evoluta cissoidy raciondlnd ktivka ¢tvrtého stupné
a Ctvrté tifdy. Eliminaci parametru » obdrZeli bychom

512a% -} 288a’y? 4 27y* = 0, ®)
co rovnici evoluty cissoidy v soufadnicich bodovych.

2. Vratme se opét k rovnici normély (1). Lezi-li bod (xy)
na cissoidé a pfipadd-li mu parametr «', representuje jiZ onen
bod » sdm jednu patu. MiZeme tudiz z bodu cissoidy pouze
tfi normdly na cissoidu spustiti. Bychom nasli parametry pat
téchto normédl bodu u’, uvedme hodnoty za z, y do rovnice
normély. ObdrZime takto, zndsobivie jmenovatelem w’'(1 - w’?)
a zkrativie veli¢inou a

u(l + 3u?) + 2w’ — (14 2u?) (1 +«*)w =0. (6)

Rovnice tato musi miti spoleény faktor (v — w’), jelikoZ,
jak jsme jiZ pravili, bod « sdm jako patu jedné normdly po-
vazovati miZeme a tim je +«’ kofen rovnice (6). MiiZeme totiZ
rovnici (6) téZ psati

(v — )+ u® — w3+ 2y — ') 4 2u’(u? —w?*) =0
a skratfme-li nynf spoletnym C¢initelem (u — u’), obdriime
2w'u® 4 (3 + 2u*)u? 4 wu 4 (1 4+ w'*) =0. )

Z rovnice této patrno, Ze z bodu »’ na cissoidé tfi normdly
spustiti miZeme na cissoidu (nepocitaje arci normdlu v bodé
%’ samém, jiz jsme zkrdcenfm faktorem (u — ) vylou¢ili), a para-
metry pat obdriime jakoZto koYeny rovnice (7). Mezi parametry
pak plati patrné nésledujic{ relace



3+ 2u?
i B
Py = Suyuy, = — }, ®
14 w?
Py = Su, uyuy = ———;:1;;—-.

Rovnice (7) md pouze jeden koFen redlni.

3. Rovnice (7) ma vidy dva kofeny komplexni, pro kterou-
koliv hodnotu parametru «’ t. j. z bodu ' na cissoidé mizZeme
pouze jedinou redlnou normélu spustiti, dvé ostatni normdly
jsou imaginirné. Bychom toto dokdzali, pfevedeme si tilohu tuto
na jinou, totiz dokdZeme, Ze plocha trojihelnika pat normal
pro kterykoliv bod «’ je vidy imagindrnd, t. j. Ze trojihelnik
sdm je imagindrny. Oznacime-li kotfeny rovnice (7) uy, u,, u,
a trojihelnik pat 4, jest jak zndmo

a a 1
TFw A

a __a {
14w, wy(l +uj) ’

a a4
TFw )

Odstranfme-li jmenovatele v prvcich determinantu, obdrZime
2 uy 1w (1+4uj)

24 =

a
M= | 1 w(l+w))
b_IITu,.(l-l—u,.) ug 1 wuy(14uj)
&3 1w ug
= ————| 1% u, u}
Mu(l4u) [ 1wy u?
A=1
Jest viak
1w 1 w 1 w
Low, wy|=2u |1 w u)|=p, |1 u |,
1w, ul 1 u, u? 1 u, wu
tudfz je
1 u, u?
2 1 %
24:——#’———— 1w,
Iuy(14-un) | 1wy w
AL
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3 a2
Jmenovatel ITus(1+4u;) je symetrickd funkce kofeni
h—1

rovnice (7), mizZeme ji tudfz vyjadiiti racionalné pomoci koef-
ficientd této rovnice; jest totiz

hj]un(l—l—ui) =ps[(1 —22)* + (p, — P3)*):

Determinant
1w, u}
Lowy ul | = (uy — ) (4 — ) (43 — u,),
1 u, u}

jest funkce stifdavd, tudiz je ctverec jeji symetrickd funkce.
Jest totiz:

1w w?)? 3 Zu  Zu?
1 u, u!| = |Zu Zu? Zud|.
1 u, wu? Zu? Zud Zut

Pomoci Newtonovych vzorci mizeme vyjadiiti Zur jakozto
raciondlnf funkei koefficientd rovnice (7). Obdriime takto :

1w, w?|®

1w, w}|=

1 uy uj
3 —n p; — 2p,
—P P —2p, —pi+3p,p, — 3py .
Pi—2p —pi+3pp, —3p; pi—4pip. +4pips + 2p;

Determinant na pravo ptejde po malé redukei ve

3 . Py Pe
y 2 Py 3p,
—pi+4p. 3ps pips

VloZfme-li nyni do tohoto determinantu hodnoty za ps
z rovnic (8), obdrZime, odstranivie jmenovatele

1 6u 3 4 2u? u
1602 3 4 2u? u 3(14u? ‘
"= B+ 2uh)?48u® 6(L4wuHu (14 u?) (34 2u?)

Zndsobime-li nynf prvy Fddek veliinou » a zkrdtime-li
touze veli¢inou sloupec druhy, obdrZime:
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{ 6u? 3+ 2u? u?
1'6—1:5 3 + 2u? 1 3 + 3u? .
— (3 +2uh)*+8u® G4 6u* 14 5u®+ ut

Vyéislime-li determinant tento, obdrZime

2|2
Ty w 90 - 313 u® - 470 u® 4 202 u® - 16u*
1wy, ul| =— — .
2 16w
1 uy u

PonévadZ je ctverec determinantn negativny pro kazdou
realnou hodnotu parametru w», je tim determinant sdm imagi-
narny, tudiz je i vyraz pro 4 imaginirny. Z toho plyne, Ze
rovnice (7) ma pouze jediny kotfen realny a jeden musi miti
realny, neb jest stupné lichého, a ostatni dva kofeny jsou tim
imagindrny, ponévadZ je vyraz pro plochu trojihelnfku pat
imagindrny.

Tezisté trojihelniku pat.

4. Trojahelnik pat ma tudiZ pouze jediny vrchol realny,
ostatni dva vrcholy jsou imagindrné. Predce vSak je téziSté
tohoto trojihelniku realné. To je patrné; neb je-li , parametr
realného vrcholu (,, y,), a jsou-li w,, u, parametry vrchold
imagindrnych trojihelniku pat, je

u, = p + g,
u; =p —1ig,
tim je:
x, = f (p+ 1q9) = P + Q,
xy =f(p—iq) =P —Q,
tudiz je

gz__ﬂ_“{‘wz‘i‘”a :x1+ 2P
3 3
realné, a zcela obdobné to i v n plati. Soufadnice tézisté troj-
thelniku, jenz je vepsdn cissoidé, poddvaji nam rovnice (4)
i (7) prvého dilu. Uvedeme-li do téchto rovnic podminku, Ze

vrcholy trojihelniku jsou paty normal bodu*) ' pomoci rovnic
(8) obdrzime:

*) V nésledujicim piSeme « mfsto «’ k vili jednoduchosti, neb po-
chybnost zde nemizZe nastati.
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a 3-4u’
3144’
. a u?
K s RO

Tato krivka lezi celd v konecnosti, ponévadZ parametry
bodd nekonecné vzdilenjch jsou imaginarné, totiz + ¢, + 2.
JelikoZ prvnf z rovnic (9) miZeme psdti:
u'l

f=at 3w

E=
®

je patrno, 7e posineme-li rovnobézné soustavu soufradnic v sméru
positivné osy o délku « t. j. vezmeme-li bod O’ za pocéitek
soutadnic, obdrZime misto rovnic kiivky (9) nasledujici:
£ o 0 u?
T3 1 W
a * u? (29)
hETE AF ) E )
Vylou¢ime-li z téchto rovnic parametr , obdrZime rovnici
ktivky ze tvaru F (& %,) =0, totiz:

9€} (& +m}) — 3aé, (81 -1 249") 4~ 16a’; = 0. (11)
Na tyz zplsob, jako ve ¢lanku osmém ptedchdzejictho dflu,
dojdeme i zde ku sestrojeni kiivky, kterd je uzaviena a roz-

prostird se od & =0 do & = i;-.

Ktivka je paté ttidy a plosky obsah jeji je:

» da? p° widu a)?
p—[jldg—_g_0(1_‘_“2)3(4_1_“2)_;'”('1—0)

Stred kruhw opsaného trojihelniku pat.

5. Nafli jsme ve pfedchdzejfcim dilu (14), Ze je rovmice
kruhu opsaného trojihelniku, jehoz vrcholy leZi na cissoidé:
2

2 2y | & > L — M e
P (& +n)+p3(1+1>1 P)é pa(p,pz Pa) N pa—O-

Vyjadifme-li pomoci rovnic (8) podminku, Ze zminény troj-
Ghelnik je trojihelufkem pat, obdriime co rovnici kruhu opsa-
ného tomuto trojihelniku :
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(1 4+ w® (3 + 2u?) (8% + 9°) + a [9 + 14u® + 4u*] & 4 aun —
— 4a%u® = 0. (12)

Soutadnice stredu tohoto kruhu jsou tudiz
£ —_ 08 9 | 14u’® + 4u?
2 — 2 2)
T2 (1+u)(3+2u) (13)

"= (T e
Posineme-li rovnobézné soustavu souradnic do bodu O/ (—a, 0)
co nového pocdtku, coz se provede tim, Ze pfseme £, +a =¢,,
7, =1’y , prejdou rovnice (13) v nasledujici:

g,—_ 2 3+ 4u®
2 (l+u2)5‘3-{—2u2) (14)

2 A Fe)BF oy

Jest tudiZ misto sttedu racionalni kfivka ¢tvrtého stupné
a, jak bychom se snadné ptresvédCiti mohli, paté tridy. Mat
kromé dvou dvojnych bodd imaginirnych realny bod dvratny
v pocatku soutadnic O’.

Obraz kiivky této, kteraZ lezi celd v konecnosti na nega-

e
Ng—

tivné strané osy X od &, =0do ¢, = — %, obdrzeli bychom

tymz zplsobem, jakym jsme diive postupovali. Blizsf vysetio-
vani jednotlivych kiivek nepoddva Zadnych obtizi, a tudiz mu-
Zeme je zde prejiti.

JelikoZz ku kazdému bodu = cissoidy piislusi uréity kruh
pat K, =0, dany rovnici (12), plyne, Ze opiSe-li bod  cissoidu,
zahaluje soustava prisluSnych kruh@ ktivku desatého stupné.
Rovnici jeji bychom obdrzeli, kdybychom diskriminant rovnice
(12) vzhledem k parametru » polozili rovnym nulle. *)

*) Toto pojedndni vyslo v ,Rad jugosl. akademije* kniha 61.
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