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a ponévadZ
g (W), = — 2,

("), + qw), =0
7 &eho# dle (7) soudime, Ze body u, u, u, u, skuteénd na tom-
téZ kruhu se nalezaji, jak dokdzati jsme chtdli.
Pii jiné piflezitosti ukdZeme, jak vyhodné lze parametri
(v) k teSeni jinych rozmanitych o kuzeloseckdch jednajicich
aloh poufZiti.

mame koneéné

Geometrické upotfebeni nékterych poutek

0 determinantech.
(Sepsal Prof. Dr. . J. Studnicka.)

Kdo se chce vycviciti v uziviani zdkladnich poucek o de-
terminantech platicich, nenalezne snad vdéénéjsiho pole nad
analytickou geometrii jak v rovin¢ -tak v prostoru. Neb tu
vyskytuje se stile feSeni rovnic, vylulovani rozlicnych velitin
jakoZ i pretvorovani vyrazii, samé to ulohy, kteréz, jak znamo
z déjin theorie determinantd, prvnf podnét daly k jejimu vyvinutf.

A jelikoZ nynf jiz na lepSich Skoldch stiednich moZnd si
zjednati nejprvnéjifch zndmosti determinantl, sestavil jsem tuto
analyticky rozbor trojihelniku a Ctyrsténu, abych ukazal, jak
prospesné se tu pouzivda nékterych jednoduchych vlastnosti téchto
zajimavych vyrazit kombinatorickych, doufaje, Ze mnohy tim
bude povzbuzen k d®fmu studiu v obora tomto.

1. 0 trojihelniku.

Nejjednodussim spisobem uréi se analyticky trojihelnik
v roviné, ustanovi-li se bud pravouhelné souradnice jeho vrcholi
neb rovnice jeho stran, nacei se snadno vypolitd obsah jeho,
urcéi délka stran a vySck jakoZ i velikost uhli jeho.

Znadi-li v pifpadé prvnim 2, y. soutradnice bodu B, bude
plocha trojuhelniku B, B, B, — obr. 7. — patrné

P = @+1I+1D)— @) — @;
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|
B
7 2 3
obr. 7.
pouzijeme-li tedy znidmého vzorce, ustanovujictho plosky obsah
lichobéznfku, obdrifme tu
2P= (z3—=,) (¥,+¥) — (@, —2,) (Yaty,) — (23—2,) (¥5+9)
=2 (%—Ys) + % (Y3—y) + % (N—9.); :
di-li se pak vyrazu tomuto tvar determinantu’)

z 1
A=z, y, 1| = (123), (1)

Zy Y3 1
povstane konecéné pro plochu trojihelniku jednoduchy vzorec
2P = 4 = {123). &)

Kdyby vsak druby bod byl tak poloZen, Ze by piisluSné
y, protinalo protéjsi stranu trojuhelniku, kdyby tedy na pi. byl
v B, méli bychom pro plochy B, B‘, B, vyraz symbolicky

2P = —(123)=(132).»)

Konetné budiZz tu jesté poznamendno, Ze determinant A4
moZnd zjednodusiti odeéftinfm prvki jednoho Fddku od prvki
radkd ostatnich,®) ¢imZz se obdrzi, oznalime-li podiizené deter-
minanty pifslusnymi pfsmenami velkymi, *)

24=X,Y)=X,Y) =(X1,). 3

Ze vzorce (1) jde na jevo, Ze pro 4 =o jest i P= o,
z ¢ehoi jde, Ze tu vSechny tii body lezi v¢@dné piimce; a naopak
lezi-li t¥i body v jediné piimce, musi 4 =o.

Abychom ustanovi-li délku jednotlivych stran tohoto troj-
uheélnfku, pouZijme znidmych vzorci

W = (@—2)*+ (—1)* = X,*+ Yl.2’
L = (@3—2) 4+ (1—9,)* = Xzi‘i‘ Y% (4)
L= (0, —2,)"+ (1,—%)' = X3°+ Y2

%) Viz Studniéka ,0 determinantech® pag. 20.
%) ibid. pag. 22.
%) ibid. pag. 26.
4) ibid. pag. 17.
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Délky kolmic neb vySek trojihelnfkovych obdrii se pak
ze vzorce
2P =p h =p,l=p,l, =4,
z néhoz jde pitimo
. a4 A Aa
: plzTa pzz'i_’ p3:‘l_' (5)
1 1

3
A podobné uréi se sinusy dhli trojihelnikovych pomoci
vzorce
2P =1 l,siney; =1, l,stne, =1, 1, sine, = 4,
z néhoz se bezprosttedné obdrii

A

stno, = -y S e, = , Sme, = A (6)
172

A
A A

Ze vzorcl téchto jde na jevo, Ze v stejnostranném troj-
tihelniku, kde tedy
h=bL=1,
zdaroven plati ‘

) v :1.72 =D,
S e, = Sine, = Sin e,

Znajice vzorec (1), ustanovime snadno i v druhém piipadé
obsah trojthelniku, jehoZ strany uréeny jsou rovnicemi

a,z+by+te =o
8, 24by+c =o ™
a,z-+by+te,=o.

Resime-li totiZ tuto soustavu rovnic, spojujfce je po dvou,
zjedndme si napied soufadnice prisekd, tedy vrchold trojihel-
nikovych, naceZ jen tieba hodnoty takto obdrZené dosaditi do
vzorce (1), aby se ptislo k ecili. -

Oznadime-li determinanty, které se tu vyskytnou, pifslus-
nymi pfsmenami velk:y"mi, obdrzime z rovnice druhé a tietf®) .

o= . _ B
=7, Y = c,’
z rovnice tret{ a prvni
2, = Ay Yy = E:. 3
2 02 ? 2 02
a konetné z rovnice prvni a druhé
A, B,

xszﬁ;r ?/3:5—’
_ 3

%) ibid. pag. 29.
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zavedeme-li tyto hodnoty do vzorce (1), obdrifme tedy, vylou-
¢ivie spolecného délitele °)

=, L |25
— 0 0 (0 | 22Dl |-
GGG A3 By C,

Ale prvky posledntho determinantu jsou subdeterminanty
pifslusné k soustavé (7) aneb k determinantu
a, b, ¢
d=|ayb,e,| ®
a; by g
z Celioz jde, ze hodnota jeho, jelikoz jest stupné tretiho, rovna
se druhé mocniné pivodniho determinantu 47); jest tedy
A‘Z
2P = RN ()]
Jestli tu 4=o0, jest i P=o, z éehoz jde na jevo, Ze
vSechny tii pifmky protinaji se v jednom bodé a naopak; pro-
tiaji-li se tii ptimky v jednom bodé, musf pifsluiné 4= o. &)
Znajice vzorec (9), miZeme jednoduchym spisobem vyjadfiti
i vySky trojihelniku i délky jednotlivych stran jakoZ i velikost
ihli jimi azavienych.
Znaci-li I, délku strany mezi bodem B, a B, leifcf a P,
prislusnou vySku neb kolmici s protéjstho vrcholu B, na ni
spusténou, bude i

2P=p, 1, (10)
kdeZ se p, analyticky ustanovi vzorcem
' = 5% T8¢ e
», = = H
V_al +bl

dosadfme-li tedy: do tohoto vyrazu za z, a y, znimé Jiz hod-
noty a polozfme-li vSeabecné

Va’+b? = w, (11)
obdrZfme pfedeviim pro vysku vzorec

p, = a4, +b, B, +¢ C,
' C, p, ’

€) ibid. pag. 23.
7) ibid. pag. 4o.
%) tbid. pag. 31.
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aneb slozime-li Citatele v 4, °)

= A
# Ciu’
a podobné _ 4
' v, — Cu,’ 12)
A 10)
TS

Spojime-li pak vzorce (9), (10) a (12), obdrifme bezpro-
sttedné dale

R .

l,= 4 c,C
. W

l, = .403 o (13)
— My

L= AU‘ -

A ponévadz tu
=l sina,, p, =1 siney, p,=1sine,,
oznatime-li whel leZici proti strané I kratce a;, obdriime po-
moci vzorcli poslednich
G,

simo, = ——
o Uy
C
sina, = i ; 14)
h = (
. C,
sin oy, = T
“y U,
U stejnostranného trojihelniku plati
L=L=,

z &ehoz jde, Ze tu
O, =u, 0, =p, G, =k,
naceZ z poslednich vzorci se obdrif

A
Dy, =Py =Ds :Ta
k

sine, —sino, =sine, = ————,

W Uy

9) ibid. pag. 17. .

19) JelikoZ ur mé oznacen{ -, volf se v jednotlivich pripadech tak, ahy
& bylo positivnf.
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z ¢ehoZ plyne pro %k vyraz

1. 0 Ctyrsténu.

Zcela podobnym spilisobem moznd provésti analyticky roz-
bor Ctyrsténu.

Znadf-li v prvnim piipadé vieobecné zr, i, 2 souradnice
bodu B: a chceme-li ustanoviti obsah &tyrsténu B, B, B; B,
— obr. 8. —, jehoZ rohy jsou urceny soufadnicemi pravodhlymi
Z, ¥y, 2, rozloZme hranol s jehlancovym zakoncenim na tii hranoly

124B,B, B,, 234B,B, B,, 123B, B, B,

N

obr. 8.

a odedtéme od soutu téchto t¥i hranold dopliujici hranol
' 134B,B, B, .
Obsah trojbokého hranolu O, jehoz tii vysky jsou kg, h,,
h, a zdkladna b, uréuje se, jak zndmo, podle vzorce
30 =0b(h, +h,+h);
v piipadé tomto jest & trojuhelnik, jehoZ vrcholy jsou uréeny
soufadnicemi z, y a plocha tudiZ vzorcem (1), takZe vieobecné

bude
60 = (mnp) (hy + b, + hy).

Pouzijeme-li tohoto pravidla splisobem dtive jiz vytknutym,
obdrifme tedy pro obsah étyrsténu

T=B, B, B, B,
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piedevsim vzorec
6T=(123) (2, + 2, + 2,)
+(B24) (5 + 2 +2)
+(421) (7, + 2+ 2)
—(143) (2, 42,1+ 2),
z néhoz jde, spofdddme-li vyraz na pravé strané podlé jedno-
tlivich 2 a pouZijeme-li zndmé stejniny
(mnp) = — (nmp) = — (pnm) = — (mpn) '),
6T=2[123)+ (4214 (341)]
—2,[(124) +(423) +(321)]
+2,((128) 4 (324) + (341)]
—2, (@349 +(412)+ (143)];
spojime-li pak determinanty v zdvorkdch obsaZené, majice na
zieteli, Ze podlé ob. 8.
(142)=(123)+ (324) 4 421),
obdrzfme déle
6T—2 (234)—2,(341)+2,(412) —2,(123),
coz se di sloziti podlé znamého pravidla '?) v
“ 291
aT—=| %Y 1
2323 Y 1
72, 9,1
vyménime-li koneéné¢ druhy sloupec za prvni a pak tieti za
druhy *®), povstane konecné pro obsah étyrsténu vzorec podobny
(1), totiz

b

@ Y a1
| Tyl |

67 = 2 st 1 | — A, (15)

Ty Yy 2y 1

kteryZ mo7nd je§té znimym spisobem zjednodusSiti v

Ty —Zys Yo— Y s B2 — %
6T = &, — %y, Y3— Yo 73— %
Ty—33 Yy — Y31 75— %
Jak ze vzorce (15) jde na jevo, stane se I'— o, vSechny
body lezi tedy v jedné roviné, kdyz determinant 4—=o a na-

: (16)

1) jbid. pag. 22.
- 12) ibid. pag. 12.
’3) ibid. pag. 21.
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opak, lezi-li ctyry body v jedné roviné, musi determinant, se-
staveny z jich soutadnic podlé vzorce (15), rovnati se O..

Abychom uréili velikost jednotlivych ploch, pouZijme zndmé
poucky, Ze ctverec néjaké plochy v prostoru rovnid se souctu
-Ctverci pramétd této plochy na tii roviny soutadnicové, nacez
obdrzfme, znaci-li P: plochu leZici proti bodu By a Prmm) pri-
mét jeji na rovinu mn,

P® = P;(-ry) + P:(y:) + P/:(:,) 5
ozna¢fme-li pak subdeterminanty pat¥ici k 4 stejnymi pismenami
velkymi, bude dale
2Py =2 ,
2Py = Xi,
2Pk(z.¢) ) Irk,
z ¢ehoz jde, 7e vSeobecné
AP =X+ Yi + Zi = M, . Q7

Délky jednotlivych hran nelze jednoduseji vyjadiiti nezli

co vzdalenosti dvou bodli urcenych soufadnicemi, tedy vzorcem

b = (xi—x) + (i — )" + (2 — 2), (18)
ackoliv i tu moZnd vyraz na pravé strané poméry determinantd
nahraditi. ,

Co se tkne délky kolmic p; spuSténych s bodi B: na
protéjsf plochy Pi, ty ustanovi se snadno porovndnfm dvou vy-
razii pro obsah Ctyrsténu; s-jedné strany méame totiz podlé
vzorce (15)

6T =4,
se strany druhé pak, jak zndmo ze stercometrie,
6T =2P.pr = M pr
z téchto dvou rovnic jde tedy vSeobecné
' )
Dr =3 -

Abychom urtili dhly, jeZ jednotlivé plochy s sebou uza-
virajf, musime napted znéti ahly, jez uzaviraji s jednotlivymi
rovinami soutadnicovymi; a tu jest podlé znidmé poutky o pri-
métech, znadi-li ax, B, ¢ Ghly, jez uzavird plocha P s rovi-
nami XY, ZY a ZX,

Pi oy = Ps coso,
Pryy = Py cos fr,
Py = Py cospk,

(19)
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z CehoZ jde, pouzijeme-li ptedeslych vzorci,
Zy, X _ X
M, cos fr = AR coSyr = i,
Nazveme-li pak thel, jejz uzaviraji roviny P; a P, krétce -
(P: Px) a pouZijeme-li vzorce z analytické geometrie zniamého
cos (P, P,) = cose, cose, -} cosP; cosP, -+ cosp, cosy,,
obdrzime velmi snadno

cos (P, P;) =

oS 0y —

X X, + 1, Y,+ Z Z
J'_M M + (20)
Zavedeme-li sinus misto kosinusu, z;edneime si vzorce jed-
nodussi; obdrzimet pfedevél'm
MM — (X, X, +YY+ZZ)‘
sin* (P By) = ==~ 0 I
podlé vyzamu velicin M, a M, a podle zvldstni poucky o de-
terminantech platici '%) _]Ebt ale
Mi Mi - (X1X2 + Y, Y, JT"ZlZz)Z
=(X,Y,)'+ (¥, Z.)+ (%, X,)*;

14) Poucku pFislusnou mozna timto spdsobem oddvodniti:
JestliA:Zj: a, bz...ln, B:Z:‘td' ﬂz.. An ,C:Zj:Al Bz...Lu
plati jak znamc,

—A.B, (1)
Jjestli Av=a, et + 0, +...+ 1k,

Br=a,cx +b,0c4...+ LA, 2)

Lk =an ok 4+ bn P+ ...+ In A
Ponévadz C jest funkei veliéin Ak, Bk , ..., Lk, jde ze vzorce (1
YB_00 _0C 04 +. 9C OLk
dar  Qax Ok deax T Lk da
neb pouZijeme-li vzorcd (2)

p) B 0 0C 20 200,
A =g Ty T T
taktéz . 5t 5
0B J C
A2 =0, =240, e tbn =2
o = o s T Ty
I) B__ D c 20
A~ l oot n =
Ok Sy ‘ b
Zndsobime-li tyto rovmce, Jak po sobé jdou, poméry differencidlnimi
04 24 pp:

dak ’ bk T Ol
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dale platf o téchto determinantech stupné druheho sklddajicich
se ze subdeterminanti '%)

(X, Y,) = d (2, — 2,)
- (Y| Z‘.’,):d(xs_ 4)

(Z, X)) =4y —Y,),
z Cchoz jde, sefteme-li, uved$e napred na druhou mocninu, po-
moci vzorce (18)

(X, X))+ (Y, Z,)* + (24, X,) = 4°1; 5
dosadfme-li tedy tento vyraz do vzorce predeslého, obdrifme
kone¢né

- _ 4l
sin (P, P,)) = I, (21)
a podobné i ostatni az k poslednimu
41,
sin (P, P)—_Maﬂ,,'

"

a secteme-li na obo%i }'tranéch'obdriime, majice zietel k znamym vzorcim
a 24 4 *+ At 2=,

a il f oy °-——A

0470 B 04 D B 9 A D B_0C
— o v e e 3
Oar dak  Obx Ok T + Ok ke OKk ®
Jestli pak ve zvla§tnim pripadé vieobecné

a=a,b=f,c=y, tedy A=HB, (4)
obdrzi se koneéné vzorec svrchu uvedenou poucku vyjé,df-uj(ci
aak) (abk) T (azk) Dbk ' ®)

Jestli tedy na pf. 4 == + a, b, ¢, , bude
B, =a,’ 4 b,* + ¢,?,
B, —a,a,+b,b, +c,c, =C,
Cz = a32 + bliz + 082

04 _ 4
T)a—l"bzc’_b“c“Alf:cza“_a’c"’ _%.-‘;_:.(zzl)3 ~agb,’
2C
D_A—_BC — B, C,,

a (udiZ podlé vzorce (5)
(@3 403 +c2) (a3 + b3 +c2) — (a0, 41, b, + ¢, ¢,)?
= (@b, —a,b,)* + (b, ¢, — by ¢,)? + (¢, @, — ¢y a;)?
13) ibid. pag. 41.
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Abychom koneéné ustanovili hly, jeZ uzaviraji jednotlivé
hrany, pozijme znamych vzored (17) a
2P=absiny,
nacez obdrzime pro plochu P,
' 2P, =1,,1,, stin (234)
=1, 1, sin(342)
=l sin(423) =M, ,
z CehoZ jde bezprostiedné

sin (234) = Lol at. d. :

l‘£3 l34
Podobné se obdrzi v ostatnich plochich

sin(341) = . at.d (22)
l:M l!l

sin (412) =" M sk
l41 ll2

sin (123) = M, at.d -
ln l‘23 .

Abychom kone¢né vySetfili viechny poméry étyrsténu,
uréeného rovnicemi omezujicich rovin

az+by+cezt+d =o,
AT +byy+cz4d, =o, (23)
a2+ byy+e24dy=o,
a,x+by+e o4 d,=o,

zjednejme si predevsim soufadnice vrcholii; obdriime tu, spo-
jujice rovnice tyto po tiech,

z2,3 a4 x,:%:, yl:»gf, 2.2—“%11',
22,4, a1, n=g, = o o= -%:—, (24)
z4., 1. a 2. x:,:—;f, h= ZD?:’ 2,-,.2 g:_’
z1, 2. a 3. x,,:i‘%, y4=£‘:—, By = %7
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znadi-li 4, B, C, D subdeterminanty patiici k prvkim deter-
minantu :

- a, b, c d,
a, b, ¢, d,
A by ¢y dy |
ay by ¢, d,

(25)

Zavedeme-li hodnoty (24) do vzorce (15), obdrzime pak
pro obsah ctyrsténu T

A, B, C D,

61‘—_**_,1,,,_» 4, B, C, 2.

— D,D,D,D, A, B,C, D,’
4, B, C, D,

jelikoz ale prvky tohoto determinantu patfi co subdeterminanty
stupné prvnitho k determinantu (25), rovnia se, jsouc stupné
ctvrtého, tieti mocniné determinantu pavodniho, z &ehoz jde,
Ze obsah ctyrsténu vyjadfuje vzorec jednoduchy
43
=D,

Jestli tu 4—o, jest i T=o0, z ¢ehoZ patrno, Ze viechny
ctyry roviny protinaji se v jednom bodé a naopak, protinaji-li
se ¢tyry roviny v jednom bodé, jest i 7'=o0.'9),

Znajice vzorec (26) ustanovime snadno plosky obsah jed-
notlivych trojihelnikdt étyrstén omezujicich; jestit predevsim

3I'=P,p,,
znaci-li P, plosky obsah trojihelniku a p, -pifslusnou vysku
neb délku kolmice s protéjsiho rohu na néj spusténé; dale tu jest
a,z, “{tblyg_“clz!"i‘dl
| Vat+ot+et
aneb zavedeme-li hodnoty ze soustavy (24) a polozime-li vse-
obecné

(26)

P =

M=V o+, @7)
co koneény vzorec pro délku kolmice p,
A
2= Do

16) ibid. pag. 32.
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a podobné pro ostatni
sl
Pe=1p, a1,
Pomoci vzorce (26) a (28) obdrii se pak velmi snadno
vieobecné

(28)

po— LMD

*= 2D, D, D, D,

Jestli tedy ctyrstén pravidelny, plati-li tedy podminka
P=f=p=P,

(29)

jest patrné i
DM, =DM =DM =D M=—K,
z CehoZ se ddle pozndvd, Ze i
Ad
Dy, =P, =P =P, = K-

Abychom uréili thel a@,,, jejZ uzavird rovina P, s rovinou
P,, pouzijme zniamého vzorce

a ay 40,0+ cr 0,

COS Qpy =
- M, M, !
nacez obdrzime snadno vzoree
ap 0, 2 b,c & ¢, d
$in* Gpy = (@5,)* + (&, v_{l):i‘( » q) (30)

M,*M,* _
v jehoz citateli se vyskytuji podiizené determinanty stupné
druhého.
Chceme-li urciti délku jednotlivych hran, povazujme ji

jakozto vzdilenost dvou boddt v prostoru, naceZ obdrZime

=@, —2) -y, — )+ (e, — &)*
aneb médme-li_zictel k vzorcim (24),

g — (A Dy)"+ (B, Dy)* + (0, Do)’

12 — D 21)2
pouzijeme-li dale zndmého vzorce
@,b,) 4 =(C D,...Ly) ¥),

povstane z ného pomoci vzorce (30) koneéné

M, M,
hl2 =4 .DT—D—Z— sin dzg (31)

17) jbid. pag. 41.
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