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O kuZelosetkdch a jich kruzich zakFivenosti.

(Pfednéska, kterouz prof. Dr. Emil Weyr due 20. Fijua 1872 zapo&al novou
¢innost Jednoty Ceskych mathematiki.)

Pro veskeré tilohy, tykajici se pouze vzdjemného rozpoloZeni
. bodii téze kiivky, osvédéuje se byti velmi vyhodnym upotiebenf
jediné proménné veliciny — parametru —, jejimiz hodnotami
pak jednotlivé body dotyéné kiivky urceny jsou. Kazdd vlastnost
kiivky, tykajici se pouze vzdjemné polohy vice bodl této kiivky,
vyjadfuje se pak jistou rovnicf, do kteréZ vchazeji pak para-
metry onéch bodi. '

Jest-li mozna siiditi takovou souvislost hodnot parametru
a prislusnych bodd kiivky, Ze kazdému bodu jen jedind hodnota
parametru a naopak kazdé takovéto hodnoté jen jediny bod
odpovidd, pak nazyvamé kiivku ,raciondini®.

Takové raciondlni kiivky jsou i kuselosecky. Vrcholova
rovoice kuZelosecek p10 souradnice pravoﬁhlé zni, jak zndmo,

= 2px + q&* (1)

a pnslusna kuzeloseika jest cllipsou, parabolou neb hyperbolow
dle toho, jest-li ¢ = 0.

BudiZ » goniometrickd tangenta uhlu, jejz tvoif osa =z
s pfimkou spojujici bod (zy) kuZeloseCky s bodem pocatecnim
t. j. budiz:
Yy _
> = 2

PonévadZ kazdd pocCitkem prochdzejici pfimka kudelosecku
jen v jediném bodu protind (mimo pevny vrchol) a ponévadz
naopak kazdy bod kuZelosecky jen jedinou takovouto pifmku
uréuje a ponévadZ kone¢né hodnotou % ona pifmka a pifmkou

hodnota veli¢iny « 1plné uréena jest, tu soudime, Ze hodnoty
~ 5
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poméru w urcuji uplné a jednoznaéné (eindeulig, univocamente)
body ptislusné na kuzZelosecce. Veli¢ina « jest tudiZ parametr
druhu vyse vyznaceného a kuzelosecky jsou tudiz skutecné kiivky
raciondlni.

MiZeme nyni kratce mluviti o bodu #» naSi kiivky, ¢imz
vyrozumivime onen bod k¥ivky, jehoZ parametr (%) ma zvlastni
hodnotu .

Pravoihlé souradnice z, ¥ bodu » vyjadiuji se velmi jedno-

duSe pomocf parametru «. Neb z (2) plyne y = ux, coZ vlo-
Zeno do (1) ndm dd:

.
x= P
a dale: 3)
T
U —q

Souradnice stanou se soucasné nekoneéné velkymi, jest-lize
u? = q aneb v = *+ V¢. Nekonetné vzdilené body nasi kuze-
losecky maji tedy parametry -+ Vg a — Vgq. Jiz z tohoto vy-
chdzi na jevo, Ze kiivka jest Ayperbolou, je-li ¢ =0, ponévadz
pak Vg jest realnd a tedy i oba nekonecné vzddlené body.
Obdobné plyne, Ze pro ¢ << 0 mame ellipsu a pro ¢ = O parabolu.

Abychom mohli uréiti téZ parametry vrchold, sestrojme
sobé nejdiive vyraz pro smérnici piimky spojujici dva body
kuZelosecky u, u,. L

Je-li B thel pHimky w, , s osou z, tu mame, jak zndmo,

. T
N _ w’—q u’—q,
tgé T r—z, 1 1

aneb po snadné redukci,

Uy Uy - ¢
g = L 21— 4
= *)
Z tohoto vzorce plyne, Ze pifmka %, w, rovnobéznou bude s osou
z, jest-lize Uy +q=0,

a rovnobéZnou s osou y, je-li:
%, +uy = 0.
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Jsou-li u, u, wu, tii body naif kuZelosecky a jest-li u, u,
/kosex a u,u, || kosey, pak body u, u, jsou body protilehlé,
t. j. w, w, jest primérem na$i kiivky.

Mdme pro tento piipad rovnice:

u Uy +9=0,
y +uy =0,
z CehoZ ihned plyne:
Uy Uy —4q

co podminka, by body u, w, byly body protilehlymi.
Z rovnice (4) plyne smérnice tga pro teénu bodu %, udi-
nfme-li u, — u, =%, coZ nim da:

_u'tq
tga—T’ (5)

Smérnice asymptot obdriime, vloZfme-li do tohoto vzorce
%=+ 1Vgq, coZ nam di tge =+ Vgq.
Spojime-li kuZelosecku s libovolnym kruhem
2 4y?— 2 — 20y +m*=0, (6)
kde m=ea?t+pB%—r?

- a chceme-li uréiti parametry u, w, u, w, ¢tyf bodd, v nichz

kruh kuZeloselku protind, tu vloZme hodnoty z (3) do rovnice
kruhu (6), ¢fmZ po snadném zjednoduseni obdrZime biquadratickou
rovnici :

m* u* — 4fp u® - (4p* — dap — 2m’q) u* + 4fpqu

+ 4p* + 4apg + m*q®) = 0.

Koteny této rovnice jsou parametry prisekd kruhu a ku-
zelosecky. PonévadZ kruh jest tiemi body tplné urcen, nechd
se ocekdvati, Ze mezi hodnotami w, w, u, u, Yecenych parametrd
bude stdvati takové souvislosti, Ze kaZdd z nich ostatnfmi tfemi
uplné urcena bude. _

Pripomeneme-li si zndmou souvislost kofend a Ciniteld
rovnic, shledime z posledni rovnice, Ze :

4
(“)1,2 ‘%g)—i (w);= — gf,zq )
tak Ze tedy .
- . )3 +q@), =0, )
pri ¢emz
W)y = vy - vy -ty 14y,

() =ty Uy 105 Uy g 10y Uy Uy Uy - Uy 0y e
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Rovnice (7) vyjadiuje souvislost, o které jsme se drive
zminili a kterd ndm dovoluje ur¢iti jednoduchym spéisobem jeden
z Ctyt bodd w, w, u, w,, znidme-li ostatni tii. Rovnici (7) lze
povaZovati za podminku, by ¢tyry body w, w, w, u, nasi kuie-
“losetky na tomtéz kruhu se nalezaly.

Zajimav¢ jest upotfebeni rovnice (7) k ditkazu véty o kru-
. zich zaktivenosti, vytknuté slavnym Steinerem (viz Crelle sv. . . .)
a dokdizané analytickym spiisobem (viak jen pro ellipsu) slovut-
nym mathematikem Joachimsthalem (viz Crelle sv....) jakoz
i geometricky p. Augustem (ibid. sv....). Rovnice (7) ndm do-
voluje ndsledujici pro kuzelosetky viibec platnost majici vétu
dokdzati.

wIKaZdym bodem kuZelosecky prochdzeji t¥i kruhy zakrive-
nosti, které sc dotykaji kuzclosecky v tFech bodech nalezajicich
se s piwvodnim bodem na obvodu téhos hrulu.

Budiz u, libovolny bod kuzelosccky, kterym proklidime
kruhy zakfivenosti. Jest-li » bod, v némz se takovyto kruh
kuZelosetky dotykd, tu mezi #, a w stivd relace, kterou obdr-
zime z rovnice (7), polozime-li w, = w, = u, = u. Tu jest
predevsim

! (), = 3u +u,,
W)y = u?+ 3u®u,
a rovnice (7) prejde tudiz v ndsledujici:
w? - 3u* u, + 3ug 4w, =0 6))

Rovnice tato jsouc stupné trettho ndm pravi, 7e kazdym
bodem (u,) prochdzeji tii kruhy zakiivenosti, (mimo kruh zakii-
venosti, ktery se v tomto bodu w, dotykd), jejichz body styku
maji koteny rovnice (8) za parametry.

Oznalime-li tyto kofeny w, u, u,, fu plyne z rovnice (8)
~ bezprostiedné:

Uty - Uy = — 3u,,
y g - 2y oty - oy uy = 3,
Uy Uy Uy = — QU ;
z prvnich dvou rovnic dile plyne

Uy %y g +u, = — 2,
‘ Uy U Uy -y Uy Uy - Uy uy U, = Bqu, .
Pri¢teme-li rovnici u, w, u, = —qu, k posledni, obdrzime

W)y = 2qu,
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