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Uréovani nekonecnsé vzdeilénjch prvki ttvard
geometrickych.
" (Podavi prof. dr. Emil Weyr.)

1. Soufadnice Hesse-ovy.

Nejjednodussi splisob, kterym lze uiniti rovnici libovolné
ktivky neb plochy stejnomérnow (homogen), zleii v tom, Ze do
ni zavedeme za obylejné soufadnice rovnobéiné z, y, 2 podily
xr ) 2 v ey . 2 ye
> %,7, povazujice pak bezejmenné veliiny z, y, 2, v za

stejnomérné soutradnice bodu, jehoZ soufadnice rovnobézné jsou

pomeéry ﬁ—,—y—
v’ ;
tické geometrie, profez se nazyvaji stejnomérné souradnice z,
9, #, v mnohdy i souradnice Hesse-ovy. -
Chceme-li tedy naopak rovnici stejnomérnou vyjddiiti sou-
fadnicemi rovnobéZnymi, tieba jen v nf poloZiti
v=1.

,%. Spilisob tento zavedl O. Hesse do analy-

Rovnice roviny pro soufadnice rovnobéZné
ax+by—+cs+d=0
stane se na p¥. stejnomérnou, zavedeme-li. do ni za =, y, #
podily %,%—,—z—, naceZ obdrzime
‘ axz —+ by + ce -+ dv = 0;
a naopak plyne z této stejnomérné rovnice pro v==1 bezpro-
stredné opét A
ax +by+ce+d=0
¢o rovnice té% roviny pro soutadnice rovmobéiné.
11
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2. Urcovani bodu.

Mime-li na zieteli pevnou soustavu soufadnic rovnobéznych,
pifsludi kazdému bodu v prostoru tii Gplné uréité hodnoty =z,
¥, z a naopak tii takovéto hodnoty urcuji tiplné bod v prostoru.

Jsou-li vSak z, y, ¢, v soufadnice Hesse-ovy jistého bodu M,

AT o . 4. % 2 X
jehozto rovnobézné souiadnice pak budou 7,%,—”—, tut pa-

trno, je i soutadnice ©%, @y, 02, ov urcuji tentyZ bod, ponévadz
pro libovolné ¢ plati ,
o _ % oY _ ¥ @ _ ¥
v v'ev v])ev v’ _
Z &ehoz patrno, Ze kaZdy bod v prostoru ma nekoneéné
mnozstvi souradnic Hesseovych, a Ze dvéma soustavami
Z, Y50 2 xl, :’/‘1 zla v’
jest urcen tentyZ bod, je-li
Zryzio=a'ry e,
t. j. je-li jedna soustava multiplum druhé.
Bod na pt., jehoZ soufadnice jsou
z " 2,—3,5,7,
jest totozny s bodem, jehoZ soufadnice jsou
’ 4, — 6,10, 14
neb 1, — %/, °y, °fy atd.;
rovnobézné soutadnice tohoto bodu maji pak hodnoty .
2/7a_3/7’ 5/7' .

Ponévads —: Y =% 4 _,}{_4 jsou rovnohézné sdurad-
R y v’ -
nice bodu, jehoZ stejnomérné jsou x; y, v, patrno, Ze pomér
dvou rovnobéznych soufadnic x, y jest tyz jako pomér sou-
Soig 3 AP
fadnic stejnomérnych > %

3. Nekonecné vzddalend pfimka roviny.

Co jsme pravili o Hesse-ovych soutadnicich v prostoru,
plati, jak snadno lze nahlédnouti, touze mérou i pro rovinu:
jedind zména zédleZf jen v tom, Ze se neobjevuje soufadnice 2



163

takZe, jsou-li Hesseovy souradnice néjakého bodu x, y, », budou
soufadnice rovnobézné téhoz bodu %r,%r.
Rovnice libgvolné ktivky pro soufadnice rovnobéZné
flz,y) =0 1)
- stane se stejnomérnou, zavedeme-li do ni stejnomérné sourad-
nice, ¢imZ obdrZime
f(%,%)_—_—o neb g(z, y,v) = 0. )
Je-li kiivka (1) pfimkou, jest
fle,y) =ax+by+4c=0
a tudiz stejnomérnd rovnice jeji
gp(z, y,v) =ax 4+ by +cv = 0. 3)
Rovnice tato pifsludi co rovnice stejnomérnd zcela vie-
obecné primce.
Co zvlstnf pifpady, které zahrnuty jsou ve vseobecném
vzorei (3), budtez uvedeny tyto:
@) =0,
Veskeré body, které vyhovuji této rovnici, maji za sourad-

nice rovnob¢ézné hodnoty %,%, t. j. za tsetku maji vesmés

hodnotu 0, z tehoz soudime, Ze jsou body osy Y, z CehoZ jde,
7e i zde jest z = O rovnici této osy.
b) y=0.
Této piimce piindlezeji body, jichZ soutadnice rovnobéiné

jsou —:—,%, z tehoz vysvitd, Ze pro viecky body této piimky

se pofadnice rovnd O, a tudiz pifmka y =0 jest osa X.
c) v =0. ) .
Této pifmee p¥islusi body, jejiZz rovnobézné soufadnice majf
hodnoty —g—,% t. j. oo, oo. Veskeré body jeji nalézaji se

tudi v nekoneéné vzdilenosti a naopak, kaZdy nekonetné vzdd-
leny bod v tdvahu vzaté roviny mé hodnoty oo, OO za soutad-
nice rovnobéiné a vyhovuje tudiZ rovnici piimky »=0, které
piindlezi a kterd tudiz v celé své rozsihlosti jest nekoneéné -
dalekd — nalezd se v nekonecnu.

Témito tGvahami pFichdzime k nédsledujicimu pojmu o sou-
hrnu nekoneéné vzdalenfch bodd libovolné roviny:

11*
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Veskeré nekoneind veddlené body libovolné roviny vypliuj
nekonedné veddlenow primku, jejii rovnice jest v =0.%)
* Pifmku tu nazyvime krdtce ,nekoneiné veddlenow p¥imku*
piislugné roviny.
Vyskytne-li s¢ pro soufadnice rovnobézné co rovnice
primky
¢ =0,
kde ¢ jest hodnota stdld, dluzno tuto rovnici téZ povaZovati za
rovnici nekonecné vzddlené piimky.
Jak zndmo, utind pifmka
ax—+by4-c=0
na osich &asti, jichZz délka jest
c ¢
T
kterézto tseky stanou se nekonecnymi, je-li @« =0, 5 =0; pro
tento pfipad -jest celd piimka v nekoneénu a rovnice jcji jest
¢i=0:
Stéld ¢ mizZe téz byti 0.

4. Primky rovnobézné.
Libovolna pifmka
ax +by—4cv=20
protind nekoneéné vzdidlenou piimku v bodé, jehoZ soutadnice
vyhovuji souasné podminkdm
ax == by + cv =0,
) v =0,
aneb tedy: ,
ax by =0, v =0.
Bod ten nazjvime nekonecné veddleny bod piimky v tvahu
vzaté. S pifmkou
ar —4by+cv=0
bude miti pospolny bod nekoneéné¢ vzddleny kazd4 pifmka, Je_]lz :
rovnice jest
Iaax+kby+cv_ :
ponévadz pro » =0 obdrZime
kax 4 kby =0

*) Porovnej ,,Tj-etl zpréva jednoty éeskych mathematikd® pag. 12.
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aneb ax 4 by =0
jako difve. Rovnice takovychto pifmek se spoleénym bodem ne-
koneéné vzdalenym znéji pro soutradnice rovnobéné:
a4+ by4c =0,

E kaz -+ kby + ¢’ =0,
kterézto rovnice, jak zndmo, piislusf dvéma pFémkdm rovno-
béZnym, ponévadz tu plati

a:b=kFa:kb

Vidime tudiZ, Ze pfimky rovnobéiné povaZovati musfime za
pifmky, které protinajf nekone¢né vzdélenou piimku v témze bods.

Pifmky rovnobéZné maji tudiZ spolecny nekoneéné vzdileny
bod, v némZ se vzdjemné protinaji. JelikoZ o rovmobéZnych
piimkach pravime, Ze maji tyZ smér, miZeme, poznavie, Ze majf
tyZ spoleény bod v nekonecnu, bod tento nazvati smérem rovno-
bézngch primek.

Kazdy bod nekoneéné vzdilené p¥fmky uréuje nekoneéné
mnoZzstvi jim prochdzejicich pfimek téhoZz sméru. Takovéto
rovnobézné piimky tvof{ to, co nazjvime osnovow pifmek.

Osnova pifmek jest tedy souhrn p¥imek, probihajicich tymZ
nekoneéné vzddlenym bodem. Takto se ndm jevi osnova co zvla§tn{
piipad svazkw, ktery jest souhrnem piimek téZe roviny probiha-
jicfch tymZ bodem, jenZ sluje wrcholem svazku. KaZdy svazek,
jehoZ vrchol jest bod nekone¢né vzdéleny, jest osnovou p¥fmek

PoloZime-li do rovnice

kax 4 kby 4=c'v =0
aneb do rovnice
azx 4 by + _ck_ v=20
za & a ¢ zcela libovolné hodnoty, obdrzime p¥fmky téhoZ sméru,
. ¢ s
pifmky pifslu§né jisté osnové. PfSeme-li £/ za R mizZe i & .
obdrZeti veSkeré mozné vhodnoty a rovnice libovolné pifmky

osnovy znf pak

, az -+ by -+ kv =0,
p¥i ¢emZ %' jest proménlivy parametr, jehoZ hodnota uréuje vifly
jednu z p¥fmek osnovy. Pravfme tu, Ze rovnice tato jest rovmici

0snovy.
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5. Nekonecné vzddlené body kiivek rovinnych;
: asymptoty.

Rovnice, obsahujfcf rovnobézné soufadnice z, y co pro-
ménné, znaéi ndm jakousi ktivku, kterd jest algebraickow neb
transcendentni dle toho, je-li rovnice algebraickd neb transcen-
dentni. Rovnice algebraickd rozméru ntého piislusi krivce ntého
stupné. Rovnice linedrnd p¥islu$i tudiZ piimce, rovnice quadra-
tickd kuZelosecce, rovnice kubickd k¥ivce stupné tietiho atd.

Je-li fley) =0 -
rovnice algebraické krivky stupné ntého, pak obdriime, jak
jsme se jiZz zminili, rovnici stejnomérnou, t. j. pro soufadnice

Hesseovy, vloZfme-li do ni 7)—,%— za 2 a ¥, ¢imZ piejde v rovnici

f(%,%):O aneb ¢ (z,y,v) =0.

Tato rovnice, pifslu§nd algebraické kiivce stupné mntého,
jest stejnomérnd a sice stupné neb rozméru ntého; funkce
¢(z, y, v) jest totiz stejnomérnou téhoZ rozméru n.

S libovolnou piimkou
, ' ax—4by +cw =0
mé kfivka
gz, y,v) =0
n boddl pospolu, ponévadz fyto dvé rovnice maji % spolecnych
feSenf, ana jedna z nich jest stupné prvnfho a druh4 stupné
ntého. )
" Nekoneéné vzdédlend pifmka
v=0
protne tudiZ kiivku ¢ = O téZ v #» bodech, jejichz souiadnice
plynou z rovnic ¥ =0, ¢ =0 aneb tedy z rovnic
9(2,9,0) =0
v=0. .

Vidfme tudfZ, #e kaddd krivka n-tého stupné md n neko-
nedné veddlenych bodi. '

V kaZdém z téchto n bodii méZeme si predstaviti sestro-
jenou tecnu, kterd se pak nazyvd asymptotou, ponévadZ je dle
prévé feleného .skuteéné pomeznf polohou teény kfivky ¢ =0
pro pifpad, Ze bod styku se vzdaluje do nekonecna.
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6. Uréovani asymptot.

V odstavei prede$lém zahrnut jest spisob, dle kteréhoz
pro libovolnou kiivku f(z,y) =0 lze urtiti asymptoty.

.z . .
Zavedeme-li o ‘;—, za x a y, obdrZzime z rovnice f=10
novou stejnorodou rovmici ¢(z,y,v)=0 a poloZime-li v této
v = 0, obdrZime
q)(x! y) O) = O')
kterazto rovnice nam uréuje soucasné s rovnici v =0 nekoneéné
vzdalené body v tivahu vzaté k¥ivky.

Z rovnice poslednf plyne pro pomér A jisty poéet hodnot

z
‘@, &y &y ..., VSeobeené @;, 7z nichi kazdd pifslusf jednomu ne-
konecné vzdalenému bodu kiivky, uddvajic ndm pomér nekoneéné
velkych rovnobéZnych soutadnic tohoto bodu (viz odst. 2.).

NapiSeme-li nyni pro soufadnice rovnobéZné znimou rovnici
teény, totiz:

d
n—y = E—a),

kdeZ z a y jsou rovnobéZné soufadnice bodu styku, tu obdrZime
rovnici asymptoty jednoduchym vymezenim poslednf rovnice pro
ten pifpad, Ze = a y stivaji se nekonecné velkymi, pFi Cemz

viak pomér —Z— blizi se jedné z hodnot «, vieobecné tedy jest

tim L = a,
z
7. Piiklady.
Rovnice hyperboly zni, jak znimo:
532 y'l
f(x!l)E;z‘—F—‘ 1=0,
tak Ze bude

s yy_ & gt o
)= =0
a tudfZ zdroven
z* y 2 —
P(2,y,v) = Ef'—z?_v =0
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Polozime-li v =0, obdrzime

z* oy _
=0
z Cehoz jde
x a

Rovnice teény znf jak zndmo
23
| ap—1=0
aneb délime-li vseckou z,

prb nekone¢né velké 2 a y a pro h’m% =t %—obdriime rov-

nici te¢ny, jejiz bod styku jest nekone¢né vzdilen, totiz
A —
o —(Eg)g—o=0

aneb:
3 1
___: + —
a — b’
coZ se miZe i takto psati:
.42
E —a’

Rovnice tato pifslu§i p¥imkdm prochizejicim pocitkem
soufadnic, které po obou stranich uzaviraji s osou tuseCek tyZ

thel, jehoZ goniometrickd tangenta md hodnotu —Z—.

Tyto dvé pifmky jsou, asymptoty hyperboly, t. j. tecny,
jejichz body styku 8e nalézaji v nekonecnu, jsouce body priiseku
hyperboly a nekoneéné vzdilené pifmky.

Rovnice ellipsy
.22 2
S+ % —1=0

stane se stejnomérnou -
: 22 yz o
\—a—z + F —pt= O,
z nff pro v =0 obdrifme:
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Z+8 =0,

_+V__=+_

Vidime tu, Ze ellipsa nemd redlngch bodi v nekoneénu,
nybrz jen dva body pomyslié, imagindrné. TaktéZi asymptoty
stanou se tu pomyslnymi, majice rovnici:

N __ bi
FEE
Priisek téchto pomyslnych asymptot jest bod redlny, totiz stied
_ellipsy.
Rovnice paraboly zni:

z Cehoz jde pak

y:—2p2=0
a pro souradnice stejnomérné
y: z _
aneb
y*— 2pvz =0,
z ¢ehoZz pro » = 0 obdriime
y*=0.

Tato quadratické rovnice mé dva stejné kofeny na dikaz,
Ze parabola protind nekonecné vzddlenou pifmku ve dvou sply-
vajicich bodech, aneb jinjmi slovy, Ze nekonecné vzdélend pifmka
jest teénou paraboly. PonévadZ z poslednf rovnice i pro pomér

% plynou dvé stejné hodnoty, totiz % = =+0, poznivime, Ze

bod styku paraboly a nekoneind vzdilené pifmky nalézd se na
ose tisedek, t. j. Ze bod ten jest nekoneiné vzddleny bod osy
paraboly.

8. Body kruhové v nekoneénu.

Rovnice kruhu pro soufadnice pravoihlé znf:
2+ y% — 202 — 20y + a* 42 —r* =0,
kdeito @, B jsou souradnice stredobodu a r jest polomér kruhu.
Utinfme-li rovnici tu stejnomérnou, obdrifme snadné:
2+ y? — 2avx — vy + (@* 4= —r)* =0
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a poloZime-li v =0, povstane pro soufalnice (stejnomérné) ne-
kone¢né vzdédlenych bodd, rovnice
. a*+y* =0,

v kteréZ nizadnd z veliin «, B8, » se nevyskytuje a kterdz zii-
stane tudiZ platnd pro veskeré kruhy roviny. Z vysledku toho
soudime, Ze ,veSkeré kruhy tés roviny protinaji nekonelné
veddlenow primku v tychi, (arcit pomysingch) bodech, v kteryjché
se 1 ma vzdjem protinaji.*

Pro pomér nekoneéné velkych revnobéznych (pravoihlych)
souradnic téchto dvou vSem kruhim spoleénych bodé (pomysl-
nych) obdrZime z posledni rovnice hodnoty: '

Yoo prr | g
d=tv—1=x;

proceZ pifmky prochdzejici témito nekonecné vzddlenymi vsem
kruhim roviny spoleénymi body tvoii s osou X iihel, jehoi
trigonometrickd tangenta jest bud 4+ ¢ aneb — <.

KaZdym bodem v roviné prochdzeji dvé takovéto pifmky
(pomyslné), které jej spojuji s onémi body v nekoneénu. Ponévadz,
jak snadno lze se presvédciti,

Ve 1 —

S =— 9,

vidime, Ze ka?d4 z takovych onémi body prochdzejicich p¥imek
mé tu zvlastni vlastnost, Ze sama k sobé kolmo stoji a Ze i
kazdé dvé takové piimky, které tymz z onéch dvou bodd pro-
chizeji (a tedy, jelikoZ body ty nekone¢né vzdilené, k sobé
rovnobéZné jsou) kolmo na sobé stoji. Jest to zvlastni pii-
pad, v kterémZ (pomyslné) rovnobéZné pifmky soucasné i kolmo
k sobé stojf. .

" Ony diileZité dva pomysiné body, v kterjchZ-veskeré kruhy
roviny se na vzdjem a souCasné nekonetné vzddlenou pifmku
protfnajf, nazyvime v geometrii ,nekonedné vzddlené body- kru-
hové“ aneb zkrétka ,body kruhové” (Die imagindren Kreispunkte,
points circulaires, punti circolari all’infinito).*)

»Body kruhové* ¢inf zadost rovnici

2?4 y*=0

*) Porovnej ,IFet{ zprdva jednoty deskjch mathematikd str.: 14.
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a jsou to vlastné priseky dvou touto rovnici vyznalenych po-
mysinych pfimek s pfimkou nekonetné vzdalenou.

9. Nekoneéné vzddlené body a asymptoty
kuzelosecek.

Vseobecnd rovnice kuzelosecky jest
Az*+2Bxy + Cy*+ 2Dz +-2Ey + F = 0
neb uéinfme-li ji stejnomérnou,
Az® + 2Bzy + Cy* 4 2Dvx + 2Evy + I'v* =0,
z niz pro v = 0 plyne
Az?* + 2Bzry + Cy* = 0,

na kterézito rovnici zdviseji nekoneén¢ vzdalené body kuZelo-
secky v Gvahu vzaté. Délime-li veliinou «* obdriime pro pomér

(—z—) quadratickou rovniei

C.(}ycf)2 +2B (Zf) 4 A=0,

z kteréz plyne

_ Obdrzime tudiZ, jak jsme jiz a priori souditi mohli, dva
nekonecné vzddlené body (jelikoz kuZelosetka jest kiivka druhého
stupné a protind proto kaZdou, a tedy i nekonecné vzdélenou
pifmku ve dvou bodech). Jsou-li body ty redlné, pomysiné neb
splyvaji-li, pifslusi predloZend rovnice hyperbole, ellipse neb
parabole. Tyto tii pifpady se vyskytnou patrné pii ndsledujfcfch
podminkach: N :

1) B2— AC>0..... hyperbola
2) B2 — AC<O0.....ellipsa
3) B*— AC=0....parabola.

Rovnice te¢ny zni:
Az -+ B(ay + y&) + Cyn + Dz + &) + Ely +n) + F=0,
aneb, délime-li dseCkou z, _

4+ B(n+2 0Ly +D(14+ (L + D)+ 7 =0

Utinfme-li nynf # a y nekonecné velkymi a poloZime-li za



172

% hotejsf hodnotu «, tu obdrZime rovnici asymptot nasi kuzelo-

sefce prislusnych, totiz
A§ + B(n + of) 4= Con + D + Ea =0,
aneb urovname-li
£(4 + Ba) +9(B+ Ca) + (D + Ee) = 0,
do kteréZto rovnice bychom za « bud hodnotu

— B+ B*— AC
» : c
‘aneb hodnotu
—B— )V B*— AC
C

vloZiti méli, abychom obdrZeli takto rovnici bud jedné aneb
druhé asymptoty.

10. KuzeloseCky podobné a podobné polozené.

Rovnice, kterd ndm nekone¢né vzdélené body kuZelosecky
Ax* 4 2Bsy + Cy* +2D2 +2Ey 4+ F =0
urcovala, znéla
Ax® 4 2Bzxy + Cy* =
z GehoZ patrno, Ze tato rovoice jest Cdstf quadratlckou rovnice
plvodni.

Nekonecné vzddlené body kuZelosecky zdviseji tudiZ pouze
na této ¢4sti t. j. na hodnotdich souciniteli 4, B, C, a miZeme
tvrditi, Ze veskeré kuZelosetky, jejichz rovnice maji spoletnou
¢ast quadratickou, prochdzeji tymiz body nekonecné vzdéle-
nymi. Jest v3ak zndmo, Ze vyhradné koefficienty 4, B, C uréujf
smér a pomér délek hlavnich os kuZelosetky, tak Ze veskeré
kuZelosetky, prochézejfef tymiZ nekoneénd vzddlenymi body,
majf spoleéné sméry os a délky jejich os majf pro vSechny
tjz pomér. O takovychto kuZelosetkdch pravime viak, Ze
jsou ,podobné a podobné poloZené Fkudelosecky“ (dhnliche und
#hnlich liegende Kegelschnitte, coniques semblables et sembla-

blement placées, coniques homothétiques).*)

*) Viz: Chasles ,Traité des sections coniques“ pag. 246.
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Mizeme tudiZ vysloviti ndsledujici poucku:

» Veskeré si podobné « podobné polofené kuzelosecky roviny
Jedné prochdzeji tymii dvéma nekonecné veddlenyjmi body.“

Kruhy roviny jsou jen zvlaitnim pifpadem takovjchto po-
. dobnych a podobné poloZenych kuzelosecek, pro které totiz ony
dva spolecné nckonetné vzddlené body jsou body kruhové.

Posledni poucka dd sc i obrititi v tento smysl:

nKuZelosecky téZ roviny prochdzejici tymi dvéma body
nekonecné veddlengmi jsou si podobné a podobné polodens.” *)

11. Rovnobé&Znost a stdly pomér os.

I bezprostiedné dd se odivodniti rovnobéinost a stily
pomeér os kuzelosecek prochdzejicich tymiZ nekoneéné vzddle-
nymi body. ’

PonévadZ asymptoty jsou tecny kuZeloseéek v jich neko-
neén¢ vzddlenych bodech, tut patrno, Ze, prochizeji-li tymiz
body v nekonecnu lezi¢fmi, jich asymptoty budou rovnobéiné;
a jelikoz osy rozpoluji tihel asymptotami uzavieny, tuf déle
vysvitd, Ze i osy kuZelosetek rovnobézné byti musi. Déle pak
vime, Ze pomér délek os urcuje uhel sklonu asymptot s osami,
ktery jest dle prdvé Fefeného stdly pro veskeré kuZelosetky
spolecnych bodit nekonecnych, z ¢ehoZ plyne, Ze i pomér délek
os takovychto kuZeloseiek bude hodnota stdld.

12. Podobné a podobné poloZend kuiéloseéky kon-
centrické. (Kruhy koncentrické.)

Stied kuZelosetky jest priseéik asymptot. Maji-li tudifZ
dvé kuZelosetky podobné a podobné poloZené spoleény stred,
pak budou miti i spoleéné asymptoty, ponévadZ tyto jsou pifmky
spojujici stiéd s nekoneéné vzddlenymi, obéma kuZeloseckim
spolenymi body. Maji-li viak kuZelosecky spole¢nou asymptotu
(které se obé v nekonednu dotykaji), tuf patrné maji spoleny
styk v nekoneénu. Z toho vychdzi ndsledujici poucka:

*) K danému rovinému utvaru obdriime utvar podobny a podabné polo-
Zeny, spojime-li vefkeré body onoho utvaru s libovolné vytknutym
pevnym bodem roviny (stfed obou ttvard) a zvétiime-li (zmengfme-li)
veskeré takto obdrZené privodice dle stilého poméru.
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wKoncentrické podobmé a podobmé poloZené kuselosecky
dotykaji se na vadjem v mekonecnych jim spolecnyich bodech.*

PonévadZ koncentrické kruhy jsou téz podobné a podobné
poloZené koncentrické kuZelosetky, mdme poucku:

n Koncertrické kruhy dotykaji se na vzdjem v bodech kru-
hovych v nekonecénu.“ *)

13. Nekonecné vzddlené body k¥ivek libovolného
Fadu.

Rovnice vSeobecné kiivky #n-tého stupné pro soutadnice

rovnobéZné znf: ‘,
Un == Up—y == Uz~ . . . Uy %, 4=y =0,
pfi ¢emZ vseobecné w; jest stejnomérnd funkce soutadnic z, ¥,
stupné k-tého. Jest tudiz
Uy = @,
U = 0, + ay
' Uy = ) 2%+ 4y, 7Y + Ay, Y°
Uy = G) 1, 2° = 0y, 2% + Gy5,2y% 4 a,,,9° atd. atd.
Vlozime-li za z a y poméry —:— ,%, objevi se v” co nejvyssi
jmenovatel, kterymz ndsobivSe, obdrzime stejnomérnou rovnici
Un = VU1 -V Uz ... V2 Uy 0"y 0" 2y =0,

v kteréz opét u; jest stejnomérnd funkce prvnich dvou stejno-
mérnych soufadnic «, y stupné %-tého. Abychom obdrZeli neko-
necné vzddlené body predloZené kiivky, polozme v =0, ¢&imz
v posledni rovnici patrné odpadnou veskeré cleny, vyjmouc
¢leny nejvysstho t. j. n-tého rozméru (vzhledem k soutradnicim
z, y), a obdrzime rovnici '

Ve

u, =0,
kterd ndm urCuje nekoneéné vzdilené body nasi kiivky. Deé-

lime-li tuto rovnici veli¢inou x?, obdriime pro pomér (_y_)
xZ -

" rovnici n-tého stupné a tudiZ » kofend na dikaz, Ze kiivka
ntého stupné mé » nekoneéné vzdilenych bodd, coz jinak ani
byti nemize, ponévadZ ji protind nekoneéné vzddlend piimka

*) Porovnej: ,Tieti zprdva jednoty ¢. math.“ str. 18.
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~ pravé tak v » bodech jako kazdd jind pfimka jeji roviny. Teény
kiivky v téchto nekoneéné vzddlenych bodech JSOll asymptoty
ktivky, kterych se tudiZz pocita téZ n.
Chceme-li si sestrojiti rovnici asymptot, napiSme nejdiive
. kratSim sptisobem rovnici kiivky:
Zur =0,
z kteréz differencovdnim obdrZzime

F(e Wy

o dy dx
a dale:
Qg
dy _ wm
dr o ouy’
%
tak Ze rovnicc tecny bodu x, y zni
23% |
Y=1=""3u. (x—8)
B

aneb sporaddame-li ¢leny jinak,

Dm

g 2_‘_” cuk auk

QU

3% — LE ¢
) + T s Zo Y&
coZz mizZeme psatl i takto:

QUi Q' . Uy Qulx
2 Fn B =E (e Oy)

JelikoZ uy JQSt stejnomérnd funkce proménnych z, y stupné

ktého, plati o ni Eulerova zndmd poucka

auk Duk
x Y — =ku
dx +v hr] %
¢imz predchazejici rovnice teény obdrzi tvar
Duk

52—*—‘— P J_Ekm,
aneb rozvineme-li pravou stranu,

«.uk + > c'lz s
Ny, =+ (n—l) Un—1 + (n—2) Un—g == o« F Uy =2, ;
odecteme-li pak od rovmice této stupném = ndsobenou rovnici

kiivky, totiz
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0 = nuy -+ ntp_y . ..  n1, == nuy,
obdrZime konecné co rovnici tecny
gzg“—" s 23—“’£+z:ku,,*k =0.
Abychom obdrzZeli rovnici asymptoty, musime predpokladati,
ze soutradnice x, y bodu styku stanou se nckonecné velikymi,

kdeito souéasné jich pomér % blizf se jedné z n hodnot ply-

noucich pro tento pomér z rovnice
u, = 0.
Délime-li rovnici teény mocninou 2"-! (ponévadZ funkce
v ni se vyskytujici jsou vzhlcdcm k x, y nanejvys rozméru
(n—1ho), obdrZime

0 dus
- D 2 ku,._k
gz’ -1 +7 z an—1 + — &1 =0.
rivs . au;, du Uk
Uvéazime-li, Ze % 2y jsou stejnomérné funkce souradnic
z, y stupné (k—1)ho, bude kazdd z hodnot
v a“" —1 au" . xh—l
% "y

funkce stupné (k—1)ho, v .které co proménni se vyskytuje

pouze pomér ;Z— a kterd tudiz i pro x=o0, y = x zlstane

funkei hodnoty koneéné, mé-li jen % hodnotu hodnota kone-

énou-. Z toho viak bezprostredné plyne, Ze pro k <<n

thr dug

o 08 gt W g 1

lim ) =lim pr= lim e
au. 3“5

lim ,;{1 =l x'y i lim rl_b =0.

Z tychi divodd bude, Jehkoz “..; jest stejnomérnd funkce
stupné (n—k)tého,

koneénd hodnota : _pon!udi teuto podﬂ obsahuje pouze



177

pomeér % Z toho vsak plyne, Ze pro £>1

lcu,._,, un_.

lim =lim - lim —-k:~ =0.

Prejdeme-li tedy v posledm rovnici tecny k mezim, obdr-
Zime co rovnici asymptoty
- —dl \un

e 2t )=,

pii éemZ «; (1 =1,2,3,...n) jest jeden z n kotfend rovnice

#, = 0 neb 1‘; =0.
x

Pro sestrojeni rovnice asymptot algebraické krivky
Un = Un—1 ...t U, =0
méame tudiZ ndsledujici pravidlo vSeobecné:
Resime-li rovnici ntého stupné
°
x—: =0
L]
dle mezndmé % a je-li vSeobecné o; jeden z kofenis, pak jest

rovnice asymptoty tomuto korenu prislusnd

%7‘“ L (82 %+un_l) 0.

a1 W

Poznimka. Schizi-li v rovnici ntého stupné
U+ 12" 4 ...=0 .
prvani clen, jest a,—0 j)udﬁz Jeden z kotendl oo, ponévadz

b

1
rovnice pro —- znf

() =0

je-li tedy a, =0, bude miti tato rovnice za kofen O aneb bude
% =0, tedy 2 = 0.

Z tychz dﬁvodﬁAsou_dime, e r korenlt rovnice ntého stupné
jest oo, schazf-li v rovnici » nejvyéél’ch ¢lendl.
Pr. PredloZena-li' kiivka, jejiZ rovnice jest
(3’ —az"y + 3ay* +y’)+(6x’+12wy+y’)+ (524 Ty)+-9 =0,
12
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tu jest n =3, ktivka tedy stupné tfet’ho,
Uy = Uy = 30*—2%y 4 Bzy® 4 y°
Un—1 = Uy = 62 4 122y + 97,
rovnice u,:2* =0 zni tudiz
_Y g
=S +3 at =
a ma kotfeny
Y -
%:+1a_17+37_
tedy o, =410, =—1,0, =-}3;
rovnice asymptoty jest pak
_011 1 Ous Dus _
(‘S "a; + “2) = 0.

Ponévadz tu

uy

— OQp2_ 2
ax_Qx, 2xy+3y,
U 5
i b

bude rovnice asymptoty v tomto piipadé
’—“‘(5[9 2L 3 ]+n[ 1—62 43 v ]

+6412L +y )=o,

aneb dosadlme-h 7a o; hodnoty svrchu ustanovené,

1. pro = _+1 A4f—4n+19=0
2. 'pro -Z— —1...864-87—5=0
3. pro % 3...—24f4+87451=0

14. Ktivky majici spolec¢né asymptoty.

Rozpoloigni nekone¢né vzdalenych bodd kiivky ntého stupné
P U = 0
zavxsf, jak jsme vidéli na rovnici
U, =0,
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pfi CemZ w, jest souhrn &lentt nejvysifho (totiz ntého) rozméru
vyskytujici se v rovnici kiivky. Dvé kiivky atého stupné,
jichZ rovnice se shodujf co do ¢lend mtého rozméru, maji tudfz
i spoletné nekonecné vzddlené body. Tak na p¥. kiivky

U =4 f (zy) =0, .
. n 9 (2y) =0,
kde f a @ jsou funkce libovolné stupné (»n—1)niho, maji spoleéné
nekonetné vzddlené body, ponévadz pro obé nim body ty
plynou z rovnice:

u, = 0.

V rovnicich asymptot se mimo funkei w, vyskytuje téz
funkce w,_,, aviak Zidnd z dalsich funkei w, s, w, 3 atd." Z toho
soudime, Ze dvé ktivky, jejichZ rovnice se shoduji co do ¢lenu
nejvyssiho a nejblize piiStiho rozméru, maji spoleéné asymptoty,
t. j. Ze se vzajemné dotykaji v spoleénych nekonecné vzddlenych
bodech. Tak na pf. maji kiivky

Un =t =+ f (zy)) =0

Un = tUn—1~+ 9 (2y) = 0
spolecné asymptoty, jsou-li f ar g dvé libovolné funkce stupné
(n—2)ho. *)

15. Zvlastnf pripady.-

Co se tkne rovnice e
u, = 0,
rozhodujici o nekonetné vzddlenych bodech algebraické kfivky
z 'MkZO,

tu mohou mimo v3eobecny i zvlastni pifpady se vyskytnouti a

sice tyto:

Y

. o x
sstejnych kotenti. Pak soudime bezprostfedné, Ze predlozend kiivka
protind nekoneéné vzdalenou ktivku v s nekoneéné blizkych bodech.
Mimo to arci v dalsich (n—s) bodech. Onéch s p¥i sobé nekonecné

' blizkych bodd tvoif pak bud bod snisobny, jest-lize totiZ prislusné

@) Rovnice u, =0 mé (vzhledem k poméru -Z- co neznimé)

*) Porovnej, co feceno bylo o podobnych a podobné pdloien.\,'rch kuZelo-
setkach rozliénych stfedobodd a spoleéného stfedobodu.

12*
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asymptoty jsou vesmés pifmky riizné, anet .jest nekonecné vzdélens
piimka takovd, kterd na dotjéném mfsté vchazi s kiivkou do
styku stupné (s—I)ntho t. j., kterd m4 na dotjéném mists
s kiivkou s bezprostiedné po sobé jdoucich bodi pospolu a
kterd ndm pak piedstavuje tecnu iwvratnou (Inflexionstangente)
stupné (s—2)ho. Jest-li bod v nekoneénu, kterj zahrnuje s
nekoneéné vzddlenjch bodd kiivky, bodem s ndsobnym, tu se
miife . stati, Ze z s piisluSnych tecen (asymptot) jisty pocet
splyvd v jedinou; pak bod ten stivd se zdrovei i bodem wvratu
(Riickkehrpunkt) a sice stupné (r—1,ho, splyne-li  te¢en bodu
s nasobného. Vypoctené piipady se vSak i spoletné p¥i témze
bodu v nekoneénu mohou vyskytnouti a musi se vzdy prihliZeti
k tomu, jak se tvoii rovnice asymptot pro takovyto piipad,
abychom souditi mohli, jak se md nekoneéné vzdilen piimka,
ku kfivce v tdvahu vzaté.
b) Vyskytne-li se v rovnici
U, =0
* jistd mocnost usecky » na pf. 2rco spoleény souéinitel, pak pro

pomér «y~ obdrzime p kofent rovnajicich se o na dikaz, %e ne-

konezne vzdédleny bod osy y zahrnuje p nekonetné vzdalenych
bodt kiivky.
Zcela obdobng lze souditi, %e ktivka v nekonedném bods
osy x mé ¢ bodi, vyskytne li se v rovnici
U =0

soutinitel y*> =0, ponévadZ z » hodnot poméru % q hodnot ro-

vnati se bude nule.
¢) Vyskytne-li se v rovnici
Uy =0 .
soucinitel (z* + y*), pak rozpadne se rovnice ta na dvé, totiz
#'+y*=0

s ()=

Prvaf pravi, zZe kfivka prochdzi kruhovymi body v neko-
neénu. (Kfivky takové nazjvime -kiivkami kruhovymi.)

Vyskytne-li se v rovnici u, =0 soutinitel (% + 9™, slouzf
ném to za dikaz, 7e kazdy z bodd kruhovych v nekoneénu za-
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stupuje m nekone¢né vzdilenych bodd kiivky. V tomto p¥i-
padu jest pak kazdy z téchto dvou bodd bodem m-nidsobnym
aneb se kfivka v bodech kruhovych dotykéd nekonecné vzdélené
ptimky, vchazejic s ni ve styk stupné vyssiho.

16 Asymptoty kuzelosecek.

Vracfme-h se zde jeSté jednou ke kuye]ose(,ké,m, toz se
to stivd jediné proto, abychom vtomto vSeobecné zndmém piif-
padu ukézali, jak lze upotiebiti vysledkd, jichZ jsme se v pfed-
chazejicich odstavcich dodélali.

Pro kuZelosecky jakoz knvky druhého stupné jest » =2
a rovnice vSeobecné zni:

Az® -+ 2Bry 4-Cy* L 2Dr+4-2Ey + ¥ =0
tak Ze
s = Az* 4+ 2Bzy + Cy?,
tn— = 2Dz - 2Ey.
Rovnice % = 0 znf pak

A+2B(~g~) + 0(%)’:0,
z Eehoz jde :
'y —B+VB—AC

a=—==

x C

a jelikoZ:
%“1 = 242+ 2By, 31_21% + 2Cy
znf rovnice asymptoty (porovnej odstavec 13.)
7 §(24z+-2By) {7 2Bz +20y) + 2Dz + 2By) _

x
aneb

b+ n ) (140 L)+ (P45 L) =0,
a konecné tudiz
=BV A By Op-+ B+ (de + B+ D)=

Kuzelosecka mé dvé redlné asymptoty, je-li B*>>AC (Hyperbola)
& dvé pomyslné, je-li B*<<AC (Ellipsa).
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Jest-li B? = AC (Parabola), pak stivd dvou splyvajicich
asymptot, jejichZ rovnice zni
—B(B{+COn+ E)+C(4f+ By 4 D)=0

£(4C—B* +%(BC—BC)+4CD—BE=0,
t. j. tudiz jednoduse

aneb

CD—BE =0,
coZ, jak zndmo, ndm znaci nekoneénd vzddlenou piimku (porovnej
odstavec 3.); a vskutku se parabola nekonecné vzdilené ptimky
dotykd, kterd jest pro parabolu asymptotu.

17. Cissoida.

Jest-li OB primér kruhu, 7 teéna kruhu v bodu B a prolo-
zfme-li bodem libovolnou ptimku P, tu budtez m, » priseky této
pifmky s kruhem a s tecnou 7. Naneseme-li od bodu % v sméru
kbodu O na pifmku P délku Om, obdrzime tim na P bod p a misto
takovychto bodd p jest tak zvand Cissoida.

Rovnice Cissoidy, zni vezmeme-li 4 za politek a AB za
osu X soufadnic pravoihlych a jest-li @ polomér kruhu upo-
ti*eb'eného,

. @*+ay*—2ay® = 0.
Jest tudiz » = 3, u, = 2*+2y?% w1 =— 2ay>

JelikoZ w, jest tvaru z(2%+y?), tu vidime, Ze jeden z ne-
kone¢né vzddlenych bodd vyjid¥en jest rovnicf z=0 t. j, Zze
se nalézd v nekone¢né vzdélenosti na ose y, kdezto ostatni dva
plynou z rovnice 2% y* = 0 z cehoZ vysvitd, Ze jsou to kru-
hové body v nekonecnu. Cissoida protind tudiz nekoneéné
vzdilenou pHmku v redlném bodu na ose y a v bodech kru-
hovych.

Rovnice :— =0 stupnd ntého (zde tietiho) zn
v\ _
1+ (7) —0,

z &eho¥ soudime (porovnej odstavec 13.), Ze 3 kofeny této ku-
bické ‘rovnice, které vSak nejvyssi ¢len schézi, jsou:

o= (%): ®,4V—1,—y —1.
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U,

Rovnice asymptoty jest (ponevadz — =3z 2—-}—3/' i _2xy)

- —“§(Bx2+y2)+n2xy——2ay —0
x'l

_aneb

Y —u 2 2
/ [g( g (%) +21(L)—2a (L) ] =0t j.
EB+a?) 4 2na—2aa® = 0.
Pro prvni piipad, Ze totiZ ¢ = oo, piSme rovnici takto:
(1) +2 —20=0,
naceZ obdriime pro ¢ — o
E—2a=0
t. j. £=2a
co rovnici prvni asymptoty. Patrné jest to rovnice tecné T.
Pro ¢« = 4V —1 obdriime
EB—1)+2ny —14+2a=0
aneb 4+ a=0.
Proo=—VvV—1=—1
obdrzime rovnici tiet{ a posledni asymptoty, totiz
EB—1)—2py —142a=0

t. j. E—in+4a=0.
Cissoida md tudiZ ndsledujici t¥i asymptoty: -
) £ —2a,
@) §+m+a=0,
@) §—im+a=0,

z nichZ jen prvni jest piimka redlnd. Druhd a tiet{ jsou pifmky
pomysiné sdruZené, majici redlny prisek na ose x, ponévadi
pro =0 pro obé plyne
E=—a.
Obé tyto pomyslné asymptoty se tedy protfnaji na ose
(—X) ve vzdalenosti @ od bodu pocatetného, ktery jest, jak
znamo, bodem tvratu (point de rebroussement) pro Cissoidu.

18. Kardioida.

A% temie kruhu prodluZme tetivu Om a nanesme na pro-
dlouZen{ primér kruhu 2a; obdrifme tak bod p, jehoZ misto
jest kiivka zvéna kardwzdu
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Rovnice této kiivky znf:
@* +y* — 2a2)* = 4a*(2® + y°),
tak Ze tu jest patrné »n = 4,
Un = (2% + ¥%)? Ui = — daz(2* 4 y?).
Z tvaru clenu u, soudime (viz odst. 15.), Ze kruhové body
v nekoneénu jsou priseky kardioidy s nekonec¢né vzdilenou
pifmkou, tak totiZ, Ze kazdy z téchto dvou bodd zastupuje dva
priiseky kfivky s pfimkou nekonecné vzddlenou.

Rovnice % =0 znf
[1+(4)T =0

(Y \_ |+7¢ dvakrite
‘= ( @ )_ {—z‘ dvakrite

a mi kofeny:

Déle méme:
My 4oy cav,, O a9 i g
“aa TAE e Y = 4@y,
tak Ze rovnice asymptoty zni:
=@y 4 4@ + vy —dar@i+y?) _
s 93'3 -
aneb, vylou¢fme-li vem ¢lenim spoleéného soucinitele

y ~ 2
1+ ]
§+ne—a=0.
Pro & =4 (dvakrét) obdrzime dvé& splyvajicf asymptoty

: §+im=ua;

pro e = —1 (dvakrit) téZ dvé splyvajici asymptoty
, E—in=a.

Pomyslné tyto asymptoty protinaji se v reilném bodu na

ose x, neb pro # = O obdrZime v obou piipadech
E=a.

Redlny priisek obou asymptot jest tudiZ stied upotiebe-
ného kruhu.

Kardioida protfmnd co kiivka 4. stupné nekoneéné vzdélenou
ptimku ve étyrech bodech, z nichZz vidy dva splyvaj{ s jednim
kruhovym bodem v nekoneénu. KaZdj z téchto bodd m4 dvé
splyvajfcf v konetnu se nalezajfct (pomysiné) tedny, z cehoz

0,
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soudfme, Ze kazdj z obou bodd kruhovych pro kardioidu jest
bodem tvratu a Ze teny dvratu (t. j. asymptoty) maji rovnice:
' Et+im—a.
Jak zndmo jest tieti bod dvratu bod poddteénf O a osa «
piisluSnou tecnou.

Viecky tfi tecny tvratu se tudiZ protinajf v témi bodé,
totiz v stfedu upotfebeného kruhu. ‘

19. Konchoida.

Na ose y se ngléza ve vzddlenosti — & od bodu pocated-
ného bod A; bodem tim proklidime pifmky P, které osu X
v bodech p protinaji a od bodu toho nandsime po obou stranich
na pifmky P stdlou délku a. Obdrzené body vypliujou kiivku,
jenz mé rovnici

2% — (b +9)a*—y*) =0
a kterouz nazyvime konchoidu (Nicomedovu).

Pro konchoidu jest tudiz n = 4,

Uy = 2%% Y4, U1 = 20y>

Z rovnice
Un = y* 2" +9*) = 0

soudime, Ze dva nekonecné vzddlené body konchoidy vyhovujf
" podmince

y =
t. j., Ze se nalézaji na ose X a ostatni dva podmince
' 2+ y*=0

t. j., Ze body kruhové v nekoneénu p¥inileZeji konchoids.

Rovnice %:0 zni zde
(HT+E]=>

0...... dvakrite
‘= {

« mé koteny

Déle mime
: My »
0 Y™ dy
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