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UN NOVEAU THEOREME SUR LA VARIETE DE VERONESE

.LANDO DEGOLI, Italy

Dans I’espace complexe linéaire S,, rapporté aux coordonnées projectives ho-
mogenes x,;, i = 0, I, ..., r un systéme linéaire L,, d > r, de quadriques linéaire-
ment indépendantes est exprimé par 1’équation:

d
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. r
avec u, nombres complexes et f, = Y axx;.
ik=0

Prénons en considération la matrice Jacobienne a d + 1 lignes et r + 1
colonnes
9,

Ox;

En général la matrice Jacobienne égalisée a zéro représente le lieu géometri-

que des points de S, conjugués entre aux-mémes par rapport a toutes les

- quadriques du systéme. Si la matrice Jacobienne est identiquement nulle, cela
signifie que tout I’espace est le lieu de points conjugués.

Si la caractéristique de la Jacobienne est r, un point générique de S, est
conjugué avec un seul point. Si la caractéristique est r — h, A > 0, un point de
S, est conjugué avec un espace S,.

Un systéme L, est dit irréductible s’il ne contient aucun systéme subordonné
essentiel, c’est-a-dire un systéme L, de dimension g et caractéristique ¢ satis-
faisant aux inégalités 2 < g<d—1,2<c<m—-1,c<g.

Nous avons démontré (v. [8]) le lemme suivant.

Lemme. Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme irréduct-
ible linéaire de quadriques L,, d > r, ait la Jacobienne de caractéristique r — k,
k = 0, est que les quadriques du systéme qui passent par un point quelconque
de S, possédent en commun un S, , ,.

Le théoréme a été démontré (v. [9]) aussi dans ’hypothése d < r.

J=’ ’ q=0v1929'~'9d, i=031329"'ar'
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A présent nous allons démontrer un remarquable propriété de la variété de
Veronese.

Théoréme. La variété de Veronese est I'unique surface de S; qui soit base d’'un
systéme linéaire de quadriques a Jacobienne déterminés.

Démonstration. Désignons par V;' une surface irréductible de S; d’ordre n, si
elle existe, qui soit base d’un systéme L,, d > 5, de quadriques de S;.

Toutes les quadriques de L, sont irréductibles, autrement dit si une entre elles
était réductible, la V' étant irréductible serait située dans un hyperplan de S;,
c’est-a-dire dans un S,, contre I’hypothése qu’elle appartient a S;.

Nous savons (v. [1]) qu’une V" (variété de dimension k et d’ordre n) appar-
tenant a S, doit satisfaire a la relation r < k +n— 1.

Considérons un S; générique de S;. Il n’appartient pas a aucune quadrique
G de L,, autrement dit, la quadrique G, puisqu’elle contient V5’ et S;, devrait
avoir n > 4 points, I'intersection de S; et de V;, comme points doubles. Mais
telle quadrique serait réductible, ce qui n’est pas possible par la démonstration
précédente.

Selon une propriété connue des systémes linéaires (v. [4]), S; coupe L, en un
systeme linéaire de quadriques de S;, qui ont la méme dimension d > 5, et V'
en n points.

Il ne peut pas étre n > 5, parce que les quadriques de S;, qui ont pour base 5
ou plus points, individualisent un systéme linéaire de dimension d < 5, tandis .
qu’il est d > 5. Donc nécessairement il est n = 4.

Mais les surfaces irréductibles d’ordre 4 de S ne sont que la surface réglée
rationnelle normale et la surface de Veronese (v. [1]).

Il existe trois V' rationelles normales projectivement identiques.

1°. La V4 qui a pour directrice deux coniques; ses équations canoniques sont

Xi X5 Xy Xs
Elle est la base du systémé de quadriques
Ho(XoXs — X1) + p(XeXa — X1X3) + pyXoXs — X,x,) +
+ (X Xy = XoX3) + (X, X5 — X5%4) + ps(x3xs — x5) = 0.

2°. La V3, qui a pour directrice une cubique de S; et une droite; ses équations
canoniques sont

Elle est base du systéme = .
Ho(XoXs — X7) + p(x0X3 — X,X3) + pyXoXs — X,X,) +
+ 15(0X3 — X3) + p(X)X5 — XX) + ps(x,x5 — X3x,) = 0.
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3°. Le cone rationnel normal du quatriéme ordre aux équations canoniques

qui est la base du systéme linéaire.
Ho(XoXy — X7) 4+ (XoX; — X,X) + th(XoXs — X1X;3) +
+ B3 — X3) + px, X — X2X3) + ps(xXpxs — %) = 0
La surface de Veronese est la base du systéme linéaire- (v. [1])

Ho(Xoxs — X7) + (X35 — X7) + po(Xex; — X3) +
+ p3(X1X; — XoX4) + Ha(X) X4 — X1 X3) + ps(XX4 — XyX3) = 0.

On pourrait vérifier analytiquement que les systemeée linéaires de quadriques
qui ont pour base les trois surfaces réglées rationnelles normales sont a Jaco-
bienne identiquement nulle de caractéristique 5, tandis que le systéme linéaire
qui a pour base la surface de Veronese est a Jacobienne de caractéristique 6,
c’est-a-dire déterminée ou réguliére. Mais nous allons démontrer ce fait en
maniére syntétique affirmant ce qui suit.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme irréductible L, de
S, soit a Jacobienne de caractéristique r — k < d est que par un point P de S, ils
passent cof cordes de la variété base du systéme, constituant un S, , ;.

Soit V’la variété base du systéme L, de caractéristique r — k < d.

D’aprés le Lemme les quadriques, qui passent par un point P de S,, ont en
commun un S, , ,, et forment un systéme L, _,. '

Une .quadriques de L,, qui n’appartient pas a L,_, coupe S, , selon une
quadrique G, de S, ,, qui appartient a toutes les quadriques de L, et, par
conséquent, a la variété V.

Mais une droite générique qui masse par P et qui git dans S, . , entrecoupe
G, en deux point qui appartiennent & V. Donc cette droite est une corde de V.

Il en résulte que oof cordes passent par P. Vice versa, si oo* cordes de V,
constituant un S, , ,, passent par un point générique P de S,, chacune d’elles
aura deux point R, T sur V et, par conséquent, sur toutes les quadriques du
systéeme. S

Si Q est la conjugué de P par rapport a R et T, il résultera le conjugué de P
par rapport a toutes les quadriques de L,.

Puisqu’on peut répéter la démonstration pour chacune des oo* cordes, P
résultera le conjugué de co* points, qui constituent une variété a k dimensions.

Celle-ci ne peut pas étre qu’un S,. En effet, cette variété doit résulter d’inter-
section des hyperplans polaires de P par rapport a chacune quadrique de L,.
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Donc un point P a pour conjugué un S, et la Jacobienne aura la carac-
téristique r — k.

On sait (v. [2]) que les cordes de la surface réglée rationnelle normale de S;
remplissent tout ’espace. Par un point générique de S; il passe une seule de ces
cordes. '

I1 s’ensuit, vu le Théoréme, que le systéme linéaire, qui a pour base la réglée
rationnelle normale, posséde la Jacobienne de caractéristique 5 c’est-a-dire
indéterminée ou irréguliére.

Au contraire, les cordes de la surfaces de Veronese ne remplissent pas tout
I’espace (v. [1], et [2]) et, par conséquent, la Jacobienne de son systéme linéaire
n’est pas identiquement nulle. Elle est donc déterminée.

Donc la surface de Veronese est 'unique surface de S5 qui jouit de cette
propriété, ce qu’il fallait démontrer.
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SUHRN
NOVA VETA O VERONESEHO VARIETE
Lando Degoli, Taliansko

Nech L,(d = 5) je linearny systém nadkvadrik v komplexnom projektivnom priestore a nech
hodnost jacobianu systému sa rovna 5. V praci sa dokazuje, Ze jedinou moznou bazou systému je
Veroneseho varieta priestoru Ss.

PE3IOME
HOBAS TEOPEMA O MHOI'OOBPA3UN BEPOHE3E
Jlanno Jderosm, Utanu

Mycts L,(d > 5) nuHeliHas cHMCTEMA TMIEPNOBEPXHOCTEH BTOPOro MopsAaka B KOMILIEKCHOM
NPOEKTHBHOM TIPOCTPAHCTBE M MyCTh PaHr MaTpuubl ko6u nuHelHOM cucTeMb paBe 5. B cTaThe
MOKa3aHO, YTO EIUHCTBEHHbIM BO3MOXHBIM 6a3MCHBIM MHOroo6paeM JIMHEHHON CHCTEMBI
ABNIseTCs MHOroo6pa3ue BepoHese mpocTpaHcTBa Ss. R
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