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UBER DAS VERHALTEN DER LOSUNGEN DER GLEICHUNG
x""+a()x" +b(t)x'+c(t)x=0, c(t)=0

MILAN GERA, Bratislava

In dieser Arbeit befassen wir uns mit derselben Problematik wie in [1]. Wir
leiten die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz bzw.
Nichtexistenz der oszillatorischen Losungen der Differentialgleichung

Lx=x""+a(t)x"" + b(t)x' +c(t)x=0

ab, mit Riicksicht auf das Verhalten einiger ihrer nichtoszillatorischen Losungen im
Falle, dass ¢(¢) =0 im Intervall I =(a, + ), a = — » ist. Ausserdem verallgemei-
nern und erginzen wir die Resultaten der Arbeiten [2, 3].

Uber die Koeffizienten a(t), b(t), c(t) setzen wir voraus, dass sie in I stetige
Funktionen sind.

Die Differentialgleichung n-ter Ordnung nennen wir als diskonjugiert im
Intervall J, wenn jede ihre nichttriviale Losung in J hochstens n —1 Nulistellen
hat, die Vielfachheit inbegriffen.

Die Losung der erwogenen Differentialgleichung heisst oszillatorisch im
Intervall J, wenn der rechte Endpunkt dieses Intervalls ein Haufungspunkt der
Nulstellen dieser Losung ist.

Die Differentialgleichung heisst oszillatorisch im Intervall J, wenn sie wenig-
stens eine nichttriviale oszillatorische Losung in J hat. Im entgegengesetzten Fall
sagen wir, dass sie in J nichtoszillatorisch ist.

Bezeichnen wir:

F*(I)NF(J)) bedeutet die Menge der nichtnegativer (nichtpositiver) und
stetiger Funktionen im Intervall J;

F5(J)(Fo(J)) bedeutet die Menge der Funktionen aus $*(J)(¥~(J)), welche
auf keinem Teilintervall des Intervalls J nicht identisch gleich Null sind;

E(t, r)=expra(n) dn, (t,t)elIXI;
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h=v"+a(t)v' +b(t)v;
fv=v"+a()v' +bu()v,

wo b.(t)=max {0, b(¢t)} fir tel ist;

D(J) ist die Menge der diskonjugierten Differentialgleichungen im Intervall J;

N(J) bezeichnet die Menge der nichtoszillatorischen Differentialgleichungen
im Intervall J;

0(J) ist die Menge der oszillatorischen Differentialgleichungen im Intervall J.

Die Tatsache, dass die Differentialgleichung /v =0 im Intervall J diskonjugiert
ist, werden wir mit / € @(J) bezeichnen. Ahnlich wird in den iibrigen Fillen, z.B.
L e0(J) (L e N(J)), bedeuten, dass die Differentialgleichung Lx =0 in J oszillato-
risch (nichtoszillatorisch) ist. .

Unter einer zur Differentialgleichung Lx =0 adjungierten Differentialglei-
chung verstehen wir

L*z=[(z' —a(t)z)' + b(t)z]' —c(t)z=0.

Es sei z(t) die Losung der Gleichung L*z=0 im Intervall I. Dann gilt fiir
x(t) e C¥(I) [4]:

d
a) zLx =% F(x, z),

wobei
F(x, z)=zx"+(a(t)z—2')x" +[b()z + (2" —a(1)z)']x
b) x(t) ist die Losung der Gleichung Lx =0 in I dann und nur dann, wenn es
die Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
F(x, 2) =F(x, 2) |1

in I ist, wo f, irgendeine Zahl aus I ist.
Die Differentialgleichung L*z =0 kann auf das folgende Differentialsystem
iiberfiihrt werden

zn=a(t)zi— 2z,
2=b(t)z,— 25, (S*)
z3=c(t)zy,

wo z:=2(t), zz=a(t)z(t) —z'(t), (z'(t) —a(t)z(t))" + b(1)z(t) =z, ist.
Ersichtlich gilt: Ist z¥%, z3, z% irgendeine Losung des Differentialsystems (S*),
dann gilt

F(x, z¥)=z%x"+23%x"+ 2%x .
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1. Hilfsatz 1. Es sei b(t)e ¥ (I), c(t) e 5(I). Dann existiert eine solche
Losung z%, z3%, z% des Differentialsystems (S*), so dass

z¥(t)>0, z3(1)>0, z%(t)>0 fiiralle tel, @)
\J
z¥'(t) e Fo(I), lim z3(1)=0
gilt. Dariiber hinaus haben wir z¥'(¢)<0 in I, wenn a(t) e $~(I) erfiillt ist.
Beweis. Es sei toeI. Setzen wir z, = Z,E(¢, t,). Dann geht das System (S*) in
das System

21=—2E(to, 1),
25=b(t)E(t, to)Z, —
3—C(I)E(t to)21

iiber.

Weil b(t)e ~(I), c(t)e Fo(I) ist, so hat dieses System nach Satz 2.1
[5,S.592] eine Lﬁsung Z¥, z%, z% mit der Eigenschaft z%(¢t)=0, z%(t)=0,
25(1)=0,z%'(1)=0,z%'(t)=0,z%'(t)=0fiirte . Aus den gegebenen Tatsachen ist
es leicht ersichlich, dass das System (S*) die Losung z*¥, z%, z% mit der Eigenschaft
(v) hat. Man sieht leicht ein, dass auch z*'(¢) <0 in I gilt, wenn a(¢) € ¥~(I) erfiillt
ist.

Hilfssatz 2 [1, 5]. Es sei [* € 9(I). Im Falle, b(t) ¢ ~(I) es gelte

LWE(y, s)ds=+w (vel). (E)

Dann existiert eine Losung vo(¢) der Differentialgleichung /v =0 mit der Eigen-
schaft

vo(£)>0, vi(t)=0 fiir tel.

Es sei l € 9(I). Dann hat die Gleichung /v =0 in I die positive Losung vo(t) [6]
und es gilt

=Bl d vi(t)E(t, to)

= ug(t) dt dt o(t)

fir tel (toel).
Aufgrund dessen ist es moglich die Differentialgleichung Lx =0
(Lx=Ix"+c(t)x) auf folgendes Differentialsystem zu iiberfiihren

x1=0o(t)x2,
xZ—voz(t)E(to, l)x;, (S)
x3=—c(t)E(t, to)vo(t)x, , '
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wo x1(t)=x(1), x'(t) =vo(t)x2(t), x"(t) = (x3(t) E(to, t) + vo(t)x'(£))/vo(2) fiir tel
ist. Dabei kann man annehmen, wenn die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfiillt
sind, dass vo(¢)=0 in I ist.

Aus diesen Tatsachen, oder nach durchfiihren der Transformation der unab-
héngig Verianderlichen im System (S), ¢ = —t und bei Verwendung der Ergebnisse
aus dem Kapitel XIV [5, S. 591—596] erhalten wir den

Hilfssatz 3. Es sei [ € D(I), c(t) e ¥5(I). Die Losung x,(t) der Differential-
gleichung Lx =0, die in der Zahl t,e€ I den Anfangsbedingungen

Xo(to) =x0=0, x'(t5) =0, x5(to) =x6=0; xo+x5>0
entspricht, hat im Intervall (t,, + ») die folgenden Eigenschaften
xo(£)>0, x4(1)>0.

Satz 1. Es sei [ e D(I) und c(t)F5(I). Dann existiert eine Losung w(t) der
Differentialgleichung Lx =0 mit der Eigenschaft

w(t)w'(t)>0 fir tel.

Satz1'. Es sei [*e D(I), c(t) e F5(I). Im Falle, b(t) ¢ ¥~ (I) es gelte (E).
Dann existiert eine Losung w(t) der Differentialgleichung Lx =0 mit der Eigen-
schaft

w()w'(t)>0, w'()w"(t)>0 fir tel.

Hilfssatz 3' [7]. Essei b(t) e ~(I) und c(t) € ¥5(I). Fiir die Losung x,(t) der
Differentialgleichung Lx =0, welche in der Zahl ¢, e I den Anfangsbedingungen

xo(to) = %020, xo(to) =x0=0, xo(t)) =x0=0;
Xo+Xx0+x0>0
entspricht, gilt dann im Intervall (o, + ®)

xo(t) >0, x4(¢)>0, xo(¢)>0.
Hilfssatz 4. Es sei [T,, T>]c I. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
lv =0 hat eine nichttriviale Losung mit zwei Nullstellen in [T, T,] dann und nur

dann, wenn eine Funktion y(t) e C*([T,, T:]) mit folgenden Eigenschaften exi-
stiert:

1) es gibt Zahlen ¢, t,, T\ =t,<t,= T, derart, dass
y(t)) =y(t;) = und y'(t;) =0 ist.
2) y(£)#0, ly=0 in [t, t,] gilt.
Dieser Hilfssatz folgt aus dem Hilfssatz 5.1 [6] fiir n =2.
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Hilfssatz 5. Es sei [ € D(I) und c(t) € ¥5(I). Wenn u(t) eine solche Losung
der Gleichung Lx =0 ist, dass ihre Ableitung u'(¢) im beliebigen Interval [t,, ®) = I
unedlich viele Nullstellen hat, dann ist die Losung u(t) in I oszillatorisch.

Beweis. Es sei u(t) eine nichtoszillatorische Losung der Gleichung Lx =0 in
I. Dann existiert eine solche Zahl To=t,, dass u(t)#0 fiir =T, ist. Zur
Gewissheit sei u(t)>0 in [T, +®). Angenommen, dass u’(t) unendlich viele
Nullstellen in [To, + ) besitzt. Setzen wir u'(¢) = y(t). Dann existiert ein solches
Zahlenpaar t,, t,; t,>1, = T, dass y(t,) = y(£,) =0 und y'(,) =0 ist. Mit Riicksicht
darauf, dass c(t) € ¥5(1) ist, aus der Gleichung Lu =0, erhalten wir

ly=—c(u(t) e 5([T,, + =))

und also ly =0 (y(¢)#0) in [1,, t;] ist. Gemiss Hilfssatz 4 hat also die Gleichung
lv =0 eine Losung mit zwei Nullstellen in [Ty, + «). Dies ist aber.im Widerspruch
mit der Voraussetzung ! € 9(I). Dieser Widerspruch beweist, dass die Losung u(t)
der Gleichung Lx =0 in I oszillatorisch ist, wenn ihre Ableitung unendlich viele
Nulistellen in einem beliebigen Intervall [t,, + ©)c I hat. ,

Hilfssatz 6. Es sei / € @(I) und c(t) € ¥5(I). Wenn u(t) eine nichtoszillatori-
sche Losung der Differentialgleichung Lx =0 in I ist, dann existiert eine solche
Zahl T el, dass entweder

) u(t)u'(1)>0 fir t>7
oder

(ii) u(t)u'(t)<0 fir t>7

gilt. Wenn dabei

i) b(t)e $~(I) und (i) erfiillt ist, dann existiert eine solche Zahl =t derart,
dass u"(t)#0 fir t>7 ist;

ji) b(t)eF*(I) und (ii) gilt, dann existiert eine Zahl =t derart, dass
u(t)u"(t)>0 fiir t> 7 ist.

Beweis. Es sei u(r) eine nichtoszillatorische Losung der Gleichung Lx =0 im
Intervall I. Das heisst, dass eine solche Zahl t,€ I existiert, dass u(t) # 0 fiir > 1,
ist. Ohne Verlust an der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen, dass u(f)>0 in
(o, + ) ist. Weil / € D(I) und c(t) € F5(I) ist, hat u’(¢) aufgrund des Hilfssatzes 5
eine endliche Anzahl von Nullstellen in einem Intervall (f,, + ®), fo=t,. Also
existiert eine solche Zahl T =1, dass u'(t)#0 in (t, + ®) ist.

Es sei jetzt b(t)e S~(I) und (i) gilt, oder b(t)e ¥*(I) und (ii) gilt. Dann
erhalten wir aus der Gleichung Lu =0

(u"()E(t, 1))’ =
= —[b()u'(t) + c()u()]E(t, t) € F5((z, +®)) .
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Das heisst, dass die Funktion u"(t)E(t, t) in (T, + ) eine wachsende Funktion ist.
Deshalb existiert eine solche Zahl 7=t dass u"(¢) #0 in (T, + ) ist. Wir zeigen,
dass im Falle jj) u(t)u"(t) >0 fiir t > T ist, d.h. u"(t)>0in (7, + «) ist. Indirekt. Es
sei u"(t)<0in (%, + ). Dann erhalten wir mit Riicksicht darauf, dass u'(t) <0 fiir

t>rtist, dass lim u(t)= — o erfiillt ist. Das steht aber im Widerspruch u(¢)>0 in
t—+

(to, + ). Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Satz 2. Es sei toel. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
L € D([to, + ®)) ist, dass Funktionen w,(t) und w,(t) aus C*((t,, +)) mit den
Eigenschaften

wi(£)>0, wy(t)>0; Lw, =0, Lw,=0 fir t>1¢,
existieren und zwar solche, dass die Differentialgleichungen 2. Ordnung
F(wi, 2)=0, F(w,, 2)=0

in (t, + ) diskonjugiert sind.

Folgerung 1. Es sei t,el und c(t)e ¥ ([t,, + ®©)). Wenn eine Funktion
w(t) € C¥((to, + ®)) existiert mit der Eigenschaft w(t)>0, w’'(t)<0, Lw=0 fiir
t>to, dann ist L € D([t,, + ®)).

Der Satz 2 und seine Folgerung 1 sind in [8] bewiesen.

Folgerung 2. Es sei toeI und b(t), c(t) seien aus ¥ ([t,, +*)). Wenn die
Funktion w(t) € C*((t, + ®)) derart existiert, dass w(t)>0, w"(t)<0, Lw =0 fiir
t>1t, ist, dann ist L € D([t,, + )).

Beweis. Setzen wir wy(t) =1, wy(t) =w(t) fiir t>1,. Dann ist Lw,=c(t)<0
und Lw,=0in (t, + ). Zeigen wir, dass die Differentialgleichungen.F(w,, z) =0,
F(w,, 2)=0 in (t, + ) diskonjugiert sind.

Zu diesem Zweck setzen wir

z=vE(t, t,) .

Die Differentialgleichungen F(w,, z) =0, F(w,, z) =0 transformieren sich dann in
die Differentialgleichungen

v"+a(t)v' +b(t)v =0, (1)
# wi(t)\. , , (wi(D) _
. +(a(t)—;2(Lt))v +(w—2§t—)+b(t))v—0 (t>1). )

Da b(t) € ¥ ([to, +=)) und w3(t) =0 fiir t > 1, ist, sind die Differentialgleichungen
(1), (2) in (to, + =) diskonjugiert ([8]). Aus dem Zusammenhang zwischen den
Losungen, der Differentialgleichungen (1), (2) und F(w,, z)=0, F(w,, z)=0,
folgt, dass auch die Differentialgleichungen F(w,, z) =0, F(w,, z)=0 in (o, + ®)
diskonjugiert sind. Aus diesen Tatsachen, erhalten wir aufgrund des Satzes 2, dass
L € 9([t,, + )) ist.
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2. In diesem Teil wird z%, z%, z% die Losung des Systems (S*) mit der
Eigenschaft (v) bedeuten, deren Existenz durch den Hilfssatz 1 gesichert ist.

Satz 3. Es sei b(t)e ¥ (I) und c(t) e ¥5(I). L € O(I) ist dann und nur dann,
wenn die Differentialgleichung zweiter Ordnung F(x, z¥) =0 in I oszillatorisch ist.

Beweis. a) Es sei L e O(I) und die Differentialgleichung F(x, z¥)=0 sei
nichtoszillatorisch in I. Dann existiert eine solche Losung x*(¢) der Gleichung
F(x, z¥)=0 und die Zahl t* €I, dass x*(t) >0 in (t*, + ) ist. Aus diesem Grund
ist die Gleichung F(x, z¥) =0 diskonjugiert in (¢t*, + «) ([6] oder [8]). Aufgrund
des Satzes 1 [4] ist deshalb L € @([t*, + «)). Dies ist aber im Widerspruch mit der
Voraussetzung L € O(I). Also ist die Gleichung F(x, z¥) =0 in I oszillatorisch.

b) Die Gleichung F(x, z¥)=0 sei in I oszillatorisch. Da jede Losung der
Gleichung F(x, z%¥) =0 auch die Losung desr Gleichung Lx =0 ist, ist L € O(I).
Damit ist der Satz bewiesen.

Es sei

go={x(t)e C((I)| F(x, z¥)=0 in I} .

Dann bildet &, einen linearen zweidimensionalen Unterraum der Losungen der
Gleichung Lx =0 in I.

Mit Riicksicht auf diese Tatsache und auf die Eigenschaften der Losungen der
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus dem Satz 3 erhalten wir den

Satz 3'. Es sei b(t)e ¥~ (I), c(t)e F5(I) und L e O(I). Dann existiert ein
linearer zweidimensionaler Unterraum &, der sdmtlichen oszillatorischen Losungen
der Gleichung Lx =0. Dabei teilen sich zwei lineare unabhéngige Losungen aus &
gegenseitig die Nullstellen in I ab.

Satz 4. Es sei [ € D(I) und c(t) € F5(I). Wenn L € O(I) ist, dann existiert fiir
jede nichtoszillatorische Losung u(¢) der Differentialgleichung Lx =0 eine solche
Zahl T eI, dass

u(t)u'(t)>0 firalle t>7 3)

gilt.
Beweis. Gemiss Hilfssatz 6 existiert fiir jede nichtoszillatorische Losung u(f)
der Gleichung Lx =0 eine solche Zahl 7 € I, dass entweder

(>i) u(t)u'(t)>0 fiiralle t>7t
oder
(ii) u(u'(1)<0 fiir alle t>t

gilt. Es gelte (ii). Dann ist nach der Folgerung 1 des Satzes 2 L € @([t, + «)), dies
aber steht im Widerspruch zu der Tatsache, dass L € O(I) ist. Es kann also nur der
Fall (i) entstehen.
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Bemerkung 1. Die Bedingung (3) im Satz 4 ist nur eine notwendige Bedin-
gung fiir L € O(I) aber keine hinreichende. Davon zeugt das folgende Beispiel der
diskonjugierten leferentlalglelchung

"—Ox""+20x'—12x=0 (tel),
deren allgemeine Losung
x(t) = k.e' + kzeZ' + k3e6’

ist, wobei k,, k;, k; irgendwelche Konstanten sind.
Fiir jede ihrer Losung x(t) existieren solche t eI, dass

x(0)x'(£)>0, x'()x"'(t)>0 fiir t>7.

Es gilt aber der folgende

Satz 5. Es sei b(t) e $~(I) und c(¢) e ¥5(I). Die notwendige und hinreichen-
de Bedingung fiir L € O(I) ist dann, dass fiir jede nichtoszillatorische Losung u(t)
der Gleichung Lx =0 eine solche Zahl t €I existiere, dass

u(u'(t)>0, u'()u"(t)>0 fiiralle t>7 4)

gilt.

Beweis. Die notwendige Bedingung. Es sei L € O(I) und u(¢) sei irgendeine
nicht-oszillatorische Losung der Gleichung Lx=0. Weil b(t)e $~(I) und
c(t) € F5(I) ist, existiert gemass Satz 4 und Hilfssatz 6 eine solche Zahl t € I, dass
u(t)u'(t)>0, u"(t) # 0 fiir ¢ >t ist. Ohne Verlust an der Allgemeinheit konnen wir
voraussetzen, dass u(t) >0, in (7, + ) ist. Wir zeigen, dass dann u"(t) >0 fiir t >t
ist. Es sei u"(+)<0 in (v, + ©). Aufgrund der Folgerung 2 des Satzes 2 ist dann
L € 9([r, +x)), das steht aber im Widerspruch damit, dass L € O(I). Also ist
u"(t)>0 fiir alle t>r.

Hinreichende Bedingung. Es existiere fiir jede nichtoszillatorische Losung
u(t) der Gleichung Lx =0 eine solche Zahl 7 € I, dass (4) gelte. Wir zeigen, dass
dann L € O(I) ist. Tatsdchlich, ist jede Losung der Gleichung Lx =0 in I auch die
Losung der Gleichung zweiter Ordnung

F(x, z8)=x"zt +z3x’ + z25x = F(x, 2%) |s=eo

und umgekehrt, wo bei t, irgendeine Zahl aus I ist. Da fiir eine beliebige
nichtoszillatorische Losung u(t) der Gleichung Lx =0 F(u, z¥) # 0 fiir alle ¢ > 7 ist,
ist F(u, z%) #0 fiir alle 1€ I. Aus dieser Tatsache folgt, dass die Differentialglei-
chung zweiter Ordnung F(x, z%¥) =0 oszillatorisch in I ist. Aufgrund des Satzes 3
ist deshalb L € O(I).

Aus diesem Satz und aus dem Hilfssatz 6 folgt:

Folgerung. Es sei b(t) € ¥~(I), c(t) e #5(I). L € N(I) ist dann und nur dann,
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wenn eine solche Losung w(t) der Differentialgleichung Lx =0 und eine solche
Zahl t eI existiert, dass entweder

() w(t)w'(t)<0 fiiralle t>7
oder _
G w()w'(1)>0, w(t)w"(1)<O0 fiir alle t>7

gilt.

Aus dieser Folgerung und aus den Folgerungen 1, 2 des Satzes 2 erhalten wir
den folgenden

Satz 5'. Es sei b(t) e ¥~(I) und c(t) € ¥5(I). Es ist L €e N(I) dann und nur
dann, wenn eine solche Funktion w(t) e C*((t, + »)) fiir irgendein 7 € I existiert,
dass entweder

1) w(t)>0, w'(t)<0, Lw=0 fiiralle t>1
gilt, oder es gilt
2) w(t)>0, w'(t)<0, Lw=0 fiiralle t>1.

Bemerkung 2. Aus dem Satz 5 geht hervor, dass es im Satz 1 aus [2] nicht
notwendig ist vorauszusetzen, dass a(t) e ¥~(I) ist.

Bemerkung 3. Wenn [ € D(I), c(t) e 5(I) und L € O(I) ist, dann sind alle
Nulistellen der beliebigen oszillatorischen Losung der Gleichung Lx =0 einfach
(Hilfssatz 3).

Hilfssatz 7. Es sei a(t) e (1), b(t) e (1), c(t) € Fo(I) und es sei L € O(I).
Es sei toe I und x(¢) ist eine solche oszillatorische Losung der Gleichung Lx =0,
dass F(x, z1)|i~,= A 20. Wenn {t,} -, eine wachsende Folge von Nullstellen x'(¢)

mit der Eigenschaft lit& t,=+», x(t,)>0 fir n=1, 2, ..., ist, dann
lim 25(t)x(t,) =24 .
Beweis. Erwigen wir die Funktion
H(t) =z3(6)c*(¢) + z3(e)x"%(¢) — 2Ax(¢t), tel.

Dann ist

H'(t) =2z3'()x*(6) + 2x(e)x'(t)z2%(¢) + 2x'(¢)x"(£) z%(¢) +
+x'3(t)z¥' (1) - 2Ax'(t), tel .

Weil x(t) auch die Losung der Gleichung
z¥(O)x"+ 23()x" +23(Hx =4
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ist, haben wir fiir H'(t)
H'(£) =z%'()x*(t) + x"*(1)[z¥'(¢) — 22%(1)] .

Mit Riicksicht darauf, dass z%}, z%, z% die Eigenschaft (v) hat, folgt daraus
H'(t) € ¥5(I) (siehe Hilfssatz 1, a(t) e ¥~(I)).

Es sei {t,}n-: eine wachsende Folge von Nullstellen x(¢). Dann ist H(t,) =
23(t)x'%(t,) >0 fiir n =1, 2, ... (siche Bemerkung 3). Aus diesen Tatsachen folgt,
dass H(t) eine positive und abnehmende Funktion in I ist. Es existiert deshalb
K >0, derart, dass H(t)<K fiir t=¢, ist. Aus diesem Grunde ist z%(t,)K>
23(t)H(t) = z3%(t.)x%(t.) —2Az%(t.)x(t,) = z%(t.)x(t.)[2%(t.)x(t,) —2A] >0 fiir

n=1, 2, .... Daraus erhalten wir mit Riicksicht darauf, dass lim z%(t)=0 ist,
t—+m

lim z¥(t.)x(t.)[23(t:)x(t.) —24] =0 .

n—+oo

Weil z3(t,)x(t,)>2A fir n=1,2, ... ist, ist
lim z%(t.)x(t,)=2A .

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Folgerung. Seien a(t)e ¥ (I), b(t)e ¥~(I), c(t) € F5(I) und es sei L € O(I).
Dann gilt fiir jede Losung x(¢) der Gleichung F(x, z¥)=0 (d.h. x(¢) € &)

.E'ﬂ, 23(0)x(1)=0

Satz 6. Seien a(t)e ¥~(I), b(t)e F~(I), c(t)e Fo(I) und L e O(I). Dann
existiert ein linearer zweidimensionaler Unterraum der oszillatorichen Losungen &,
der Gleichung Lx =0 derart, dass

a) zwei beliebige linear unabhéngige LOosungen aus ¢, sich gegenseitig die
Nullstellen abteilen,

b) die Losung der Gleichung Lx =0 dann und nur dann oszillatorisch ist,
wenn sie aus dem Unterraum &, ist,

c) fiir die Losung u(t) € &, der Gleichung Lx =0

lim |u(t)|=’lir+1L [u'(t)| =+

gilt.

Beweis. Mit Riicksicht auf den Satz 3’ ist es notwendig nur die Behauptung c)
und einen Teil der Behauptung b) zu beweisen und zwar: wenn x(t) eine
oszillatorische Losung der Gleichung Lx =0, dass dann x(¢) € &, ist, d. h. x(t) ist die
Losung der Gleichung F(x, z%)=0.
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Es sei x(t) die oszillatorische Losung der Gleichung Lx =0 und es sei x(t) é &
d.h. x(¢) ist die Losung der Gleichung

F(x, z¥)=A ()

wo A =F(x, z%) |~ to€ I und A#0 ist. Ohne Verlust der Allgemeinheit kénnen
wir voraussetzen, dass A >0 ist. Es sei w(t) die Losung der Gleichung Lx =0 mit
der Eigenschaft w(t)>0, w'(t)>0, w"(t)>0 fiir ¢t eI deren Existenz durch den
Satz 1’ gesichert ist. Dann enspricht w(t) der Gleichung F(x, z¥)=F(w, z*)|i=¢
= u>0, d. h. es gilt

¥ Ow'()+ 25w () + 23(D)w(t)=n (tel). (5")

Setzen wir w(t)=(A/u)w(t). Dann entspricht w(t) der Gleichung (5). Da auch
x(t) die Losung der Gleichung (5) ist, existiert die Losung x(¢) der Gleichung
F(x, z%)=0 derart, dass fiir te I x(t)=w(t)+x(¢) gilt. Nach der Folgerung des

Hilfssatzes 7 gilt fiir die Losung x(t) lian z%(#)x(t) = 0. Mit Riicksicht darauf, dass
jedes Gleid in (5') positiv ist, ist u > z%(¢t)w(t) und also ist z%(t)w(t)<A fiir teI.

Es sei jetzt {t,}--, eine steigende Folge der Nullstellen x'(t), so dass lim t, = + o

n—+oc

und x(£,)>0 fiir n=1,2, ... ist. Laut Hilfssatz 7 ist lim z%(t,)x(t,)=2A. Von

n—s+oco

anderer Seite aber haben wir

lim z3(t.)x(t.) = lim z%(t,)[w(t,) + x(t.)] = lim z3(t)w(t.) =1,

n—+wo n—s+w©

da lim z%(%)x(t,) =0und z%(t,)w(t,) <A,n =1, 2, .... Dadurch erhielten wir, dass

n—+o

2A=A ist d.h. A =0, was damit im Widerspruch steht, dass A positiv war. Dieser
Widerspruch beweist, dass jede oszillatorische Losung der Gleichung Lx =0 eine
Losung der Gleichung F(x, z1) =0 ist, d.h. es ist aus &.

Es muss noch folgendes gezeigt werden: wenn die Losung u(t) der Gleichung
Lx =0 der Gleichung F(x, z¥) =0 nicht geniigt, d.h. u(t) € &, dann gilt

lim |u(t)|=lim |u'(¢)|=+=.
t—+o t—+o
Weil u(t) € & ist, dann ist u(¢) nach dem oben bewiesenen eine nichtoszillato-

rische Losung der Gleichung Lx =0 in I. Mit Riicksicht darauf, dass L € O(I) ist,
existiert laut Satz 5 eine solche Zahl t € I, dass u(t)u'(¢) >0, u'(t)u"(t) >0 fir t>7

ist. Wegen der Bestimmtheit sei u(t)>0 in (t, + ®). Ersichtlich ist lilllm u(t)=
+ o, Weiter erhalten wir aus der Gleichheit Lu=0
(W'()E(t, 1)) =—b()E(t, T)u'(t) — c()E(t, T)u(r) € F5([71, +))
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fiir ;> . Daraus folgt
u"(t)>u"(t,))E(ty, t)

und
u'()y>u'(t))+ u"(rl)J:’ E(ty, s)ds firalle t>1,.
Weil a(t) e $(I) ist, gilt
L+wE(t,, s)ds=+o

und also

lim u'(t)= +
t—+®

ist. Damit ist der Satz bewiesen.
Bemerkung 4. Der Satz 6 gibt eine positive Antwort auf das Problem, das in
der Arbeit [2] vorgelegt wurde, und gleichzeitig verallgemeinert den Satz 1 aus [3].
Hilfssatz 8. Seien toe I, ¢(¢)<0 in I, c(t)E(t, to) € CX(I) und es sei

2Cb((t;) —(C’(t) -:2‘(15;)0(0), =0 firalle tel. (6)

Wenn L € O(I)) gilt, dann bilden die lokalen Maxima und Minima im absoluten
Wert, beliebiger oszillatorischer Losung der Gleichung Lx =0 eine nichtwachsende
Folge. )

Beweis. Fir die beliebige Losung x(t) der Differentialgleichung Lx =0 gilt
die Identitat

VI, x(t)lst(t)+2L‘c‘()f)ﬁ‘—)+x'z(t) a(O)e(t) +c'(1) _

=0
_ CX(s) L [12b(s)  (c'(s) +a(s)e(s)\T s
“’[‘°”‘“°’]+2f.0£cﬁ"s‘ﬁ,[c(s) (S5 ) [ as

fiir teI. Uber die Richtigkeit dieser Identitit konnen wir uns durch Ableitung
iiberzeugen. Aus den Voraussetzungen des Hilfssatzes folgt, dass (V[t, x(¢)])’ <0
fir tel ist. Das heisst, dass die Funktion V[¢t, x(¢)] in I nichtsteigend ist. Wenn
L € O(I) und x(t) eine oszillatorische Losung in I ist, welche in der Zahl T e ein
lokales Maximum, bzw. ein lokales Minimum hat, dann ist x'(t)=0 und
V[7, x(t)]=x*(t). Aus diesen Tatsachen folgt, dass die lokalen Maxima und
Minima der Funktion x*(t) und also auch | x(t)| eine nichtwachsende Folge bilden.
Folgerung. Wenn die Voraussetzungen des Hilfssatzes 8 erfiillt sind und
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L € O(I) ist, dann ist jede oszillatorische Losung der Gleichung Lx =0 im Intervall
[to, + ) begrenzt.

Satz 7. Seientoel, b(t)e F~(I), c(t)<0in I, c(t)E(t, t;) € C*(I) und es gelte
(6). Wenn L € O(I) ist, dann existieren zwei linear unabhéngige oszillatorische
Losungen der Gleichung Lx = 0 derart, dass die Losung der Gleichung Lx =0 dann
und nur dann oszillatorisch ist, wenn sie deren lineare Kombination ist. Die
Nulistellen zweier beliebiger linear unabhingiger oszillatorischer Losungen der
Gleichung Lx =0 teilen sich dabei gegenseitig in I ab.

Beweis. Aus dem Satz 3’ folgt die Existenz zweier linear unabhéngiger
oszillatorischer Losungen x,(t), x,(¢) der Gleichung Lx =0 derart, dass jede ihre
lineare Kombination eine oszillatorische Losung der Gleichung Lx =0 in I ist. Die
Nullstellen beliebiger zweier oszillatorischer linear unabhingiger Losungen, wel-
che eine Kombination von x;(t), x,(t) sind, teilen sich dabei gegenseitig ab.

Es bleibt noch zu zeigen, dass wenn u(¢) die Losung der Gleichung Lx =0 ist,
welche keine lineare Kombination von x,(¢) und x,(¢) ist, dass dann u(t) eine
nichtoszillatorische Losung in I ist. Es sei xo(¢) eine nichtoszillatorische Losung der
Gleichung Lx =0 mit der Eigenschaft xo(t) >0, xo(t) >0, xg(t) >0 fiir t> ¢, (die
Existenz wenigstens einer solcher Losung bestimmt der Hilfssatz 3'). Ersichtlich
gilt dabei

lim xo(t)= +o0.
t—+®

Weil x,(t), x,(t) oszillatorische Losungen der Gleichung Lx =0 sind, sind sie
gemass Hilfssatz 8 in [f,, + ) begrenzt. Aus diesem Grund bilden x,(t), xa(t),
xo(t) ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung Lx =0. Also existieren
solche Konstanten ko, k,, k,, dass

u(t) = koxo(t) + kix,(t) + koxa(t)

und k, # 0 ist. Mit Riicksicht darauf, dass die Funktion k,x,(t) + k,x»(t) in [£,, + ®)
begrenzt ist, ist

S |u(] = lim ol xdty= o0

Damit wurde gezeigt, dass u(t) eine nichtoszillatorische Losung der Gleichung
Lx =0 im Intervall I ist.

Folgerung. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 7 erfiillt und es sei
L € 6(I). Dann ist die Losung der Gleichung Lx =0 in I dann und nur dann
oszillatorisch in I wenn sie in [#, + ©) begrenzt ist.
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SUHRN

O SPRAVANI SA RIESENf ROVNICE
x""+a(t)x" +b()x' +c(t)x=0, c(£)=0

Milan Gera, Bratislava

V tejto préci je skimand td istd problematika ako v [1]. Si odvodené nutné a postadujiice
podmienky pre existenciu (neexistenciu) oscilatorickych rieSeni linedrne;j diferencidlnej rovnice
x""+a()x" +b(t)x' +c(t)x=0 (L)

na intervale (a, +)(c(t)=0) vzhladom na chovanie sa jej neoscilatorickych rieseni pre t— + o.
Okrem toho, v pripade, Ze (L) je oscilatorickd v (a, + ), je ukdzana existencia dvojdimenzidlneho
podpriestoru oscilatorickych rie$eni rovnice (L).
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PE3IOME

O TMOBEJEHWHY PEMIEHUM YPABHEHMS
x""+a()x" +b(t)x' +c()x=0, c()=0

Munau I'epa, BpaTtucnasa

B 3TO¥ cTaThe MccefyeTcs Ta Xe npobneMaTnka Kak B [1]. TIpuBeaeHHbI ycnoBus, HEOGXONMMbIE
W 10CTATOYHbIE, QNS CYIIECTBOBaHMS (HECYLLeCTBOBAaHMS) KONebGaTeNbHbIX PEWIEHUI TUHERHOTO And-
¢depeHUHaNbHOrO YpaBHEHHS

x""+a()x" +b(t)x"+c(t)x=0 (L)

B uuTepBane (a, + ®) (c(t) =0), B TepMHHAX MOBENCHNS HEKOJIE6ATENBHBIX PELIEHHI ITONO YpaBHEHHA
npu t — + . Kpome Toro, B cnydae, yto (L) koneGatensHoe B (a, + ), IOKa3aHHO, 410 CYWECTBYET
NOANPOCTPAHCTBO KoneGaTenbHbIX peleHnit ypasHenus (L) pasmepHocTH aBa.
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