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EINE BEMERKUNG UBER DIE NULLSTELLEN DER LOSUNGEN
DER QUASILINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
4. ORDNUNG

ADELA FILLOVA, Bratislava
Gewidmet dem Professor O. Boriivka zu seinem achtzigsten Geburtstag

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Untersuchung einiger Eigenschaften
der Losungen der quasilinearen Differentialgleichungen

(a) (ry"")" +qy=0
(b) (rz')"" +qz=0

mit stetigen Koeffizienten r(x) und q(x) im Interval (—o, «). Hauptsichlich
interessiert uns das Problem, wann alle Losungen oszillatorisch und wann alle
Losungen nichtoszillatorisch sind, d.h. dass diese denselben Charakter haben. Fiir
die Differentialgleichung y“ + Q(x)y =0 wurde dieses Problem von M. Svec [3]
gelost.

Im Weiteren werden wir voraussetzen, dass r(x) >0, g(x) = 0 stetige Funktio-
nen fiir x € (—o, =) sind, q(x) ist nicht identisch gleich Null auf keinem Intervall
und

=1 o1
L. mdx_f_., ;(—xsdx—m.

Verabredung 1. Die nichttriviale Losung der quasilinearen Differentialglei-
chung nennen wir oszillatorisch in (x,, @) [(—®, x,)], wenn die Menge ihrer
Nullstellen von oben nicht beschrinkt ist [von unten nicht beschrinkt ist].
Anderenfalls ist diese nichtoszillatorisch.

Verabredung 2. Uber die Losungen irgendeiner quasidifferentialen Gleichung
werden wir sagen, dass sie am Intervall (x,, ©) [(—, x,)] einen gleichen Charakter
haben, wenn sie auf diesem Intervall alle oszillatorisch oder alle nichtoszillatorisch
sind.

Bemerkung 1.1. Wenn u, v zwei Funktionen mit stetigen ersten Ableitungen
sind, dann sind sie gleichen Charakters in (x,, ), wenn der Wronskian



W(u, v)#0 oder W(u, v)=0 fiir x € (x,, ®) wo x, € (— ®, ®) ist.

Ahnlich wie in [3] S. 450 kann folgende Behauptung bewiesen werden :

Bemerkung 1.2. Jede Losung der quasilinearen Differentialgleichung (a)
[bezw. (b)] hat wenigstens eine Nullstelle am Intervall (—, ).

Es sei x € (—, ). Bezeichnen wir mit M(x) [N(x)] die Menge der Losungen
der Gleichung (a) [bezw. (b)], welche in x € (—%, ) eine Nulistelle haben. Mit
Riicksicht auf diec Bemerkung 1.2 gehort jede Losung der Gleichung (a)
[Gleichung (b)] wenigstens einer Menge M(x) [Menge N(x)] an.

Es sei x, € (—®, ®) ein beliebiger Punkt. Teilen wir die Lésungen der Menge
M(x,) [N(x,)] in zwei Gruppen:

I. In die erste Gruppe gehdren jene Losungen u(x) € M(x,) [v(x) € N(x,)], fiir
welche gilt _

(1.1) u'(xu"(x)u'"'(x,) #0
: sgnu'(x;)=sgnu’"'(x,) #sgnu"(x,) _
[ v (x)(rv') (x)(rv")'(x1) #0 ] .
(1.1 sgnv'(x,) =sgn(rv')"(x,) #sgn(rv’)'(x:) | -

IL. In die zweite Gruppe gehoren die Losungen der Menge M(x,) [N(x,)]
welche sich nicht in der ersten Gruppe befinden.

Hilfssatz 1.1. Die Losungen u(x) [v(x)] der quasilinearer Differentialglei-
chung (a) [(b)] der II. Gruppe M(x,) [N(x,)] haben im Intervall (x,, ©) den
gleichen Charakter. (Siehe [3] S. 453, Hilfssatz 3.0..).

Es sei x, € (—, ») ein beliebiger Punkt. Mit M, bezeichnen wir die Menge
der Lésungen der quasilinearen Differentialgleichung (a), welche folgende Bedin-
gungen erfiillt

’

yP(x)=0 fiir j#i k, 0Si<k=3

und mit N, die Menge der Losungen der quasilinearen Differentialgleichung (b),
welche folgende Bedingungen erfiillt

2(x)=0, (r2")? "(x))=0 fiir j#i,k, 0<i<k=3

bezw. (rz')' "(x))=0j=1, .., k=1, k+1, ..., 3; i=0.

Bemerkung 1.3. Es seien y,(x), y,(x) linear unabhiingige Losungen aus M,
Die Funktion Ax(x) = yi(x)ya:(x) — yi(x)yz(x) hat folgende Eigenschaften:

a) Wenn u,(x), u,(x) linear unabhiéingige Losungen aus M, sind, dann ist
ui(x)ux(x) — ui(x)us(x) = cAa(x), wo c eine von Null verschiedene Konstante
ist.

b) Au(x)#0 fiir alle x#x,.

) x, ist eine (i + kK — 1) fache Nullstelle der Funktion A, (x). Man kann es
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immer so einrichten, dass A, (x) >0 fiir x # x,, wenn i + k ungerade ist, Ay (x)=0
fiir x =x, wenn i + k gerade ist.

d) Die Funktion A, (x) ist fiir x € (x,, ®) stetig, wachsend, positiv. (Siehe [1]
S. 53, Satz 1.7.)

Unter der Voraussetzung, dass z,(x), z.(x) linear unabhingige Losungen aus
N, sind, gilt eine analoge Behauptung fiir die Gleichung (b).

Im Weiteren bezeichnen wir mit y, (x) die Losungen der Gleichung (a), welche
die Anfangsbedingungen

yey={] 124 G.k=0.1,2,3)
erfiillen.

Es ist ersichtlich, dass diese das Fundamentalsystem dieser Gleichung bilden.

Hilfssatz 1.2. Die Losungen u(x) der quasilinearen Differentialgleichung (a) I.
Gruppe M(x,) haben fiir x <x, den gleichen Charakter.

Beweis. Es sei u(x) eine beliebige Losung der 1. Gruppe M(x,), fiir welche
z.B. gelte: u(x,)=0, u’(x,)>0, u"(x,)<0, u’"'(x,)>0. Durch Transformation der
unabhingiger Verinderlichen x = x, — ¢ erhalten wir die Losung u(x) in der Form
u(x) = u(x,—t) = v(t), wobei u(x,)=v(0)=0,

dv__du dv_du dv__du
dt” dx’ df A&’ df dx
Weiter wurde erfiillt

(1.2) v(0)5(0)9(0)#¥0, v(0)=—u'(x,)<O0,
9(0)=u"(x,)<0, ¥(0)=-u""(x,)<0.
v(t) entspricht der Gleichung
@) (F0) +qu=0
wc;l )i(t) =r(x;—t)>0, g(t)=q(x,—t)=0 (die Gleichheit gilt auf keinem Inter-
vall).

Es wird die Bezeichnung v =%} angewendet.

Es sei z:(¢) (k =0, 1, 2, 3) ein solches Fundamentalsystem der Gleichung (a),
dass :

: 2o(t)= yo(x)  zAt)= yiAx)
{13 u(t)==yi(x)  z(t)=—ys(x)

die Anfangsbedingungen

(1.4) 29(0)= {"’*’,j G, k=0,1,2,3)
erfiillen.
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Aus der Bemerkung 1.3 geht hervor, dass die Funktionen z.(¢) in (0, ®)
denselben Charakter haben. Nach dem Beweis des Hilfssatzes 1.1 [3, S. 453,
Hilfssatz 3.a], hat auch v(¢)

(1.5) v(t)=0(0)z,(2) +9(0)z2(t) + (0) z5(¢) .

denselben Charakter wie z, (¢) und weil v(¢) = u(x, —t) = u(x), hat auch u(x) fiir
x <x; den gleichen Charakter. Weil u(x) die beliebige Losung der 1. Gruppe der
Menge M(x,) war, ist damit die Behauptung bewiesen. Teilen wir die Losungen der
I. Gruppe der Menge M(x,) [N(x,)] in zwei Untergruppen [3].

I. a) Fiir jede Nullistelle o >x, der Losung u(x) [v(x)] gilt

(1.6) u'(e)u"(e)u""(0)#0
) sgnu'(o)=sgnu'"'(0) #sgnu"(0)

(1.6) [ v'(@)(rv") (e){rv')" (@) #0 ]
) sgnv’(e)=sgn(rv')"(e) #sgn(rv') (o)

I. b) In diese Untergruppe gehoren die Losungen der 1. Gruppe, fiir welche
wenigstens eine Nullstelle n > x, exXistiert, fiir welche (1.6) [(1.6")] nicht gilt.

Es ist ersichtlich, dass die Losung u(x) [v(x)] der Gleichung (a) [der
Gleichung (b)] der Untergruppe I. b,in die II. Gruppe der Menge M(n) [N(n)]
gehort.

Hilfssatz 1.3. Die Losungen u(x) der kvasilinearen Differentialgleichung (a)
[bezw. v(x) der Gleichung (b)] der Untergruppe I. b haben denselben Charakter
wie die Losungen y(x) [z(x)] der Gleichung (a) [Gleichung (b)] der II. Gruppe.

Ahnlich wie in [1] S. 47—49 kann folgende Behauptung bewiesen werden:

Bemerkung 1.4. Es seien r(x)>0, q(x)=0 stetige Funktionen fiir
x € (—o, ), wobei g (x) identisch nicht gleich Null ist auf keinem Intervall. Es sei
x,€(—o, ®), 0=k =3 ist eine ganze Zahl und y(x) sei eine solche nichttriviale
Losung der Differenzialgleichung (a) welche die Bedingungen (A.1), (A.2) erfiillt :

(A.1) y?x) (=0,1,...,k—1)
haben gleiche Zeichen

y©0)#0
(A2) yO(x)=0 (i=k+1,..,3).

Dann kann im Punkt &, der ein beliebiger Punkt aus dem Intervall (x,, ®) ist,
hochstens eine der Funktionen y”(x) (j=0, 1, 2, 3) die Nulistelle haben. Ist
y™(E)=0, 0=m =3, so ist y?(§)#0, j=0,1, ..., m—1, m+1,...,3 und es
haben die Zahlen y”’(£) mit j>m, als auch diejenigen mit j<m das gleiche
Vorzeichen.
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Bemerkung 1.5. Seien die Voraussetzungen der Bemerkung 1.4 fiir die
Gleichung (a) erfiillt. Es seien 0 =i <k =3 ganze Zahlen. y(x) sei die nichttriviale
Losung der Gleichung (a), welche die folgenden Bedingungen erfiillt: y®(x,)=0
fir j#i, k, 0Si<k=3.

Dann ist in jedem Punkt & € (—, ®), E+# x, hochstens eine der Funktionen
yP(x) (j=0, 1, 2, 3) gleich Null. Wenn z.B. y™(&)=0, 0=m =3, dann ist
y?(E)#0 (j=0,1,..., m—1, m+1,...,3) und wenn & >x,, dann haben die
Zahlen y (&) fiir j >m wie auch fiir j <m gleiche Zeichen. Wenn & <x, dann gilt:
sgny(§) #sgny " (§) fiir j>m, sgny?~"(§) #sgnyP(&) fiir j<m.

Bemerkung 1.6. Die Behauptungen 1.4 und 1.5 gelten auch fiir die Gleichung
(b).

Hilfssatz 1.4. a) Es sei irgendeine Losung der Differentialgleichung (a) der
II. Gruppe oszillatorisch und irgendeine Losung der Gleichung (b) der II. Gruppe
sei ebenfalls oszillatorisch. Dann ist jede Losung der Differentialgleichung (a) auf
dem Intervall (x,, ©) oszillatorisch.

Beweis. Es habe die Differentialgleichung (a) eine nichtoszillatorische Losung
u(x). Dann existiert eine Nullstelle a =x, der Losung u(x), welche die letzte ist.
Ohne Verlust an der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen, dass u(x)>0 fiir
x >a ist. Aus der Gleichung (a) erhalten wir (ru’’’)'(x) =0 (die Gleichheit gilt in
keinem Intervall) fiir x =a, also ist (ru’’’)(x) eine abnehmende Function im
Intervall (a, ). Zeigen wir, dass u'''(x) in jeder Zahl x = a positiv ist.

Es existiere ein solches T = a, dass (ru''’) (t) =0 ist. Fiir x > 7, > 7 gilt dann

e () () — (") (T)
“WEETR) S )

o

Mit Riicksicht auf die Voraussetzung - dx = = folgt, dass !irg u(x)=

r(x)

= —oo, was jedoch im Widerspruch damit steht dass O<u(x) fiir x >a ist.
Also ist u’"'(x) >0 fiir x = a. Daraus folgt, dass u"(x) eine steigende Funktion
am Intervall (a, =) ist. Es kénnen zwei Fille eintreten:
1. Es existiert eine solche Zahl 7>a, dass u"(x)>0 fir x=7;
2. u"(x)<0 fir x=a. _
Zuerst untersuchen wir den Fall 1. Da u"(x) eine wachsende Funktion ist, ist

u"(x)>u"(7)>0 fir x > 7. Daraus lim u'(x)=1lim u(x) = +oo.

Es existiert also eine solche Zahl n >, dass u(x)>0, u'(x)>0, u"(x)>0 fiir
x=n gilt.

Jetzt zeigen wir, dass im Falle 2 eine solche Zahl n existiert, dass fiir
x=n u(x)>0, u'(x)>0 ist. In diesem Falle ist u"(x)<O0 fiir x =a, deshalb ist
u'(x) eine abnehmende Funktion in (a, ©). Es soll eine solche Zahl B >a
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existieren, dass u'(8)=0. Fiir x =y >p gilt dann: u'(x)<u'(y)<0. Daraus folgt

lim u(x)= —o, was aber nicht eintreten kann, weil u(x)>0 fiir x > a ist.

Damit haben wir gezeigt, dass in beiden Fillen fiir die nichtoszillatorische
Losung u(x) eine solche Zahl n>a existiert, dass entweder

a) u(x)>0, u'(x)>0, u"(x)>0, u'"'(x)>0, oder

b) u(x)>0, u'(x)>0, u"(x)<0, u'"'(x)>0
fiir x =7 ist.

Zuerst untersuchen wir den Fall a). Aus dem Hilfssatz 1.1 geht hervor, dass
die Losungen der II. Gruppe denselben Charakter haben. Deshalb weil wenigstens
eine oszillatorische Losung der Gleichung (a) der II. Gruppe existiert, sind alle
Losungen dieser Gruppe oszillatorisch.

Es seien z.(x) (k =0, 1, 2, 3) Losungen der Differentialgleichung (a), welche
die Anfangsbedingungen

0 k#j ,.
2m={] 2} G.k=01,23)

erfiillen. Die Losungen z,, z,, z; gehoren in die II. Gruppe M(n), sind also
oszillatorisch. Aus der Bemerkung 1.3 folgt, dass W(z,, z:)>0, W(zi, 25)>0,
W(z2, 23) >0 fiir x > sind. Es ist ersichtlich, dass wir u(x) in der Form

(1.7 u(x)=u(n)zo(x)+u'(m)z:(x)+u"(m)za(x) +u""'(n)z3(x)
schreiben konnen. Es ist also

(1.8) W(u, z3)=u(n) W(zo, 23) +u'(n) W(zy, z5) +
+u"(n) W(z2, 23)
fiir x >1.

Aus der Relation (1.8) folgt, dass u(x) und z,(x) denselben Charakter haben
und weil z;(x) oszillatorisch ist, erhalten wir den Widerspruch mit der Vorausset-
zung, dass u(x) eine nichtoszillatorische Losung der Differentialgleichung (a) ist.

Jetzt zeigen wir, dass auch der Fall b) nicht eintreten kann. Es sei w(x) eine
Losung der Differentialgleichung (b) mit einer dreifachen Nullstelle in a. Dann ist
w(x) die Losung der Differentialgleichung

w(ru'")—(ro")u"+ (ro’)'u’ — (ro')'u=0

(siehe den Satz 3, [4] S. 105), welche fiir x 27 in der Form

(1.9) [g__l_rw ]+y_2rw,=rwu2
| w. u u

geschrieben werden kann.
Es seien a,, Bi, n<a:<p, zwei nacheinanderfolgende Nulistellen der
Losung w(x). Es sei w(x) fiir x € (a,, B:) positiv; dann ist o’'(a,)>0, 0'($:)<0
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und gemiss den Bemerkungen 1.5 und 1.6 ist (ro’)’(a:) >0, (rw')'(8:) <0. Weil
(rw')'(x) eine stetige Funktion ist, hat sie wenigstens eine Nullstelle in (a;, 8,). Es
sei & nach a, die erste Nullstelle (rw')'(x). Dann ist ersichtlich (r@')(x)>0 in
(a,, &). Durch Integration (1.9) am Intervall (a,, &) erhalten wir

(1.10) (ro')'(ay) ¢ w oo [ rou’”
Sl [ e = [ T ax

Weil die linke Seite der Gleichheit (1.10) negativ und die rechte Seite positiv
ist, erhalten wir einen Widerspruch.

Damit haben wir bewiesen, dass die Gleichung (a) unter den gegebenen
Voraussetzungen keine nichtoszillatorische Losung hat.

Hilfssatz 1.4. b) Es sei irgendeine Losung der Differentialgleichung (b) der
I1. Gruppe oszillatorisch und irgendeine Losung der Differentialgleichung (a) der
II. Gruppe ist ebenfalls oszillatorisch. Dann ist jede Losung der Differentialglei-
chung (b) oszillatorisch. :

Beweis. Die Behauptung beweist sich auf dieselbe Art wie der Hilfssatz 1.3.

Satz 1.1. Es seien r(x) >0, q(x) =0 stetige Funktionen fiir x € (x;, ®), wobei

q(x) auf keinem Teilintervall (x,, ) identisch gleich Null ist. Es sei j ;% dx =

= [ q(x) dx = +. Dann ist jede Losung der Differentialgleichung (a) [bezw. der
Gleichung (b)] am Interval (x,, ) oszillatorisch.
Beweis. Den Beweis fiihren wir fiir die Gleichung (a) durch, fiir die Gleichung
(b) verlduft dieser auf diesselbe Art. Nehmen wir an, dass die Differentialgleichung
(a) eine nichtoszillatorische Losung u(x) hat. Auf dhnliche Weise wie im Beweis
~des Hilfssatzes 1.4.a), kann gezeigt werden, dass fiir u(x) ein solcher Punkt
n € (x,, ©) existiert, dass u(x)>0, u'(x)>0, u'’''(x)>0, x € (n, =) gilt. Anderer-
seits geht aus der Gleichung (a) fiir die Losung u(x) im Intervall (7, %) hervor

(1.11) (ru ")) = (")) = [ qyu(o) dr
n
Mit Riicksicht darauf, dass f q(x)dx =+ und mit Riicksicht auf die
Eigenschaften der Losung u(x) erhalten wir, dass J. q(t)u(t) dt = ist. Aus
n

dieser Tatsache und aus (1.11) geht hervor, dass lim (ru'’")(x) = —; dies ist im

Widerspruch mit «'’'(x)>0 fiir x Za.

Damit haben wir gezeigt, dass unter den gegebenen Voraussetzungen die
Differentialgleichung (a) auf (x;, ©) keine nichtoszillatorische Losung haben
kann. A
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SUHRN

POZNAMKA O NULOVYCH BODOCH
RIESENI KVAZILINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC 4. RADU

A. Fillova, Bratislava

V préci sa rozsiruju vysledky tykajice sa oscilatorickych vlastnosti rieSeni diferencidlnej rovnice
y“+ Q(x)y =0 na kvazilinedrnu diferencidlnu rovnicu (ry’'')’' + qy =0, resp. rovnicu (rz')""' +qz = 0.
O funkcidch r a q sa predpokladi, Ze r>0, g 20 si spojité v R, g =0 neplati v Ziadnom intervale
a f ;(lx—) dx = j l ;zlx—) dx = . MnoZina rieSeni rovnice s tym istym nulovym bodom x, sa rozlozi do

1 "
dvoch tried a ukdzZe sa, Ze rieSenia jednej triedy maji rovnaky oscilatoricky charakter. Z rieSeni druhej
triedy jedna &ast je rovnakého charakteru a druhd cast rieSeni je za dopliujicich predpokladov
oscilatorickd. Hlavny vysledok prace hovori, Ze za dodato¢ného predpokladu f q(x) dx = kazdé

=1

rie$enie uvaZovanych rovnic je oscilatorické na intervale (x,, ®).

PE3IOME

3AMETKA O KOPHSIX MHTEIPAJIOB KBA3WINMHEHNHbIX
IU®PEPEHIIMAJIBHBIX YPABHEHHWH YETBEPTOI'O IMOPSIIKA

A. ®unnosa, Bparncnasa
Kak u3BecTHO, uHei#HOe andxpepeHIHaNLHOE ypaBHEHHE YeTBepTOro nopsaaka y“ + Q(x)y =0

o6nanaet CenyIoWMM CBOHCTBOM : eciii yHKImst Q(x ) HenpepbIBHA M HEOTPHIATENLHA HA HHTEpBaJle
(—%, ®), TO WM BCe ee HHTErpabl KONeGIIOILMECH, HIH BCE HEKONEGIMIOLMEC, T.3. HOCAT OAMHAKO-
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Bblit XapakTep. B 370l paGoTe peleHust KBa3WIHHEHHOTO AU dEPEHLIHANBLHOTO YPaBHEHHS YETBEPTO-
ro nopsaka paspeneHbl RO AByX rpynn. W3 peuexuit nepeolf rpynnbi OfHa 4acTb OJHMHAKOBOIO
XapakTepa, a BTOpast 4acTh pellICHHA NMpPH onpeleNeHHbIX ycnoBusix Konebmotiasca. Kpome Toro, npu
YCIIOBHH

J:q(x) dx =+

NOKa3aHO, YTO BCE PEILEHHA PACCMAaTPHBAEMOIO B paboTe ypaBHEHHs KONeGIOLMeCs.
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