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RELIABILITA TESTOV

MILAN DUFEK, Praha — VIERA UHERCIKOV A, Bratislava

¢

Kvantitativne potiatie pedagogiky usiluje, aby sa pedagogika
pribliZila exaktnostou prirodnym veddm. S tym sivis{ rastice uplat-
nenie matematickych metod v pedagogickom vyskume, l

Matematizdcia neznamend len kvantifikédciu, ale &j napr, presni
klasifikdciu skimanych javov a formalizdciu ich analyzy.

S matematizdciou vzko sivisi teoria merania vo veddch ako so-
ciolégia, pedagogika, psycholégia. Je vypracovand rozsiahla vseo-
becnd teoria merania v sociolégii (pozri [5]).

Meranie objektivnych velidin v prirodnych veddch sa dd kvanti-
tativne vyjadrit bez taZkosti, Omnoho obtaZnejSie je meranie peda-

gogické a psychologické, t.j. meranie charakteristik ako je tunava,

tréma, schopnosti, atd.

Z matematického hladiska si vSetky merania funkciami, ak po-
vafujeme mno?inu meranych objektov za ich definiény obor a &isla,
ktoré sa objektom priraduji podla istych pravidiel, za ich obor
hodndt. Teda akymkoIvek postupom merania ziskame mnoZinu usporia-
danych dvojic, pridom prvy &len dvojice je meranym objektom a dru-
hy &len je &islom priradenym objektu podla pravidiel merania,

Pre potreby tohoto &ldnku budeme uZivat Stevensovu definiciu
merania:

Meranie znamend vo svojom najSirsom éjzname priradova-

nie &isel predmetom alebo javom podla pravidiel.
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Ak teda chceme uskutoénit meranie v zdujme zvysSenia exaktnosti
v oblasti pedagogického a psychologického vyskumu, je potrebné zo-
stavit pravidld merania a pouZit pri merani u skupiny jedincov ne-

jaky prostriedok merania.

Potom je nutné riesit dve zdkladné otdzky:
1, Akd je reliabilita prostriedku merania, t.j. akd je jeho spolah-
livos?t,
2. Ak4 je validita prostriedku merania, t.j. ¢i meriame naozaj to,

(1)

¢o mienime merat,

TotiZ meranie v oblasti pedagogického a psychologického vysku-
mu obsahuje chyby. Pokial nepozndme reliabilitu a validitu ziska-
nych idajov, nemajui velku spolahlivost ani vysledky vyskumu. Ak si

udaje nespoIahlifé, potom aj zdvery z nich plynice si nespolahlivé.

Ciel nd8ho &ldnku je nasledovny:

Za jeden z nédstrojov (prostriedkov) merania mdéZeme povaZovat
didakticky test. V sidasnosti nie je dostatok Standardizovanych
testov pre vysoké 8koly. Preto je potrebné, aby sa nestandardizova-
né testy pouzZivali kvalifikovane, teda aby bola zistend ich relia-
bilita a aZ pofom sa povazovali za spolahlivé ukazovatele vysledky

merania tymito testami.

) Vysvetlovat pojem validity by prekrodilo rozsah tohoto Clanku.
Uvedieme len strudne definiciu.
Validita je stupeli presnosti, ktorym napr. test meria to, Go m4
merat, Napr. ak chceme zostrojit test na meranie porozumenia
vedeckym postupom alebo‘schopnosti aplikdcie tychto postupov,
nesmieme zostavit test s poloZkami, obsahujicimi len fakty o ve-
deckych postupoch. Nemerali by sme to, Co sme chceli merat., Test
by nebol validny. Meral by faktické znalosti, a nie porozumenie
alebo schopnost aplikdcie.
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Preto chceme upozornit na ddlezZitost skimania reliability a

uviest jednu metodu vypodtu koeficientu reliability.

DEFINfCIA RELIABILITY

Najprv uvedieme ndzornejsSiu definiciu, ktori neskdér upresnime
a numericky vyjadrime na zédklade analyzy rozptylu.

Reliabilita je presnost a preciznost prostriedku merania.

Mieru reliability vyjadrujeme na zdklade vypodltu koeficien;ﬁ relia-
bility. ‘

" Reliabilitu mb%eme skimat z rdéznych hIadisk; .
1. Dobréd reliabilita ném mé zarudit, Ze pri opafovnom merani tej
istej skupiny objektov pomocou toho istého alebo zrowvnateIného pro-
striedku merania méme dostat tie isté alebo podobﬁé vysledky. Teda
zaruduje ndm stabilitu, spolahlivost vysledkov merania,
2. Dobréd reliabilita mé zabezpeéif. aby vysledky ziskané prostriedA/
kom merania boli skutodnymi mierami skimanej vlastnosti. Teda za-
bezpeduje presnost prostriedku merania.

Reliabilita teda sivisi aj s otdzkou spolahlivosti testovych

vysledkov. Mieru spoIéhlivoati testov ych vysledkov mdZeme vyjadrit
pomocou koreladéného koeficientu nasledovnymi metodami ;

- metoda retestovd spodiva v zistovani koreldcie medzi vysledkami,

ktoré obdrzime pri opakovanom testovani rovnakej skupiny rovnakym
testom po urditom Zasovom odstupe (koeficient stability).

- ggjéda paralelnjch testov znamend zistovanie koreldcii medzi vy-

sledkami testovania rovnakej skupiny skusSanych dvoma paralelnymi
testami, t.j. takymi, ktoré obsahujui odlidné, ale vzdjomne zameni-
teIné ekvivalentné testové poloZky (koeficient ekvivalencie).

- metoda zistovania koreldcie medzi vysledkami dosiahnutymi v jedno-
tlivych dastiach.testu (koeficient konzistencie testu).

Dalej upreanime‘pojem reliability na zdklade analyzy rozptylu.

0
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PEORIA RBLIABILITY

Z teorie analyzy rozptylu vyplyva nasledovné:

Ak méme ziskat nejaku predstavu o nejakej mnoZine nameranych
diselnych udajov, musime sa zaoberat ich variabilitou. Ka¥d4 mnoZi-
na nameranych didajov ndhodného vyberu zo zdkladného Statistického
siboru mé celkovy rozptyl spdsobeny jednotlivymi zdrojmi rozptylov.

Ked sa Jednd o meranie pedagogické alebo psychologické, t.j.
odvodené z iudskjch reakcii, budi sa vidy vyskytovat najmenej dva
zdroje rozptylu. Jeden z nich bude zodpovedat systematickym zdro-
jom variability, druhy andhode, &i ndhodnym chybém.

Zdroje systematického rozptylu spdsobuji vychylovanie vysledkov

jednym alebo druhym smerom., Napr. efektivnma metoda udenia méZe sy~
stematicky ovplywvnit dosiahnutie lepSich vysledkov subjektov.

Zdroje ndhodného rozptylu spdsobuji, Ze uidaje kolisu raz tak,

raz indd. Ndhodny rozptyl vznikd variabilitou meracieho procesu.
Teda celkovy ro;gtxl Vt vznikd z jednotlivych zdrojov rozptylu.
Pri kaZdom vyskume je nezédvisle premennd zdrojom systematické-
ho rozptylu. Zémerom vyskumnika je, aby sa napr, dve experimentdl-
ne skupiny systematicky 1iZili. NajddleZitejsi typ systematického
rozptylu je rozptyl medzi skupinami V_, &iZe experimentdlny rozptyl.
Ak vypoditame rozptyl pre kaZdd skupinu zvl&st, a potom ich
priemer, ide o rozptyl vo vmitri skupin V nt Zodpovedd ndhodnym
vplyvom, preto ho nazyvame ndhodnym rozptylom. N
Za istych teoretickych prédpokladov si tieto rozptyly aditiv-
ne a plati

(

Vt = _Vm + Vch

AkykoYvek rad merani md celkovi variabilitu. Z hladiska uvede-

nej teorie mé¥eme posudzovat mno%stvo chyb merania obsiahnutych.

v nejakom prostriedku merania. Chyby merania si néhodnymi chybami.
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su vjsledkow celého radu pridin - napr. tUnavy - ktoré v urditej do-
be dodasne ovplyviiuji predmet aiebo néstréj merania. Nakolko si-
chyby obsiahnuté v ndstroji merania, natolko je tento prostriedok
nespolahlivy.

Z tohoto hladiska mdZe byt reliabilita definovand ako relativna

nepritomnost chyb merania u urcitého prostriedku merania. Reliabi-

lita teda sivisi s ndhodnou chybou.

Prejdime teraz k aplikdcii uvedenej teorie na didaktické testy.
KaZdy subjekt podrobeny vykonovému testu ziska urdité skore B;.
Toto skore md dve zlozky:
- sprdvnu zlozku Beo /idedlnu/ i
- zlozku chyb Bch

ZloZku chyb dostaneme z chyb merania, Plati:

By = Boo + By
a tomu zodpovedajici rozptyl
Vt=V°° +Vch

Reliabilita sa definuje chybou: &im viac chyb, tym vidcsia ne-
spolahlivost, a naopak. Teda v pripade, Ze vieme urcéit variabilitu

chyb v akomkolvek merani, mdZeme tieZ urcit spolahlivost merania.

Ako sme uZ uviedli, mieru reliability vyjadrujeme koeficientom
reliability r . Potom dvé ekvivalentné definicie reliability majid

tvar
- Voo
" Sy
\'
_a _ . Ch
2. r, = 1
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VYPOCET KOEWICISNTU RELI;&BILITY

Existuju rdézne vztahy pre vypodéet koeficientu reliability.
Kerlinger uvédiﬁ’vypoéet na zaklade dvojrozmernej analyzy rozptylu,
ktory je zo zndmych a dostupnych prametiov najpreciznejsi a teore-
ticky podloZeny.

Z rovnice

vt =.vm + vch

je rozptyl vo vnitri skupin (chybovy) ako kazdy iny typ ndhodného
rozptylu len odhadom ndhodného (chybového) rozptylu. Rozptyl vo vni-
tri skupin mdZe obsahovat aj nejaké zdroje systematického rozptylu,
napr. rozptyl spbsobeny individudlnymi rozdielmi. Ked je to'moéné,
méme oddelit (extrahovat) ktorykolvek z tychto inych rozptylov.
Analyza rozptylu poskytuje pri experimentdlnej aplikdcii na di-
daktické testy tieto rozptyly:
- medzi poloZkami
- medzi osobami
- rezidudlny rozptyl alebo rozptyl chyb.
Z hladiska tedrie reliébility je ddlezity najmd rozptyl osdb
a chyb. Celkovy rozptyl je mierou individudlnych rozdielov. Teda

namiesto V. mdZeme pisat Vind' potom

Vina = Ym * Ven

a pre koeficient reliability plati

=1 - vCh

ind

Na zdklade tohoto vztahu pomocou dvojrozmernej analyzy rozptylu

mdZeme vypoditat koeficient reliabi}ity nasledovne (2),

(2)poara [1] uvedenej v litere+*-=
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Nech napr., m jedincov vyriesi test, obsahujici n poloZiek,

Udaje tychto oséb si uvedené v tabulke 1.

osoby . poloZky
N 1 2 : R
1 Xq1 Xqp  Xq3 ecrccecerecccccenes Xgp
2 X5 X5 ' Xpg seesvscscesnneees Xop
| 3 Xq4 X3p X33 eececececccccccns Xgp

m Xm1 %2 )SDB ..-.-...........an

Tabulka 1.

Vypocitame ( :?:

medzi poloZkami

o
medzi osobami 21_ ( )2
PR T N M ¥ R
2 - n
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celkovd
2
HB= 5 = L;-°©
®
zdroj stupne _sudet podiel F-test
rozptylu volnosti 8tvorcov
. Qy Py
Q P

osoby y Q P, = —&- —2

2 2 2

Vo 1’3
rezidudlny Y, q ._LQ
Q=Q,-(Q,+Q,) P, =
pol. x os. 3 473 18 3 Y3
celkovf V4 : Q3
silet
Tabulka 2.
kde

U1 =N - 1

v2 =m - 1

v3 = V.' . V 2

V4 = V1 + Y 2 + VY 5

v P
ch
rt = 1 = v = 1= —fg—
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Na zdklade statistickej vyznamnosti F-testu méZeme povedat,
i je koeficient reliability vyznamny, t.j. ¢i mGZeme povaZovat
nds ndstroj merania za spolahlivy alebo nie.

Vypodet kbefioienta reliability je naprogramovany v jazyku
FORTAN pre poditad CDC 3300, Vystup z politala, ktory obsahuje pro-
gram na vypolet koeficienta reliability je uvedeny ako priloha 1.

EXPERIMENTALNA APLIKACIA TEGRIE RELIABILITY

Uvedeny vipoéet koeficienta reliability bol pouZity napr.
pri hodnoten{ testovych vysledkov posluchddov I. rodnika Strojnej
fakulty CVUT v Prahe v predmete "Chémia", Konkrétne budi uvedené
testové vysledky experimentdlnej skupiny pre posttesty A a B,

Tieto testy boli pouZité vo vyskume zameranom na moZnost a

formu uplatnenia programovaného-udenia vo vyuke na vysokej &kole,
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PODKLADY K VYPOSTU RELIABILITY

POLOZKY

Test

map<mm<Q<a<dnd<pd<mdd<pmud<<mnd<n<mdm<m<<<m<mmmm<mm

o oo o
1001000000000001001OC010050000000005000001100Oalo

~

mnuwn niin _ iNno nnnn n
0000 rrOrrrerrere0000w

nono o O [eYeYo) o O o (o))
CINNVOOoOINOANNTINTEFININEFEF~OINNATINEFrO00O0FTO~INO =~ INVLININOO O N IN

n o n own wn n n
NSO rOrdO0t0000rdtrtUANOTrr~rOrANdOrdriNrOYtrNNO0 = O 9~ InO0OO0QN

NOONANOINMINAN~INANINO NN NINNANIINNINN NN NININO INAN FINNINININMANO = MO

NoNOoONONOINO00 0D ININO N0 O INO N0 O INOOININOININOININO O INTF INFINO MININD

Eudent

~FNATNO~ONO~NNFINOV-D0ONO
—FeerecrecereeeQN
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ANALYZA VYSLEDKOV
Pre posttest A koeficient reliability r = 0,5412

v -V
r - —osoby ~ “chyby _ 32,693 - 14,998 _ o 5412
vosoby 32,693
v (1-r)

chyby = Vosoby
8im viac chyb, tym viisia nespolahlivost.

C [
M;soby = 32,693 = 100 %

Pre posttest B je koeficient reliability r = 0,6548 (pozri
prilohu 2).

Ir = -A—.—'i_mz 822 - 1 : = 0'6548
42,852

J‘Qshyby = 14,793 = 34 %

[
—~" V. = 42,852 = 100 %

osoby

\

Z hodndt P-testu vidime, Ze vypoditané hodnoty koeficientu
reliability si vyznamné. ’

ZLEPSENIE RELIABILITY

ZlepSenie reliability mdZeme dosiahnut nasledovne:
1. maximdlnym zintenzivnenim rozptylu individudlnych rozdielov a
znifenim rozptylu chyb na minimum,
2. dbanim o to, aby boii.pSIOEky psychologického a pedagogického
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merania vyjadrené jednoznacne, aby nedodlo k zvidSeniu rozptylu
chyb,
3. zvySenim poétu poloZiek rovmakého typu.
Predpokladajme, Ze médme vypoditani reliabilitu r pre urdity
test a povafujeme za potrebné zvysit ju. Udaj o podte poloZiek rov-
nakého typu, ktory na to potrebujeme, ndm poskytne Spearman-Browno-

va profetickd formula:

R (1-r
r (1-R)

kde R je poZadovand reliabilita,
r je vypoditand reliabilita,
n uddva, o kolko poloZiek musime predf#it test, aby dosiahol
Ziadani reliabilitu.

ZAVER

Aby sme mohli sprévne interpretovat vysledky testu, musi byt
reliabilny. -

Je pravda, Ze vysokd reliabilita je podmienkou nutnou, nie po-
stadujicou pre dosahovanie dobrych vysledkov v pedagogickom a psych
logickom vyskume. Ale je délezité uvedomit si, Ze sprdvne hodnote-
nie vysledkov testu, vyskumu vysledkov, ich interpretdcia nemdZe

byt dosiahnutd bez 'splnenia tejto podmienky.
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Summary
RELIABILITY OF MEASURING METHODS
Milan Dufek, Praha, Viera Uherdikovd, Bratislava

In order to increasé exctness in the educational and psycho-
logical research we have to measure correctly such characteristics
as fatigue, stage fright, abilities, etc. This requires to decide
on the measuring rules and the measuring methods. Then it is nece-
ssary to solve two questions:

- What is the reliability of the measuring method.
- What is the validity of the measuring method, i.e. whether we
really measure what we intend to.

In the paper we are concerned with the theory of reliability
and it s application in the educational process, kamely in measur-
ing the level of knowledge of students by didactical tests. We de=
scribe §ne method of calculation of the coeficient of reliability

based on the two dimensional dispersion analysis.
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Fespopue
HAZIEXHOCTE METOIA VISMEPEHWMIA /

M. Iydex, lpara, B. Yrepumxoea, Bparncxersa

B mHTepecex NOBNNEHMATEABHOCTH NENATOTMYECKOrO W NCHXOAOrMN-—
YEeCKOro MCCJIENOBAHMH HOINO NPABMABHO WSMEDSTh DRSHHNE XEpAKTepH-
CTHKN - yCT8AOCTHL, CHOCOOGHOCTHM, MTAZ. B Taxux caydvasx HeOo6XOXHMMO
onpefeixTh TOWHHE NpeBuis meMeperndt m ucnoxbsosaTs HeKOTODH! nex-
xonamut MeTon msMepenwuit.

[locae Toro meoOxoxumo pemaTtTs sonpoc: Kexas HazéxHOCT® MeTO-
ne msMepeHmit ?

B crerem paccuaTpuMBEeTCH TeOopMs HAIZSXHOCTH M NOKAsAHO ed
nﬁnuenenue IXs NPOBEDKM YPOBHN SHAHMA OMIBKTHYECKUMHM TECTEAMM B Ne-
JeroruvyeckoM npomnecce. MassoxeH MeTon BHNYUMCJIEHNS xoe¢xuueam§ Ha-

AEXHOCTHM NP¥ NOMOMM IOBYMEPHOID ANCNIEePpCHOHRI'O0 aHaJausa.
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REMARKS ON THE EXPONENTIAL FUNCTION

MILAN MAXIAN — TIBOR SALAT. Bratislava

The purpose of this paper is to stu\dy the sequences

(- -]
{an(x)} n=1

(1)
{bn(x) }n-1 : (2)

where an(x) =(1 + %)n, b (x) = (1 + %)n'” (n=1, 2, ...) and
to give a certain generalization of the Problem E 2406 from

Amer. Math, Monthly together with its solution.
(- -]
It is well-known fact that the sequence {an(1)} =1 18

(- -]
increasing, {bn(1)} n=1 18 decreasing and

n—ypoo o n—»oco

lim a_(1) = 1lim bn(1) =e

(see e.g. [2], p. 136).

Further, it is well-known that for each real number x we have

lim a (x) = eX (3)
n—»co

(cf. [2] s Poe 137-138)0
In the paper [1] it is proved that for each‘\ xe €0, 1)

the sequence (1) is non-decreasing.
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In connection with the mentioned results we shall study the
monotonicity of the sequences (1), (2).
At first we introduce two auxiliary results.

Lemma 1, For fixed x, x > O, we put

&) = (1 + P (50
Then for each x > O the function 8y is increasing on the interval
(0, +o00), ‘

Proof , Since

8,(t) = exp {t log (1 + %)}

using a simple calculation we get

gx(t) = g (t) [log (1 +F) - g5 ]
By the mean value theorem there is a £ € (t, t + x)
such that
log (1 + %) = log (t + x) - log t = ?
Then v
g.(t) = g (t) F-80 >0

i.e. the function &, 1is increasing on (0, +eo ).
Hence 8y is an increasing function (in t ) for each fixed
x > 0. More complicated situation occurs at the study of the

monotonicity of the function h.»

n(t) = (1+ P (150,

x > 0, x fixed.
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Lemma 2. If 0<x4%2, then hx is a decreasing function

on (O, g o0 ), If x > 2, then h  is an increasing function on the

interval ( ﬁ—, +00)e

Proof . A simple calculation yields

. t41
ho(t) = b (t)[log (1 + ) - Fs- 1

Put

£ .(t) = log (1 + %) - %{%ﬁ%& (t > 0)

Let us remark that for each x > 0

1lim fx(t) =0

t— o0
holds,

Further after a simple arrangement we get

2 2
f;(t) - - X + X +2tx+t°x

E(E+x5 t2(t+x)2

From this it follows easily that
£.(8) <0, if x < (x - 2)t;
f;(t) =0, if x = (x - 2)t;

f;(t) >0, if x> (x - 2)t

(5)

(6)

If 0< x$ 2, then x - 2 £ 0 and the inequality x > (x - 2)t

holds for each t > O, Hence in this case f;(t) > 0 for each t > 0.

If x > 2, then for t > X5 the inequality x < (x = 2)t holds

and therefore according to previous considerations we have

. X
fx(t) €0 (fort > ;:z).
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Let 0 <« x § 2, As we already have proved, for each t » O
we have fx'(t) > 0, Hence fx is an increasing function on the
interval (0, + oo ). If for some t €& (0, +oo ) the inequality
fx(to) Z 0 holds, then with respect to the fact that fx is
increasing, (6) cannot be true. Hence, in this case we have -
fx(t) < 0 for each t & (0y + c0o). But then from (5) it follows
that for each t @ (0, + oo ) we have h;c(t) < 0. Thus hx is a decreasing
function on (0, + e ).

Let x > 2, As we already have proved, for each t > x—ff we
have f;(t) < 0. Thus fx is a decreasing function on the int\erval

(—Exf » +00), If for some t_ @ (x—f-g. + 00 ) the inequality (t)% 0

holds, then with respect to the fact that f, is decreasing, (6)
x
cannot hold. Hence fx(t) > 0 for each t > 7=3° But then it follows .
. X
from (5). that h_(t) > O for each t > -3+ Thus h_ is an increasing
function on the interval (-x%z, +00 )o The proof is finished,
The following fundamental result about the sequences (1), (2)

is a simple consequence of Lemma 1 and Lemma 2.

Theo rem 1. The sequence (1) is increacing for each
x >0, If 0" < x & 2, then the sequence (2) is decreasing., If x > 2,

then the sequence

{bn(X)}:s[x—fz]+ 1

is increasing ( [t ] denotes "the integral part" of t ).
Theorem 1 suggests a certain generalization of the following
problem (cf. [3] ):
What is the maximum value of o and the minimum value of &
for which

o
(e b %e s (1. H™P (M
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for all positive integers?

Taking Theorem 1 into consideration, it is possible 1_:ho gene-
ralize the foregding in this way:

Let 0 < x £2. It follows from (3) that

lim a (x) = lim b (x) = e%,

n —»oo n—soo0
(1) being increasing and (2) decreasing. What is (by x & (0, 27 )
the maximum value xo(x) of o(x) and the maximum value lbo(x)

of /A(x) for which

» n+ 0¢(x) n+ A(x) v

), £ e's 1+

=11,]

(1 +

for all positive integers n ?

The solution of the formulated problem is contained in the
following theorem. Let us remark that the proof of the following
theorem is based on the procedure applicated in the solution of

Problem E 2406 ( [3]).

Theorem 2. For each x € (O, 2> we have:

x,(x) = Iogxlhxi =L Byx) = %

1 1
Remark., Por x=1we get 060(1)-133—5-1. Po(1) = =

= the solution of Problem E 2406,

Proof of Theorem 2. Let 0 < x5 2, Let x(x)\a o,
A(x) & 0 be such real numbers that

n+ 0¢(x) n+ BA(x)
aE g eXs (14D T (a=1, 2, .. (8)

From this we get _
(n +0c(x)) log (1 +!—l:) $§ x & (n+ p(x)) log (1 +§) (n=1 2, ¢o0)
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i~
™
]
=]

m(x) (n = 1, 2, 000)|

log (1+ -E)

A (x) g—-—x_-n (n=1,\2, ess)
log (1+

=11
N

From this it is clear that

(x) = it { ———ZEeeme =
%o X n log (1+ %) n} Sl
(x) = e 10
Po(x) = sup {1°g =5 n } (10)

For fixed x € (0, 2 2 we put

(8) a —EZ—— _ ¢t (t>0)
Px log (1+"§)

A simple calculation shows that

x2

" $(t+x) log® (1+ E3) B

Pr(t)
We prove that for each t > 0

PL(t) >0 (1)

holds.
Choose a number u € R such that € - = 1 +3 .

Hence u > 0. By a simple calculation we get

gin h% u - el 4. g=21 _ 5
u 4u2
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x°

) t (t+x) log2 (1+ %)

Hence the inequality (11) is equivalent to the inequality
sin hzu -1>0
uz

and this to the inequality

(sin hu +u)(sin hu -u) >0 (12)

Since

u3
(sinhu=n+3-!-+... du,

the inequality- (12) is true and so the inequality (11) is true, too.
According to (11) the function ¢, is increasing on the

interval (0, + oo )« Therefore the sequence

|
{ ===}

= -
log (1+ H) n=1
is increasing. This fact together with (9) yields
- x -
% (x) = Tog (1w ~ !

and together with (10) yields

folx) = lim ( X - n) ; (13)

n—sc log (1+ %)

For n > x we have

2
X X _X 1
].Og (1 + H) = .ﬁ - E-nz + 0(n3)
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Hence for n > x 'we get

x
log (1+ -!x;)

o]

ine

BiM

- %2 + '0(;13)

n

'

= L= 3 (n—=> o0 )

" Therefore because of (13) we have po(x) = % .

The proof is finished
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Sihrn
POZKAMKY O EXPONENCIALNEJ FUNKCII

Milan Maxidn, Tibor Saldt, Bratislava

PoloZme
x.B 5 n+1
an(x) = (1 +'ﬁ) » bn(x) = (1 +H) (n = 1' 2. oco)‘

Je znéme (pozri Z. A. Melzak: On the exponential function. Amer.
Math, Monthly 82 (1975), 842-844, Ze postupnost {an(x)};:1 Je

neklesajica, ak x € <0, 1> , V &lénku sa tento vysledok zovideobec-
- -]

n=1 -
dé x > 0, postupnost {bn(x)} ;1 je klesajica, ak x € ( 0, 2> .

Huje, dokazujesa, Ze postupnost {an(x)} je rastica pre kaf-

Ak x > 2, tak postupnost {bn(x)} had x '
n= [x—_z]-i- 1 Je ra.stﬁca.

Pomocou predodlych vysledkov je v prdci sformulované zovieo-
becnenie Problému E 2406 z Amer., Math., Monthly (1973, 316)'3 Je

dané rieSenie tohoto zovieobecnenia,

PeawnwMme
SAMETKM O MUKASATEJIBHOA &YVHKIIM

M. Maxcuau, T. lMlarxer, Bparucaasa

NMoxoxuu en(x) = (1 + %)n, bn(x) = (1,+ ﬁ-)nﬂ (D=1, 2, cee)e

oo »
JaBecTHO UTC MOCAENOBETEABHOCTH {an(x)}n-*l aBasercs HeyOumapmed
scaw X €<0, 1> /cum.Z.A. Melzak: On the exponential function,
Amer, Math.Monthly -82(1975), 842-844/. B paGore aToT pesyibrar

L]
o6ofmeeTcs; NMOXAIHBAETCH, YTO NMOCAEAOBATEXABHOCTD {an(x)}n_1

ABJfeTcCa aoapec'ranmeﬂ AXA Kexzoro x>0 H NnocAenOBATEABHOCTH

o0 s
{bn(x)} n=q fBASETCSH yOupepme#t zxs x€(0, 2. dcam x>2 , Tex
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oo «
nocnenoaamenbaocmb{bn(x* aBJfeTcs BospacTapme#.

C nomomp npesHAymMUX PEesyALTATOBR B paboTe chopuyxruporaHo oGobmexne
npoGrems E 2406 ma Amer. Math. Monthly (1973), 316 u nemo peme-

HMe oToro oboOmeHus.
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UNIVERSITAS COMENIANA
ACTA MATHEMATICA UNIVERSITATIS COMENIANAE
XXXVIII - 1981

POZNAMKY O ISTOM SPOSOBE ZAVEDENIA REALNYCH CISEL

STEFAN MALINA, Bratislava

Richard Dedekind (1831 - 1916) v dvode svojej prdce "Stetig-
keit und irrationale Zahlen" pf%e, Ze pohmitkou jeho tu publikova-
nych dvah bola poZiadavka na skuto®ne vedecky budovand aritmetiku,
ktord nutne potreboval, ked mal na jeseil roku 1858 predndsat zdk-
lady diferencidlneho po&tu. Je zaujimavé, Ze v &ase publikovania
jeho préce (26;apr£1a 1872) mal problematiku rigorézneho vybudova-
nia pojmu redlneho &fsla rozriefend, avSak inym spdsobom, i Georg
Cantor (1845 - 1919).

Rozvoj matematiky nafich &ias umoZnil vybudovat tedriu redl-
nych C{sel pomocou topologického nojmu filtra na danom priestore
(pozri [1]). Uk4zalo sa, ¥e pojem filtra nie je iba "&istym" poj-
mom vSeobecnej tonoldgie, ale aj velmi d&innym pojmom, prétoie sa
jeho pomocou dajd vhodne formﬁlovaﬁ mnohé dékazy klasickej tedrie
budovania &fselnych oborov. NavyZe tento pristup mdZe mat cenu
skér v tom, %e poddva ndzornou formou metSdu budovania matematic-
kého pojmu, ne¥ v tom, ¥e vybudujeme konkrétny matematicky pojem.

To bol jeden z ddvodov, preo sme siahli ku knihe [1]. Bolo
vS8ak treba zdplnit tam poddvany spdsob zavedenia redlnych &fsel po-
mocou pojmu filtra. To sme urobili jednak tym, Ze sme uviedli na

sprdvnu mieru ur&ité partie a jednak doplnenim prdce o nové postre-
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hy, ktoré sudvisia s dplnym vybudovanim tedrie redlnych &fsel v tom-
to pofiat{. Toto z'plnenie spomfinanej knihy je aj predmetom n&Sho
&l4dnku. Poznamenajme nakoniec, %e vietky definfcie tu uvedenych poj-
mov sd prevzaté z préce [1], pokial nie je uvedené inak.
Ozsnadenie. MnoZinu vSetkych raciondlnych &fsel budeme ozna-
Covat Q a mnoZinu v3etkych kladnych raciondlnych &fsel budeme ozna-

&ovat Q*. MnoZinu vietkych prirodzenféh &isel budeme oznalovat N.

1. Definfcia pojmu redlneho &fsla

Zdkladnym pojmom s ktorym budeme v dalSom pracovat je pojem
filtra. Za&iatkom hned poznamenajme, %e to &o budeme pod tymto poj-
mom chédpat (rovnako ako je to v [1]), je vo vSeobecne prijatej
Bourbakiho terminoldaii (pozri [3]) nazgvané bdzou filtra.

Pre uIahéenié &{tania ndZho &ldnku uvedme niekolko hutnich
fakt8v z literatury.

Definteia 1.1, Systém F podmnoZin mnofiny X sa nyzfva filtrom
na X, ak md vlastnosti:
(1) F je neprdzdna mnoZina,
(2) prédzdna mno%ina nie je prvkom systému F,
(3) pre kaZdé dve mnoZiny F, a F; z F existuje tak4 mnoZina F; z F,
%e FsC F1 n Fa . -

Nech reQ a geQ*. Potom okolfm bodu r (o polomere q) nazveme mnoZi-
nu Uq(r) , definovani predpisom

Uq(r) = { xeQ | r=q < ; <r+q} .
Systém

UCr) = { U ()] qeQ* }
nazveme systémom okolf raciondlneho &fsla r. Lahko mo%no overit, %e
systém U(r) m& vlastnosti (1) - (3) z definfcie l.i a teda je fil-
trom.na Q.

De fin<eta 1.2. Nech Fa G sd filtre na X. Potom filter F
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nazveme jemnejSfm neZ filter G , ak ku ka¥*dej mno%ine G z filtra G
existuje takd mnoZina F z filtra F, ¥e plat{
F C G.

Ak je filter F jemnej${ ne% filter G piZeme

| F A G.
Ak plat{ F A G a s¥¥asne G A F , potom nazveme filter F ekvivalen-
tnym s filtrom G a pf{%eme F ~ G. '
Pozndmka 1. PretoZe budeme .pracovat iba s filtrami na mnoZi-
ne raciondlnych, resp.redlnych &fsel, budeme hovorit iba filter F,
namiesto "filter F na mno%ine raciondlnych, pripadne redlnych &fsel".
Z kontextu bude &itatelovi zrejmé o ktord mnoZinu &fsel pdjde. .
Defintecia 1.3. Nech M je mno¥ina raciondlnych &fsél a v je
dané &fslo, veQ*. Potom mnoZinu M nazveme v-mno%inou,. ak pre kaZdé
dva prvky x,yeM platii

. Ix = yl S v.

De finteia 1;4; Filter F nazveme C-filtrom (Cauchyho filtrom)
ak pre kaZdé veQ+ existuje takd mnoZina FeF, Ze F je v-mnoilnou. .
De fint<eia 1.5, ﬁech Fag Qﬂ C-filtre. Hovorime, Ze filter
F je C-ekvivalentny s filtrom G, ak systém '

F it G= {HIH=F U G, FcF, GeG }
je C-filtrom. Ak F je C-ekvivalentnf§ s G,pfXeme

F®oe, A

Poandmka 2, Ak F a G sd filtre, potom aj systém F'-4G je
filtrom.
DSk az: Pretofe F a G si filtre, md systém Fl-iGvlastnosti (1)
a (2) z definfcie 1.1. Nech Fy U Gi, Fau Ga, kde Fy, FacF a Gq,GacG
sd Iubovolné mno%finy zo systému F'-1G. Potom :
(FyU G1) A (Fau Ga) = (F1A Fa) U (Fy A Ga) U (F2NGi)VU (G A Ga) (4)
PodIa vlastnosti (3) z definfcie 1.1 pre filtre F a G platf:

existuje FyeF a G3eG tak, Ze
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Fa¢ F1Nn Fy

Ga € Gin Gz .
Z rovnosti (4) vyplyva
Fau Ga € (F1 U Gq4) N (F2V G2),

teda systém F'-'G je filtrom.
V nasledujdcej vete ukdZeme, ¥e C-ekvivalencia ja na systéme C-fil-
trov na Q ekvivalenciou. .
Veta 1.1. Nech G,,62 a G3 sy C-filtre. Potom platf
(5) G4 ™ G,4,
(6) ak G, * G2, potom aj Gz =~ G,,
(7) ak G4 = G; a sy&asne G2 ~ Gi3, notom aj G, ™ Gj.
D 6 k a z. D3kaz vlastnostf (5) a (6) vyplyva ihned z toho, %e G,
a Ga sd C-filre a z definfcie reldcie C-ekvivalencie, preto ho vy-
nechdme.

Z tvrdenia v pozndmke 2 vyplyva, Ze G,'-4Ga je filter, ukdZeme,
Ze je aj C-filtrom.
Nech peQ* je Iubovolné. Podla predpokladu sy G4'-!Gz a Gz'-!Gs;
C-filtrami. Potom existuje t;ké mnoZina G z filtra G,'-'Ga, Ze je
u/2 - mnoZinou a takd mnoZina H z filtra G;'-'Gi, %e je tie% u/2-
mnoZinou. 2z definfcie 1.5 vyplyva, %e mnoZiny G a H majd tvar

é = GV Ga, kde G1EG1, G2eG2

H Ha UV G‘\;, kde H2eGz, GaeGa .
PretoZe G, je filter, exisfuje takd mnoZina F.eGz, %e platf

Fa2€ Ga N Ha .
Potom v3ak aj G,V Fa je y/2-mnoZinou a sudasne F; U G; je u/2-mno-
Zinou. PretoZe mnoZfiny G, V F2 a Fz2 VU Gi majy neprdzdny prienik, je
G4 V F2 VU G3 y-mnoZina. Teda aj G4V Ga € Gy U F, VU G3 je u-mnoZi-

nou.
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Teraz uZ mdZeme poukdzat na to, kde sa autor v knihe [1] dopustil
nepresnosti a to je na¥a-prvd pozndmka. Urobil to v dvahe, Ze u¥
mnoZina G, U G2 VU G3 je p-rmoZinou. Podla predpokladu sd G,'-G
a G2'-1G3; C-filtre. 2 toho vyplyva existencia u-mnoiiny,—;re Iubo-
volné ueQ*, v kaZdom z nich. Ak je vSak G, U G, pu-mnoZinou vo fil-
tri G4'-1G2, nemoZno bez dal§;eho komentdra zaru&it (ako to autor
ordce [1] urobil), ¥e ak G, U Gs; je u-mno%inou v G2'-4Gs je aj
u-mnoZinou vo filtri G,!'-4G;. Pre ilustrdciu uvedme tento prifklad.
Pr{f{klad 1l.1. Nech Gy = {{0}}, G2 = {{<1/n, =1/(n+1),...}}
a Ga = {{ 1/n,1/(n+1), ... }}.Toto s vZetko zrejme C-filtre a
Gi ™~ G2, G2 ~ G3. Nech u/2 = 1/m, meN. Potom ak kladieme G, = {0}
G2={-1/n, -1/(n+1), ...}, je mno%fina Gq1U Gau/2-mnoZinou, pre;o!e
absoldtna hodnota rozdielu jej lubovolnych dvoch perov sa nanaj-
vy$ rovnd 1/m. A
Autor v knihe [1] tvrdf, %e mo%no zvolit mno%inu G3cGs tak, Ze
G2 U Gs je zasa u/2-mnoZina. UkdZeme, Ze to nie je mo¥%né.

Nech Gs je akdkolvek mnofina z G;. Utvorme Gz U Gi , kde

Ga= { 1/k, 1/(k+1), ... } ,keN .

Potom vSak G, U G; nie je p/2-mno%ina, preto¥e pre kaZdé geGs
g>0 plat{’

1.1
g+iﬁ>2.

Pokial ide o vztah medzi ekvivalenciou a C-ekvivalenciou v
triede C-ekvivalentnych filtrov, platf{ t&to veta:
Veta 1.2, Nech Gy a G2 sd C-filtre a Gy ~ Ga. Potom aj G, = Ga.
Namiesto ddkazu tejto vety dok&¥eme tvrdenie, z ktorého tvrdenie
vety 1.2 bezprostredne vyplyva. Toto tvrdenie sa v knihe [1] ne-
vyskytuje.
Veta 1.3. Nech G4 a Gz si C-filtre a G,AGz.Potom G, =~ Gj.

DSk az . Podla predpokladu existuje pre ka%dd mnoZinu GaeGa
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mnoZina G4¢G, tak, Ze
G, € Ga . (8)

Zrejme plat{f

Gy V G3€ .Gz €9)-
pr_iéom Gy V GaeGq'-? G3 . |
Z tvrdenia v pozndmke 2 vyplyva, Ze systém G,'-G, je filtrom.
UkdZeme, %e je aj C-filtrom. Nech ueQ* je Iubovolné. Potom existu-
je u-mnoiinalGa vo filtri Ga. Nech G, je takd mno%ina z G,, pre
ktord je splnenf vztah (9). Potom G4 VU Ga, ako podmno¥ina p-mnoZi-
ny Ga, je u-mnoZinou a teda filter G,‘'-!Ga je C-filtrom. Pri tejto
vete 81 treba uvedomit,  fe obridtené tvrdenie neplat{. Teda z C-ek-
vivalencie dvoch C-filtrov G, a Ga neplynie ani G, A G, ani
Ga A G,. Ukazuje to tento prifklad,.
Prf{klad 1l.2. Nech

Fi = {{ %E" !?1;}-,_...} | neN }

Fa # Qf wheew , sl . L0 ] | mell .

2n+1 ° 2n+3

Dokaz, %e F, a Fa sd C-filtre vyplyva ihned z definfcie 1.1 a 1.4

a z vlastnostf postupnosti

1 1
{—1 a {——]
2n neN 2n+1 neN

Zrejme neplat{ ani F, A F; ani F; A F, preto%e F1 A F3 = 9 gre Iu-
bovolné mnoZiny Fq.efF, a FaeFa . Pritom je moZné okamfite overit,.
%e F4'-4F2 je C-filter, teda F, = F5 .

O fad ante . Nech F je C-filter. Oznalme [ F] triedu viet-
kfch C-filtrov, ktoré sd s C-filtrom F C-ekvivalentné. Pre geQ po-
loZme q = [{{q}}] .
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2. Vlastnosti mnoZiny redlnych &fsel

De fin<ectia 2.1. Redlnymi &fslami nazveme triedy ekvivalen-
cie, pri rozklade mnoZiny vSetkych C-filtrov na Q reldciou =. Mno-
Zinu v3etkych redlnych &fsel ozna¥fme R. Ak o je redlne &{slo a A
je taky C-filter na Q, %e plat{ Aea, budeme pfsat o« = [A] .
Filter A je "reprezentantom" redlneho &fsla a. Poznamenajme pritom
Ze z tranzitivnosti relicie C-einvalencie (veta 1.1) ihngd vyply-
va, %e ak A a B sd C-filtre na Q a A = B potom [A] = [B] .
De fintetia 2.2. Filter F konverguje k bodu aeQ ak F & U(a)
Ak F konverguje k bodu a, piéemé ‘
lim F = a. i
Vztah prvkov mnoZiny Q k prvkom mno%¥iny R n&m charakterizuje t&to
veta.
Veta 2.1, Trieda filtrov & pre geQ pozostdva zo vietkyeh C-fil-
trov F, pre ktoré platf
lim F = q.
Ddkaz. Ak F je taky C-filter, %Ze limF = g, potom podla defini-
cie
FaAUlq .
Teda podla tvrdenia vety 1;3 je
F=U(q).
Dalej
{{q}} A U(q) ,
teda .
{{a}} = u(q) .
Na zdklade vety 1.1 vyplfva
F= {{q}}, tj. Feq .
Nech F = {{q}}. Potom filter F'-J{{q}} je C-filter. Pre Iubovolné
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u1eQ* existuje teda Fef tak, ¥e F v {q} je u/2-mnoZina. Z toho vy-

plyva
FC (gq=-u,q+u),
teda
Fa Ulq,
preto
. lim F = q.

De fint e i a 2.2. Nech A,B sy dve podmnoZiny (. Potom ich sui-
¢inom nazveme mnoZinu
| A.B={zl|lz=a.b, acA, beB }

a ich sd&tom mnoZinu

A+B={2z |2z =a+b, acA, beB } .
De fin<ecia 2.3. Nech F a G si filtre. Potom ich si&tom
F + G nazveme systém

F+G=(H|H=F+G, FcF, GeG }
a ich sd&inom F.G nazveme systém

F.G={({HI|H=F .G, FeF, GeG }.
Pozndmka 3. 2 definfcie pojmu filtra ihned vyplyva, Ze ako
F+G, tak aj F.G sd filtre. Navy%e, ak F a G sud C-filtre, potom su
C-filtrami aj filtre F+G a F.G .
De fintecia 2,4. Nech a = [A] je redlne &fslo. Potom ozna-
&{ime

“-a = - [A] = [c-m].[A] .
De fintieia 2.5. Re§lne ¢fslo o sa nazyva kladnym, ak exis-
tuje taky C-filter Aca, ktory je zdola ohranideny, tj. existuje
qeQ* tak, Ze pre vSetky AcA platf
) asA => a 2 q .

Ak o je kladné redlne &fslo, piZeme acR* . Redlne &{slo nazveme z&-

pornym, ak =aeR+.
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Veta 2.2. 0 nie je kladny ani z&porny prvok mno¥iny R.
D&kaz.Zvety 1.4 vyplfva, %e pre ka%?dé Fel
1im F = 0 ,
tjs )
F a uco). (10)
Ak 0 ¢ R*, potom existuje taky C-filte; F a geQ*, %e vdetky jeho
mnoZiny sf zdola ohrani¥ené tymto raciondlnym &fslom g. Zo vtahu
(10) vgpliva, %fe pre kaZdé peQ* existuje u mnoZina FeF tak, Ze
F¢ (-u/2,u/2) (11)
Zvolme u=q/2. Potom z (11) plynie, Ze kaZdy prvok feF spliiuje nerov-
nost
1£1 < q/4 . (12)
AvSak vSetky mnoZiny filtra F pozostdvajd z kladnych raciondlnych
&isel, zdola ohrani&enych &islom q, €o je v spore s (12), Teda
0 # R* . Analogicky by sme dokdzali, %e aj -0 nie je v mnoZine R*.
PouZ%itim pojmu filtra na Q moZno dat novy a pritom ndzorny
dékaz hustoty mnoZiny QO = { q | geQ } v mnoZine R.
De fineei1a 2.6. Nech a,BeR. Potom piSeme o < B prdve vtedy
ak B+(-a) je k}adné. Ak a < 8,7alebo a=8 piSeme o < 8. Ak plat{
uws B , tak potom pifeme aj B8 2 o.
Veta 2.3. Mno¥ina O je hustd v R, tj. pre Iubovolné a,BeR,
a < B existuje gef tak, Ze
a<q<B .
D6k az . Nech a,8¢eR, o < B. Potom
a=[A], B8 =[B], B -a=[B+ {{-1}}.A]
a podla definfcie 2.6 a 2.5 je moZné zvolit filtre A a B tak, Ze
filter B+{{-1}}.A je tvoreny mnoZinami raciondlnych &fsel, ktorych
vSetky prvky sd vi&3ie neZ pevné raciondlne &fslo m.

Nech Bo+{-1}.Ao je takd mnoZina z filtra B+ {{-1}}.A, Ze Ao, Bo su
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m/4-mnoiiny. Potom pre kaZdy prvok boeBo, aocecBAo platf

bo‘aozm.

Teda
bo 2 ap + m > a°+Z m
tj. ?
bo -2 < a0 # 2 . (13)
3 3

Zvolme m/4- mnoZiny AgeA a BoeB a aoelAo, boeBo pevné a utvorme sys-

tém P

P={ P| P B + {-1}.A, AeA,BeB, AC Ao,B ¢ Bo}.
z definfcie pojmu filtra ihned vyplyva, Ze systém P je C-filtrom.
NavySe z definfcie reldcie A a filtra P vyplyva
P A B+{{-1}}.A .
PretoZe podla predpokladu B+ {{-1}}.A je C-filter, vyplyva z vety
1.3, %e filter P je C-ekvivalentny s B+ {{-1}}.A, tj.
B -a = [P] .
Definujme systémy
Ao ={ Al A C Ao, AcA }
B ={ Bl BC Bo, BeB }.
Opdt z definfcif vyplyva, Ze Ao, Bo sd C-filtrami a
Ao A A, Bo A B .
Z vety 1.3 a definfcie pojmu redlne &fslo dostaneme
a = [A] , 8 = [B] .
Z vlastnostf mnoZiny Q a vztahu (1) vyplyva, Ze existuje také &fslo

qeQ, Ze
m m
b°‘;>Q>a°+; ’ (14)
Utvorme rozdiel ”
. g-o = [{ta}}] - [A] = [{{q}}+({-1}}-Ao] .

Podla definfcie md Iubovolnd mnoZina C-filtra {{g}}+{{-1}}.Ao tvar

{q}+{-1} .A, AcAo .a jej lubovolny prvok md tvar g-a, acA € Ao .
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%z volby Ao a aoeBo a zo vztahu (1u4) vyplyva

q"'ao>E'.
3

Z toho, %e A, sme zvolili ako m/4-mnoZinu Qyplfva

ao"‘a>-E

4
pre lubovolny prvok aeA € Ao. Teda
g=-a = (a=- ao) + (ap- a) > DB 5,
3 4 a2

Potom filter {{q}}+{{-1}}.Ao je tvoreny mnoZinami raciondlnych &f-
sel, ktorych kaZdy prvok je vd&s{ ne? m/12, tj.

a - a ; 0. *
Analogicky moZno ukdzat, Ze aj‘§-§>0, teda

B >q> a .

Po definovani{ pojmu redlne &fslo je prirodzené rozéiriﬁ'pojem
filtra na Q na pojem filtra na R. To rob{me nreto, lebo hoci sa s
tymto pojmom v knihe [1] operuje, nie je tam explicitne definovany.
De fint<eta 2;7..Nech a a B sy lubovolné redlne &isla,a <B.
Potom mnoZinu I Qéetkfch takych yeR, Ze platf o < y < B, nazveme
intervalom v R (s koncovymi bodmi «¢,B8) a ak I je takyto interval,
budeme ho zapisovat

I=(a , B) .
.
Nech aeR. Potom gystém vSetkych intervalov tvaru (a-u,a+u), kde
ueR+*,nazveme systémom okolf bodu o a budeme ho oznalovat znakom U(a)
De fintecia 2.8, Systém F={FIFC R} nazveme C-filtrom na
mnoZine R, ak
(15) F £ 0,
. A}
(16) D £ F
(17) pre ka%*dé F,GeF existuje HeF tak, Ze H}: NG,
(18) pre ka?dé ueR* existuje mnoZina FeF a aceR tak, %Ze Fc¢ I,

kde I = ( a-p,a+yp ).
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Pozndmka 4. Lahko moZno ukdzat, Ze systém U(a) je C-filt-
rom na R pre lubovolné acR.
Na mno¥ine R moZno obvyklym spdsobom dffinovaﬁ topoldégiu pomocou
systému okol{ kaZdého bodu z R. Lahko méZeme ukdzat, Ze takto defi-
novand topoldgia je hausdorffovskd topolSgia. Potom rovnako ako
pojem filtra je moZné na takto definovany topologicky priestor roé‘
8{rit aj pojem konvergencie. )
De finee<a 2.9. Hovorime, %e filter F konverguje k redl-
nemu &fslu o ak‘plati
F A UCa).
Ak F konverguje k aeR piSeme
‘ lim F = a.
Nie je taZko ukdzat, Ze 1limA=a pre lubovolné Aca.
Kvoli ucelenosti je nutné uviest ddleZitu vetu o uzavretosti redl-
nych &fsel vo¥i limitnému prechodu. T4to veta nie je v knihe [1],
hoci jej vyznam je vzhladom na ucelenost prdce osobitne ddleZity. *
Veta 2.4. Priestor R je Uplny, tj. nech F je C-filter na R.
Potom existuje aeR tak, Ze
lim F = a.
Dodkaz. Nech F je podla predpokladu C-filter na R. Ak F obsa-
huje jednobodovd mnoZinu {0}, potom pre ka%dé u > 0 existuje v
C-filtri mnoZina F tak, Ze
/ Fc ( a=-p,a+yu).
(Stadf{ F = {a}.)
Potom podla definfcie je F A U(a), teda
lim F = a.
Nec9 teda kaZd4 z mnoZin F filtra F je aspoii dvojnrvkov4. Pre kaZdd
z mnoZin F filtra F definujeme mnoZinu Fnc.(}vzﬁahom

Fo = { qe@ | exiztnif také y,BeF, Ze B<Qg<y }.
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Utvorme systém F0

FQ= {FQIFEF.}.

Z vety 1.6 vyplyva, Ze mnoZiny F_ sd neprdzdne. Vlastnosti (1) a

Q

(2) z definicie filtra na R sd teda trividlne splnené. Nech FQ a
GQ sdi dve mnoZiny zo systému FQ . PretoZe F je C-filter na ﬁ, exis-
tuje HeF tak, %e ‘ :

HC FNGC (19)
a potom zrejme HQC Fon Gn » HQEFQ “
Definujme

a = [FQ] . .
Potom

lm Fy = a ' (20)

Nech ueR je lubovolné. Potom podla tvrdenia vety 1.6 existuje geQ

tak, %e y > a > 0. Na zdklade (20) existuje F tak4, Ze

o*fo
Fy € ( a=q/2,a+q/2) ¢ ( a=u/2,a+u/2 ). No potom zrejme F ¢ (q-u,u+u)
teda limF=a. » .
Vetou o spojitosti usporiadania mnoZiny R reldciou > ukon&ime
tento prispevok . Tdto veta nie je v knihg [1], hoci jej vyznam
pre zﬁﬁlnenie tu vybudovanej tedrie redlnych &fsel je osobitne doé-
leZity.
Veta 2.5. Nech M je lubovolnd, neprdzdna a zhoralohraﬂiéené
podmnoZina mnoZiny R. Potom existuje &fslo o« (pf3eme a=sup M) s
vlastnostami:
pre vSetky yeM je y S a, (21)
pre lIubovolné v, kde a > Vv existuje
yeM tak, Ze a 2 y > V . (22)
D 6k a z . Dékaz uskutoénim; metSédou pou¥itou napr. v préci [2].
Nech MC R, M # §, M je zhora bhraniéené-a B4 je horné ohrani&enie

M. Také &islo existuje a nech a4 je také redlne &fslo, ktoré nie
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je hornym ohrani&enim mnoZ¥iny M. Také &fslo existuje, sta¥f vziat

xeM a poloZit a4 = x-1.

0-t§¥ krok: Definujme Fo = [a4,84]

1l.krok: Definujme F, = [as,bq] , kde

;%1 ak (aq4+484)/2 je horné ohranienie M

aj = 7
\ (a4+B4)/2 , ak nie je horné ohranilenie M

/(a1+B1)/2,ak(u1+81)/2 je horné ohranifenie
b1= '
\

B1,ak (a4+84)/2 nie je horné ohranienie

n-ty krok: Definujeme F _ = [an,bn], kde

/ an-1,ak (an-1+bn-1)/2 je horné ohranilenie

ap =
\(an_1+bn_1)/2,ak (an-1*bn-1)/2 nie je horné
ohrani&enie
/ (an—1+bn-1)/2, ak (an—_1+bn_4)/2 je horné
bn:

ohrani&enie

bn-1 , ak (an-1+bn-41)/2 nie je horné
’ ohrani&enie M.

Potom Fni+q1 € Fn pre kaZdé neN a Fn A M # 0 . Definujme

F = { Fnl neN }.
Lahko sa mo%no presved&it, %e F je filter. UkdZeme, Ze je i C-fil-
trom na R. :
Z kon3trukcie mno¥in Fn vyplyva, Ze Fn je (By1-a4)/2P - mnoZina.
Nech u > 0 je Iubovolné. Vyberme keN tak, Ze

> (Ba-aa)/2k,

Potom vzdialenost Iubovolnych dvoch bodov z Fk sa nanajvy$ rovnd
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(a1+81)/2k a je teda men¥ia ne? u. Potom F je skutodne C-filter.
Preto podla vety 2.4 md v R limitu, ktord oznalme
a = 1lim F,

DokdZeme, %e toto o je rovné sup M. Najprv dokdZeme, %e a je hor-
nym ohranienim mnoZiny M. Urobime to nepriamo. Nech by a nebolo
hornym ohranienf{m mnoZiny M. Potom existuje pjieM, p1.> a, ktoré
patri do mnoZiny M.'Zostrojme

Fn1 ¢ ( a=t,a+T ), T = pq=a > 0.
Z toho vyplyva

bn1<u+'r=p1 .

a to je v spore s tym, Ze bnéibolo hornym ohranienfm mnoZiny M.
Stadf{ dokdzat, Ze ak o' < o tak a! nie je hornym ohranienim mno-
Ziny M. PoloZme p = o - a! > 0. Potom existuje také FgeF, Ze
Fs € ( a=-p,a+p ). Odtial vyplyva ag > a-p. KedZe as nie je hornym
ohrani&enim mnoZiny M, tak ani o' = a-p nie je hornym ohranidenim

mnoZiny M.
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Summary

NOTES ON ONE POSSIBILITY FOR INTRODUCTION OF REAL NUMBERS

Btefan Malina, Bratislava

In the book of Meschkowski [1] the concept of a real number is
develorned, using a topoloqicél concent of a filter over the topo-
logical space of rational numbers. But some errors and gaps in
the completness of the aporoach have occured. They are corrected

and filled up in the present paper.

Pe3s3wMe
3AMETKH OB OOHOH BO2MOXHOCTH BBEIEHUA OEACTBUTEJIBHEIX YUCEJ

lrtedpan ManuHa, BpaTucnasa

B KHHIr'@ MeumlKOBCKOTIO [1] pa3spaboTaHa KOHCTPYKUMUA IOHATHA OeNCTBHTENb-
HOT'O 4YMCJla Ha ochoae TOMNOJIO'HYECKOr'O NMOHATHA (HIBTPAa Ha MHOXECTBe
pauHoOHANBHHX 4Yucesi. HO B 3TOF KHMI'e MNOABHUJIMCh KakKHe-HHMOYyIOb OMHOKH

H TOAXON HEe DPAa3BHUT IMOJIHOCTBI. HCMNpPAaBJIEHHI0O 3THX OWMOBOK M NOMOJIHEe—

HHI0O MCNOJIb30OBAHOI'0 MNOAXOOa K KOHCTPYKIHH nencrnurenbﬁux Yyucen mno-

CBAmeHa HacTosAmasa patoTa. ¢
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