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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1989)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

0 xomeGiaemocTH KOMIOHEHT pemennii JuPPepeHIHAILHOK

CHCTEeMBI
Y + Ay = Yy, ye + Aryr = — Yiyrrn  (Ynar = 1)
t<k<n i=1,2 .. k=1, k+1,....n

' MAMPHJIJA

B paGore mp Gymem paccmarTpusath K051€GIIEMOCTH KOMIIOHEHT pemeHni
CHCTEMH

Y + Ay = Piyin, 1 <k <n,
@) e +Awr = — Yayern, 1=1,2, ..., k—1,k+1,...,n
(Yn+1=y1)
roe A; m ¥; mpepmosaraloTeA HeNpPePHBHHIME H? (Zo, 00), Zo € (—o0, ).
Pemenne aroit cumcremsr mbi Gynem oGosmasatb (y1, ye, ... Ya). OyHEUNA
Yi,t=1, ..., n OyneM HaBHBATH KOMIIOHEHTAMW PEINIEHWUA CHCTEMEL (a).
s menmpepuBrocTH ¢ymmmmi Ag, Wi, i =1, ..., n Ha (z, 00) BHTeKaer
CyWecTBOBAHUE A ONHOBHAYHOCTH pPeIIeHMA (Y1, ..., ¥s) CUCTeMH (a) Ha
((L'o, CD).
Msr Gymem rosopmrb, 4TO KOMIOHeHTa ¥, i = 1, ..., n Kouebmerca Ha

(%o, ©0), ecau B KamaoOM MHTErpaje (a, 00), @ > Ty KOMIOHEHTa Yi; IMeeT I0
KpaifHeit Mepe opuH Hysb. B mporusHOM ciygae Gynem TOBOPUTH, 9TO ¥; HE
KoJebirercs.

Umeror MecTo ciepyomue Teopems:

Teopema 1. ITyemos ¥i > A¢a >0, [ Pidx = 00 (Apn = A1), i=
=1,2,...,n u nyemo ypaswenus y" + Ay =0, i =1, ..., k, & + 2,
-+, N Hekoaebameavnw (ypaswenue y" + Ay = 0 uexosebameavro, eciu
NpoU360.IbHOE €20 pewserue He Koaebaemes ¢ uckatouenuem y = 0) na (zo, ),
mo (k + 1)-as xomnonenma ramcdoeo pewenus (yi, ..., Yn) cucmemdvr (a)
Koaebaemes Ka (Zo, ). Ecau u ypasuenue y" + Agnay = 0 HexoaebameabHo,



nmo 4106as KOMROHEHMA NPOU3BOAbHO20 pewlenus cucmemsl (@) Kosebaemces Ha
(20, ). ‘ .

HoxasareascrBo. [loramem or mpormBHOro. Ilycrs cymectByer pemie-
Hue (Y1, ..., Yk, Je+1, Yk+2, - .., Yn) CUCTEMH (@) TaKOe, 4TO ¥x+1 He KoJeld-
aercAa Ha (Zo, o0). Ilockoabry cucrema (@) JuHeilHA, MOMKHO CYUTATH, UTO
Je+1(x) >0 mgma x > x1 > x. Tar karx ypaBHenume y" + Ay =0, 1 <
< k < n HerkonebaTenpHO, TO k-ag KOMIIOHEHTA ¥, PACCMATPHBAEMOTO pe-
meHuA He KoJselbiercsa HA (X9, o0) [1] m, Buagur, yr > 0 wma yr < 0 mua
x > x3 > 1. llpogomxasa B sTOM mpoIecce, MBI BUAMM, YTO IpPEAIOJIOMKeHUe
Jrrn > 0 Bieder sa coGOil He KO/IEOJIEMOCTH KOMIOHEHT Yk, Yk-1, -.. Y1,
Yn, ---, Yk+2 PACCMATPUBAEMOTO peIIeHUA Ha (%o, ©0). Iloramem, uro aroro
ObiTh He Mosker. [leiicrBuresnpHO, ecan yx > 0, * > 22, T0 U3 k-ro ypaBHe-
HUA cucTeMH (a) BHTeKaer y; < 0 u, ciemoBaTenbHO, ¥yi > ki > 0 pua
Z > x3. Unurerpupys (k — 1)-oe ypaBHeHUe CHCTeMHI (@) 1, IOJbL3YACH He-
paBeHCTBOM ¥ > k1 > 0, MBI BMAMM, 4YTO MMeeT MeCTO XoTsA OBl OFHO u3
COOTHOIIEHMIA

©
(b) [ Akayr-1dx = 0, limy,, = oo.
X—>00
Wnrerpupysa reneps (k — 2)-oe ypaBHeHme cucTeMbl (a) ¥ 1oabsyach (b)
MBI BUJ{AM, 9TO BHIIIOJHEHO II0 KpaiiHeil Mepe OfHO M3 YCJIOBHIi
-]
(81) IAk—Zyk—z dx = 0, lim y;c_z = 0.
X—>©

Ilpomomxass B 9TOM IIpoIjecce, HAKOHeI|, IOJIY4YUM, 4TO IIMEET MecTO XOTsA
OBl OIHO M3 COOTHOIIEHMIA
l,im Frs1 = -

X—>w

(62) ]?Ak+1?7k+1 dx = o0,
ITocsre unrerpamuu k-ro };paBHeHllf{ (a) umeem

(¢) Y + fAkyk dx = (@) — _} Yir+ dx,

rae Z {OCTATOYHO Benmct). Ilepexons K npenejly B (¢) mpm x — ©O M IpU-

@
MEHUB (62) HOJyYuUM IIPOTHBOpEYNE, TAK Kak lim _|‘Akyk dx > 0 u mgoimkHO

o0 X—>0 %

OpITH lim y,'c = — 00 (ImOTOMY 4TO J' Yiyr+1 dX = 00) |, CJIETOBITENBHO,

X—>00
Yr < 0 HauMHAsA ¢ HEKOTOPOTO ¥, HO MBI HpPEAINOJAraju, 4r1o Yi > ki > 0
g X > Zo.

Ecmu 661 ¥ < O mots £ > x2 > a1, 10 us (k — 1)-ro ypaBHeHus (a), B cay-
qae yx-1 > 0 A £ > 23 > T2, noyduM ¥, < 0 M, CJIEOBATEIBHO, Yr-1 >
> k1 > 0 u, HOBTOPUB Te Ke pACCY;KAEHMs, 4TO BHICIIE, IOJYYUM HAF OHeI]
IIPOTHBOpETHE.
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3unauntr yx-1 << 0 gas x > x3 Herpyamo Bujers, 9o ecau Obi HeKOoTOpa s
| M3 KOMIIOHEHT Y -3, Yk-3, -y Y1, Yn, ..., Yr+2 OBLIA HOJTORUTENBHONM, HAa-
YMHAA € HEKOTOPOTO %, TO HAKOHEI Mbl IOJIy9HMM HpOTHBOpedHMe.

ITycrs Bce ymomaHyTHIe KOMIIOHEHTH oTpunaTespHH. Vs (Ic + 1)-ro ypas-

HeHUA (@) caenyer Jxv > k1 > 0, z > x4 > x,. Ecaun 6m fAk+1 dx = o0,
10 u3 (k + 1)-ro ypaBHeHms cpasy LOJYYHM NpPOTUBOPedMe, HO €CJH

20

JArn dx < o0, 70 M3 k-ro ypaBHeHUs, I0cie ero MHTErpaLMM, BHTEKAeT
’ & ’ 4
(c) Y + [ Awye dt = yu(@) — [ Wi dt,

THe ¥ TOCTATOYHO BEJIMKO.
N3 (¢) caexyer, 4o umeer MecTo X0TA GBI OHO 13 COOTHONIEHMI

w

(85) JArpdt = — 0, limy, = — .
X—>00

Hosropus Te sxe paccysjeHus, 4To U B nepBoii yacTm TMOKa3aTeJIbCTBA, MEI

HOJIyYMM aHAJIOTUYHBIE COOTHOIIEHHA Kak cOOTHomIeHHA (6), (61), (62), Ko-

TOpPHIe GYIyT OTIMYATCA TOMIBKO BHAaKOM. M Hakomen, mpuaa K (k + 1)-my

YPaBHEHHIO, II0CJIe er0 MHTEeTDAaluM, uMeeM

(1) 377:'+1(‘T) = j A1 At = Y1(T) - _[ yjk+1yk+2 dt,

TJle T gocrarouHo semuKo. M3 (c1) ciepyer mpotuBopeune, Tak Kak

0

| Yii¥isr dt = — 0o, Urax, gk'ﬂ roJebaercst Ha (o, 00).

Ecmn n y" + A, .y = 0 newomebarensro, 10 us (k + 1)-ro YPaBHeHU#A
CHCTEMEL (@) cilefyer KoJneGieMocThb Y., ¥ 10ToM us (k -+ 2)-ro ypaBHeHHA
BBITEKALT, YTO Y; 5 Kouebmerca Ha (o, 00) M T. . 3HAYUT, BCe KOMIIOHEHTHI
mo6ore pemeHus cucTeMbl (@) Kose6JoTes Ha (o, 00).

Caepersue. B coyuae cuerems iByx ypaBHeHmit

(a1) Y1 + A = Viys, Yy + Asyr = — Yo,

rae A1 = Ap U BHIOJHEHMM YciI0BHit Teopemst | mosryanm CIIeyI0ILii pesyan-
TaT: 00e KOMIIOHEHTH IPOMBBOJLHOLO HETPUBUAIHLHOTO pPeLIeHHA CHCTEMEI
(@1) KoIE6MOTCA M WX RyJIEBLe TOYKM, HAYMHASA ¢ HEKOTOPOTO Z, OTHAEeJAITCA.
JleiicTBATEIEHO, YMHOKUB UepBOe ypaBHEHHe (al) Ha Y2 W BTOpOe Ha ¥ H,
BBIYMTAS BTOpPOE OT IEePBOTC, HOJIYYUM

YY1 — Y1y = a0y — yys) = Piyd + Pal.



O6GosBaums W = yay; — Y1y, TO TOCJE[HEe COOTHOIIEHMEe MOMeM B3alMCaTh
B Buae W' = Wi + Wi u mocae ero murerpauuu B (7, ¥) uMeeM

W) = W@ + J (P + Pad dt.

Tax rax W(x) Bospacraer, ro W(x) Moxer wmeTh (oJbllie BCEro OfUH HYJb,
o6osraunm ero #. Wrak, na muarepsaie (&, c0) mepBad M BTOpPaA KOMIIOHEHTHI
m060r0 HETPUBMAJIBHOTO pelleHMA (a1) KOIeOIoTCA ¥ WX HYJeBble TOYKH
9epenyoTCA.

" Bameuanme. 3aMeTHM, 4TO M3 HeKoje0aTeJbHOCTH ypaBHeHumit y” = Ay = 0
n Y>>0, 1:=1,2,...,n BHTeKaeT clefylollee CBOWCTBO: €CJU HEKOTO-
pas KOMIIOHEHTa pemeHus (Y1, Y2, ..., Yn) CHCTEMEI (a) xonebmercss (He KO-
aebierca), TO M OCTAJbHbHE KOMNOHEHTHl BTOTO pelleHMA KoJebGiores (He
roJebJrioTes).

@

Teopema 2. ITycmv A; >0, ¥i >0 m [Ajdx =00, 1 =1,2,...,n,
mozda no kpaiineii mepe 00HA U3 KOMNOHENM NPOU3EOALHO20 peweHus (Y1, ..
Yn) cucmema (a) Koaebaemes wa (To, ).

NoxasareabcrBo. JloumycTum, 4TO CyliecTByer pemende (yi, ..., Yn)
cucTeMH (@), KOTOPOTO BCe KOMIIOHEHTHI He KojeGaiorcs Ha (%o, 00). Ilycrs
Yps1 > 0, £ > 21 > 2. UB k-ro ypasmenus, B caydae yx >0, 2 > 22 > m
cpasy MHOJyuaeM OpPOTHBOpedMe, TAaK KAK HepaBeHcTBO yx > 0 Bieder 3a
" coboit y x> k1 >0 pmuaa z > x3 > 2. Ilpomnrerpmposar k-oe ypaBHeHue

9

M BSAB BO BHUMaHWe ycjoBue Teopembl [ Ax dx = 0O HAKOHeN MOJYYUM
Y, = — 00 NPH Z — 00, 9TO IPOTHBOPEYMT nomymeHHomy. 3Hawur ¥ < 0.
Ecau 61 yx-1 > 0, To HOBTOPMB Te e PACCYK[EHUA 4YTO BHICIIE, MBI HOJY-
yuM nporwsopedme. IlycTs yr, Yk-1, ..., Y1, Yn, ..., Yrye OTPUIATENBHHHI,
TO Ha OCHOBAHMM mocieqHero us (k -+ 1)-ro ypaBHeHMA (mOCie €ro MHTErpa-
[{HU) CJeXyeT IpPOTHBOpedHe.

Caepcrsme. B caygae cucremnt (a1), rae Ay = Az m ¥1 + ¥2 He paBHO
TOM[{ECTBEHHO HYJII0 HM B KAaKOM HEOTDaHMYEHOM WHTepBajie MHTepBaJa
(zo, ©©), M3 TeopeMH 2 BHITEKAeT, YTO KOMIIOHEHTH IPOWBBOJILHOIO HETpH-
BHAJIHOTO pemeHus (y1, y2) 9Toi cHCTeMH KOJeOMI0TCA ¥ MX HyJeBhe TOYKK
gepenyioTcs, HAYMHAA C HEKOTOPOro Z.

JloKasaTeabCTBO BTOTO CJIENICTBHA TO e caMoe 49TO [0KasaTeabCTBO CJIefi-
cTBaA Teopemu 1. ‘

B caepyomux Teopemax, KoTopule OyJXyT KacaTbof TOJLKO CHCTEMEI

(m) ¥i + Ay = Py, ys + Ay = — Pan

¢ genpepusHuMa A, ¥ na (ro, ), zo > 0, i = 1, 2 mu GyneMm HOIBBOBATE-
e ciaemylomamn 06ozHaveHAAMA

4



Ay 2In2z 4 3 Inz + 2 A
Bi=—+—, C= +—
x3 x 23 Inx8 r Inz

Teopema 3. ITycm» A; > 0, JA1dx = 0, 42 >0 u ougdepernyuanvroe
Ypasnenue y" + Asy = 0 nexoaeGamesvHo na (%o, ©0). ITyemy xpome mozo

@ [+ o]
b 21

x

4
Y’2>B1[Wz>C1]u‘P1>O,J—1dx=oo[J dx=oo],monep-
z

627 KOMNOHEHMA nNpou3coAbHO20 peuwtenus (Y1, ys) cucmemwi (a;) Kosebaemesn
Ha (xp, 00).

Hoxasareabcrso. Ilycrs CyliecTByer pemeHue (#1, ys) cucreMu (a;)
TIepBasA KOMIOHEHTa KOTOporo He Kouebierca Ha (ro, ). Ilyers 7 > 0
AIA & > 21 > Zo. V8 BTOPOTO ypaBHeHUA cucTeMH (a1) BHTeKaer, 4To BTOpas
KOMIIOHEHTa Y2 He KoJebierca Ha (ro, o) [1] u, sHaumr, y2 > 0 mam y2 <0
A x> 22 > 21. Ecom 681 y2 > 0 g > 25, 10 mns BTOPOr0 ypaBHEHHA
(a1) cuenyer y, < 0 u, caemoBarensHO, Y2 >k >0 pna z > x5, k-mocro-
AIHHAA. YMHOMUB IlepBOe ypaBHeHHMe Ha z-1[zln z)-1], OPOMHTETPUPYS €ro
B (22, x), uMeeM

., _ z z!.[l zyj
ﬂ +_Z/_:_ +J31g1dt=lc1 +J%dt>k1+k‘l‘_;dt.
X x

(d)
[ ¥ 1 + Inx

z

1 + |Crpdt = ky + : d; kr + k& L dt
1 = >
N 1 1 i 1 find

rlnx 22In2z nt
£ g

IMoxraskem gTo

j'Blgjl dt = o [fCl dt = oo].

HeiicrBurensro, mepexons k npegery B (d) mpu z - o0 u OPMHUMAaA BO BHHU-
@

x
Mamue cymecrsosamue lim [ Big dt [lim [ Cij) dt] um ycaosuwe Teopemu
Zy Zy -

¥ 21
; dt = oo 7ln—t- dt = oo] |, umeem By dt = oo Cif dt = 0],

Zy s

TaK KAaK CXOAMMOCTH IIOCJIEHero MHTerpaJia BjedeTr 3a coboit OpOoTHBOpEYHne.

HMonycrim, wro [ Bijh dt < oo [[ Cigh dt < 0], ToO PyHruEAA
Z _ z



-
Y%
z

i 1 1 .
(e) 7 T 200 o = gl ]

hn _
+— =g + h =

2 xlnz r2ln%x
uMeer GecKoOHedHHIT npeges oo npu - 0. CooTHoIeHNe (€) MOKHO paccmar-
puBath Kak auddepeHumannHoe ypaBHenue aus ¥. Pemenme »Toro ypas-
HeHudA

T

= (jg(t)t2 dt + k3)—1- l = (\[g(t‘)tzln2 tdt + ka) - ],
T zlnz

23 Zs

rjge z3 BHOpaHo Tak, 4ro y(x) > 0 mpm x > x3 u k3 = x3y1(zs) [ = zslnx .
. J1(xs)] m, BHAUMT, §1 > kex?[ > ksa? In2 ] A X >Xq4 > 23 U kg > 0 [mo-

& > 0]. Hopcrasus g1 > kar?[ > kar?ln’z]

. .
roMy 4ro lim — > 0; lim
x2 22In2z

B [ By dt[[ Cig1 dt] moayuum npormsopeume. Wrar, [ Bij dt = o

Ty Tg

[] Cugi dt = oo.

Za

Murerpupys BTOpoe ypaBHeHHMe (a1) M NPMHMMAA BO BHUMAHUE DAacCXOju-

moctb mHTepana [ Bigy dt [[ Cig dt], umeem

Ta

(f) 9z + [ Ao dt = yi(we) — [ Pagu db < Yo(@s) — [ Bigr dt [ < yola) —

s

— [ Ciyr dt].

X3

Iepexonsa k upepeay B (f) npu £ - o0 MEl momyuum lim Yy = — 00, HO BTO
X —>00

NpPOTHBOpEUMT ROMyIleHHOMY Y2 > 0 pua x > x». Wrax, ecam cyumecrByer
pemeHme cucTeMBl (a1) ¢ HekoseGmmomleiicA TepBOil KOMIIOHEHTOif, TO BTOpadA
KOMIOHEHTA BTOr0 pemleHMA fo/uxHA OnTh oTpmuaresnsHoii. ITokasem, uro
ya(z) < 0, z > 72 BefeT K NPOTUBOPEYMIO.

IeitcrBurensro, mycets y2(z) < 0, £ > xa u Fi(x) > 0. s mepsoro ypas-
HeHUNA (a1) citefyer 71 < 0 m, caepoBaressro, 71 >k > 0 pua x > z3 > =a.
Varerpupys B (5, ) HepBoe ypaBHeHUE (@) I IPUMEHHUB II0CJIe[HEe HEPABEH-
CTBO MBI MMeeM

z b z z z :
§1 = Fu(xs) — [ Argr dt + [ Prya dt < Fi(zs) — k [ A1 dt 4 [ Pry2 db
Comy . T3 s B



llpunnman Bo BHEManme ycioBume teopemn [ A; df = oo, mocae nepexona
K IOpefiely MPU I —> CO M3 IIOCJIEJHer0 HEPABEHCTBA BHTEKAT {; — — 0O
U IOAaBHO y1 — — 0O NpH & — 0. IlosrydeHHoe mpoTMBOpeYMe NOKABHIBAET .
TeopeMmy.

Teopema 4. [Tycms evinoaneno zoms 6vu 0dno u3 yeaosui

(1) A1 20, Y2 > C1, Y1 >2m >0, 0 < A2® < ma, my, ms — nocm.
(92) A1 >0, Wo > C1, V1 > Asa® +2, 42 > 0,

. : r

(g3) A1 > 0, !I’zzBl,j’Pzdx:oo,O<A2<¥’1,J—1dx=oo,
x
b 21

(ga) AL >0, ¥, > (4, ©, 0 < 42 < ¥, dx = oo,
zlnz

[ _
(g5) A: = 0, ¥, 2 By, ¥ > By, —dx = o0, 1 =1,2

x

U nycmov ypasmenue y" -+ Asy = 0 HekosebGameavro na (xo, ), moeda nep-
644 KOMNOHEHMA Npou3so.bH020 peweHus (Y1, y2) cucmemss (a1) Koaebaemes
Ha (zo, 00).

Ecau kpome moeo npednososcum, wmo ypasmenue y" -+ Ay = 0 Hekoze-
bameavHo, mo u emopas Komnowenwma 4106020 PEUeHUS CUCMEMbL (a1) xo.e6-
JeMes.

HoxasarebeTBO 9TON TEOPEMBI LPOBOAMTCA COBDENIEHAO AHAJIOTHTHO no-
Kas3aTeJbCTBY TEOPEeMEI 3.

Homycrum, uro cymecrsyer pemenwue (7, Y2) mepBasg KOMIIOHEHTa KOTO-
POTO IOJIOMHUTENbHA, HAYMHAA ¢ HEKOTOPOro 2, T. e. &1 > 0 ama z > 21 > Zo.
13 Broporo ypaBuenus (a1) caegyer, 4T0 BTOpas KOMIIOHEHTA IIPOM3BBOJIBHOIO
PEIIeHNs CHCTEeME! (a1) He Kouebierca Ha (Zo, ©), T. €. y2 > 0 mwm yz < 0
A & > Zp > 21. Ecom 68 y2 > 0 mot & > 23, TO M8 BTOPOTO ypaBREHHA
(@1) BEITeKaer y2 > &k > 0. IloBropuB Te e paccy;ieHHS 4TO B Teopeme 3,
MEL IPAXOINM K IPOTHBOPEUHIO.

Paccmo'rpm{ Tenepb caydeit y» < 0, x > xa. Us mepsoro ypasnemusa (g;)
caenyer 7y <O m Tak Kak 71 > 0, T0 1 >k >0 uaA £ > 23 > 71. YMHO-
#RUB BTOPOe ypaBHeHUe (a1) HA 2? W UHTETPUPYA €ro B (Zz, T) MH IOIyIHM

2%y — 2vy2 + [ (2 + Btys dt = ky — [ Pyt2gy dt.

/



Hpanaa YacTh IIOCJIEfHEr0 COOTHOWIEeHHSA CTPEMMTCA K OO IIPH I — OO M TaK

z
kaxk lim [ (2 + Bf2)y, dt cymecrsyer, TO HeTPYAHO BUJETb, 4YTO

2500 Ty

[ (2 + Bt?)y; dt = — co. Unrerpupys nepsoe ypaBHeHue (a;) 1 IPUHUMAS BO
Zs

BHEMamMe [ (2 4 Bi?)yz dt = — o0 moayumM % —> — ©O, 9YTO HPOTHBO-

PeYAT AOIMYLIeHHOMY.

Mrak npu BHIOOJIHEHWH YCJIOBUA (g1) MIIM YCIOBUA (g2) mepBas 9YacTh TeO-
PEMH TOKA3aHA.

B ciyvae BumosHeHuA yCJaOBHA (g3) MaM (ga) AOKA3ATENHCTBO COBEPIIEHHO
aHAJIOTHYHO, PA3JIMINe TOJHKO B TOM, YTO BTOpOe ypaBHeHMe (a1) M He Gydem
YMHOKATh Ha 22, HO TOJIbKO MHTErPUPOBATH.

Mu yme mowasanu, 4ro ecam ypasHemua y" 4 Ay = 0, i = 1, 2 Hexo-
ne6aTesbHE, TO KOJe6JIeMOCTh ONHON KOMIOHEHTH BjedeT 3a co0oif Koje6-
J1IeMOCTh JPYTOii.

3ameuanme 1. 3ameTHM, 4TO yTBepKJeHMA HEKOTOPHX TeopeM (Teopema 3,
TeopeMa 4 IpH BHIIOJHEHUN YCJOBHUA (g3) MM (ga), OCTAIOTCH BEPHEIMA M B CIIy-
9ae CHCTeMH

(as) ¥i + A = Paye; y§ + Asyr = — Poayu,

ecJIM 3aMEHMTh YCJIOBME O HekoJeGiemoct ypaBHeHuA y” + Ay = 0 ycio-
Buem, uro Y™ 4 Ay = 0, A2 > 0 meroaeGaTeabHO.

3ameuanme 2. PaccMoTpmM Temeph HeJIMHEUHYI0 CHCTEMY BHAA
|

(as) ¥y + A = Fr(2)Pa(y2) ; Yo — Azyz = — Pa(@)y1,

rae Gpynxmum Aq, Vi, ¢ = 1, 2 BHNOJHAIT YCJOBHA HAJIOMKEHHBHIE HA HUX
B TeopeMax 3 ¥ 4 um Qynxuua P, HenpepuBHa Ha (—o0, ©0), obGiaapaomasn
CJAeRVIOIMMH CBOMCTBAMHA

1. D1(u) = — Pi(— u),
2. cecm u <0, ro Di(u) <O,
3. eccim u >k >0, 10 Di(u) >k >0,

TO ecJM CyLlecTByeT pemeHue (y1, ys) cucremu (ag) Ha (Zo, ©0), TO mepBas,
COOT. MepBaA M BTOPAsA KOMIIOHEHTH STOTO pelleHMA KojebmorcAa HA (o, ©0).

. 3
3a ¢ynxumo P;(u) M Moram GH BBATH, Hampmmep, u -+ sin 4, Vu u Kpy-
rme. Ilpy oTuX QyHKUMAX CymecTByeT pelieHMe cHUcTeMH (ds) Ha (Zo, ).
OueBnpHO, uTO IpeJuIECTBYIOIee yTBep:KIeHNe BepHO ¥ fuis Gosee obmeit
HeJIMHelHOH# cwcTeMH BHIA
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@) o+ A = Pi@)Duy2)0i(y1); ¥: + Asyr = — Pa(z)Pe(41)6(y2) ,

rae @z, O, O HenpepHBHH H8 (—00, 00) U Pp obmazaer TeMm e CBOICTBOM
ar0 @;. Oyurnuy @), @2 — 4YeTHH ¥ MOJOKMTEILHEL.

B saxj0YeHHe aBTOP HPHHOCHT INTyGoKyio 06IarogapHocTs 0L, B. Illene
3a IeHHHE COBETH IPH IOATOTOBKE HACTOAIIEH CTAaThH.
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[1] M. 8vec: On various properties of the solutions of third- and fourth — order linear

differential equations, Differential Equations and Their Applications, Proceeding of the
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O oscilatoriénosti zloZiek rieSeni diferencidlneho systému

Vo + Agi = viyin Y + A = — viden (Yni1 = y1)
1<k<gn, v=12,..., k—1, k41, ..., n.

J. MAMRILLA
Zhrnutie

V préci su uvedené postadujice podmienky pri ktorych riedenie linedrneho systému
(a) & (a1), resp. nelinedrneho systému (ag) & (@,) mé aspon jednu zloZku oscilatoricki.



Uber die Oszillationsfihigkeit der Elemente
der Losung des Differentialsystems _

y{ + Aiyi = YiYi+1, y{ + Akyk = — YrYr+r1 (Yn+1 = Y1)
l1<k<n, i=1,2, ..., k—1, kE+1, ..., n.

J. MAMRILLA
Zusammenfassung

In der Arbeit sind hinreichend Bedingungen angefiihrt, unter welchen die Lésung

des linearen Systems (@) und (a1) bezw. des nichtlinearen Systems (a;) und (a,) wenigsbens
ein oszill atorisches Element hat.



(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1969)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Eine Involution auf der Quadrik
J. CIZMAR

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener kommutativer Korper von der

Charakteristik 0, 2 — ein Universalkérper iiber K, S, — ein n-dimensio-
naler projektiver Raum (itber 2), (X, ..., Xu4) — ein System von homoge-
nen Variablen, (%,, ..., ¥s) = (0, ..., 0) — ein Punkt aus S, mit den Koordi-
naten x; € K, &, n;, ... — iber K transzendente Elemente aus .

Die Punktkoordinaten seien immer auf eine gelegene Weise normiert,
z. B. hinsichtlich z,, wenn es moglich ist.

I. Definition und Transformationsgleichungen

1. Es sei
Qn_lif(X)E a“XszZO; Qi = Qji 5 04;6[{, (1)
i=0 j=0
A = lay| # 0,

eine regulire Quadrik in S, ;

Sp: Xy =0, t=r+1,..., n, (2)

. n—1

Spy1:Xi =0, 1=0,...,7; 1=r<= | (3)

seien zwei disjunkte Unterraume des Raumes Sy, . (Aus der Bedingung iber r
ist es natiirlich n = 3.) Qx_1 sei in einer moglichst allgemeinen Lage zu den
Unterrdumen Sy, Sp—r-1.

2. Die einzige durch den Punkt (z) ¢ Sy, S,,_,._l gehende Transversale von
den Unterrdumen Sy, Sp—r—1 ist durch die Gleichungen '

Xo:oo.: Xe=29:...: 2y, (4)

Xes1:...: X =Tr41i... Tn
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bestimmt und kann als die Verbindungsgerade der Punkte
('z) = (zo, ceey Ly, 0, ceey O)ES"
und ;
(rr1x) = (0,...,0, 2p41, ... » &n) € Sp—y_1

betrachtet werden.

Wenn ein Punkt (x) € 8, ist, bilden alle durch ihn’ gehenden Transversalen
den Verbindungsraum ((z), Sp—,_1).

" 3. Eine Transformation 7' sei folgendermaBen definiert:

Der Transformationsgraph von T ist die Menge aller derjenigen Punkte
(%, y) €Qn-1 X Qu-1, fiir welche die Gerade P = (x)(y) eine Transversale der
Unterrdume Sy, Sp_r_; ist.

Satz I, 1. T ist eine birationale Transformation der Quadrik Q,_, auf sich.

Beweis. Der Beweis wird in diesem Teil nur fiir die Punkte durchgefiihrt,
die in der Transformation biholomorph sind.

Bezeichne man durch F eine durch die Gleichungen

r r
Z z anXpXg =0

h=0 k=0
n n
z (lthth = 0, (5)
h=r+1 k=r+1
fX)=o0

definierte Varietit.

Durch einen Punkt () eQu_; — F geht genau eine Transversale p®, deren
Parameterdarstellung eine Form

X¢=k1x¢, 1;=0, ceey 1, (6)
X; = kz:v;, t=r +1, ..., n, (kl,kz) $ (0, 0), k1, szQ,
hat und deren Schnittpunkte mit der Quadrik @,-; durch die Gleichung
Bf(2) + 2eks S afu(vr-12) + Kf(rr1 z) — 0 ()
i=0

[fi(¢=0,...,n) sind die adjungierten Linearformen von 1 bestimmt sind.
Die Gleichungswurzeln (1, 1) und (f(»—r-1z), f("x)) fithren zu Schnittpunkten
() und (y), wo (y) Koordinaten :

Yyo=x > 3 amma, i=0,...,r, (8)
h=r4+1 k=r+1

12



=2 > > ammaxe, i=r+1,..,n,
A=0 k=0
hat. Der Punkt (y) ist ein Bild des Punktes () in der Transformation 7.
Umgekehrt, wenn (y) als ein Urbild betrachtet wird, entspricht es ihm ein
Punkt (z):

n n

2i = Yi > > aneYnYr, t=20,...,7r, 9)
h=r+1 k=r+1

r r
=Y D D Gy, 1=r1+1,..., n,
K=0 k=0

der mit (x) zusammenfallt.

An den allgemeinen Punkt (&) €@,-1 angewandte Transformation gibt
den Punkt (g):

n n

m=& > > oambbr, 1=0, ..., (8)
(B fer i8)

r r
m==8& 2 > amnfx, i=r+1, ..., n;
K=o =0

umgekehrt
ud =
§e=m Z Z . amnenk, =0, ..., 1, (9)
h=r+1 k=r+1
r r
§i=m Z Z angnane, t=r+1, ..., n 2
A=0 k=0

Also ist der Punkt (&, ) ein allgemeiner Punkt der Transformation 7' (ihres
Graphen), K(£) = K(n) und die Transformation ist birational und iiber K
irreduzibel. Daneben zeigen die Formeln (8) und (9) noch:

Satz I, 2. Die Transformation T ist eine Involution des 3. Grades auf der
Quadrik Qp—1.

Die Transformation T wird von jetzt an durch das Symbol I3_3 oder kurz I
bezeichnet werden.

II. Fundamentalvarietiten und irregulire Varietiten

In diesem Teil werden diejenigen Varietiten untersucht, in denen die
Transformation nicht holomorph ist (Fundamentalvarietiten) und in denen
holomorph aber nicht biholomorph ist (irregulire Varietiten) (in Termino-
logie von [3]). SchlieBlich wird es noch die invariante Varietit angefiihrt
sein.
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1. Bezeichne man:

Q,,_lnS, i'—:Q,—..llxiZO, i=r+l,...,n, (10)
f(X) = 0;

Qna N Sp—y1 = Qn—r—2: X = 0, ¢+=0, ceey Ty (11)
f(X) = o;

@r—1, Sor1) = 1Qpa: > > auXpXp =0 (12)

h=r31 k=r41

(1Qn-1 ist die ;,Kreuzverbindung* [im Sinn von [1], 8. 169] der quadrati-
schen Varietit Q,; mit dem Unterraum Sn-r-1 und stellt eine die Varietit
Qn aus dem Unterraum Sp—r-1 projizierende Quadrik dar);

(@n—r—2,8) =2Qna: > > amXnXz = 0; (13)
e i e}
r n
Wna: 2 > amXnXp = 0. (14)
h=0 k=r+1

Uber die Quadrik 3Q,_; sei es bemerkt, daf} sie immer singulér ist, sobald »
gerade ist.

Satz II, 1. Die Fundamentalvarietit der Involution Is_3 ist
F = lQn—l N 2Qn—l N Qn—l = lQn—l N 2Qn—l N 3Q'n—l-

Beweis. Zuerst ist es offenbar, daB die Gleichungssysteme (12), (13),
(1) und (12), (13), (14) aquivalent sind.

Ein Punkt () der Qaudrik @n-1 ist fundamental, wenn alle durch ihn ge-
henden Transversalen mit der Quadrik @n-1 unendlich viele Punkte gemein-
sam haben. Dieser Fall tritt ein, wenn ’

1. entweder durch den Punkt unendlich viele in der Tangentialhypere-
bene des Punktes (x) nicht liegenden Transversalen gehen,

2. oder eine durch den Punkt (z) gehende Transversale auf der Quadrik
@n-1 liegt.

Die Punkte von der Art 1. miissen entweder in Sy (dadurch in @,—;) oder
in 8,y (dadurch in Q,_,5) liegen.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Punkte (2) von der
Art 2. ist die Erfiillung von

frz) =0,

for-ig) = o,

2 @f(rr1z) = 0,

i=0
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d. h. (12), (13) und (14). Dieser Fall heiBt aber, daB die Transversale in der
Tangentialhyperebene jedes seinen Punktes liegt; also kann jeder Punkt
dieser Transversale als Doppelschnittpunkt der Quadrik @,-1 mit der Trans-
versale betrachtet werden. In diesem Sinn ist jeder Punkt der Transversale
(auBer (rz) und (*"-1lz)) in der Transformation invariant. Also im echten
Sinn sind nur die Varietdten Q,-; und @,-,—2 fundamental.

Nun ist es offenbar, daBl das direkte Einsetzen von (12) und (13) (diese
Bedingungen sind auf @, -, und @2 erfiillt) in (8) (bei der Voraussetzung (1)),
samt Null gibt.

2. Bezeichne man noch:
WWpo = 1Qn—l N Qn—l;
V-2 = 2Qn-1 N Qn-1.
Satz 11, 2. Die irrequlire Varietit der Involution I ist
H = an—Z U 2Vn—2 - (1Vn—2 N ZVn—z).
Beweis. Die direkte Anwendung. der Formeln (8) zeigt, daB 1V, —
— (I Va2n2Vys) auf Quny— und 2Vy—2 — (Va2 N 2Vy-2) auf Q,—1 abge-
bildet wird. Dabei wird es z. B. auf den Punkt (x) € @,-1 eine durch die Gleich-

ungen
XXy —2pXi =0, 1t =0, ..., 7;

f(X)=0 (15)
gegebene Varietit @, abgebildet.

Die Bedeutung der Varietit 1V,_» N 2V, wurde im Teil II, 1 bespro-
chen.

3.
r 7 n n
Woa:> > amXaXp— > > ouXaXp=0, (16)
h=0 k=0 h=r+1 k=r+1

i i angXnXy # 0,
h=0 k=0
f(X) = 0.
Satz 11, 3. Die invariante Varietit der Involution I ist 1V, .
Beweis ist offenbar. Die Erfiillung der Bedingung

r r n n

D Ik = > > Onkdak,
h=0 k=0 h=r+1 k=r+1 !
r r
> 2 amwnrr # 0
A=0 k=0
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ist eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein. Punkt () in-
variant sei.

Andere Fragen wie auch weitere Beziehungen zwischen Fundamental-
varietdten und irregularen Varietiten werden hier nicht untersucht werden.

Literatur

{11 B. Xomx—]0. Tugo: Memodv asze6paunecrois eeomempuu II, Mockea, 1954
(2] H. P. Hudson: Cremona transformations, Cambridge, 1927
{3] 8. Lang: Introduction to algebraic geometry, New York, 1958

Adresa autora: Katedra geometrie PFUK, Smeralova 2/b, Bratislava
Do redakeie doslo 15. oktébra 1967.

Involicia na nadkvadrike
J. CIZMAR
Zhrnutie
V préeci sa skima involﬂcia I3_s, ktort na regulérnej nadkvadrike Q,_ 1 vytinaju

priedky disjunktnych podpriestorov Sy, Ss_r_1. Sti néjdené fundamentdlne a iregulérne
variety.

]
O6 onmolt MHBOMIONMK HA KBaJPUKe
A. YNKMAP
BuBogmw
B mpenmaraemoit paGore paccmorpena unBomonus Is_s, B KOTOpo#t OTBeuAIOT IPYT APYTY

“TOYKH IepeceveHHs HEOCOGEHHO! KBAJPUKHM Qu_1 C IPAMON mIepecexalomel HesaBHCHMEE

nopupocrpancta Sy, Sa_r-1. PaccMoTpenH (yHjaMeHTaNbHHE M MpperyiIApHHe MHOIO-
-o6pasmusn.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. -- MATHEMATICA XX, 19689)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Klasifikicia zobrazovacich metéd
na ziklade vieobecnych principov

L. BERGER

1. Zatneme prikladom. V trojrozmernom konformnom priestore K3 po-
piSeme stredové premietanie. Bodu 4 st zndmym spésobom priradené dva
priemety: kolmy priemet 4: a stredovy priemet 4,. Zapisujeme:

A (41, 4,) *)

Zobrazenie (*) je definované pre vietky body 4 € K2 okrem bodov A € o,
kde o je rovina, pre ktort § € o || #. Body 4; a 4, st viazané podmienkou P:
4,, A1, 81 lezia na priamke. Pri rozifreni # na projektfvnu rovinu P2 bolo
by moZné premietat i body 4 € w okrem 4 = 8.

S uvedenym premietanim (*) bude nés zaujimat i inverzné zobrazenie:

(AI) Ac)" A’ ' (*‘)

ktoré nazveme konstrukciou. Podla tejto kondtrukcie ku kazdej dvojici
bodov Ai, 4, v n spliiujicich podmienku P a A; 5 8; 5= 4, moino prira-
dit podIa (**) jediny bod 4.V pripade, Ze 41 = 8; 5= 4,, alebo A; =£ 8; = A,
bod A4 neexistuje. V pripade podla (**) 41 = 8; = 4, mo#no k dvojici 4,, 4,
priradit nekonedne mnoho bodovA. '

Ak teda 4 € ¢ = 881 potom 4; = 81 = 4, a zobrazenie (**) mé pre tento
bod zmysel, ale konstrukcia (**) nie je jednoznadné.

Uvedeny priklad stredového premietania poddva tivahy pre rieSenie dvoch
problémov: priradit danému objektu (u nés bodu A) dvojicu objektov (bo-
dov 4., 4,) a inverzne, k danej dvojici objektov 41, 4,, kon§truovat (pri-
radif) objekt (4). Pri tom pristupuje i daldf, nie menej déletity problém:
spésob tohto priradenia! Okrem tGvah o tychto problémoch vidime na uvede-
nom priklade i moZnost firSieho zovieobecnenia. Zovseobecnenie prevedieme
tak, aby boli obsiahnuté vietky klasické pripady zobrazovania a faktory zo-
vieobecnenia st tri:
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1. Struktiira a dimenzia pracovného priestoru.
. -2, Spbsob premietania.
" 3. Charakter zobrazovanych objektov.

2. Pokisime sa o definfciu pojmu ,,deskriptix?ny priestor. Pod tymto ter-
minom chceme mat na mysli taky, dostatoéne vieobecny geometricky priestor,
v ktorom moZno prevédzat deskriptivne Gvahy. Je pochopitelné pozadovat
od takého priestoru, aby 1. obsahoval priemetiitt = rovinu a 2. poznal pojem
premietania, t. j. pojem priamky. Niektoré daliie poziadavky st diskutabilné
a definiciu ,,deskriptivneho priestoru*, ktort tu poddme, nepovazujeme za
"jedine moZni. :

Geometrickym priestorom (M, G M) nazyvame dvojicu ktorej prvy ¢len M
je bodovd mnozina a druhy &len GM grupa (nie nutne vSetkych) bijektiv-
nych zobrazeni M M. Zikladnym geometrickym priestorom v nasich tva-
héch bude redlny projektivny priestor n-rozmerny (P, G' P (n)). Geometricky
priestor (Mn, GM (n)) nazveme subpriestorom, ak
1.M» < Pr, pricom v Mo existuje #» 4 1 line4rne nezéavislych bodov.

2. Existuje grupa G transformdcii Pn— Pn tak, 7e G je podgrupou grupy
G P a Mn je invariantnd vodi kazdému e @, t. j. X eMn, g G = o(X) €
eMr , ”

3. GM (n) je ziizenie G na Mn, t.1j. GM (n) je mnoZina vSetkych tych zob-
razeni Mt > M, ktoré moino pisat v tvare o |,,,, kde o e G.

Definicia. Subpriestor (M2, GM (n) (nazveme deskriptivnym priestorom ak
1. M® je otvorend a konvexné podmnoZina v Pr a '

2. ku kaZdym dvom bodom X, Y e Mr existuje c € GM (n) tak, ze 0 X = Y.

* Poznamenajme, Ze M je urtite jednondsobne stvisld podmnozina v Pn,

Samotny (P2, G P (n)) ako aj jeho euklidovsky, afinny, lobadevského ¢&i kon-

formny subpriestor je deskriptivnym priestorom. V daliom pracujeme v des-

kriptivnom priestore (M», GM (n)). V tomto priestore budeme Studovat
zobrazovaciu deskriptfvnu metédu ako mnoZinové zobrazenie

frm—>n (1)

mnoZiny zobrazovacich objektov m do mnoziny obrazov n. :

Postupne budeme analyzovat kazdy z tychto troch pojmov a hladat ich
charakteristické vlastnosti.

3. Objekty, ktoré zobrazujeme st body, priamky, roviny, ale aj trojuhol-
niky, kruZnice, telesé a i. Nakolko by tdto réznorodost pri nami vytydenej
uvahe zovieobecnenia bola pritazou, nebudeme uvaovat celd mnoginu spomi-
nanych objektov. Stadilo by, keby sme prestudovali zobrazenie bodu, nakolko
tento je zdkladnou. stavebnou jednotkou vietkych dalfch objektov. Nie-

kedy je vhodné (priamkové geometria) za zékladny element zobrazenia brat
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priamku, alebo iné linedrne utvary. V kazdom pripade sa viak zdé rozumné
volit za zékladné. prvky bud iba body, alebo iba priamky — vseobecne iba
objekty toho istého druhu. Presne povedané: Dve podmnoZiny X, Y < Mo
nazveme objektami toho istého druhu, ak existuje transformécia ¢ € GM (n)
tak, Ze o X = Y. Nakolko G'M:(n) je grupou, je posledny vztah -ekvivalen-
ciou, t. j. pla,tl LX~X;2. X~ Y=Y~ X;3. X~Y,Y~Z=>X~Z,

Po tychto tvahdch moézeme precizovat mnozinu m. #

Nech mnozina m zo vztahu (1) sa skladé z linedrnych ob]ektov toho istého .
druhu v mnozine M2, potom mnoZinu m budeme nazyvat mnofina zobrazova-
cich objektov, alebo kratko: zobrazovacia mnoZina.

Nie nutne vetky objekty z Mn toho istého druhu ako st objekty z m né-
lezia do m. Tak napr. v uvedenom stredovom premietani do m nélezia vietky
body z K3 okrem bodov roviny w. Dalej z uvedeného prikladu vyplyva aj to,
Ze nie vietky objekty z m sa daji konstruovat zo svojho obrazu v mnoZine n.
Preto je ziadtce, aby sme zdrovenl s mnoZinou m uvazovali eSte dve dalsie
mnoziny, ktoré oznadime m a m*.

Mnozinu vsetkych objektov toho istého druhu v M2 ako st objekty z m
oznadime M a nazveme fotalizdciouw mnofiny m.

Mnozinu vietkych tych objektov X € m, ktoré si jednoznaéne uréené svojim
obrazom f(X) nazveme reguldrnow castou mnoZiny m a oznatime m*. Prvky
z m* nazveme reguldrnymi, prvky z m — m* singuldrnymi. Mnozinu i — m*
nazveme defektom zobrazovacej metody (1).

Tak v uvedenom pripade stredového premietania je m... mnozina vietkych
bodov K3, m... mnozina vietkych bodov K3 — (w), m*... mnoZina vietkych
bodov K3 — (w) — (q) a teda pre stredové premietanie plati

m*cmcm ' (2)

Priamo zo zavedenia mnozin m, m, m* vyplyva ze vztah (2) plati v kazdom
premietani.

Inak povedané: Nie nutne vietky objekty priestoru M mozno zobrazif.
Z tych, ktoré mozno zobrazif, nie nutne vietky mozZno spitne konstruovat
z ich obrazov. ,

Intuitivne mozno povedat, Ze z hladiska zobrazovanej mnoziny je zobrazo-
vacia metéda tym vyhodnejsia, &m ,menSia‘‘ je mnozina m —m*. Tak
napr. zo skisenost{ vieme, Ze stredové premietanie je zloZitejsie ako premier
tanie Monge-ho préve preto, Ze v stredovom premietan{ je m — nt* = (w) U
U (g), zatial ¢o pri Mongeho premietani je defekt ni — m* = 0, t. j.

m=m=m* '
Defekt zobrazenia (1) je prizdnou mnozinou prave vtedy ak m = m =m*.
Po zavedeni mnoiiny m budeme uvazovat o mnozine n. ;
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4. Ak Studujeme obrazy zobrazenia (1) Studujeme mnozinu n. Zo zdklad-
ného principu zobrazenia priestoru do roviny vyplyva, Ze mnoZina n musi
byt realizované na papieri — teda v rovine. Zobrazovacie metédy, pri kto-
rych zobrazujeme napr. na gulovi plochu nebudeme tu povazovat za striktne
deskriptivne, aj ked mnohé spoloéné rysy s nami Studovanou problematikou -
tu iste existuji.

Papier, na ktorom budeme realizovat mnoZinu n nazveme priemetfiou
a oznadime n. MéZeme ju povaZovaft za rovinu projektivnu, afinni, konformni,
a i. PoZiadavka nézornosti vedie na zloZitost mnoziny n. Tak v uvedenom .
"stredovom premietani sklad4 sa n z bodovych dvojic, ktoré si viazané tam
uvedénou podmienkou P. V pripade axonometrie je mnozina n tvorend do-
konca Stvoricami bodov a vizobnych podmienok je podstatne viac.

Elementami mnoziny 1 nemusia vSak byt vidy len body, alebo skupina
bodov. Tak napr. v pripade cyklografie mnozina n sa skladé z dvojic (cyklus,
stred cyklu), popripade sa n skladd iba z prvkov typu (cyklus).

Na mnoZinu nn budeme teda nazerat ako na skupinu objektov (a1, as, ... ax),
pri¢om kazdy z tychto objektov je prvkom istej mnoziny v poradi ni, ng, ...,
nx, ktord patrf dvojrozmernému, alebo jednorozmernému priestoru N,
N;, ..., Nx. Priestormi N;, ..., Ny mézu byt roviny, & priamky, pri¢om
nemusia byt tej istej grupovej Struktiiry, musia viak byt stimiestne s jedinou
,»rovinou‘ — priemetiiou n. V nagich dvahdch rovinu z budeme najdéastejsie
povazovat za rovinu rovnakej Struktiry ako priestor, v ktorom zobrazenie
previdzame.

Uvahy budeme precizovat. Nech v pracovnom deskriptivnom priestore
(M*, GM (n)), n = 3 je dané neprdzdna mnoZina n =Mn N P2, kde P2 je
projektfvna rovina toho priestoru (Pn, G P (n)), ktorého subpriestorom je
zvoleny pracovny priestor (M, GM (n)). Potom mnoZinu x nazveme prie-
metiiou. Nakolko M je otvorend a konvexns podmnoZina v P, je n dvoj-
rozmerné bodové mnoZina, otvorend a konvexns v P2, ako aj v Mn, Priestor
(N%, G N (1)) nazveme priemetnym priestorom (v n) ak N! <z a i = 2,
alebo ¢+ = 1 (pripad ¢ < 1 vylidime). V prvom pripade hovorime o priemetnej
rovine, v druhom o priemetnej priamke.

Nech kaZdému objektu X em je predpisom f, priradendé podmnozina
Jo(X) = Ny priemetného priestoru (No, G No) (dimenziu vypt§tame zo zépisu)
tak, Ze vletky mnoziny fo(X) < Ny pre X € m st toho istého druhu (vzhl’adom
na grupu @ No). Potom mnozinu :

= {fo(X) | X em}

nazveme mnofina obrazov zobrazemia fo v priemetnom priestore (No, G No).
S8ymbolom iy znadime totalizdciu mnoZiny no, t. j. mnoZinu vietkych tych
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podmnozin X < Ng, ktoré moino pisat v tvare X = ¢V, kde ceG@N a
Yeno

MnoZinu n zo vzfahu (1) nazveme obrazovou mnoZinou zobrazenia (1),
ak platf

1. ncmXnX...xXxnm 12k<o,

kde n; je mnoZina obrazov zobrazenia f; v priemetnom priestore (N;, G N;)
prei=1,...,k a

2. pre kazdé Xem je _

MnoZinu 1y X ... X nx nazveme tiez totalizéciou mnofiny n a oznadime ft.
Miesto fi(X) piSeme dasto Xj.

Je teda podla (1) kaZdému objektu X e m priradens usporiadand k-tica
objektov

f(X) = (Xa, ..., Xx),

ktoré budeme struéne nazyvat: prvg, druhg, treti, ..., k-ty obraz, & priemet
objektu X.

Objekt f(X) nazveme proste obraz objektu X pri zobrazeni (1).

Obrazové mnoZina n je podmnoZinou kartézskeho siidinu vietkych mno#in
obrazov ny, ..., nk v uvedenom poradi.

MnoZinu fi — n nazveme vdzbou obrazov. Casto budeme o vizbe hovorit
nie ako o mnoZine, ale ako o predpise V, pomocou ktorého z mnoziny fi zis-
kame mnoZinu n.

Cfslo dim fi — dim n nazveme podet vizieb zobrazenia (1) a oznadfme
[V]. Zrejme plati reldcia

V| =dimn; + ... + dim nx — dimm (3)

V uvedenom pripade stredového premietania je priemettia 7 simiestna
s konformnymi rovinami Nj, Nj. MnoZina obrazov n; je mnoZina vietkych,
bodov v N. Teda i = 11 X 1z je mnoZina vietkych bodovych dvojic (4;, Asg)
Az = Ay z 7. Obrazové mnoiina n je tvorens iba tymi dvojicami (41, As),
pre ktoré plati bud 4; = 43 = 8;, alebo A, =% 81 == Az a A1, Az, Sy legia
na priamke. Posledné obmedzenie mnoZiny it na n sa nazyva vizbou stredo-
vého premietania.

5. Po objasneni pojmu mno#n m a n ostdva ném vysetrit efte funkciu f
v zobrazeni (1), t. j. spdsob, akym je objektu X e m pnradené. k-tica f(X) =

= (X1... Xx) en, ktord tvori jeho obraz.

Nech je dané neprézdna mnoZina a objektov toho lst-ého druhu v des-
kriptivnom priestore (M, @ M(n)). Nech v tomto priestore M» je dalej dané
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neprédzdna bodové mnoZina .U tak, Ze pre kazdé X ea je {X} N U = 0.
Potom mnoZinu vietkych priamok XY eMeo, kde X ea a Y € U nazveme
vejar objektu X so stredom U a oznaéime gy(X). Funkeciu @u budeme na-
zyvat vejdrovd funkcia so stredom U. Definiénym oborom tejto funkcie je
mnoZina vSetkych objektov X z Mn, pre ktoré m4 symbol ¢u(X) zmysel.
Aby priamka X ¥ bola jednoznaéne uréend je nutné podmienka {X}n U=0!
* Nech % je neprdzdna mnoZina priamok v priestore Mo a nech (RT, @R (r))
je subpriestor priestoru (M?, GM (n)). Potom bodovi mnoZinu x N Rr na-,
zveme stopnou mnoZinow mnoziny x v RT a oznaéime ju yg(x). Poznamenajme
Ze stopnd mnozina yr(x) méze byt i prézdna. Funkciu x> yr(x) budeme
nazyvat stopnou funkciou (v Rr); definitnym oborom tejto funkcie je mno-
Zina v8etkych objektov v Mn. :
Podla (4) je kazdému ¢ = 1, ..., k priradend funkecia

Cfirtmoem

ktord objektu X € m priradi objekt X; = fi(X) e n,. Tito funkciu budeme
nazyvat h-Clennd premietacia funkcia zobrazenia (1) s indexom i prave vtedy,
ked fi je zlozenim (superpoziciou) A funkeif z ktorych kazd4 je bud vejirova,
alebo stopnA.

Budeme teda pisat napr. fl = tpl, ygp @y, priom skladanie d&itame od-
zadu

f(X) = gur {yrlou(X)]}

V tomto pripade zobrazenie (4) budeme nazyvat h-élennym premietanim.
Kazdi z funkeif, ktoré sa vo vyjadreni funkcie f; vyskytnid, nazveme pre-
mietacim Elenom.

Po tychto tvahdch moéZeme definovaf deskriptivne zobrazenie.

Definicia. Nech je dany deskriptivny priestor (M2, GM (n)) a v %om zobra-
zovand mnofina m, obrazovd mnofina n a mnofiny obrazov ny, ..., N zobraze-
nia (1). Nech ku kaZdému 1 = 1,2, ...,k je priradend hi-Slennd premietacia
/unkcm zobmzema (1). Thito funkciu ozna&me fi. Potom funkciu

X fX) = A, flX), . fulX)); Xem (5)
nazveme deskriptivnou a zobrazenie (1) deskriptivnym zobrazenim, alebo des-
kriptivnou zobrazovacou metédou. Usporiadand k-ticu prirodzemsjch &isel

' 1) = (b, ..., hx)
nazveme charakierom deskriptivneho zobrazenia (1).

6. Aplikdciu uvedeného prevedieme na tri klasické premletama a v zdvere
pré.oe ukéZeme prehlad viacerych zobrazeni v tabulke.

“‘Budeme sfoe pracoval v E3, ale zérovei pripustime existenciu vietkych
nevlastnyéh objektov, t. j. podla Cecha rozifrime priestor E3 na E3. Fakt,



e grupa priestorov s ktorymi méme teraz do Sinenia je euklidovskd, mitky
v dalSom predpokladdme.

a) Mongeho premietanie je zobrazenie dané dvoma rovinami ¢ | 7 s prie-
seénicou z a nevlastnymi bodmi §;, Sz a S;, pricom 81 | n; S: 1 x a
X Sow = X Sep = 45° a S.;_Lg.

Pre Mongeho premietanie plati:

M3 =E3;

m mnozina vSetkych bodov v E3

m=m=m* :

Ni, N ... euklidovské roviny vnorené do x=, t. j. N1 =z = N;
m, nz... mnoziny bodov v Nj resp. N,

fl = 1 X ng ... mnozina bodovych dvojic, pre ktoré plati vizba V: bud
: A; = A, alebo A; == Az a AyAs | x, pricom 4; e m1 a
A2 EnNne.

KedZe dimn = dimnz = 2 a dimm = 3, bude podla (3)
V=2 +2—-3=1
Dalej plati (pri uplnom zaznadeni postupu):

Pre obrazovii mnozinu ng a funkeciu fz : m— ne

Pse(A). .. priamka idiica bodom 4 vo smere S,
Vopsg(A) = Ay (= gsy N@)... priesednik priamky @sq(A4) s rovinou g -
Psg(Ay). .. priamka idiica bodom A4, vo smere Sp.a zvie-

_ rajica s ¢ a m uhol 45°
prpsg(4p) = Aa(= gsy(4y) N 7).

Pre obrazovii mnoZinu m; a funkciu fi: m—>m
@s;(4) ... priamka idica bodom A4 vo smere S;

yrps; (4) = 41 (= gsy(4) N 7)
'Tak Mongeho premietanie klasifikujeme na zéklade uvedenych funkeif
typu ¢ & y:
f= (f 1, f2)
Ji(4) = prys,(4)
 fa(4) = yrgsy(As)yersy(A) Lt
a charakteristika pri jednotlivych funkciach ‘ 2(f1) =2, 2fs) =4 je .
| 2f) = (2, 4) i '
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b) Pri stredovom premietanf uvedenom v éivode bude dim n; = dim n; = 2,
dimm = 3 v
: Vj=2+2—-3=1
apri8, 881 =q 1l =
f= (fl’fz):
J1 = ynps(d) = 42 = 4,
Jo = ynousy(4) = 4y;
1) =2, z(fz) =2
1) = (2, 2)

¢) Zobrazenie v ortogondlnej axonometrii je dané trojicou navzdjom kol-
mych priamok 1z, 2x, 3z idtcich bodom O a rovinou n pre ktord platf
aN% =2X=£0 pre a =1, 2, 3.

Oznaéme g* = (Bz, Yz), kde (a, B, ¥) je permutécia trojice (1, 2, 3) a S ne-
vlastny bod kolmy na x a ) nevlastny bod priamky !z, pre i = 1, 2, 3, potom
pre ortogondlnu axonometriu plati:

M3 = E3 .

m... mnozina vietkych bodov v E3

m=m=m*

Ni, N: N3, Ny =N, euklidovské roviny vnorené do = . tu je

Ni=N:=N3=n

n... mnoZzina vietkych bodov v N; pre i =
= 1’2)3’4; N4 = Na.

=M X Nz X N3 X Na; 1 < 1i; do n patria iba tie bodové Stvorice (4, As,
As, A®) z 7, pre ktoré platia vietky vizby

Vi [(4%4%[|%2%) a (aas N asx€72%), kde (a,p,7)

je permutécia trojice 1, 2, 3. (aap... priamka idica bodom A} rovnobeiné
8 Bga), ' :
Kedie dimm = dimnz = dimng =dimny =2 a dimm = 3 bude

|V| = dim n; 4 dim ng 4 dim ng + dim ng — dim m =
=2424+24+2—-3=235.

Teda zo 6 hore uvedenych vizbovych podmienok je nezdvislych 5. Ak
pre body A}, A3: A3, A* st splnené vietky vykkie uvedené podmienky vazieb
okrem napr. podmienky a2 N as €3z, potom této posledné je désledkom
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podmienok predoilych podla zndmych faktov geometrie euklidovskej roviny.
Dalej pre ortogonélnu axonometriu plati: ’

foa = (fr, fo. fs, fa), fa=Ja
Jo = Yrpspoupse(4) ... pre =1,2,3 x(fa) =4
fo=fi=vyaps(4)... z(fa)=2 z(fa) =(444,2)
Podobne by sme mohli v 2. éasti uvedené aplikovat aj na ostatné zdkladné
zobrazovacie met6dy a to & uZ by islo o zobrazovanie bodov a &i priamok,
alebo rovin — zdsadne viak objektov toho istého druhu.

V prehladnej tabulke uvedieme ako priklad charakterizdciu niektorych
zdkladnych zobrazovacich metéd v E3. '

_ Objekt | Friradeny |  pocoy Vazba Charskte-
Zobrazenie % m objekt z n priemetni Vi ristika
va z(f)
I

stredové bod 2 body 1 1 2, 2)
kétované bod 2 body 2 0 (2, 4)
Mongeho bod 2 body 2 1 (2, 4)
kosouhlé bod 4 body 4 5 4, 2, 4, 2)
ortogondlna bod 4 body 4 5 . | (4,4,4,2
axonometria ) :
cyklografia bod cyklus 1 0 (2)
dvojstredové bod 2 body 1 1 (2, 2)
dvojstopové priamka | 2 body 2 0 1, 3)
dvojstopové rovina 2 priamky 2 1 (1, 3)

Z tabulky je zrejmé, Ze ¥m nézornejsi je obraz zobrazovaného objektu,
tym zloZitejsi je symbol charakterizujtici uvazované zobrazenie, t. j. tym zlo-
titejdia je funkcia, podla ktorej priradujeme zobrazovanému objektu objekt
obrazovy. . : ‘ .

V dalsich tivahdch sa dotkneme zovieobecnenia klasickych zobrazovacich
metSd a to z hladiska dimenzie a grupy pracovného priestoru ako i z hladiska
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charakteru zobrazovanych objektov a charakteri obrazovej mnoziny. Tu
by i8lo o zatriedenie zobrazovacich mietéd do jednotlivych charakteristickych
skupin podla uréitych hladisk a potom pre jednotlivé, triedy stanovif zd-
kladné principy. O spracovanie tejto problematiky sa poktsim v budtcnosti.
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Pezome

J. BEPTEP

Kaacenguranms uzo6pasuresbHEIX METOOB HA OCHOBE
BCeoOIUX NMPUHIUIIOB

ITox moHATHEM »,HaYepTaTeJIbHAA FeOMETPHA ¢ MOKHO MOHMMAThL BceolIee usobpakenue
‘ frm - n

TO €CTh, NIA f, M M JJIA N COBRAITCA YCIOBHA, KOTOPHE XapPAKTEPUBYIOT HAYEPTATEILHYIO
reomerpuio. Teopernyeckne paccyaeHNA NIOCTPAPYIOTCA HA TPEX KIACCHYECKUX METONAX.

Haxoren sjgech mokasaHo u NPeMHHAEMOCTH IPHBEACHHHX TPEX MeTOXOB NPH BCAKOM MHOM
(oco6ou) MeTofe.

Zusammenfassung

Die Klassifikation der darstellenden Methoden
auf Grund der allgemeinen Prinzipien

L. BERGER

Unter dem Begriff die ,,darstellende Geometrie‘‘ sucht man die mogllchst allgemeine
Abbildung

Jim—n
aho die Bedingungen fiir f, m und n, die fiir die darsteliennde Geometrie als charakteristische
zum Vorschein kommen.
In der Arbeit werden diese theoretischen Betrachtungen mit drei klassischen Methoden

illustriert und sohhesshch wird hier auf dm Anwendbarkeit jeder eigenartigen Methode
‘hingewiesen.
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[(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1089} . 7 1

ACIA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

On the Solution of the Linear Differential Equatioh |
of the Second Order by Means of Airy’s integrals

BY
K.R. AYCOUB and N. I. GIRGIS |

1. Introduction

Several problems of mathematical physics involve types of linear diffe-
rential equations. The differential equations which occur frequently are those
of the second order namely.

d2w dw :
Pt qu=o, (L1)

where P and @ are functions of z.
It is well known that by means of the transformation

w=y e‘%J‘de

the above differential e.qua,tion transforms to

ey —f(w (1.2)

where

flx) = s P2 41y ar —Q.
dx

We can assume, without loss of generality, that f(x) has a zero at z = 0.
[If f(x) vanishes at z = c, then by the transformation X = z — ¢ the function
f(z) will be transformed to a function, say, F(X) which has' a zero at X = 0]
Suppose that, in the neighbourhood of x = 0, f(x) has the Taylor 8 expanmon

fl@) = a1z + asx? + agx® + ...
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Equation (1.2) may therefore be written in the form
d3y
*d;— (a1x+a2x3+aaz3+...)y=0. (1.3)

The coefficient a; may be absorbed in y and the problem of linear differential
equations of the second order (1.1) may be reduced to that of differential
equations of the type

dy
dz?

—(x+ax? +agad 4 ...)y =0 (1.4)
A simple equation of the type (1.4) is that in which a; — 0 for 7 > 2. In this
cage the differential equation (1.4) will be

d2y
da2?

—xy=0 (1.5)

Equation (1.5) is satisfied by the Airy‘s integrals ([1], [2])

1 124
Az = — J cos (xt +—| ds,
n

3

1 13 3
Bia::——J{sin(xt—l»—)-l—exp xt———)}dt.
n 3 3
0

Evidently, for a; # 0, equation ( 1.4) is no further satisfied by Aiz or
Bi z. It is however of special interest for the authors to reveal some connec-
tion, if any, between equation (1.4) and the Airy‘s integrals Aiz, Biz.

For the purpose of approximate solutions Z. Mursi [2] obtained the first
four approximate solutions y, (n = 1, 2, 3, 4) for the differential equation

d2y
da2

— (*+ a2y =0 ' (1.6)

He also obtained the first three approximate solutions Yn (n=1,2,3) for
equation (1.4). These approximations are easily obtained and they depend
in fact on the Airy's integrals Aiz, Bia and their derivatives.

- For approximate solutions of higher order, the situation seems to be more
complicated and laborious. This happens not only for the general equation
(1.4) but also for the special equation (1.6).

However, a method which simplifies the determination of yn for such
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equations will be given. This method is applied in this paper to the simple
differential equations

O @+ amy—o 17
1 z + ax™)y = (1.7)

with m = 2 and 3.

The main results in this paper are Theorems 1 and 2 [~see §§ 4, 5-]. Theorem 1
gives an expression which connects the solutions y, and ya+1 of equation .
(1.7) when m = 2. Theorem 2 gives such a connection when m = 3.

In a following paper such a discussion will be done to the differential
equation

aty
da?
for m in general

(x + a22? + aga® + ... + ama™) y=20 (1.8)

These are in fact the first two steps towards the treatment of the general
problem in concern with the differential equation (1.4).

Although the method we use here and afterwards simplifies the determina-
tion of y, for any of the differential equations under consideration, yet this
is not our purpose. Qur aim is to discuss the behaviour of the solution y,
as n tends to co and set conditions under which a solution (in terms of Airy"s
integrals and their derivatives) exist for the differential equation (1.4) or
equally well for the linear differential equation of the second order (1.1)
in general.

2. Preliminary Results

In this section, we collect together some unrelated results mainly for sub-
sequent use.

Lemma 1. The complete solution of the differential equation

d2y .
O
8
y=-c Aiz + cg Biz = u(x).
where c1 and cz are arbitrary constants.
- Lemma 2. Let the notation be as in Lemma 1, and let u™ denotes the n'd
derivative of u(x) with respect to x. Then



(8) 2Pum = yin+d) — 2(n + 1) ur+D) 4 (n — 1)oun—2),
(12) 23U = um+0 — 3(n 4 2)®+3) L w(n)u® — (n — 2);un—3
where w(n) =3n% 4 3n + 2, (r)p=r(r+1)(r+2)...(r +p — 1).

Proof. By Lemma 1, u(x) satisfies the differential equation

d2y
. | am V=0
‘and therefore
u@ = xu.

Now, if we differentiate this relation n times with respect to z, we have

wn+2) — pyn) + rnu(n—l),

ru™ = yh+2 — pym-1) (2.1)

Then Lemma 2(i) follows directly if we multiply both sides of (2.1) by « and
then apply (2.1) twice for the R. H. S. of the resulting relation. Also, Lemma 2
(i) will follow directly from Lemma 2 (i) if we multiply by « and use again
(2.1).

Lemma 3. Let © be the operator D2 — x, and @1 be the inverse operator.
Then with the notation of Lemmas 1,2

un+l)

n—}—l'

O1yn) —

([2], Chapter II).

3. Method of Successive Approximations
In this section, we explain in brief the method of successive approxima-
tions that will be used for the differential equation
dzy
dz2

— (x 4+ azm)y = 0, (3.1)
where m = 2,3.

For this purpose, we write the differential equation (3.1) in the form

d2y
dz?

— Yy = ax™y T (3.2)
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If @ is small enough, then for a first approximation, the above equation may
be written in the form

d2y
dz?

— 2y =0

The solution of this equation is, by Lemma 1, y = u(z) = » and may be

regarded as the first approximation. Denoting this approximation by w1,
we have y1 = u.

For a second approximation, we insert this expression for y in the R. H. 8.
of (3.2), thus having

d2y
da2

— Xy = axr™u

Now, if we use Lemma 2 for the R. H. S. of this equation, then apply Lemma 3,
we can easily find the particular integral of this equation. Also the comple-
mentary function is, by Lemma 1, w(z). The complete solution of the last
equation may be regarded as the second approximation and will be denoted
by ya. '

Further, if we insert this expression for y; in the R. H. S. of (3.2) and use
the above process we obtain the third approximation ys, and so on for higher
approximations.

The details of this method will be given in the following articles. We deal
separately with the cases m = 2, m = 3.

4. The case m = 2
In this case the differential equation will be

Py

P ry = axly (4.1)

Direct application of the method described in the previous article gives the
following lemma.
Lemma 4. The first three successive approximate solutions of the differential
equation '
dy
PrEP Rarbo f
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may be written in the form

n = ulz) =u,

w® u®
=nt+a{— —2 )
ML

1 449 17 4™ u@ u®

=y +at|— - 10 —2—.
R {5 10 5 7 T 4 1

This lemma leads to the following theorem.

Theorem 1. Let y, and yn+1 be the nt* and (n 4 1) approximate solutions
of the differential equation

d
D2 —2)y =ax2y, D=—.
( )y = axy iz

Then y1 = u(x) = u,
Ynt1 = Yn + a"Fn {u(z)}, n>1,

where
wm wGn—3) wEn—8)
Fa{u(z)} = an,o RS Qn,1 p— + Gn,2 -
(5n—38%)
—= .+ (—)ang —5—1;——& — e
» . u(5n—3p)
+ (=) anp m,

with suitable expreaaiohs for anys and with p depending on n. In fact,
‘ u(5ﬂ—3‘)

Fa{u(z)} = gpo (—)ans =

where
p=056N—1 if n = 3N,

p=BN+1 ifn=3N+1,
p=6N+3 ifn=3N+2.
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Proof. By Lemma 4, we have
Y= U,
u® . u(a)}

- al— —2—1.
Y2 =y + {5 5

Thus the theorem is true for n = 1, where
a1’0=11 a111=2- .

We complete the proof by induction. Assume therefore that the theorem is
true for some value of n, i. e. assume that

Yn+1 = Yn + an Fu{u(z)}.

In order to obtain the (n 4 2)®* approximation ysis, put ¥ = yn41 in the
R. H. S. of the differential equation

(D? — z)y = ax?y,
thus having

(D2 — 2)y = ax®yn+1, '

(D? — 2)y = az’yn + a*2?Fa{u()},

by assumption. The complete solution of this equation is yns. It consists
of two parts namely the complementary function u(x) and the particular
integral which may be obtained by applying the operator -1 to the R. H. S.
Thus

Yniz = u = a O (a2y,) + artl O 1[x2F,{u(z)}]. (4.1)
Also yp41 is the complete solution of the equation

(D2 — z)y = ax® ya,

thus “ !
Yns1 = u + @ 6-1(aty). (42)
Then if we insert (4.2) into (4.1), we obtain '
Yniz = Yan1 + a1 071 [x2Fu{u()}]. (4.3)
Moreover, if we multiply both sides of
» w(Gn-30)
Fa{u(a)} = 2;) R o T



by x2 and use Lemma 2 () for the R. H. S., we have

P
ARfue) = 3 () e
i=0 == 7/
z (_)f {u(5n 3i+4) __ 92 (5n — 3 + 1) u(5n—-3l+1) + (5n —
i=0 5n — 31

— &) (bn— 3i - 1) uGn—3-2)}
Then by applying the operator 61, and by using Lemma 3, we obtain -

n,i f w(5n—38L+5)

P a
O[22 Fp{u(x)}] = > () _

i=0 5n——3it5n—3i+5
: wdN—3i+2)
— 2(5m — 3i + 1)—n_3»z—4_2 +
w'5n—3i-1)
+ (bn — 3¢)(5% — 31 — 1) m—l}=
1 w(6n+5)
o ™t
1 bn + 1 u(Bn+2)
1¢ _{5n— Gar + 2 5n. a"]5n+2+
1 5n — 3i + 4
u ,Zg (_)‘{ s s T
) w(Bn+5-30) |
+ (6n + 5 — 31) an,«—z} m +
m—3p 41 w(Bn+2—3p)
+ (—)pH1 “2 W an,p + (67 + 2 — 3p)a,.,,_1} m 4+
w(5n—1-3p)
:+ (_)p+a{ | (bn — 1 — 3p)a,,,,,_g] m
Now if we introduce the coefficients an+1,4 by
1 bn — 3i + 4
Oni14 = maa,t + 2 m Oni-1 + (b0 + 6 — 3t)an -2, (4.4)
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and set the following
an,i = 0  for negative integral values of ¢ (4.5)
Gn,¢=0 fore>p

we obtain directly

1
Apn+1,0 = —— QAn,0, (4-6)
5n
1 5n + 1
il = an1 + 2 om an,0, (4.7)
5n — 3p + 1
An+1,p+1 = 2 — ——  OQn,p + (5n + 2 —'3p)a¢n,p—1, (4.'.8)
bn — 3p
Gnitpsz = (50 — 1 — 3p)an,ps (4.9)
In this notation, we can write
p+2 (6n+5-31)
O 1[z2F{u(x)}] = —)ia —————— = Fpn{u(x)}. (4.10
[#2Fn{u(x)}] go( )"+1"‘5n+5—3i n+1{u(z)}. (4.10)

Then, if we combine together (4.3) and (4.10), we obtain directly

Yn+2 = Yn+1 + a®1Fp {u(z)}.

Thus we have shown that if the theorem is true for a certain value of n, then
it will be true for » + 1 in place of n; but the theorem is true for » = 1 and
therefore it is true for all positive integral values of n. This completes the
proof of the theorem. '

Cor. 1.
1

bnn!

An+1,0 =

This follows directly if we apply (4.6) in succession and remark that a1,0 = 1.

Cor. 2.
1 6n — 31 + 4
Ani1,8 = m Ons + 2 m A ¢
+ (61 + 5 — 3i)an 3.

By means of this theorem, these two corollaries, ‘and ‘in' virtue of (4.5) we
can easily calculate the coefficiénts as,; for all n and all possible values for 1.

1
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For instance, if » = 1, we have

1
aso = —,
1 g 0B + 10— 8
azi = .- ay, . AL — dt)ar,i—2.
M g 8 — 3

Now, if we remember that a1,1 = 2, @1,0 = 1, we obtain directly
17
@z, = ——, Qg2 =10, ag3 = 2.
5
Thus for the third approximation ys, we have
1 200 17 u® u® ey

— 40t | — T L 0— g,
ba = [5 0 5 7 4 1

(see § 3, Lemma 4)
Similarly for n = 2, we have

1 1
a: =_'—=°—’
7 522 50

1 14 — 31

24 + 22— @z,i1 + (15 — 3i)ag,s.

ass — “_a
10 — 3¢ ' 13 — 3¢

Then by using the coefficients already obtained for » = 1, we get directly

A 162 169 237
asg=-——, agz2=—"——, asg=——, dasgq = 38.
, 175 14 5

Thus for the fourth approximation, we have

o 1 «(9 162 412 169 «® 237 u® e u®)
4= ab j—— — = ,
S 50 15 175 12 " 12 9 5 6 3

and so on for higher approximations.
5. The case m — 3
. In this case the diffex:ential equation will be
(D? — z) y = aaty.
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Then by using the method of successive approximation described in § 3,
we get ]

Lemma 5. The first three successive approximate solutions of the differential

equation /

(D? — 2) y = asdy

are
Nh=u,
u® u® w®
y2=yl+a{ 3 —6 . +2 A },
1 «14 75 40D 373 u® u(% u@
ys=y2+a2{7 VR VIR TR _14IT+52_2—}'

This lemma leads to the following theorem.

Theorem 2. Let y, and yn11 be the n and (n + 1)2 approzimate solutions
of the differential equation.

(D2 — z)y = aady.
Then
n=mu,
Yns1 = Yn + a® Gu{u(x)}, n > 1,
where
" win—8i
(& = —)bp g ————,
e O

with suitable expressions for b, and with q depending on n. In fact
g=1TN—1 tf n = 3N,
g="1N + 2 ifn = 3N 41,
g="1TN + 4 ifn = 3N 4 2.
Proof. By Lemma 5, we have
Y1 = U,
u® u(;) w) ; .

—— a —6 2
Y yl,+ 7 Py + 1

Thus the theorem is true for n = 1, where

bl.o = ly bl,l == _61 b1)2 = 2.
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The theorem can be established in general by induction. Assume therefore
that the theorem is true for some value of n, thus assume that

Yn1 = Yn + a"Gu{u(x)}.
Following the same process as in Theorem 1, we easily obtain
Yn+2 = Yn+1 + a"+1@_1[x3Gn{u(m)}]- (5.1)
Now if we multiply both sides of
g b
Guful@)} = > (=) =3
i=0 m — 3
by 23 and use Lemma 2 (i) for the R. H. S., we have
g ba,i
BGufu(x)} = > (=) —— . 230 =
i=0 n — 3
L4 bn,i . :
— Z (_)t_L_._ {u(7n—3i+6) — 3(Tn — 81 4 2)u(Mn—3i+3) |
i=0 n — 31
+ o(Tn — 3i)u™m—30) — (Tn — 3¢ — 2)gu(™n—3i-3)},

Then applying the operator ©-1, and using Lemma 3, we obtain

o [sGafui@y] = 5 (—y [ TN iy
= u(r)}] = — — wlin—
" S n—3i|tTn—3%+7  m—3i44 |
Ll w(Tn—36+1) _ (7 — % — 2 uin—3-2)| |
T — 3 + 1 m— 3 — 2
but if we observe that .
1 (Tn — 3i — 2)s (Tn — 3i — 2)g
Tn—3% Tm—3—2  Tn—3 —2
the above expression may be written
‘ q 1 w(Tn—8447)
O 1[B3CFn{u(z)}] = (—)tba, —
»u@)l] eéo_ Fn.s m—38 Tm—3t+4+7
Tn — 3i 42 -3+ olTn — 3§)  wn-3+D)
= ; ; + ; =
n — 31 m— 31+ 4 m—3 Tn—3+1
u(7ﬂ—s‘—a) ¢
— (T — 8 — 2y ———— =
m— 3 —2
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7,0
n n + 7

1 WD) "1 n+ 2 u(Tn+4)
- n,0
n

-} b 3
T T 7n+4+

1 m—1_ o) uTn+1)
+ “On,0
n — 6 m — 3 n

b 3 b
n,2 + n,1 + ™ + 1

g 1 T — 3+ 5 o(Tn — 3i + 6)
) b PRt S <At 0 S
+ 2, )[7n—3i o i M T T e e M

u(7”+7 —3%)

m — 3t + Tobp g} —————
+ (Tn v+ )2""8}7n+7—3i+
m — 3q + 2 o(7n — 3q + 3)
—\+1 3________—__bn b o
+ (=) { g T o g et

w(In+4-39)

Tn + 4 — 3q

+ (7n — 3¢ + 4)2bn,q—2} -+

w(7n — 3q)
n — 3q

w(Tn+1-3g)
(et { bn,qg -!‘-.(771 — 3¢+ 1)2bn,q—1} Tl 3q +
) : wu(7n—2-8¢)
+-{=Js [(7n — 3¢ — 2)2bn,q}m-
Now if we introduce the coefﬁcients ba+1, by
™™m— 31+ 5 o(in — 3+ 6
m_ut 37?13 Dugr '(m — 8 :6 s +

-+— (7n — 3 + 7)2b,..(_3 (52)

batrs =

and set the following

bns = 0  for negative integral values of ¢

(5.3)
bug =0 fori>gq
we obtain directly
bn+1,0 = L, bn,0, (5.4)
n :
bn+1,1 = bny + 3 2 ba,0, (5.5)
m—3 n '

battis = bon 3 g I )

™ — 6 o fn—3 n !



n — 3¢ + 2 o(Tn — 3¢ + 3)

" b, = § ————— ba.q-1
n+1,g+1 m — 3q n,q T — 3q + 3 n,q—1 + .

+ (Tn — 3¢ + 4)2bn g2 (6.7)
. m —

bn+1,q+2 = ‘2(7"”_39) bn,q + (T — 3q + 1)2bn,¢—1, (5.8)

. b”+1,¢+3 == (7n == 3q — 2)2b9h¢- (5.9)
In this notation, we may write

0+8 (T +7-30)
O—I[zaG,{u(z)}] = ,-Zo (—)bp+1,4 m == G,.+1{u(x)} (5.10)

Then, if we combine together (5.1) and (5.10), we obtain directly
Yniz = Yns1 + antl Gn-&-l{’“(a’)}
The theorem is thus established by induction.

Cor. 1.
' 1

7 ™n!
This follows directly if we apply (5.4) in succesion and remark that b0 = 1.
Cor. 2.

bn+l =

5 7n—3i+5b
1,6 = s nt + e mi n,i-1 +
+ o(Tn — 3¢ + 6)
ba.i— n — 3 Tobn.¢-3.
Tn_ 3 16 mi-2 + (Tn t + T)obn,¢-3

'By means of this theorem and these two corollaries one can easily cal-
culate the coefficients by, for all » and all possible values of 1.
For instance if we take n = 1, we have

B 1
2,0 =— " ’
12 — 33 (13 — 3i)

. 13 — 3¢

1
bag = b + 3

b
7— 3 10 — 3 S

+ (14 — 3i)gby1 -3
Then if we remark that

ho=1 ba=86, bs=2

0



we obtain directly

75 373
by =—, bea=—"—, by3s =141, b4 = 52.
14 ki f

Thus for the third approximation y3, we have

Ys = y2 + a® {—

1«19 75 41D 373 u® u(® u(®
———+
7 14 14 11 7 8 5 2

and so on for higher approximations.
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O riefeni linearnej diferencialnej rovnice druhého radu
pomocou Airyho integralov

K.R.YACOUB a N.I. GIRGIS

Zhrnutie

V préci je uvedend metéda na vypodet priblifného riesenia diferencidlnej rovnice-
a2

2 - (x + axm)y = 0, m = 2 a 3 pomocou Airyho integrédlov.
dx2
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Pesome

O pemenuit quneitHOTO AUPPepeHINAIBLHOI0 ypaBHEHUA
BTOPOr'0 MOPAAKA P! ITOMOIY MHTETPaJIoB Jiipu

K.P. AKYB u H. 1. IHKUPHUC

B paGore mam Merop Kak Hailtm mnpubamkeHHoe pemeHue AuddepeHNMATLHOTO ypaBe

d ;
nenna:} —+(z 4+ asm)y = 0, m = 2 U 3 OpPM NOMOMM HMHTETPAIOB DUpH.

43



(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1969)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Eine quadratische Transformation

J. CIZMAR

1. Es sei K der Kérper der komplexen Zahlen (Grundkérper), 2 — ein

Universalkérper (iiber K), S, — ein n-dimensionaler projektiver Raum
(aber ) (n = 3); (Xo, ..., Xa) — ein System von homogenen Variablen,
(@0, ..., xn) = (0, ..., 0) — ein Punkt aus S, mit Koordinaten x; &'K; g,
Ny, ... — Uber K transzendente Elemente aus Q.

Die Punktkoordinaten seien immer gelegenweise normiert.

2. In dieser Arbeit wird eine birationale Transformation zwischen zwei
Hyperebenen in S, untersucht, die sich fiir » = 3 in [1] (Kap. II, S. 41)
kurz syntetisch beschreibt befindet. Man untersucht das Problem in. einer
verallgemeinerten Form, die auch zu reicheren und vollkommeneren Resul-
taten fithrt. Im ersten Teil definiert man die Transformation und sucht die
Transformationsgleichungen.. Im zweiten Teil werden Fundamentalvarie-
titen und irregulire Varietiten gefunden. Im dritten Teil wird das homa-
loidsche System, die Postulation, die Aquivalenz und die Abbildung der
Unterrdume untersucht.

I Definition und Transformationsgleichungen

1. Es seien in 8, eine regulire Quadrik _
Q,._]_ : 2 ij =0, ‘ (1)
T~ 4 NN o

zwei verschiedene in bezug auf die Quadrik Qs_; zueinander nicht konjugier-
ten Hyperebenen '

18n-1: Xo + Xa=0, (2)
28, ,: X»—1’+ Xn=0 ' (3)
und zwei verschiedene auf der Quadrik 'Q,...1 liegenden Punkte 10 = (1, O, ...,
0,1),20 =, 0, ..., 0, 1) gegeben. Die Hyperebenen 18,-;, 3S,_; schneiden
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sich in einem durch die Gleichungen (2) + (3) gegebenen (n — 2)-dimensio-
nalen Unterraum Sy-;. Die Gerade 1020 schneidet die Hyperebenen 18,
38, _; der Reihe nach in Punkten 10', 20’:

1020 N 18, =10' = (1,0, ...,0, — 1);
1020 N 28,y = 20" = (1,0, ..., 0, 0).
Die Tangentialhyperebenen der Quadrik @,-; in den Punkten 10, 20 der

Reihe nach sind
17 : Xo + 1Xn =0, (4)
21"’:X0+X”=0 (5)

Offenbar ist es 10 ¢ IS,.-l ’ 10 ¢ 28,-1, 20 ¢ 18,.-1, 20 ¢ 28,,..1 o 10’ ¢ Sn_z,
20" ¢ Sp—.

2. Eine Transformation 7T : 18,_; - 28,_; sei durch die folgende Zuordnung
eines Punktes (y) €2Ss-1 zu einem Punkt () €18,_; definiert:

Der Punkt (y) ist die Projektion eines von 10 verschiedenen Schnittpunktes
der Quadrik Qn-1 mit der Gerade p* = 10(x) aus dem Punkt 20 in die Hypere-
bene ZS’;—],.

Bemerkungen :

1. Liegt p* auf der Quadrik Q,-1, so kann ein beliebiger von 10 verschie-
dener Punkt der Gerade p* als Schnittpunkt der Gerade p* mit der Quadrik
Qn-1 betrachtet werden.

2. Ist der Punkt 20 ein Schnittpunkt der Gerade p* mit Q,._l, so wird 20
aus 20 durch eine beheblge Tangente der Quadrik Q,—; im Punkt 20 proji-
ziert.

Die Transformation 7' ist (im Sinn von [2]) die Menge aller derjenigen
Punkte (z,y) €18p-1 X 2841, fiir welche die Punkte (z) €1S,_; und (y)e€
€ 2851 durch die eben beschreibte Zuordnung verkniipft sind.

3.

Satz I, 1. T ist eine irreduzible quadratische birationale Korrespondenz 2wi-
schen den Hyperebemen 18p_1, 28s-,.

Beweis. Man bezeichne durch 1@/ , die (n — 3)-dimensionale Quadrik,
die ein Durchschnitt der Varietaten 18,1, 17, Qs ist. Sie ist durch die Gleich-
uangen

10’,._3 : Xo + Xﬂ = 0)
Xo + ':Xn === 09 (6)
”
3 x=o, \
ji=0
gegeben. |
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Es sei ein Punkt (z) €18s-1, (2) %£10’, (z) ¢1Q] ,, gegeben: (x) = (xo,

s Tp-1, — zﬂ)

Im Parametersystem auf der Gerade p* mit den Basispunkten 10, (z)
ist der zweite Schnittpunkt (Z) der Gerade p* mit der Quadrik Q,-; durch
die Parameter

]

i=

eindeutig bestimmt. Also besitzt der Punkt (%) Koordinaten :

j—1
Bo =izl + 3
n=1

By =20 — Dawozy, j=1,...,n —1; (7)
j=1
:c,,—2xo+z > %
n—1

und ist offenbar vom Punkt 20 verschieden. Also ist die Gerade p? = 20(Z)
eindeutig bestimmt und im Parametersystem auf ihr mit Basispunkten 20, (%)
ist ihr Schnittpunkt (y) mit der Hyperebene 2S,_; durch die Parameter

n=1
(t1, t2) = (230[‘50 + (¢ — l)ana], s 2 ng)

i=1
gegeben, also besitzt er Koordinaten :

n—1

Yo = (1 + i)%Zn1 + > a7,

i=i
Yy=0—1zxy, j=1,...,n—1; (8)
Yn = (1 — i)20Zp-1.

Die Formeln (8) driicken die Zuordnung T : (x)—-> (y) aus; man zeichnet
auch T'(z) = (y).

In der umgekehrten Ordnung durchgefiihrte Schritte ordnen dem Punkt
(y) €38p-1 den Punkt (z) €184, zu; die Abhingigkeit der Koordinaten ist
durch die Formeln

n—1
Zo = z y;»
=i X
xp=(144)0yo+yalys, j=1,....,n—1; (9)
n—1 :

ki ey 2 Y

i=1
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gegeben. Diese Formeln werden als Gleichungen der Transformation 71 : (y) —

— (x) gefaBt werden. Man zeichnet: 7-1(y) = (x).

- Einem allgemeinen Punkt (&) €18, ist nach den Formeln (8) ein Punkt
(n) € 28p—1 zugeordnet, der ein allgemeiner Punkt der Hyperebene 2S,_
ist. Umgekehrt, einem allgemeinen Punkt & €28,_; entspricht nach den
Formeln (9) ein allgemeiner Punkt.({) der Hyperebene 1S,_;. Also besitzt
die Transformation 7' :18,-;— 2S,-1 auch eine umgekehrte Transformation
T-1:28, ;> 1831 und dann spricht man einfach tber die Korrespondenz 7'.
.Die Korrespondenz 7T ist fast iiberall auf 1S,_; auch 2S,_; definiert, nach den
Formeln (8) und (9) ist sie birational und quadratisch. Da sie einen allgemeinen
Punkt (&, ) [oder {,3] besitzt, so ist sie irreduzibel.

II. Fundamentalvarietiten und irregulire Varietdten

Die Menge aller Punkte, in denen die Korrespondenz 7' nicht holomorph
ist, heiBt Fundamentalvarietdaten der Korrespondenz. Alle Punkte, in denen
die Korrespondenz holomorph, aber nicht biholomorph ist, bilden irreguléire
Varietiten.

1. Fundamentalvarietiten

Man bezeichne neben friiher angefiihrten Bezeichnungen noch:
2 3: Xna+ Xu=0,
tXo + Xn =0, (10)
> Xj=0;

i=0

1QL2:X0.+ X”‘—-— 07

- a—1 i
S X2=0; ‘ (11)
i=1 )
18; ,:Xo+ Xa=0, (12)
Xo + 1 Xy = 0;
Q) o: Xna+ Xa=0, | (13)
n—1
ZX? = 0;

J=1 ‘
355 5 : Xnt + Xu =0, (14)
iXo + X” == O.
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Die Bedeutung aller dieser Varietiten ist klar: 2@/ ; < 38,_; ist: eine
(n — 3)-dimensionale Quadrik, Q% , bzw. 2@ , sind (n — 2)-dimensionale
Quadriken in 18, bzw. 38,1, 18}, _, < 18,_; bzw. 28% , < 28,_;sind (n — 2)-
dimensionale Unterraume. '

Man muB8 bemerken, daB das Gleichungssystem (6) mit einem System

Xo=0,
X, =0, ' (6')
n—1
SX2=0 (6)
i=1 -
und das System (10) mit einem System
Xn—l + Xn = 0,
iXo 4 Xy=0, (10)
n—1
52 =0
i=1
aquivalent ist.

Satz II, 1.
a) Die Fundamentalvarietiten der Korrespondenz T in der Hyperebene 18,_,

sind :

1.1Q) 4

2.10'.

b) Die Fundamentalvarietiten der Korrespondenz T in der Hyperebene 28,y
sind:

1. ZQLB;

2. 20'. ‘

Beweis wird z. B. fiir die Fundamentalvarietiten der Hyperebene 2S,_;
durchgefiihrt werden. N

Damit die Formeln (9) fiir o, ..., 25 lauter Null geben, ist es fiir Koordi-
naten des Punktes (y) € 2841 notwendig und hinreichend :

Yn-1+Yn=0,
n—1 _ S

2.9 =0,

j=1

(Yo + Yn)ys =0, j=1,....,m—1.
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Es sind drei Fille moglich:

lL.yna+yn=0,
Yy =20, j; I,...,n —1;

o + ¥a = 0;

daraus folgt es noch y, =0, yp = 0. Dieser Fall ist geometrisch sinnlos.

2. Yot + 9 =0, |
y=0, j=1,...,n—1;

Yo + Ya # 0;

daraus folgt es y, = 0, yo # 0 und das heiBt: (y) = 20’.

3. Yn1+9yn=0,

1
> % =0 und y; # 0 mindestens einmal firj =1,...,n — 1;
=1
1o + yn = 0.
Diese Bedingungen fiithren zur Quadrik 2Q/

n—3*

2. Irregulare Varietiiten

Satz I, 2.
a) Irreguldre Varietiten der Korrespondenz T in der Hyperebene 18, sind:

1.1Q%_,, die durch T auf die Quadrik 2Q’_, abgebildet wird ;
2.18% ,, der durch T auf den Punkt 20’ abgebildet wird.

b) Irreguldre Varietdten der Korrespondenz T in der Hyperebene 28,1 sind:

1. 3@} ,, die durch T-1 auf die Quadrik 1Q/._; abgebildet wird;
2. 38 5, der durch T auf den Punkt 10’ abgebildet wird.

Beweis fithrt man z. B. fiir 1@} , und 18! , durch. Das direkte Einsetzen
von (11) in (8) gibt die Punkte von 3Q/_s und keine Punkte auBer 1@’ , solche
Eigenschaft besitzen. :

Analog ist es mit dem Unterraum 18%_, und seinem Bild 20’ in der Trans-
formation 7.
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3. Inzidenzbeziehungen zwischen Fundamental- und irreguliiren Varietiten

Satz II, 3. Es gelten zwischen Fundamental- und irreguldren Varietdten in
der Hyperebene 18,_; bzw. 28,_; diese Beziehungen :

L a)1Q] ; <19 ,;
10’ et ,;
b) Q] ; < 18 ,;
10" ¢18; ,
2. 2)%Q] 4 < Q. ,;
20’ e2Q; ,;
b) 2Q] ; < 28 ,;
07 ¢28; ,
Beweis. Die Behauptungen sind offenbar.
Weiter ist es offenbar:

L 10" ¢!
Q2N 18, = 197 ,.
2. 20 ¢2Q)

li

2Q:¢_2 N 28 ;_2

Qs

4. Die Arten der Punkte auf den Fundamental- und irreguliiren Varietiiten

Die Betrachtungen werden nur fiir die Punkte der Hyperebene 18,_;
durchgefithrt werden. :

Die Punkte der Fundamentalvarietiten in der Hyperebene 18,_; sind
von zwei Arten:

1. Fir einen beliebigen Punkt (z)€1Q/ ; liegt die ganze Gerade p? =
= 10(x) auf der Quadrik @,—; und nach der Bemerkung 2 in II, 2 kann jeder
von 10 verschiedene Punkt von p? als ein Schnittpunkt der Gerade p+ mit
der Quadrik Q,_; betrachtet werden. Ein beliebiger Punkt der Gerade, die
eine Schnittgerade der Ebene (2, 20) mit der Hyperebene 28,_; ist, wird
durch 71 auf den Punkt (z) abgebildet. (Die gennante Gerade liegt auf der
Quadrik 29, ,.) Also auf den Punkt (z) wird eine Gerade der Fundamental-
punkte abgebildet.

2. Auf den Punkt 10’ wird (n — 2)-dimensionaler irregulire Unterraum
28} , als ein Ganzes abgebildet.

49



Es geben keine anderen Arten der Fundamentalpunkte in 1S,_;.

Einzelne irreguliren Varietiten der Hyperebene 18,1 werden als Ganzes
auf zugehorige Fundamentalvarietiten der Hyperebene 18,_; abgebildet.
Die Punkte der irregularen Varietaten in 18,_; sind von zwei Arten:

1. Diejenigen Punkte, die zugleich fundamental sind. Aus dem Satz II, 3
ist es klar, daB alle Fundamentalpunkte zu dieser Menge gehéren. Die Bilder
dieser Punkte konnen nicht eindeutig festgestellt werden.

2. Diejenigen Punkte, die rein irregulir, d. h. irregulér und nicht fundamen-
tal sind. Es sind die Punkte, die in den Mengen 1} , — 1@/ , — 10’ (d. h.
es gelten die Gleichungen (11) und xy 4 iz, 5% 0, 2; % 0 mindestens einmal
firj=1,...,n — 1) und 18] , — 1Q/ ; (d. h. es gelten die Gleichungen (12)

n—1
und Y 27 5 0) liegen. Jeder von diesen Punkten hat ein einziges Bild in
i=1
einer Fundamentalvarietit der Hyperebene 28, .
Dasselbe kann man auch iiber Fundamental- und irregulire Punkte der

Hyperebene 28,_; sagen.

III. Homaloidsches System

1. Das Bild eines (n — 2)-dimensionalen Unterraumes “S,_» < 18,_;

Es sei durch die Gleichungen
Xy X = 0, (15)
zanj:O, a;EK,
i=0
ein (n — 2)- dimensionaler Unterraum “S,_z in 1S,_; gegeben, der den fol-
genden Bedingungen geniigt:
a)10'¢%S,—2,d. h. ap — a, # 0;
b) 1@/ ; < %S,_s, d. h. die Bedingungen

Zo +ixﬂ = 0)
< 2
2.4 =0
j=0

sind fiir nicht alle Punkte des Unterraumes “S,_» erfilllt. Daraus folgt es
noch, daB %S, # 18% , ist, d. h. a; = 0 mindestens einmal fiir j =1,
Lo, m— 1 gilt.

c) 'Sn—z .,i. Sn—z. » )

Satz I, 1. Durch die Transformation T entspricht es dem den Bedingungen
a)—c) gentigenden Unterraum %S,_s < 18,-; eine trreduzible (n — 2)-dimen-
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sionale Quadrik °Qn-z < 281, die die Fundamentalvarietiten der Hypere-
bene 2S,_1 enthilt. ‘

Beweis. Durch die Transformation 7' entspricht es dem Unterraum GS,._Z
nach den Formeln (9) eine durch die Gleichungen

n—1+Xn=0, (16) ‘
n—1 n—1

ao — an Z X2 )(?/X() + Xn) Z anj =0

i=1
bestimmte Varietit der Hyperebene 2S,_;1. Es ist offensichtlich eine (n — 2)-
dimensionale Quadrik 2Q,_s.

1. Aus den Gleichungen (16), (10’) und Koordinaten des Punktes 20’ ist
es offenbar, daB die Quadrlk 9Qn—2 die Quadrik 2Q/ , und den Punkt 20’
enthélt.

2. Bei den gegebenen Voraussetzungen ist der Rang der Quadrik @,
grofer als 2, weil die Unterdeterminate

0 aj Qg [
a; 2(ap — ay) 0 = — 2(ap — an)(a3 + af)
(7% 0 2(ao — an) | '

der Quadriksdiskriminante mindestens fiir ein Paar (j, k) G=1,...,n—2;
k=2, ..., n — 1) von Null verschieden ist. Das heiBt aber, daB die Quadrik
2Q,—2 irreduzibel ist.

Es sei noch bemerkt, da8 nicht alle homaloiden Quadriken 2Q, _; im Punkt
%0’ einen gemeinsamen (n — 2)-dimensionalen Tangentialunterraum besitzen
(wie kann man durch direkte Berechnung iiberzeugen).

Satz III, 2. Geht der Unterraum %Sp—s durch den Punkt 10’ hindurch, so
zerfillt die Quadrik °Qn_p in zwei (n — 2)-dimensionale Unterrdume: 28,
und "’S;__z < 28,.

Beweis. Geht der Unterraum ¢8,_; durch den Punkt 10’ hindurch, so
ist ap — @y, = 0 und die Quadrik 2@, s Gleichungen

Xn—l + Xn =0, (17)

n—1

(e Xo + Xp) Z a;X; =0

besitzt, die eine in die Unterrdume 28! _, und

aSn._2 5 Xn—l + Xn = 0, (18)
n—1
z anj =0
j=1

zerfallende (n — 2)-dimensionale Quadrik darstellen.
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Bemerkung. Ein einziger die Quadrik 1@/ ; enthaltende und durch die
Gleichungen (12) bestimmte (» — 2)-dimensionale Unterraum ist der irregu-
lire Unterraum 18 ,, der durch die Transformation 7' auf die Fundamental-
quadrik 2Q/ , abgebildet wird.

2. Postulation

Die Fundamentalvarietiten in den Hyperebenen 1S,_;, 2S,_; miissen be-
kannten Postulationsbedingungen geniigen. Ein (n — 2)-dimensionaler Unter-
raum %S, _2 < 18, _1(%Sp—2 % 1S:‘_2, 28,2 == Sp—2, 10’ ¢ 28,_2) ist durch (n — 1)
linear unabhéngige Punkte (die infundamental vorausgesetzt worden sein
konnen) bestimmt. Eine dem Unterraum 48, _; entsprechende Quadrik @, _» <
< 28, ist durch die (» — 1) entsprechende Punkte eindeutig bestimmt.

Da solche Quadrik insgesamt durch (n s

9 ) — 1 fiir die Bestimmung der

n 41
2
dingungen) bestimmt ist, miissen die Fundamentalvarietaten der Hyperebe-

ne 28, (n-;— 1) —1—(n—-1)= (n—;— 1) — n fir die Bestimmung der
Quadrik unabhingige Bedingungen vertreten.

Quadrik unabhingige Punkte (d. h. durch( ) — 1 ,,einfache Be-

Satz III, 3. Die Postulation der Fundamentalvarietiten in 28,_1 tst dies:

1.2Q ,: (g) —1;
2.20':1.
Beweis. Beide Behauptungen 1 und 2 sind offenbar. Es ist noch zu zeigen,

! iy
daB (g) —141= (n 9 1) —n ist. Das ist aber offensichtlich.

3. Invariante Varieﬁiten‘

Eine notwendige Bedingung, damit eine Varietit U < 18,_; invariant
sei, ist U < 8,-3; das heilt fiir alle Punkte (z) € U die Erfiillung der Bedin-
gungen: &y = Zp-1 = — &n.
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a) Damit ein Punkt (x) invariant sei, mu8

exo = (2 + i)ag + z

j=1
0y = (1 — Doz, j=1,...,n—2;

0xp-1 = (i — l)zox,.-l = (0 — l)xg = 0%0,

e%n= — (i — l)ag = — oz, @ # 0,
eintreten. Das ist aber unmdglich, da die Bedingungen
e = (2 + i),
e = (i — 1),
e=—(1— 1)z

nicht gleichzeitig erfiillt sein kénnen, solange 29 # 0 ist. Der Fall zp = 0
fithrt zum Fundamentalpunkt. Also gibt es keine in echtem Sinn invarianten
Punkte.

b) Damit eines Varietat U als Ganzes invariant sei, muB sie einer notwendigen
Bedingung geniigen: (U X 10) N\ Qu-1 = (U X 20) N\ Qpn_;. Dlese Bedingung
ist offensichtlich auch hinreichend.

c) Z. B. invariant sind die Unterrdaume, welche die Durchschnitte des
Unterraumes S,_ mit den durch den Punkt 10’ hindurchgehenden Unterrau-
men von 18,; sind. Ein solcher Unterraum 18, ist durch die Gleichungen

ISr:X0+Xn =0, (19)
2 aPX; =0, a® —a® =0, h=1,...,0n—r— 1;
i=0
bestimmt und der Durchschnitt 1Sy N S4-3 ist durch die Gleichungen (19) +
+ (3) gegeben, die mit dem Gleichungssystem

Xo + Xﬂ == 0,
Xn-—l + Xn == 0’ (20)

" n—1

'Zx aPX, =0, h=1, ...,n—r—1,
=

dquivalent sind.

Die dem Unterraum 18, entsprechende Varietat besteht nach dem Satz III, 2
neben dem Unterraum 28} , aus einem Hyperebenendurchschnitt

Xa-1+ Xp=0, (21)
”z_:la}"’X—O A=1 n—r—1
§ = Y T By wwey ’
i=1



der einen r-dimensionalen Unterraum 28, < 28,_; darstellt. Es ist offenbar
18y N Sp—2 =28, N 82, wie folgt es aus dem Vergleich des Systems (20)
mit dem System (2) + (21).

4. Aquivalenz

Satz III, 4. Die Aquivalenz der Fundamentalvarietiten in 2S,_, ist dies:
1.20':1;

2.2Q7 ,:2(2n2 — 1),

Beweis.

1. Je zwei homaloide Quadriken haben im Punkt 20’ einen einfachen Schnitt-

punkt.
2. (n — 1) linear unabhéngige und den bekannten Beschrinkungen genii-
gende Unterrdume 189, = 18, (j = 1, ..., n — 1) schneiden sich in einem

Punkt; er sei nicht fundamental. Die den Unterrdumen 18%, entsprechenden
Quadriken @, miissen ebenso nur einen freien Schnittpunkt haben. Deshalb
miissen die Fundamentalvarietaten 27—1 — 1 Schnittpunkte der Quadriken
Q9. (j=1,...,n — 1) vertreten. Davon fillt es dem Punkt 20 die Zahl 1 zu,
also gehort der Rest 271 — 2 als Aquivalenz zur Quadrik 2/ .

5.
" Es sei ein r-dimensionaler Unterraum S’r < 1S,-1 durch die Gleichungen
Xo + Xu =0, (22)

n
_ Za’(")Xj;,—_O, h=1,...,n —r—1,
i=0

(der Rang der Matrix

1 o ... 0 1
1 1 1 1)
a B sesems al, al
: a,é"—f -1) a{'n—r—l) as:_—l'—l) a'(‘n—r-—l)
ist » — r) gegeben. Jeder von Unterrdumen S®, (h=1, ..., n —r —1)
S Xo + Xa =0, (23)

n » .
2 " X; =0,

=0

geniige den Bedingungen a)—c) in III, 1.
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Satz III, 5. Das Bild eines solchen r-dimensionalen Unterraumes Sy <
S W8pa (m—2=r = 1) ist nach der Abspaltung der Fundamentalvarietiten
in 28Sp-1 eine r-dimensionale Quadrik Q < 2S,_;.

Beweis. Nach den Formeln (9) entspricht es jedem Unterraum s®,

(h=1, ..., n —r — 1) eine Quadrik Q®,
QPW,: Xp1 + Xp =0, (24)
(a® — a®) E: X5+ (1 4 )(iXo + Xa) "E: X =0,
i= #=
h=1,...,n—r—1.

Alle diese Quadriken haben die Fundamentalvarietiten gemeinsam und
daneben schneiden sich noch in einer r-dimensionalen Varletat V., was aus
dem Gleichungssystem (24) offenbar ist.

Alles, was ist noch zu zeigen, ist die Behauptung iiber die Ordnung der
Varietat V,.

Man wende zum Beweis eine vollstindige Induktion nach n — r — 1 an.

lLLayn —r—1=1,d h. r=n— 2.
Fir diesen Fall ist die Behauptung der Inhalt des Satzes III, 1.
b)n —r—1=2,d h. r=n— 3.

Man muB in diesem Fall ein allgemeines Verfahren feststellen, das im wei-
teren gebraucht werden wird.

Der (n — 3)-dimensionale Durchschnitt Q( N @2, enthilt als eine (n — 3)-
dimensionale Komponente die Quadrik 2@ ,, deshalb muB er zerfallen. Man
bezeichne: V,-3 = (@, N Q2,) — 2Q/ ;. Ein in bezug auf V,_s und 29 o
allgemeiner und den Punkt ?0’ nicht enthaltender Unterraum S; < 28
schneidet die Quadrik 2Q , in zwei Punkten (ly), (%) und die Quadriken
Q2,, QP in verschiedenen Kegelschnitten Q¥ bzw. Q. '

n—2»
820 Vg = (82N QP5) N (82 N QPy) — (82N 2QLy) =
= @Y N @P) — (), Cy)].
Aber (ly), (%) €@, @P, also (@ N QP) — [(1y), ()] = [(x), (%)].
Das heiBt: V,_g ist von der Ordnung 2.

Bemerkung. Solange n = 5 ist, schneiden sich V,_3 und 2Q’_; in einer
Varietit von der Dimension = n — 5.
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2. Induktionsvoraussetzuig:

Ve = QP N ... N QUT™) — 20 _ ist eine (r + 1)-dimensionale Quad-
rik Q,+1, d. h. ein in bezug auf sie allgemeiner (m — r — 2)-dimensionale
Unterraum 8,—3 < 28,_; schneidet sie in zwei Punkten.

Es sei V,=@QN...nQrr2nQuy™) —2, = @Y, N ...N
N )N QT D) NnQeT™) —» -3 = @r+1 N Qn_3 bei der Voraus-
setzung Qr4y < QU D,

Fir einen in bezug auf V, und 2Q/_, allgemeinen Unterraum [\ —
< 28, gilt es:

Sn—r—l N Vr = (Sn—r—l N Qr+1) N (Su—r—l N Qn—a) = Ql N Qu—f—S‘

¢ bzw. Qu—,-g ist eine 1- bzw. (n — r — 3)-dimensionale Quadrik auf
der Quadrik Q¢ ®. Der Durchschnitt Q; N Qu_,—s besitzt eine Dimension
=0, also sind es entweder endlich viele Punkte oder @1 < Qun—r-3. Wire
e8 ¢1 < Qp—r3 fiir jeden Unterraum S, _,_; » 80 Wiire es Qri1 < Qug < QU Y
gegen der Voraussetzung. Also @1 ¢ Qn_,—s. (25)

Die Zahl der gemeinsamen Punkte der Quadriken @, und Q,_,—3 (auf der
Quadrik @) ist hochstens 2. Namlich, die Quadrik Q,_,_s liegt in einem
bestimmten Unterraum S,',_,_z. Hatten die Quadriken @, Q,_,_3 mindestens
drei Punkte gemeinsam, so lige die Ebene S, des Kegelschnittes @, im Unter-
raum 8, ,, al80 Q1 < 5, ,. Wire es @y = S, ,, 80 wiire es Q; = S, N
N QYT =Qnr-3. Das ist aber im Widerspruch mit der Beziehung (25)..

SchluB: Der Durchschnitt Q; N Qpy_3 = Spp—1 N Vr besteht hochstens
aus zwei Punkten. Also ist die Ordnung von V, gleich 2.
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Istéd kvadratickd transformécia
J.CIZMAR
Resumé

V préei sa skima nasledujiica koreSpondencia medzi dvoma réznymi nadrovinami
1851, 28n_1 v Sa: Jo dand regulérna nadkvadrika @n-1, na nej dva rdzne body 10, 20,
ktoré nelezia v nadrovingch 1S,_;, 2S,_;. Bodu (x) € 1Sy 1 odpovedd priesednik nad-
roviny 3Sy_; s priamkou 20(z), kde (%) =% 10 je spolo¢ny bod nadkvadriky Qu_; 8 priam-
kou 10(x).

Sktimajt sa otézky obvyklé pri biraciondlnych transforméecidch.

O6 onnom KBampaTHyeckoM npeobpasoBanum
A. YNIKMAP
Pesiome

B aroit paGore paccMOTpeHO cllemylolIee COOTBETCTBUE MeKAy NABYMA DPasHHMH THIEp-
NJI0CKOCTAMA 1Sy, _1, 2S,_1 B mpocrpancTBe Sy: ITycrb @n_1 — HEOCOGeHHAR KBafipuKa, 10,
20 — 7Be pasHHe TOYKN KBAJPUKH, He JIeKAamEe HA THOEPIIIOCKOCTAX 1S, _1, 2Ss_1. Touke
(z) € 1Sp_1 oTBeuaer Touka mepeceueHus rHNepIIoCKoCTH 2Sx_3 ¢ mpaMoit 20(T); smech
(%) == 10 — Toura npamott 10(z), Temaman Ha KBajipuKe Qy_;.

Paccmorpenn BonmpocH, 06HKHOBEHHO CBASAHHLE C GupanuoBanbHEM mpeoGpasoBaHHeM.
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{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1969)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

ConmMecTHa#s HOMOrpaMMa TpeX KAHOHHYOCKHX ypaBHeHHik
TPeTHero HOMOrpapuIeCKOro MOPsKa

II. TAJIANTA (P. GALAJDA)

U. A. Bunsrep B pabore [1] u B xpyrux cBoux paborax paspaboras Me'ron'm
HomMorpadupoBaHUA cHCTeM ypaBHeHHH U QYHKIMA KOMIVIEKCHOIO IHepeMeH-
HOro Ha Gase Merofa OMHAPHEIX moJieil u onpexeantesas Macco [2]. DTu MeToms
PacmupAIOT KJIAcC HOMOTPaQUpyeMHIX CHCTeM ¥ AHOINTHYECKUX QVHKIMIL.

U. A. Bunbnep, paspaforas, 9TO eclii HMMeeM CuMCTEMY 7 YpaBHEHHRit
¢ HEM3BECTHBIMU

(1.1) Ty Y, 21y 22y « -y 2n,

KOTOPYIO BO3bMEM B BHJE

(1.2) fl@;y;20) =0, falzsy;20) =0, ..., fal@;y;24) =0
paspemnMa OfHMM BhIpaBHMBanHMeM. (Cumcrema He pospemaeTcs, eciiu JAaHHL X
H y 4 Kakoe — HuOyTh U3 mepeMeHHHX z(i = 1,2, ..., n)).

Ieas macrosiieit cTaTh MOCTPOMTH COBMECTHYIO HOMOTPAMMY AJIA CHCTEMBL
TPeX KAaHOHWYECKWX YPaBHEHMH TpeThero HoMOorpaduuecKoro mopsaaKa

f1f2f3 =1
(1_-3) f +f2 +fa=0
hafs=H +fo+ fs

Xora noMorpamma s cucremu (1.3) mpocra, HO Bce e He OHLIA MOCTPOEHA.

[Ipumensaa Bce THIEI HOMOTpPaMM, KOTOPHE MOMKHO NOCTPOHTH JJIA KAHO-
HAYeCKUX ypaBHeHmit cucremnl (1.3) momywaem, 4ro cmereMa paspemmma
OfHUM BHPAaBHMBAHNEM HA KOHMYECKO! HOMOTpAMMe BTOPOTO KAHPA, COCTO-
Ameit ms mATH mkad. [Iraxs 2 u 22 GyAyT HA OfHOM KOHMYECKOM CeYeHMH.
lllkanma 23 Ha mpsAMol, Imepecexaionieli KOHAYECKOE CEYEHWe B JABYX pasmi-
HHIX fiefcTBUTeNBHHX TOYKax. lllkama 24 Ha npsaMoft KacaTeNbHOM K KOHM-
9eCKOMY CeYeHHIO B OfHON U3 ABYX TOYEK MEPECUCHHUSA IUKAJH 23 ¢ KOHHIECKAM
cevennmem. Ha KoHen, mmkana z; NpAMOJMHe#HaR He MepPeCEKAMAA KOHM-
4ecKoe cevenue (gepr. 1). |

59



. Jluunymumuagaa¢mcanauu2ynﬁnumﬁ | .

3 441
B L LN 40 I
’ 33y i

- 14

}

i

SF . .
4 18
3 20
23
-.‘.: + 25
+ + 2
-0F ok £
s o j g
-5 3 1 50
20F o? 160
¥ ¥ 4y
<4 E 3 .. o1 160
T 1m0
- -60
--50
-40
30
-25
:j‘ZU
1 -8
‘\\ 16
--15
o--14
+-13
-
-1
2 1.y

yepr. 1.

Ilpn nomomm pasiMuHHX mpeoGpasoBaHMii ypaBHEHWN, MOMKHO JAOCTHTHYTHb
TOTO, 9T0 OOmMM HOCHMTeJeM KPMBHX INK8J AuA ypaeHenmit (1.3) Oynmer ciay-
AUTh OKPYKHOOTH, 9TO mpefcTraBiger Goubiioe yAoOCTBO IPW BLIYEPYHBE-
HAM HOMOTPAMMH.

B pesyabrare mosyuaeM ypaBHEHHs IIKAJd HOMOTPAMMH

(1.4) £ = aa . afi v
e ey
o L
z—a’—l—f:’ nz—aa_*_fg’
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oa

Es=a—’_—1, ‘ s = 0;

5
£, — 0 -
£4=0, 714—_———Z,

aa - 2
§5=“——a2_1, ﬂs=m,

T7ie « — MOJyJlb & @ — IIPOMBBOJILHOE YMCJIO PABIMYHOE OT - 1.

Hocurenem mepBrix AByX mkau (21, 22), ONYCKAA MHEKCH ABJIACTCA OKPYH-
HOCTD

o \2 o« \2
(1.5) nP+E——) =|—
2a 2a
-2
C IOEHTPOM Ha8 OCH ¢ Ha PacCTOAHNHN 2— OT HA4YaJIa; OKPYHHOCTh Kacaercsa
a

ocu 7). Tperha mKaia z, ecTh NpoeKTUBHAA WIKAIA QyHKUEH f3, pacmososxen-
HaA Ha ocw &. Yerseprasm mKasa z4 eCTh IPOEKTHBHAA WIKAJa QyHKOMM fi,
PAcIOJIOKeHHAA HA OCH 7), Kacawilefica sToit okpyxuoctu. [laran mrama zg,
NpOeKTUBHAA JuA QyHxnuu f5, pacmosoxeHa Ha NpAMOH, HDapasuIebHOM
aa
OCH 7), Ha PACTOAHMM ——— OT HEe U He [ePEeCeKAeT OKPYHKHOCTD.
a —

Homorpamma uepr. 1 O6ruta mocTpoeHa H8 OCHOBAaHMM YpaBHEHHH IIKaJ
(1.4) a sHavenwme mopyna BubpaHo « = 40, @ = 2. Ha momorpamme paspe-
IIMME 338494 MATKX THIOB Ha ONpeesieHne TPeX U8 IATUX BeJMYUH [0 JAHHKEM
S8HAYEHUAM [BYX APYIMX BYJNYUH.

IIpumep. [lna panoro fi = 5, fz = — 0,4; Ha HOMOrpamme guraem f5 = 1,53,
fa=—46, fs=—0,5.
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Spolo¢ny nomogram troch kanonickych rovnic
tretieho nomografického radu

P. GALAJDA
Vytah

V préci je zostrojeny spoloény nomogram pre systém troch kanonickych rovric tre-
tieho nomografického rédu.

The common nomogram of three canonical equations
of the third nomographic genus

P. GALAJDA
Summary

In the paper, the common nomogram for the system of three canonical equations
of third nomographic genus is constructed.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1989)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Some Convergence Theorems for Positive Operators

ATA AL-HUSSAINI

1 — Introduction:

Unless otherwise stated (2, P, u) will denote a o-finite measure space,
Ly or Ly (2, P, p) is the usual Banach space, (1 < p < o0) of real or complex
valued functions.

T with or without subscripts will stand for a linear operator defined on
Ly N L, such that 7T is positive definite, satisfying ||T|p < 1, |7, < 1.
Thus we see at once that such a 7' has a bounded linear extension to Ly (1<
< p < ©), also denoted by T, satisfying |7, < 1 (1 < P < ) using the
Riez convexity theorem. (5)

For the operator defined above, the following :

(1.1) | (sup|T*f))? < Ky [ |flp
p > 1 is true, where K, is independent of f & L, for fixed » [7]

In section 4 we shall prove (1.1) by a method entirely different from that
in (7).

BURKHOLDER AND CHOW (4) have shown that if fe Ly then T'nf converges
almost everywhere and in the norm of L; as n—> o0. Later E. M. STEIN
showed that these hold true for fe L, (1 < P < ). _

We first give a proof concerning the convergence of T'f, fe L, (1 < p <
< ), then extend these results to the case 7% T™ f where T, T5 are not
necessarily commutative.

We will actually show that 77 T7% f converges almost everywhere, and
in the norm of Ly(1 < p < ) as n1, ng— 0. In a later section we construct
an example showing that 7'y T f diverges almost everywhere as 7y, ng-> 0,
when fe L. We write X ~ ¥ to mean that X and ¥ have the same distri-
bution.
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2 — Case p > 1:

T»f converges almost everywhere, and in the norm of L, for fely (1<
< p < o).
Proof: Considering 7' as acting in Lg, we take the square root of 7' and

denote it by 7%, for which we have (2. l)z n || (Thnf — (Thm+2f |2 < oo

(using lemma (2) in (4)), which implies that |T”f Tn+1f | converges to
zero almost everywhere as n —> 0.

Let
= {fe L::Tf = f}
={g:9=f—Tf, fe La}.

It is known that M; 4+ M; is dense in L, and that L N L, is dense in L,
(1 £ p € ©). Thus it follows from Banach‘s theorem (page 332 [5]) that
Tnf converges almost everywhere [using (1.1)] as n—> co.

Applying (1.1) again and the Lebesgue dominated convergence theorem,
Trf converges in the norm of L, (1 < p < o) as n—> oo also.

Remark 2.1:

Let @ denote the strong limit of 7'» as » — oo, i. e. T'#f converges to Qf
in the norm of L, (1 < p < o). Then it is easily seen that: 7Q = QT = @Q.
Before proceeding to prove anything concermng TyTyf, feLy (1 < p < ),
we establish the following lemma.

Lemma 2.1:

Let T be a self-adjoint operator in Ly N L, whose Ly and L, norms do not
exceed one. Then there is a positive (Pf > 0 if f > 0) self-adjoint operator P
in Ly (1 < p < o) whose Ly and L, norms do not exceed those of T', such that:

IT"f| < P*|f], feLp (1 < p < 0)

Proof: For ¢ < fels N L,, as in Lemma 4 (page 672 [5]) we define:
Pf = ess. sup RT g = ess. sup |Tyg|

lgl < f lgl < f

Using the same lemma, and Riez convexity theorem, and by the usual
arguments, we see that P is positive and |T%f| < P* |f| fe L, (1 < p < )
satisfying ||P|. < 1, [|P]l, < 1
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It remains to prove that P is self-adjoint. Let 0 < fi, fac In N L,, @x
be the indicator function of Ay where 4; « A3 — < Ay Q, and u(4y) <
< . Now [ Pfi.fa= [esssup RTg.f: = [sup RTgs.f:

lol<s n

= lim [ sup RTg, . fa

N>® 1<n<N
for some choice of g1, g2, ...; g1 = 0, and |ga| < fi.

N
But [sup RTg,.f:. @n = [ D> RTgn.fo.hnN for some choice of hnN

1<n<N n=1

(n =1, ...N) satisfying:

b’n
> knN = 0 if sup RTg, = 0

n=1

or if outside Ay .

N
Thus > hnN is an integrable, bounded and:

n=1

N
[sup RTgn .fo. Bn = > R [Tqun.fa.bnN

1<n<N n=1

= % R[gn.T(f2. nN)

n=1

(since T is self-adjoint)

< %lf il IT(fz - han)]

N
< zlf 'fll P(fz . hnN)
1=

< [fi. Pfe
therefore [ Pfi.f: < [fi.Pfs. By the symmetry we have [ Pfi.fa=
=[f. Pfs.

For general fi, fag L1 N L, we write fu = (Rfa)* — (Rfa)~ + $(Ifa)* —
— #(Ifs)~ n =1, 2. Using the continuity of inner product, P is self-adjoint
in L (2, B, ). ;
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Theorem 2.2

Tg; TYf converges almost everywhere and in the norm of Ly for fe Ly (1 <
<p< ®©); as ng, m3—> oo.

Proof: Let M) = {feLy:T\f =f} M;= {f—T1f:feLs}. Put g=
=f+fa, fie M1, foe M2. Now TypTpfi converges almost everywhere
a8 m1, mg—> oo (using theorem 2.1). Using the same theorem 7"3T™%:f, con-
verges almost everywhere for each n, as ns— c0. According to (1—1),

| (sup |T2Tfa))2 < Ko [ T3Sl

Applying (2.1) we have:

2. J (sup T3TYf))? < K2 3 [IT1fal2 < 0
fy=1 ny n;=1
from which it follows that T3T1'f; converges almost everywhere as n; — oo,
uniformly in ns.
Thus T3*T%'g converges almost everywhere as n;, ng— oo for g in a dense
subset of Ly. Now let fe L, (1 < p < ), Py, P; related to 7 and T» through
Lemma (2.1).

Now
T2 TYf| < PePyf]
Therefore
sup |T9T5f| < sup Py sup P}|f| < oo [using (1.1)].
1, Ny 7

By Banach‘s theorem (page 332 [5]) T»T"1f converges almost everywhere
as n1, ng—> 00. Using (1—1) once more and the Lebesgue dominated con-
vergence theorem, 7'3'T3'f converges in the norm of L, (1 < p < ).

3 — Casep = 1:

In this section we obtain first some results concerning non-atomic proba-
bility spaces, on the basis of which we extend a theorem due to Blackwell
and Dubins [1], which will be used later in the connection with an example
constructed for p = 1 case.

Lemma 3.1

Let (2, B, P) be a non-atomic probability space, X be a countable valued ran-
dom variable defined on Q. Then there is a sequence of random variables Wi,
Ws, ..., such that each Wy is uniformly distributed over [0, 1), and such that
X, Wi, Wa, ... are independent.
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Proof: It follows from the hypothesis that there is a set I of positive
integer, and a set {4 : ¢ e f} of distinct numbers such that Q; = {X = a}
has a positive probability, P(Q — U %) =0

tel
Let Py = {4 N Q; | A e P}; define:
PB) = B p 'i
t( )— P(.Q;) sz(, (X ; ]

It is easy to see that (£2;, Pi, P;) are non-atomic probability spaces, so
by the theory of non-atomic spaces there are random V; (te ) defined on
Q; (e I) such that:

PiVi<tl=t, 0<
Define U(w) = Vi(w) if we Qs iel

YA\

1

+

= 0 otherwise

We will show that U is uniformly distributed over the unit interval and X, U
are independent. Let ¢ be any number in the unit interval, and suppose s is
any real number.

Now P[U<t,X<8]=>PU<tz=uw
®<8

= > P[Vi < t, x = ] (using the definition of U)

u<s

= > Pi[Vi < t] P(2)

@<s
— tP[X < §]

This shows that U and X are independent and U is uniformly distributed
over the unit interval. Now let Sy, S, ... be a sequence of independent random
variables defined on the unit interval, such that each S; is uniformly distri-
buted over the unit interval. '

Set Wy = 8y(U), it is easy to verify that X, Wi, W2, ... meets our require-
ment.

Theorem 3.1

Let (2, P, P) be a non-atomic probability space. Suppose f1, f2, ... 18 a sequence
of mon-negative integrable functions, fn converges to'f almost everywhere, and
E sup fa = 0. Then there is a sub-o-field B such that E{f|f} diverges almost

n

everywhere as n—> 0.
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Blackwell and Dubius assume less and obtain somewhat less as a con-
clusion. They do not assume that the space is non-atomic. They conclude
that there is some possibly different' probability space (2*, B*, P*) on which
is defined a sequence f;, f5, ... ~ f1, f2, ... and for which there is some ¢-field
p* = P* such that E{}|8*} diverges almost everywhere as n - oo.

Proof: The proof is divided into several parts:

(¢) Blackwell and Dubius,[1]). We can and do assume that each f,
takes only on two values 0, v, > 0 satisfying:

(a)0<P[f"=1),.]<l

(b) At every point w exactly one of f,(w) is positive.

(1) We can assume that v,, are distinct, for if not we can change some
of v, in an obvious way.

To the sequence fi, f2, ... there correspond two sequences f7, f3, ... and
2y, Zs, ... of random variables defined on some probability space, satisfying:

L fss o~ fu fa, ..., and B{f¥ | p*} diverges almost everywhere as n—> oo;
where f* is the sub -o-field generated by Zi, Z;, ... We will actually show
that there exists a o-field # = P such that E{f, | f} diverges almost every-

where as n—> co. To this end let g* = > f¥ then obviously g* ~ g = Zlf,,_
n=

n=1
By (3) g is countable valued; so using Lemma (3.1) and a method essentially
due to Levy, we construct a sequence Z;, Z,, ... of random variables defined

on Q such that (g%, Z1, Zs, ...) ~ (g, Zy, Z,, ...). Using (it) that is since vy,
Vg, ... are distinct it follows that:

fo=9.Iy\(@) = v.(g) and ff=g¥. I, (g% = v.(g*

Now since (9%, Z,, Zs, ...) ~ (g, Zy, Zy, ...) it follows that (yi(g), va(g).
oy Zyy By, .. ~ pi(g®), ya(g*), ..., Z1, Z2, ...). That is:

(fr,fas o323, 25, ..) ~ (FE 2, o5 2, 22, ..)

and consequently ¥{fy|P} diverges almost everywhere as n—> oo, where B
is the sub-o-field generated by Z;, Z,; ...

We now proceed to construct the example we have promised. Let 2 be
the set of integers and u be the counting measure. Define U as follows:

Ug(w) =glw+1), we L, chl
_Thua
UYg(w) =glw—1), 0e R, ge L.



U+ U\ . S
Let § = — |- It is easily verified that this operator is positive,
positive definite in Lz, and ||S|p < 1, ||S]l, < 1.

Theorem 3.2

There exists f € Ly such that Stf converges to zero as n — oo, and [ sup Snf =
n

= oo.

Proof: Since L = L, it follows that S*f converges to Qf a8 n—> oo (by
theorem 2.1)..

Upon noticing remark (2.1) we have

(U—1+U

2
: )Qf=Qf

which says that Qf(w — 2) 4 Qf(w + 2) t= 2Qf(w) that is QOf =aw + b
for even integers w. But Qf is integrable, thus a = b = 0. By similar argument
for odd o' s we conclude that Qf =0.
Let f be any non-negative function, [f > 0, then [sup 8% = co if not,
n
then by the Lebesgue dominated convergence theorem and definition of S
we have:

O<j'f=j'S"f—>j'0=0
a contradiction.

The following theorem shows the existence of T, T's as defined in section
(1) which for some fe Li(2, P, u) is such that im 7%7™f = wa.e.

Ny,Ng—00
Theorem 3.3

There exist two linear operators T1, Ty in Ly of thé Lebesgue unit interval,
such that both are positive, positive definite in Ly, and |Tilh < 1, |[Tillo < 1
v = 1, 2, for which TyTyf diverges everywhere for some fe Ly, as ny, ng—> 0.,

Proof: By theorem (3.2), for each positive integer k there exists an np X
X mp symmetric, positive deﬁnite, sub-stochastic matrix A satisfying

| sup A3f, > 2
2 n
for some fi. Where Q = {1, ..., m} and the integration is with respect to
the uniform probability on Q. ) o
Now divide the unit interval into subintervals I,, (r = 1, 2, ...) in such
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a way that I, = [0, %), s = [}, %), Is = [, %), .... Divide each I, into

ny equal subintervals I, (s = 1, ..., n,). With the A4, we associate the set
nr
Ir X Iy = Ul X I
at=1
If
ay, ....ay
A, =
o v « 00

we define t,(x, y) = ajwhen (x,y)elps X Inp (5, t =1, 2 ... ny).

= 0 otherwise:

Let t(z y) = 3; bz, ), @ 9)e [0, 1) x [0, 1),

1
then Tf(xz) = [t(x,y)f(y)du, fe L1, and p is the Lebesgue measure; is
0

positive and positive definite, with |||, < 1, ||T'|, < 1.
Let f1, f2, ... a8 in the beginning of the proof, gr(z) = fr(?)i = 1, ... nr, we Iy
= otherwise

0 1 ©
Set f(z) = > go(x) then we see that [ supT7f(x)du =3 [;, sup T"f(x)du
0 n r=1 n

r=1
r=1 9r
> — =0
2%y

where u is the Lebesgue on the unit interval. Let Ty = T, T'; be the conditio-
nal expectation of Theorem 3.1. Apply theorem 3.1, the proof is complete.

4 — On A Maximal Inequality:

" Here we give a different proof of (1.1), which was required in section (2).
We first prove the result for a simple case, using ideas of Rota [6] and others.
The general case is then obtained by approximation.

Theorem 4.1
Let Q0 = {1, 2, ..., r}, Py be a uniform probability measure on 2o, Tf(j) =

r
= zlekf(k) where (Pyy) is symmetric matriz of order r, and fe Ly (p > 1).



Then :

»
J sup (|IT*fl)» dPo < 2 (p ? 1) ‘{lfl’“dPo

2y n

Proof: Let Xy, X1, X3, ... be the usual corresponding Markov process,
having Py for its initial dlstnbutlon and (Py;) for the transition probabilities.
For fe Ly (p > 1), let g, denote the following expectation:

gn = E{f(XO) | Xn, Xnn, }

{9n} is martingale, g, = f(Xo) | Xat since Xo, X1, Xz, ... is Markov process.
By the definition of conditional expectation, and the symmetry of 7

(Tnf)(Xo) = E{g | Xo}.
Now:
[ |sup| T'2nf || 2 dPg =Df |sup| T2#f(X,) || AP

2 n

where P is the usual probability measure, with respect to which Xo., X1,
Xz, ... is a Markov process. Then

[ sup [T2nf(X,)[» dP < [ |E{sup| gn || Xo}|» AP
Q n fo] n
< [ lsup| gn | 4P

(Since E{.|Xo} is an 6perator in L, with norm = 1). The above is less than

»
or equal to( 5 1) J|f(Xo) | dP by the use of martingale theory, and
2

this is now equal to

p \? '
, ( ) J Iflr dPo
p—1) a
A similar result is true for T%+1f — T2nTf; the two inequalities imply the
desired result for 7'»f. '
We now go to the general case. Let 7', (22, P, u) be as in section (1). We
need to show that for N =1, 2, ...

[l

0<n<N

R |
IlsuplT'-f|rv<z( .4 )

Let Ay < Ag < ...>Qbea sequence of measurable sets, satisfying w(de) <
<ok=1,2, ..., and Ux be the operation of multiplication by the mdf
cator function of Ar . Let us take Ty = UpT'Uy, fr = Usf. j
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For fixed N we have:
(4.1) J (sup |T*f))» < sup [ (sup [Tifi))?,
Q2 0<n<N kA 0<n<N

Since T3f converges to T#f in the norm of L? for each fixed n, as k— oo.

On the other hand [|fi|» < [ |f]?, all k. Thus it suffices to take u(Q2) = 1,

T, N, f as before (Some ideas of the proof are analogous to those of a similar
N

proof in [2]). Let By, Bz, ... be a sequence of sets in such that {7"f} , is measu-

=1

-rable with respect to the smallest o-field generated by Bi, B, .... Let S
be the smallest o-field generated by {B, ... B;}. Then we may write:

Ur = E{lﬂk}’ Ty = Uil U, fr= ka

Since T'5f - T"f in the norm of L, for each fixed » as k— co, we again have
(4.1). Thus P can be considered finite, and by splitting the measure placed
on each point of 2, and approximating if necessary, we may and do assume
that (2, B, u) is a uniform probability over {1, 2, ..., r} where r is a positive
integer. Let 7', f, N be as before. Then:

r
T7f(5) =k21a§;)f(k)’ =1, cc.typ=1,2 :s
Where (a{) is the n-the power of a matrix (am). Let Pp = |aw|, j # k
- r
and define Py by > Pj = 1. Then Pp is a symmetric stochastic matrix
k=1

satisfying the relation
1 T"f| <k21 lae’ | f(k)| Skzl PR |f(k)!,

which using theorem 4.1 implies that:

k
f (sup oA < 2(,, - 1) Sife

as was to be proved.

5 — Remarks
(¢) As a consequence of Lemma 3.1 we have:

Theorem 5.1: Let (22, P, P) be as a non-atomic probability space. Suppose X
18 an integrable random variable defined as Q satisfying E(X+log* X) = oo.
Then there is a sequence {T'n}3_; of conditional expectations operators such that
lim sup 8, X = oo almost everywhere. Where Sy = ToT; ... Ty... ThTy
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Proof: Let Y1 = [X + 1], where [r] denotes the greatest integer less
than or equal to r. Thus ¥, is countable valued, X < ¥; < X + 1. The
result follows for Lemma (3.1) and Burkholder [3]. »

(17) Theorem 3.1 is not true in general without assuming non-atomicity.

(¢2¢) As in theorem 3.3, there exist 7'y, T'» for which

1 ¥N—N1 N1
2 2. TyTyf— © as N1, N2-> oo for some fe Ly,
NlNz ny=1 n;=1 '
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Niekolko viet o konvergencii pozitivnych operitorov

ATA AL-HUSSAINI
Zhrnutie
V préci sa dokezuje konvergencia postupnosti T%f, fe Ly(l < p < ). kde T je
linedrny pozitivne definitivny operdtor definovany na Iy A L o, spfﬁajﬁci 1Tl S

= 1, |[Tllo < 1. Tento vysledok sa dalej zobeciiuje na pripad Ty Ty#, kde T, T nie
si nutne komutativne.
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Heckonbko TeopeM 0 KOHBEPTeHIVH IOJIOKUTEIHHO
OIpeJieJIeHHEIX OIIepPaTOpOB

ATA AJb-XVCCAUHN
Pesiome
B pabore mokasaHa CXOZUMOCTB mociefoBaTeiabHOocTH T™ f, fe Ly (1 < p < ), rae
T-nmee#HAI! HOJIOMKATEILHO ONpPeNleJIeHHNI oneparop ompefeneHHNM HA Ly A L, yRoBieT-
Bopalomuit ycaosuaMm ||T < 1, ||Te < 1.

9ror peayasTar oGobmen Ha cayuait T3 T7:, rme Thi, T2 He 00bABATENBHO KOMMYTa-
“THBHH.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, ]969]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

A Criterion for Oscillation and Nonoscillation

S. BELOHOREC

Consider a differential equation

(r) ¥' (@) + f(@, y(x)) = 0,

where the function f(«, v) is continuous in the domain D: 2 > 0, — o0 <
< v < 0, nondecreasing in v for fixed x and such that f(z, »)v > 0. Under
the additional conditions about f(x, v) we shall prove a criterion for existence
at least one nontrivial oscillatory solution of the equation (r) and a criterion
for nonoscillation of all solutions of the equation (r).

A solution y(x) will be called oscillatory if it has at least one zero in the
interval (z, oo) for every z. In the opposite case this solution will be called
nonoscillatory. These criteria generalize theorems 5 and 6 in [2].

Theorem 1. Let function 2%2|f(x, z/%)| be continuously differentiable and
nonincreasing in x for arbitrary fixed v. Let further be

. 232 (x, x1/2v)
(1) liminf ———— > 1/4.
A v

Then the equation (r) has at least one nontrivial oscillatory solution.
If in addition the function f(z, v) is such that

(2) fle, 2V2) < Lonf(x, 2'/2)

Sfor every z, all sufficiently large v > 0, where 0 < n < 1 and L is sustable

constant, then the equation (r) has a positive nonoscillatory solution too.
Proof. 1. We shall first prove the existence of an oscillatory solution.

We transform (r) by the change of variables Ig z = ¢, y = /% into the form

(3) ‘ W(t) — w(t)/4 + 292 (w, 2V3u(t)) = 0

.
U = —, = lg 2|
dt "
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Multyplying (3) by 2u(t) and integrating from a to ¢ (a is a sultable positive
number that will be determined below), we obtain

(4) ud(t) — u2(t)/4 + 2 j' €35/2f (e, e8/2u(s))ii(8) ds = u2(a) — u2(a)/4.
Let us denote
(8) F(s, w) = 2¢3¢/2 ff(e’, es/2z) dz,

0

we have
oF
dF(s, w) = . ds + 23/2f(es, es/2w) duw.
8

Integrating the last equality in the interval [a,t] we obtain
t t
oF
F(t, u(t)) — F(a, u(a)) = JT ds 4+ 2 J €35/2f (3, e#/2u(8))u(s) ds.
8
a ) a
oF
By using this equality, (4) and the fact that — < 0 we have

08
¢

oF
(6) uA(t) — ui(t)/4 + F(¢, u(t)) = JE + u?(a) + F(a, u(a)) —

a

— u(a)/4 < u2(a) + F(a, u(a)).

It follows from (1) and (5) the existence of numbers 7' > 0, wo > 0 that for
every t and w, t < T, |w| £ wo, w # 0 the inequality F(¢, w) > w?/4 is sa-
tisfied. Let ¢ be a suitable number 0 < ¢ < wy. By denoting F, = min [lim

>0
F(t,c), im P(t, — c)] it is evident that F, > c2/4.
>
Let us choose @ > T and consider a solution u(t) of (3), which satisfies
the following conditions u(a) = 0, 0 < w%(a) < F. — c?/4. It will be proved
that this solution is oscillatory. First of all this solution is such that |u(t)| < ¢
for every ¢t = a, for which it exists. In the opposite case the point ¢y > a
would exist such, that w(to) = ¢ (the case u(t,) = — ¢ is considered similarly).
But from (6) we have

#A(to) S 1(a) + ud(to)/4 — Flto, ulto)) S w%(a) + c¥f4 — ﬁc <0,

which is a contradiction. It follows from (8) that «i(f) is also bounded and
thus the solution u(f) exists for all ¢ = a. We shall show further that this
solution has no last zero.
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C

Let the point ¢ > a be the last zero of w(t) and for ¢ > # u(t) > 0 (the case
u(t) < 0 is considered similarly). Then it follows from (1), (3) and from the
fact that |u(t)| < ¢ < wp that #(t) < 0 fort > 1. It is also evident that () > 0
for ¢t >t and lim sup @(¢) = 0. From (3) by using (1) we have

>0

a(t 3t/3f (et ot/2(t
0=_limsup‘ﬁ=—l/4+limsup e ®) >0,
=i u(t) >0 u(t)

but this is a contradiction. Thus it is proved that every solution of (3) with
mentioned initial conditions is oscillatory and so the corresponding solution
of (r) is also oscillatory.

2. We shall prove the existence of nonoscillatory solution. Let us consider
a solution y(z) of the equation (r) which satisfies the initial conditions y(b) = 0/
%(b) = B, where the numbers b and g are such that

2KLb-V2[(1 — n) < p1~n/2 where K = sup 2%2f(x, x1/3).
z3P
From the equation (r) and the hypothesis (2) for 0 < yY(x) we have the follo-
wing inequality

B = §(z) + jf(t, y(1) dt < gla) + ff(t, (U3pE13) At 5 g(z) +

1 Lpn [ 3f(t, 172) &t < (o) + LOPK | -9 dt = i) +
b b

+ 2K Ly»-0/agn/(1 — n) < g(x) + B/2.

From the last inequality it is evident that #(x) is positive for all z > b and
so y(z) > 0 for all x > b, i. e. y(z) is the nonoscillatory solution of (r). Thus
the theorem is completely proved.

It is obvious from the proof of the theorem that in both cases there exists
an infinit number of such solutions. If for all sufficiently large v < 0 instead
of (2) the inequality f(z, 21/2v) > L|v|"f(z, 2!/?) sgn v is fulfilled, where L and n
are the same as in (2), we can easily prove the existence of the negative non-
oscillatory solutions too.

Theorem 2. Let the number 8 be such that 0 < 8 < 1/2. Let the function
229 f(z, 2%)| be continuously differentiable, nondecreasing with respect to the
variable x for arbitrary fized v. Let further be

x2-0f(z, 20v)
lim sup ———— < §(1 —4).
T+ v
9| >0

Then all solutions of the equation (r), besides the trivial one, are nonoscillatory.
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Proof. Let us denote gz = ¢, y(x) = z"u(t) This change of variable s
transforms (r) into the form

(8) @ (t) + (26 — 1)i(t) + (6 — 1)u(t) + 2>~ (x, 2%u(t)) = 0

. du 1
h=—, t=Ilgz|
dt 5

where 26 — 1 < 0, 6(0 — 1) < 0. If we multiply (8) by 2¢(t) and integrate
-in the interval [fp,t] we obtain

(9) aA(E) + 226 — 1) [ i%(s) ds + (3 — Lyu2(e) +
13

t
+ 2 [ e@=0sf(es, ed5u(s))i(s) ds = 4u2(fo) + 6(0 — 1)u?(to).
te
By denoting
F(s, w) = 2e(—0s j fle2, e%2) dz,
0

then using the hypotheres from (9) we obtain as in the proof of the theorem 1
the following inequality

(10) ud(t) + 8(6 — 1)u?(t) + F(t, u(t)) = 42(fo) + 6(6 — L)u?(to).

Let us suppose now that the equation (8) has an oscillatory nontrivial
solution w(t) and denote by {t}>_, the sequence of its zeros, {t,}°_, the se-
quence of zeros of «i(f). It will be evident from further considerations, that
these points have no finite cluster point. One can see from (10) that {|@(ts)|}7_,
is nondecreasing. Besides the solution u(t) is bounded, which is evident from
(10) and (7) .Thus either lim |4(tn)| = oo, or im |ui(ty)| = k& = |u(t1)| > 0.

n—>w 7—>o©

If we put fo = ¢, and t = t, so that |i(t,)| is sufficiently large we obtain in
the first case from (10) and the fact that |u(f)] < c the following inequality

F(t,, c) = 8(8 — 1yu(t,) + F(ty, ulty)) = *(tn).

But this contradits the assumption (7) because the function x2-9|f(x, x%)|

is _bounded from above with respect to x for fixed v. In the se-

cond case %(t) is bounded, which can be seen from (10). Using (7) one can

see from (8) that () is also bounded. Because it follows from (9) that

j' 43(s) ds < oo then lim %(t) = O (cf. [1] p. 185), but this is a contradiction.
t—>o0

Thus u(t) is the nonoscillatory solution of the equation (8) and then every
nontrivial solution of (r) is nonoscillatory. This proves the theorem.
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Kritérium oscilécie a neoscildcie
8. BELOHOREC
Zhrnutie .
V préci st uvedené dve vety. V prvej sa dokazuje existencia asponi jedného oscilato-

rického rieSenia rovnice (r). V druhej je vyslovend postadujiica podmienka, aby vietky
rieSenia tejto rovnice boli neoscilatorické.

Kpurepnit konebiaemoctn u HexomebaeMocTH
| II. BEJIOTOPEIL]
BuBOoAH
B aro#t paGore paccMoTpeHH BRe TeopeMhl. B mepBoit TeopeMe JOKASHBAETCA CYIIECTBO-
BaHMe XOTA GH OfiHOTO KoaeGmomeBoca pemeHus ypasHeHus (r). Bo Bropo#t Teopeme mo-

KasaHO MOCTaTOYHOe ycloBHe 4YTOOH BCe pelleHMA STOT0 ypaBHeHHs GHUM HekodeGammm-
MucA.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Remarks on the theory of real functions

P. KOSTYRKO, J. SMITAL and T. SALAT

I'é

In this paper we prove some results concerning various regions of the
theory of real functions. The results are achieved in the seminary of the real
functions of the department of mathematics of the Faculty of Natural Scien-
ces of the University Komensky.

1. On the power of the set of all measures defined on the o-field
of Borel’ s subsets of (0, 1).
|

Let S denote the o-field of all Borelian subsets of the interval <0, 1>. There
arises the question about the power of the set of all measures on S. It is easy
to prove the following simple result. '

Theorem 1,1. The power of the system of all measures defined on S is 2°,
- where ¢ denotes the power of the continuum.

Proof. Let us suppose that M < {0, 1>. We define a measure ujs in the
following way: um(4) = + 0 if AN M # 0 and um(4) =0if AN M = 0.

Evidently M, M’ < 0,1), M # M’ implies uy # uy : ‘and tiis Goncludes

our proof. /.-

Remark. Let us note that the system of al}fg,ﬁnite measures on S is
of the power of the continuum. This follows fropz‘the fact that to every finite
measure x on § can be in a unique way associated a monotone function f

on <0, 1> (u(< 0, a)) = f(a) for each <0, 1>) such that u = uy (i. €. u is
the Lebesgue-Stieltjes meas gefierated by f) and from the fact that the
system of Wions on (0, 1> has the power of the continuum

2. On the functional equation f(x 4 y) f(x) + f(y) where z,y are
real

It is well-known that there exist infinitely many continuous and also
infinitely many discontinuous solutions of this equation (see [2] p. 441—442,
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[3] p. 44—47). The set F of all real functions on (— oo, 4+ o) is easily seen
to be a metric space with the metric o(f, g) = min (1, sup |f(x) — g(z)|).

—o<z<4+®©
We prove the following result concerning the system of all solutions of the

above-mentioned functional equation.

Theorem 2,1. Let F'* denote the set of all f € F which are solutions of the funct'bo-
nal equation

(1) f@ + y) = f@) + fly).
Then
i) F* — 2¢%),
ii) F'* is a closed isolated set in the space F.

Proof. i) Let H be a Hamelian basis of real numbers, let 4 < H. We
define a function f, as follows: f4(b) =0 if be A or b =0 and fad) =1

whenewer be H — A. Now if z is a non-zero real number, x = Z riby (ry are
= l

rational numbers, by H, : = 1, 2, ... n), then we put fa(z) = 2 rifa(bs) . fa
i=1
is easily seen to be a solution of the functional equation (1) and obviously
Ja # far, whenever 4 #~ A’; A, A’ < H. We conclude the proof of 1) by re-
marking that since H=c (see [2], p. 125, 146), we have F* — 28 — 2°,
ii) Let fi, foc F*, fi # fo. There are two possible cases:

1. fi — fa2 is continuous. Then there exists a non-zero real number a such
that fi(x) — fa(x) = ax ([3], p. 44—46), hence lim |fi(z) — fa(z)] + = oo

i. e. o(f1, fo) = 1. e

2. fi — f2 is an unbounded function on every interval ([3], p. 44—46).
In this case evidently sup |fi(z) — fa(z)| = + oo and we have again o(f1, f2) =

—0<z< 4+ ®

= 1. Finally, F'* is easily seen to be closed.

Remark: Since the set of all continuous real functions on (— oo, + o0)
has the power of the continuum and 2° — ¢ = 2° (see [2], p. 168—170), it
follows from the theorem 2.1 (i) that the functional equation (3) has 2¢ dis-
continuous solution on (— oo, 4 o) (see [5], p. 49). So we get from the
foregoing theorem a new proof for this known fact.

*) M denotes the cardinal number of the set M.
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3. On the Cartesian product of fields of sets

In monograph [1] is defined the Cartesian product of fields of sets and
g-additive product of s-additive fields of sets (see [1], p. 321—323, 332—3386).
Let us note that we can define the o-additive product also for fields of sets,
which fails to be g-additive fields of sets. If M is a field of subsets of the space X
and N is a field of subsets of the space Y, then M X ,; N denotes the smallest
o-additive field of subsets of X x Y, which contains each set of the form
A X B, Ae M, Be N. We denote by M; (N:) the smallest o-additive field
of subsets of X(Y) which contains M(N). There arises a question about the
relation between M X, N and M; X, N1 (with respect to the conclusion).
The following theorem gives an answer for this question.

Theorem 3,1. Let M, N, M1, N1 have the previous meaning. Then M X o N =
= M) Xq N:. :

Proof. Evidently M x, N < M; Xq N1. It suffices to prove that M; X,
Xg¢ N1 € M Xq N. This will be proved if we prove that M; x Ny <« M X4N.
To prove this last relation it suffices to verify that each set of the form X x B,
Be Nyandalso A X Y, Ae Myisin M X, N. We prove that B € N implies
X XBeM xqsN (for Ae M, the proof is similar).

We denote by N’ the set of all B < Y such that X X Be M x4 N. We
can easily see that N’ is a o-additive field of subsets of ¥ and evidently N <
< N'. Since N; is the smallest o-additive field of sets, which contains N,
we conclude that Ny < N’, i. e. for every Be N1 we have X X Be M X4 N.
Our theorem is proved. .

Remark. An analogous result holds for a Cartesian product of countable
number of factors, the proof is almost the same as in theorem 3,1.

4. On mesurable functions which are integrable with
respect to an arbitrary measure

Let X be a set, M a o-field of subsets of X. Let J be a real function on X,
which is measurable with respect to M. In a special case, if X = <0, 1) and
M is the field of Borelian subsets of (0, 1> it is known that each function
which is integrable with respect to an arbitrary measure on M must be boun-
ded (see [1], p. 293). We now generalize and strengthen the mentioned result.

Theorem 4,1. Let X beaset, M a o-field of subsets of the set X. Assume f to
be a M — measurable real function on X, which is integrable with respect to an
arbitrary normed measure on M. Then f is bounded on X.

‘We begin by proving the following



Lemma 4,1. Let X be a set, M a o-field of subsets of X and S = {X1, Xz. ...
Xk, ...} a decomposition of the set X such that Xpe M (k=1, 2, ...). If »
18 a mon-negative real function on S, then there exists a measure u on M such
that w(Xi) = v(Xx) (=1, 2, ...).

Proof. Let us choose an element, say xx from each set X; (k =1, 2, ...).
We denote »(Xi) by ax (k =1, 2, ...). Then axy =0 (k =1, 2, ...). Now, if
A e M, then we define u(4) = > ax . Evidently u is a measure on M and

' k,axed

y(Xk) = A = ‘P(Xk) (k =1, 2, )

" Proof of theorem 4,1. We assume in the contrary, that f fails to be
bounded on X. Then each of the sets 4, = {zxe X; |f(x)| =n} (n =1, 2, ...)
is non-empty, dp,e M (n =1,2,...)and 41 2 42> ... 2 4y, D Ap1 > ....

Let us consider the following cases:

1. A positive interger no can be taken such that Apy = Apgt1 = ... =
= Ay = ves

2. The case 1. does not occur.

If 1. holds, then evidently |f(z)| = + oo whenever x € 4,,. We take some
%o € An, and we define a mesure x on M as follows: for A € M we put u(4) = 0
if xo ¢ A and u(A4) = 1if 29 € A. u is easily seen to be a normed measure on M
and [ |fldu = [|fldu = + co. This contradicts the assumption of the theorem.

x Ane

- If 2. holds, then there exists such a sequence of positive integers n1 < nz <
<...<mp<..that 4, # X and Ap, — Ay, #90 (k= 1, 2, ...). Wri-
ting X1 = X — Aa,, Xi = Ap,y, — 4n; (1 = 2, 3, ...), we obtain a decompo-
sition § = {X;, X, ,,,} of X where Xz e M (k = 1, 2, ...); We put »(Xy) =

=——  (k=12,..). Following the lemma 4,1 there exists a measure u

k(k + 1)
on M such that u(Xi) = »(Xi) =

k=1,2,...;0b iousl
"+ 1)( ) .v1ousy

1
X = X ) —————— N
M(‘ ) Ell( k) Ek(k—i—l) 1
k=1 k=1

hence u is a normed measure on M. Moreover

w© @ @

bk —
Jlfldu'= Z JIf}dy > 2 Jm-ldy = zk(k—:l; =+
b ¢

k=1 X k=2 X k=2

and this contradiction to the assumption of the theorem ends the proof.

B4



5. On equivalence of some types of convergence of real
functions

In the paper [4] the following result has been proved:
Let (X, S, u) be a measure space, u(X) > 0. Let {fu}e_, be a sequence of

n=1
real S-measurable functions on X. Then these two propositions:

(P) {fn}p_, converges in measure,
(@) {f¥;_, converges almost everywhere on X,
are equivalent if and only if 4 is a purely atomic measure.

In connection with this result the following problem arises. Let X be a set
and (T'), (T") be two types of convergence of sequences of real functions defi-
ned on X. We shall say that (7') and (7") are equivalent [(T') is equivalent to
(T") or (T") is equivalent to (7')] if for every sequence {fn}r._, of real functions
on X this proposition is true: {f»}5_, converges in the sense of (T) to a function f
if and only if {fa};., converges to f in the sense of (1"). Our problem is to
find such properties of the set X, which are the sufficient and necessary con-
ditions for the equivalence of types of convergence (7') and (7). We shall
solve this problem for (7), (1) be one of this types:

(T'1) — pointwise convergence,

(T'2) — locally uniform convergence,
(T's) — quasi-uniform convergence,
(T'4) — continuous convergence,
(T's) — uniform convergence.

- We note that in the case of types (T'2) and (74) we assume X to be a metric
space.

Theorem 5,1. i) (7"1) is equivalent to (T's) if and only if X 18 a finite set.

ii) (T'1) 8 equivalent to (T's) if and only if X = 0. *)
iii) (T1) 18 equivalent to (T's) if and only if X is a finite set.
iv) (T) is equivalent to (Ts) if and only if X° = 0.
v) (T'2) is equivalent to (T's) if and only if X is a compact.
vi) (T'2) is equiva lent to (T4) if and only if X° = 0.
vii) (T'3) 18 equivalent to (T's) if and only if X is a finite set.
viii) (7's) s equivalent to (T's) if and only if X is a finite set.
vj) (T's) 18 equivalent to (Ts) if and only if X s a finite set.
vij) (T'4) is equivalent to (T's) if and only if X is a finite set.

*) X denotes the set of all limit points of the space X.



Proof.

i) The condition is evidently sufficient. If X is infinite, then there exists
an infinite countable set 4 = {z1, x2, ...} such that A < X. We define f,
(mn=1, 2, ...) as follows: fa(xx) =0if k < n — 1, fa(ex) =1 if k = » and
fa(@) =0 if x€ X = A. The sequence {fn};_, converges pointwise to the
function f = 0, but it fails to converge uniformly to f = 0 since sup |fa(z)| = 1

( zeX
n=1,2..).

ii) Let X% = @. We recall that the continuous convergence implies the point-
wise convergence. So it suffices to show that the pointwise convergence of
an arbitrary sequence of real functions {f,}7_, on X (if X% = @) implies the
continuous covergence.

Let {fn}7_, converge pointwise to a function f. Let z, > 2o. Since X* = @,
there exists a positive integer mo such that x, = 29 whenever n = no. So
for n = no fa(xn) = fa(xe) > f(@o) holds and {fn}?_, converges continuously
to f.

Let X% = @ and 2 € X% Then there exists an infinite sequence of diffe-
rent elements 2 € X such that zx — zo. Let us define f (n =1, 2, ...) by
Ja(xa) = l—ﬂé—ﬂ and fa(x) = 0 if x € X, x # x,. Evidently the sequence

{fa)e-1 converges pointwise to the function f = 0 but {f,}°_, fails to converoag
continuously on X since z, — 0 and {fa(xs)}°_, =0,1,0, 1, ...

iii) The condition is evidently sufficient. Let X be infinite. Then there
exists an infinite countable set A = {;, za, ...} such that 4 < X. Let us
define f, (n = 1,2,...) by fa(as) = 1 if + > n and fu(x) = 0 otherwise. Evi-
dently {f}°_, converges pointwise to the function f = 0 but {f,};_, fails
to converge quasi-uniformly to the function f = 0. In fact, if {fa}y_, con-
verges quasi-uniformly to f = 0, then the following proposition is true (see
(1], p. 143):

vV v 3V min(fan@)], ... @) <e.

e>0 m p>m zeX

But for m = 1 and every p
fin@pn)l = ... = |f@pn)l =1
holds and from this it follows that our proposition is false.

iv) If X% = @ then every compact subspace of X is finite and we can easily
verify that (T) is equivalent to (T's).

If X% £ @ holds, then there exists 2, € X and an infinite sequence {xx}7_,
of different elements z; € X such that xx — 9. The set K = {xo, 21, 23, ...}
is a compact one. Let us define f, (n = 1, 2, ...) on X a8 follows: fu(zs) = 1
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and f,(x) = 0 otherwise. Evidently {fs};.., converges pointwise to the function |
f =0, but it fails to converge uniformly on K.

v) The condition is evidently sufficient. If X is not a compact, then there
exists an infinite countable set A = {®1, x2, ...} < X such that there does
not exist the convergent subsequence of {%:}y_, (we assume {x:};., to be
a sequence of different terms). We define fu (n = 1, 2, ...) on X by fa(za) = 1
and fu(x) = O otherwise. We shall show that {fa};_, converges uniformly
to the function f = 0 on every compact K < X. Let § # K < X, K be
a compact. Then K contains only a finite number of points of 4. Therefore
there exists such a positive integer m that z, ¢ K whenever n > m. Let
n > m. Then fy(x) = 0 for every xz € K. From this follows that {fs};., con-
verges uniformly on K to the function f = 0. But {fa}s., evidently fails to
converge uniformly on X to f = 0.

vi) If X% = ) then, as we have seen, (Th) is eqmvalent to (T's) (see the proof
of the part ii)). In the same way we can prove that (T's) is equivalent to (7).

Now let X% =« @ and K = {xo, 21, %2, ...} be the same set as in the proof
‘ of the part iv). Let us define fn (n =1, 2, ...) as follows: fu (z) = 0 (¢ =

1 .
=0,1,2,..), fal@es1) = 1 —|—— (t=0,1,...) and fa(x) =0if re X — K.

Then the sequence {fn};_, evxdently converges uniformly on X to the function
f which is defined on X by f(zz) = 0, f(zai+1) =1 (=0, 1, ...) and f(x) = 0
othervise. So {fa}r_, converges to f locally umformly on X. But {fa)s_, fails

1
to converge to f continously since x> zo and {fa(zn)}f-, =1 + , 0,1+

! 0
+—,0,....
3

vii) The condition is evidently sufficient. Now let (T's) be equivalent to
(Ts). First we show that this equivalence implies X? = @. We assume that,
in contrary X¢ £ 0. Let K = {o, 21, @2, ...} be the same set as in the proof
of part iv). We define fo (n =1, 2, ...) on X by fa(®a) = 1 and fa(z) =0
otherwise. Then {fs}°_, evidently converges quasi-uniformly on X to f =0,
but it fails to converge locally uniformly to f =0, since sup|fa(z)| =1,

we K
n=12...).

So X& = @ holds. If X is infinite, then there exists an infinite countable
set A = {y1, y2, ...} such that 4 = X. Let us define fn (n =1, 2, ...) a8
follows: fu(ys) = 1 if ¢ > n, fa(ys) = 0if ¢ < n and fu(z) =0 if xe X — 4.
We can easily verify that {fs}<., fails to converge on X quasi-uniformly to
f = 0, since for every p, min (|fa(xp+1)|, ..., [fp(@p+1)]) = 1. On the other hand,
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from the fact that X = @ it follows, that every compact K < X is a finite
set, hence {fa}_, converges locally uniformly on X to f=0.

- vviil) The condition is evidently sufficient. If X is infinite, then there exists
an infinite countable 4 = {z;, 2, ...} € X. We define f; (n =1, 2, ...)
on X by fa(za) = 1 and fa(z) = 0 otherwise. {fa}>_, converges quasiuniformly
on X to the function f = 0 because for an arbitrary positive integer m and
zeX

min (|fm+1(@)]. |fm2(2)]) = 0

holds. But the same sequence fails to converge uniformly to f = 0 because

sup [fa(@)| =1 (n=12,..))
zeX
vj) The (;ondition is evidently sufficient. Let (7T'3) be equivalent to (7'4).
First we show that X? = . Let us assume that X? # @ and let zp € X%,
x> 2o ({xx}j—, 18 a sequence of different terms). We define f, (n =1, 2, ...)
on X by fa(xs) = (— 1)" and fu(x) = 0 otherwise. Then {fa}7_, fails to con-
verge continuously on X to f = 0, but, on the other hand, it converges quasi-
uniformly to f = 0 because for an arbitrary positive integer m and ze X

min ([fma(2)], |fmre()]) = O

holds. So X% = @ and if X is infinite, then there exists an infinite countable
A= {y,ys ...} © X. Wedefine fu (n =1, 2, ...) on X as follows: fa(ys) = 1
whenever ¢ > n and fa(x) = 0 otherwise. We shall show that {fy}7_, con-
verges continuously to f =0 on X. Let zz—> 2, 2, z€ X. Since X% =0,
an index %o can be chosen such that zx = z and fi(2x) = fi(z) whenever & >
> ko. If ze X — A, then fi(2) = 0 for every k > ko. If z = y; for some j
then fi(y;) = 0 whenever k > max (ko,j). So we always have fi(zx)~ 0.
On the other hand, {fa}o_, evidently fails to converge quasi-uniformly to
f = 0. r

* vjj) The condition is evidently sufficient. We shall’ show that it is also
necessary. Let us assume (7'4) to be equivalent to (7's). As a first step we shall
show that X must be a compact. Let us assume, in the contrary, that X fails
to be a compact. Then there exists an infinite sequence {xs}°_, of different
terms 2 € X which has no subsequence convergent in X. We define f, (n =
=1,2,...)on X by fa(zs) = 1 and fa(x) = 0 otherwise. We show that {fu}5_,
converges continuously on X to f = 0.

Let yn, y € X, ya—> y. There are the following two possible cases:

- 1. y = x4 for some j, hence a positive integer m can be found such that
Uu % 21 (8 #j) whenever n > m, 80 fu(ys)—> 0.

88



2.y #x(j=1,2,...). In this case there exists a positive integer m’ such
that yn # 24 (1 = 1, 2, ...) whenever n > m’, hence fa(ys) > 0. Thus in both
cases {fn(yn)}_, converges to 0. But on the other hand, {fs}7_,fails to converge
uniformly on X to f = 0. This contradiction shows that X must be a compact.

Since (T,) is equivalent to (7';) on a compact the equivalence vi) implies
that X? = (). So X must be a compact with the property X¢ = 0, this means
that X must be a finite set. Our theorem is proved.
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Poznamky k tedrii realnych funkeii
P. KOSTYRKO, J. SMITAL a T. SALAT
Zhrnutie
V préci sa vySetruju niektoré vlastnosti mier definovanych na borelovskych mno#i-
ndch, vlastnosti funkeciondlnej rovmice f(z + y) = f(x) + f(y), vlastnosti kartézskeho

stdinu mnoZinovych telies, vliastnosti meratelnych funkeii integrovatelnych vzhladom
na Iubovolnt mieru a ekvivalencia niektorych typov konvergencie redlnych funkeii.

3aMeTKM K TeOPHH BelIeCTBEHHHKIX (yHKIuit

II. KOCTBIPKO, 1. CMUTAJ u T. IIAJIAT
PesioMme

B paGore paccMaTpMBalOTCA HEKOTOPHEe CBOACTBA Mep ONpefelleHHWX Ha GOpeleBHX
MHOKeCTBAX, CBOMCTBA (QyHKUMOHANbHOro ypaBmeHHA f(z + y) = f(z) + f(y), co#tcrea
nponsBefieHnA 6-aare6p, cpoicTBa H3MepHMHIX (YHKLUUA CYMMHDYeMHX B OTHOIIGHHH
K HpPOMBBOJIbHO! Mepe M PABHOCHIHOCTH HEKOTOPHX THIIOB CXOAMMOCTH AeHCTBHTeIbHHX
GyHRIHH.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1969)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Eihe Involution des 5. Grades

J. CIZMAR

1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener kommutativer Kérper von der
Charakteristik 0, 2 — ein Universalkorper iiber K, S, — ein n-dimensionaler
projektiver Raum iiber 2 (n = 3), (X,, ..., Xu) — ein System von homogenen
Variablen, (z,, ..., ;) — ein Punkt aus S, mit Koordinaten z; € K, &,
73, ... — iiber K transzendente Elemente aus Q.

Die Punktkoordinaten seien stets gelegenweise normiert.

Ein ,,Unterraum* heiBt immer ,,der lineare Unterraum*‘.

2. In dieser Arbeit wird eine birationale Transformation des Raumes S, auf
sich untersucht, die sich fiir n = 3 in [2] (S. 322) kurz syntetisch beschreibt
befindet. Man 168t nur Grundfragen: eine algebraische Gestalt der Transforma-
tion, Fundamentalvarietiten, irregulire und invariante Varietiten und das
Bild einer Hyperebene.

I. Definition und Gleichungen

1. Es sei ein Quadrikenbiischel
{@na} : koF(X) + lG(X) = 0, . (1)
(ko, k1) # (0, 0); ko, k1 € 2;

gegeben, wo

Fo= 3 ,20 aXiX; = 0, (@)
4 = |ay| # 0;

G(X) = Zo ,20 by X X; = 0, 3)
B = |by| # 0;
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zwei verschiedene regulire Grundquadriken des Biischels (1) sind.
Die, Biischelbasis ist eine (n-2-)dimensionale Varietit der 4. Ordnung: -

Va2 :F(X)=0,G(X)=0. (4)
2. Es seien zwei disjunkte Unterraume
. - n—1
S :Xi=0, i=r+1,...,n; 1sr§[ > ]; (5)
Spr1:X4=0, i=0,...,r; (6)

gegeben.

Durch einen Punkt (x) = (xo, ..., xa) [(x) € Sy, (x) ¢ Sn—r—1] geht genau
eine durch die Gleichungen

Xo:o..: Xp=m0:...: 2, (7)
Xr+1 Swess e Xn = Xy41: e Xy
bestimmte Transversale p* der Unterraume S,, Sp_r—; hindurch.

'3. Durch einen Punkt (x)[(x) ¢ V,—3] geht genau eine durch die Parameter
(ko, k1) = (G(x), — F(x)) bestimmte Quadrik @2 , des Biischels (1), d. h.
die Quadrik von der Gleichung

Gx)F(X) — F(x)(X) =0 (8)
hindurch.

4. Es sei F bzw. @ eine zur quadratischen Form F bzw. G adjungierte Polar-
form (d. h. die bilineare Form).

Bezeichne man: .
F(X,,..., X,,0,...,0) =FrX);
F@,...,0,X;4, ..., Xp) =F(»r1X);
F(Xo,...,X,,0,...,0;0,...,0, X1, ..., X) = F(rX; n-r1X).
Analog seien‘ G(X), G(»r1X), G("X ; »r-1X) gebildet.
5. Eine (» — 2)-dimensionale durch die Gléicl;ungen
G(X)F(X) — F(X)G(X) = 0, (9)
HX)F(*-1X) — F(X)G(r—r1X) = 0

gegebene Varietidt bezeichne man U,_;.
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Die folgenden Inklusionen sind offenbar:

Sr © Un-a, Sp—+-1 < Un—z, Va—z © Up-s.
Daraus folgt es: Ist () ¢ Up—2, 80 ist (x) ¢ Sr, (@) & Sn—r-1, () ¢ Va-s.
6. Eine Transformation 7' sei folgendermaBen definiert: -

Der Transformationsgraph von T ist die Menge aller derjenigen Punkte
(x,y) € Sa X Sa, fiir welche (x) und (y) gemeinsame Punkte der Transversale
p* mit der Quadrik QF_, sind.

Bemerkungen.

1. Durch jeden Punkt () € S, geht mindestens eine Quadrik @, des
Bischels (1) hindurch. Ist (x) e V-3, so ist @7, eine beliebige Quadrik
des Biischels (1). :

2. Durch jeden Punkt (z) € 85 geht mindestens eine Transversale pz der
Unterrdume S;, 8y hindurch. Ist ()€ 8, (Sp—r-1), so ist die Trans-
versale p? eine beliebige durch den Punkt (z) hindurchgehende Gerade des
Verbindungsraumes ((z), Sp—r—1) {((x), Sy)].

3. Ist p* < Q;_,, so ist (y) ein beliebiger von (z) verschiedener Punkt der
Gerade p=.

7.

Satz I, 1. T ist eine irreduzible birationale Korrespondencz.

Beweis. Durch einen Punkt (z) = (%o,...,%s) [(*) € Sy — Un-z] geht
genau eine (durch die Gleichung (8) bestimmte) Quadrik @2_; des Biischels (1)
und genau eine (durch die Gleichungen (7) bestimmte) Transversale p= der
Unterrdume S;, Sp_r—1 hindurch. Die Schnittpunkte der Gerade p* mit der
Quadrik @;_; sind im Parametersystem auf p® mit Basispunkten ('z) =

= (%0, ..., 2r, 0,...,0) und (»-r-1z) = (0, ..., 0, Tr41, ..., Zs) durch Parame-
terpaare A
Lh:h=1:1, (10)

2. ' : B! = [G@)F(*1z) — F(z)G(»2)] : [G@)F () — F(2)@(')]

bestimmt. Das Paar (], h]) bestimmt den Punkt (x), durch das Paar (A, AM)
ist ein nach der Definition 7' dem Punkt (x) in der Transformation 7' ent-
sprechender Punkt (y) bestimmt. Die Koordinaten des Punktes (y) sind:

Y = zi[Q(x)F(»T1x) — F(z)G (" 1x)], ¢+ =0, ...,7; (11)
Y = @[@(2)F(z) — Fx)G(2)], ¢t =r+1,...,n
Die Formeln (11) driicken die Zuordnung 7'(x) = (y) aus.
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Durch die Formeln (11) ist mit einem allgemeinen Punkt (&) € S, ein anderer
allgemeine Punkt () € S, verkniipft und umgekehrt. Es gilt K(&) = K(&, n) =
= K(n), (& n) ist ein allgemeiner Punkt der Korrespondenz 7, also ist die
Transformation birational und irreduzibel.

Aus der Definition (T) und den Formeln (11) folgt der
Satz I, 2. 7' ist eine Involution des 5. Grades.

Weiter wird die Transformation 7' auch durch I5 oder kurz I bezeichnet
werden.

II. Fundainentalvarietiiten und irregulire Varietiten
1. Fundamentalvarietiten

Satz II, 1. Die Menge aller Sundamentalen Punkte ist die Varietit Up—_s.

Beweis. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit die For-
meln (11) fiir y; (4 = 0, ..., n) samt Null geben, ist die gleichzeitige Erfiillung
beider Gleichungen (9) fiir den Punkt (). Die Gleichungen (9) definieren
doch Upy—.

Satz I1, 2. Die Varietidt U,_s enthilt:

1. Den Unterraum Sy;

2. Den Unterraum Sp—p-1;

3. Die Varietit Vp—z;

4. Evne Varietit B,_3, die aus allen denjenigen Bisekanten der Varietit Voo
besteht, welche T'ransversalen der Unterrdume Sy, Sp—r—1 sind.

Lemma II, 1.

a) Ist die Gerade p eine Bisekante der Varietit V,_z, so liegt sie auf einer
Quadrik des Bilschels (1).

b) Liegt die Gerade p auf einer Quadrik des Buschels (1), so ist sie eine Bi-
sekante der Varietit V,_g oder liegt sie auf V,—s.

Beweis befindet sich z. B. in [1].

Lemma II, 2. Die Menge aller derjenigen Bisekanten der Varietdt Vn_s,
die Transversalen der Unterrdume Sy, Sy—y—1 sind, ist eine durch die Gleichungen

K(X)F('X) — F(X)G(X) = 0, (12)
KHX)F(»r-1X) — F(X)G(»r1X) = 0,
HX)F(rX;»r1X) — F(X)G(X; »r1X) = 0,
F(X)H(X) # 0, FCX)F(»r1X)F(X; »r1X) £ 0,
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bestimmie Varietit By, 3.

Beweis. a) Ist fiir einen Punkt (2)[(x)¢ Va-2, (z)¢ Sy, (x) ¢ Sn—r-]
die Transversale p® eine Bisekante der Varietdt V,-z, so liegt p* auf der
Quadrik @; , des Biischels (1) und im Parametersystem auf p* mit Basis-
punkten ("z), (»7~lx) ist jeder durch das Parameterpaar (ko, k1) # (0, 0)
bestimmte Punkt (y) € p* ein Punkt der Quadrik @ ;. Nach einer Beschriin-
kung (y) ¢ Va2, (4) €8r, () ¢ Sn—r—1 ist es (7y) = (rz), (*r1ly) = (*r-lz),
Q4 =@, und es gilt

G(y)[kF ry) + kokrF(ry; n—r-ly) + kiF(vr-1y)] — (13)
— F(y)[k3G(y) 4 kokrG(y; -1y) + G (r-1y)] = 0

mit der Ausnahme einer endlichen Anzahl fiir alle Paare (ko, k1). Das ver-
langt die Erfilllung der Beziehungen

G(y)F(y) — F(y)G(y) = 0, (12')
G(y)F(»1y) — F(y)G(»"1y) = 0,
G(y)F(ry; »r-ly) — F(y)Q(y; »r-ly) = 0.

b) Sind fir einen Punkt (y)ep’ [(y) ¢ Va2, (y) ¢ 8", (y) ¢ Sp—r-1] die
Bedingungen (12') erfiillt, so gilt es (13) fiir alle Paare (ko, k1), d. h. p¥ = @¥_,
und nach dem Lemma II, 1 ist die Gerade p’ eine Bisekante der Varietit
Vn—-z. '

Beweis des Satzes I1, 2 ist nun offenbar.

2. Irreguliire Varietiten
Satz 10, 8. Die irregv;ldre Varietat der Involution I ist eine Hyperfldche
Py [MX)F(X) — F(X)G(X)[HX)F(»r=1X) —
F(X)G(»1X)] . {[F(rX)G(*"1X) — G X)F(»1X) + (14)
+ [FEX)G(X; »r1X) — GUX)F(X; »r1X)|[F(*1X)G( X ; »~r-1X) —
— Q-1 X)F(r X ; X)) = O,
die diese Komponenten besitzt
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1. Eine Hyperfliche
P, GXOFCX) — F(X)GCX) =0, (15)
die durch T auf den Unterraum S, abgebildet wird.

2. Eine Hyperfliche
ipsnr-l: X)F(»1X) — F(X)G(»"1X) = 0, (16)
die durch T auf Sp-r-1 abgebildet wird. 4
. 3. Eine Hyperfliche
PR [P X)G(1X) — G X)F(vr1X)R + [F(rX)G( X; »-r-1X) —
— QEX)F(X; v i X)|[F(r-r1X)G0 X ; »r1X) —
— @(r1X)F(X; vr1X] = 0, an
die durch T auf Va2 abgebildet wird.

Beweis. Bei den Hyperflichen iP)", und ‘P3""! ist die Behauptung
offenbar. '

Die irregulére zur Varietdt V,_» gehorende Varietdt besteht aus allen den-
jenigen Transversalen der Unterrdume 8,; S,——1, welche Sekanten der
Varietdt V,—2 sind. Alle Punkte dieser Varietit erhidlt man durch die Elimi-

nation von xzo, ..., , aus den Gleichungen
F(x) =0,
G(z) = 0,
Zo:...:%=Xo:...: Xy, (18)
Lrt1 s oo ' T = Keg1 0 en : Xy

Das Resultat dieser Elimination gibt eben die Hyperfliche {P)" 2.
Satz II, 4. Die Fundamentalvarietit B,_3 ist als Ganzes invariant.

Beweis. Das auf die Gleichungen (12) in der Verbindung mit den Gleich-
ungen (7) angewandte Eliminationsverfahren fithrt wieder zu den Gleich-
.ungen (12). '

Der Satz ist auch aus geometrischen Betrachtungen offenbar. Nach der
Definition der Transformation 7' bilden alle Punkte (y) der Bisekante aus
Bs-3 mit einem beliebigen Punkt dieser Bisekante die Punkte (z,y) der
Korrespondenz. Keine andere Punkte konnen auf (z) durch 7' abgebildet
werden. ik :
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3. Inzidenzbeziehungen zwischen Fundamentalvarietiten
und irreguléiren Varietiten

Die im folgenden Satz angefiihrten Resultate sind offenbar.

Satz II, 5.

1P, > 8,, Py D 8, PYyD Vaa, Py > Bus.
‘g PS5 g, PSS 8, L, PN D Vag, ‘P! D Baos.

Vn-2 i pVn-2 Vn-2 Vn-2
3' “Pn_nl > Sr, IP“;”‘[ = Sﬂ—"—ls iP,.Ill > Vﬂ—z; ‘Pn!ll = Bn—a-

4. Die Arten der Fundamentalpunkte

1. Durch einen Punkt (x) € 8y — (Sr N Vn-2) geht genau eine Quadrik
¢ des Biischels (1) hindurch. Alle durch den Punkt (x) gehenden und den
Unterraum S,_,—; schneidenden Geraden bilden einen Unterraum

Si, X Xy = Zr41 ..t X

Q=@ , N8, ist eine (n — r — 1)-dimensionale irregulire quadra-
tische Varietdt, die auf den Punkt (x) abgebildet wird.

Analogische Betrachtungen kann man auch iber die Punkte des Unter-
raumes S,_r_1 durchfiihren.

2. Ist () € 8y N Vy—2 (falls der Durchschnitt nichtleer ist), so ist (n — r)-
dimensionaler Unterraum

S”_' Xr+1 Xn = Xr+] + -+ + Ly :
die irreguldre Varietit, die auf den Punkt () abgebildet wird.

3. Ist () € Va2 — (Sy N Va—2) — (Sa—r-1 N Va-a), so ist die einzige durch
den Punkt (x) gehende Transversale p® der Unterrdume Sy, Sy—r-1 die irregu-
lire Varietit, die zu (x) gehort. Solche Transversalen sind von zwei Arten:

a) Sie liegen auf V,_z, also ist jeder ihr Punkt fundamental.

b) Sie haben nur endlich viele fundamentale Punkte.

4. Zu einem Punkt (x) € By—s —(Bn-s N Sr) — (Bn-3 N Sn-r-1) gehort als
ein irregulires Gebilde eine Gerade der fundamentalen Punkte.

Also gibt es drei Arten der Fundamentalpunkte. Eine zum Punkt geho-
“rende irregulire Varietdt ist ‘

1. eine quadratische Varietat;

2. ein (n — r)- bzw. (r 4 1)-dimensionaler Unterraum;

3. eine Gerade. ;
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5. Invariante Varietiiten

Satz I, 6. Die Varietit aller invarianten unfundamentalen Punkte ist eine
durch die Qleichung

HX)F(X) — F(»1X)] — F(X)[G(X) — G(r—r1X)] — 0 (19)
gegebene Varietit.

Beweis. Die Erfiillung der Bedingungen (19) durch Koordinaten eines
unfundamentalen Punktes ist notwendig und hinreichend, damit dieser
" Punkt invariant sei. Das ist aus den Gleichungen (11) und (19) offenbar.

III. Das Bild einer Hyperebene

Satz III, 1. Eine den Fundamentalunterraum S, oder Sn—r-1 nichtenthaltende
Hyperebene wird durch die Involution I auf eine Hyperfliche der 5. Ordnung
abgebildet. Diese Hyperflache enthdlt Unterrdume S, Sn-r-1 als zweifache, die
Varietiten V,_, By als zweifache, die Varietiten Vn—s, Bn_s als einfache
Gebilde.

Beweis. Es sei
n
aSn_l IZ a;X; =0 (20)
i=0

eine den Voraussetzungen des Satzes geniigende Hyperebene. (Es ist offenbar,
daB keine Hyperebene die Varietit V,_p oder B3 enthalten kann.) Dafiir
ist es notwendig und ‘hinreichend, damit a; # 0 mindestens fiir eine ¢ aus
0, ..., r und mindestens fiir eine % aus r + 1, ..., n sei.

Durch die Transformation (11) entspricht es der Hyperebene (20) eine
Hyperfliche

s 3 i [G0F(1X) — FE)6-1)] + (21)

5 A 1acX«[G’(X)l" (X) — F(X)G(X)] = 0
i=r4
Die Behauptung iiber ‘die Ordnung der Hyperfliche F;%%! und iiber ihre
Inzidenz mit der Fundamentalvarietiit U,_; ist offenbar. Die Behauptung
iiber die Zweifachheit der Punkte aus den Unterrdumen Sry Spr-1 auf F;5-1
erhilt man, indem man die Werte der ersten partiellen Ableitunge n der
Form F;% in den Punkten der genannten Unterrdume berechnet.
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Beispiel. Eine den Unterraum S, enthaltende Hyperebene I ®Sp-1 ist
durch eine Gleichung

i bXi =0 (22)

fmmy41

bestimmt. Durch die Transformation (11) entspricht es ihr eine reduzible
Hyperfliche

Pt S B X[GX)FCX) — FX)GEX)] = o, (23)
i=r+1

die aus der Hyperebene °S,—; und der zum Fundamentalunterraum S, ge-
héorenden irreguliren Hyperfliche iP5, (die Gleichung (15)) besteht. Von
der zugehorigen irreguliren Varietdt abgesehen ist also die Hyperebene
®S,_1 in der Involution I invariant.

Analogisch gilt es auch iiber eine den Fundamentalunterraum S, _,—; ent-
haltende Hyperebene.
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Involdcia 5. stupnia
J. CIZMAR
Resumé

V préci sa skuma involtcia priestoru Sy, ktord na nadkvadrikédch zvézku vytinaja
prieéky disjunktnych podpriestorov Sy, Sn_r-1.
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NuBomonus 5. crenenu
. YNKMAP
PesioMme

B aroit paGore paccmorpena uHBOmOuUMA mpocrpaHcTBa Sp, KOTOPYI0 Ha KBaJApUKAX
nyuka o6pasylor NpsAMHe, NepeceKalollMe HeBaBUCHMBE NOXIPOCTPAHCTBA Sr, Sn_ra.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1868)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Uber einige Eigenschaften der Losungen
der quasilinearen Differentialgleichung 4. Ordnung

A. FILLOVA

Einleitung. Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt. Im ersten Teil werden
einige grundlegende Eigenschaften der Lésungen der Gleichungen

(a2) (ry") +qy =0
(b1) (r2')" +qz=0

untersucht, wobei iiber die Koeffizienten vorausgesetzt wird, dass r(z) > 0,
q(x) stetige Funktionen fiir € (— o0, c0) sind.

Im zweiten Teil sind hinreichende Bedingungen fiir die Koeffizienten der
Differentialgleichung (a1) bzw. (bi) angefiihrt, nach deren Losung y(z) bzw.
z(x) im Intervall (— oo, c0) keine Nullstellen oder héchstens nur eine Null-
stelle hat.

In der Arbeit wurden einige Ergebnisse, welche den Ergebnissen [1], [2],
[3] analogisch sind, formuliert.

I.

Die Differentialgleichung (a1) kann als Differentialsystem 1. Ordnung

Y =2
Yo =1ys
Yy = Ya
Yo=—amn

geschrleben werden, woraus folgt, dass zu den beliebigen fiinf Zahlen (4, o,
Yo» Yor Y,) gerade eine Losung y(z) der Differentialgleichung (al) im Intervall
(— oo, oo) existiert, welche die Bedmgung y(a) = Yo, y (a) oy yu, y” (a) e ,g
y"(a) = y, - erfiills. : j
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Die Losungen y1, y2, ys, ys der Differentialgleichung (a;) bilden ein Funda-
mentalsystem, wenn dessen Determinante (Wronskian)

Y1 Y2 Y3 Ya
Wyi, y2, y3, ya) = |91 Yo Ys Ya

Yy

Yo Ys Yy

" " "o m

Y

Y2 Y3 Ya

. wenigstens in einem Punkte des Intervalles (— oo, o) verschieden von Null
- ist. Der Wronskian des Fundamentalsystems der Losungen der Differential-

gleichung (a;) ist W = ——, wo keine Konstante ist.

r(x)

Es ist ersichtlich, dass wenn y1, y2, ys, ys4 ein Fundamentalsystem von
Losungen der Gleichung (a;) ist, dann 21, 23, 23, 24, WO

Y1 Y2 Ys |41 Y2 ya Y1 Y3 Ya |
B e | a8 Re ! i R LS
Y192 Y3 Y1 Y2 Ys Y1 Y3 Ys

ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung (b;) ist. Ahnlich steht
dem beliebigen Fundamentalsystem der Losungen 2, za, 23, 24 der Gleichung
(b1) ein entsprechendes Fundamentalsystem von Losungen y1, ys, Y3, Ya
der Gleichung (a;) zu, wo

ist.

n=r

Ys=r

21 22 23

’ ’ ’

2 ) 23
(rz;)’ (r2)’ (r2g)’

21 23 24

’ ’ ’

% 23 N
(r21)" (rz)” (r2y)’

Ye=1r

Ya=r

21 22 24

’ ’ ’

21 29 2y
(r21)" (rzy)” (ray)’

22 23 24
’ ’ 4
25 25 2

(rz;)’ (rz;)\' (rz;)'

Fir die Losungen der Gleichung (a;) gelten folgende Integralidentititen
L y"(ry") — [* [ry"* — qyy"]1 dt = Konst

II. ry™ + [* qydt = Konst
a

IIL. y'ry" — [* [y"ry” — qyy’] dt = Konst
a

Die Integralidentitdt I., bzw. III. erhielten wir durch Multiplizieren der
Differentialgleichung (a1) mit der Funktion y”, bzw. ' und durch Integration
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Glied um Glied von a bis z. Ahnlich erhalten wir durch Integration der Gleich-
ung (a1) Glied um Glied die Integralidentitdt IT.

Fiir die Losungen der Differentialgleichung (b)) gehen die Integralidenti-
titen I., I1., III. in die Form

IV. (r2') (r2')" — [* [(r2")"2 — (r2’)'qz] dt = Konst
V. (r2")" + [* gzdt = Konst

VL r2'(r2")" — [* [(r2')’ (r2')" — (r2’)qz] dt = Konst

a
iber.

Es sei y1, y2, y3, ya ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung (a1), welches im Punkte a e (— oo, o0) folgende Anfangsbedin-
gungen erfillt:

(1) wi(a) = y(a) = yi(a) = 0, y{(a) # 0; ys(a) = yia) = ?/Z'Ea) =0,
Ys(a) # 0; ys(a) = y3(a) = ys(a) = 0, ys(a) # 0; yy(a) = yila) =

= yy(a) = 0, ya(a) # 0.
Dann gilt:

a) Jede Losung y(x) der Differentialgleichung (a;) mit der Eigenschaft
y(a) = 0, bzw. y'(a) = 0, bzw. y"(a) = 0, bzw. y”"(a) = 0 kann in der Form
Y = a1 + coyz + csys, bzw. y = ciyn + caye + csya bzw. y = crys + coys +
+ csya bzw. y = c1y2 + coys + csya, Wo c1, c2, cs entsprechende Konstan-
ten sind, geschrieben werden.

b) Jede Losung y(z) der Differentialgleichung (a1) mit der Eigenschaft
y(@) = y'(a) = 0, bzw. y(a) = y"(a) = 0, bzw. y(a) = y"(a) = 0, bzw. y'(a) =
=y"(a) =0, bzw. y'(a) = y"(a) = 0, bzw. y"(a) = y"(a) = 0 kann in der
Form y = ciyr + cayz, bzw. y = ciy1 + cays, bzw. y = ciy2 + coys, bzw.
Yy =c1y1 + Coya bzw. y = c1yz + caya, bzw. y = c1ys + cays geschrieben
werden, wo c1, ¢z entsprechende Konstanten sind.

c) Alle Losungen y(x) der Differentialgleichung (a1) mit einer der Eigen-
schaften (1) sind linear abhingig.

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Lisung
y(x) der Differentialgleichung (a1) mit der Eigenschaft y(z1) = y'(x1) = y"(21) =
=0, y"(x1) 7= 0 im Punkie x2 #* x1 € (— 00, o©) eine Nullstelle habe ist, dass
x1 eine Nullstelle der Ldsung z(x) der Differentialgleichung (b1) mit der Etgen-
schaft z(xzs) = 2'(xa) = (r2')'(z2) = 0, (rz')"(22) # O sei.
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Beweis. Notwendige Bedingung. Es sei y(z) die Losung der Differential-
gleichung (a1) mit der Eigenschaft y(1) = y'(x1) = y"(@1) = 0, y"(21) # O,
y(@3) = 0, wo 21 # 23 € (— 0, o0) ist. Dann kénnen wir gemiss a) y(z) in
der Form y = c1y1 + c2y2 + cays schreiben, wobei Y1, Y2, ys im Punkte z»
die Eigenschaft (1) haben. Die Konstanten ¢;, ¢z, c¢s miissen das System

cayi(®r) + caya(x1) + cays(x1) = 0
1y (@1) + caya(@1) + cays(a1) = 0
11 (1) + cayg (1) + cayy(x1) = O

erfiillen, wobei c;, c2, c3 gleichzeitig nicht gleich Null sein diirfen. Dies ist
nur so moglich, wenn die Determinante A(z;) des Systems gleich Null ist.
2(xz) = A(z) ist jedoch die Losung der Differentialgleichung (b;) mit der
Eigenschaft z(xz) = 2'(23) = (r2')"(22) = 0, (rz')"(x2) 5~ 0.

Hinreichende Bedingung. Es sei z(x) die Losung der Differentialgleichung
(b1) mit der Eigenschaft z(x2) = 2'(22) = (r2’)'(x2) = 0, (r2')"(#2) # 0, 2(x1) = 0.
Es sei y(x) die Losung der Differentialgleichung (a:) mit der Eigenschaft
Y@1) = y'(z1) = y"(21) = 0, y”"(x1) # 0. Es ist notwendig zu zeigen, dass
y(x3) = 0.

Es sei y1, ¥2, ¥3, y2 ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung
(a1) mit der Eigenschaft (1) im Punkte ;. Dann kann man y(z) in der Form
y(x) = c1y1 + c2ys + csys+cays schreiben, wo c¢;, ca, cs, cq die Gleichungen

c1y(e1) + caya(@1) + cays(1) + caya(xr) = 0
01?/;(3{1) + caya(®1) + cayg(@1) + cayg(a) = 0
c1yy(@1) + cayy(21) + cayi(@r) + cayi(@) = 0
oy (#1) + cayy (1) + cayy (1) + cayy (@) =k # 0

erfiillen. Daraus erhalten wir fiir c4

k 2/} !/i’! yg
C4 = Y1Y2 Ys | (1) = z(z1) = 0,
Wiw)| g o ot W(z1)

wo k eine entsprechende Konstante ist. Dann ist y = ciy1 + cays + cays
und also y(z3) = 0.

Ahnlich wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 2. Die notwendige und hinreichende. Bedingung dazu, dass die Lésung
y(x) der Differentialgleichung (a1) mit der Eigenschaft y(z1) = y'(%1) = y"(x1) =
=0, y'(m1) # 0, bezw. y(21) = y" (1) = Y"(x1) = 0, y'(x1) 5 0, bezw. y' (1) =
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= y"(#1) = y"(¥1) = 0, y(x1) # O im Punkte xz # x1 € (— 0, ) eine Null-
stelle habe ist, dass x, die Nullstelle der Funktion 2'(z), baw. (rz)'(x), bzw. (rz’)"(x)
sei, wo z(x) die Losung der Qleichung (by) mit der Eigenschaft z(x3) = 2'(x2) =
= (r2')'(xe) = 0, (rz)"(w2) # 0.

Satz 3. Es sollen y1, y2, ys, ya ein Fundamentalsystem von Losungen der
Differentialgleichung (a1) mit der Eigenschaft (1) bilden. Dann entspricht die
Losung y = c1y1 + cayz + cays, baw. = ciyr + cays + csya, baw. y = cwy1 +
+ cays + caya, bzw. y = ciye + cays + csys der Differentialgleichung dritter
Ordnung:

2) wlry”) — ro'y" + (r')'y’ — (ro’)’y = 0

wo o = w(x) die Lésung der Differentialgleichung (b1) der Form

Y1 Y2 Y Yiya s
o= 4199 bw.o=|yY|

Y1 Yo Ys Y1 Y3 Ys

Y1Y3 Ya , Y2 Ys Ya

baw. o = |4y ys Ya |, baw. o = |Ys Y3 Ys

Yy Ys Vs Y2 Ys Ys

18t.

Beweis. Den Satz beweisen wir nur fiir die Losung der Form y = ¢,y +
+ cay2 + csys, fir die anderen Typen von Losungen ist der Beweis analo-
gisch.

Durch das Ausschliessen der Konstanten aus dem System
y = a1 + caye + C3ys |

y = oy + ooy} + cats

Yy = ey + cays + cal

y" = ayl + cays + csYs

erhalten wir die Gleichung

Y yg yg y} Yy yg y} yg y

Yy Y2 Ys Y1 y' Ys %1Ys y
w (Y YsYs| YY" Ys| Vi ¥:9 | .
y = o ¥ + @ yz + e Ys
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WO

Y1 Y2 Ys
Y1 Y5 s
Y1 Yo s |

o) —

ist.
Daraus erhalten wir nach Multiplizieren r(z) die Gleichung (2).

Satz 4. Es seien y1, ya, ys3 unabhingige Lésungen der Differentialgleichung
* (a1) mit der Eigenschaft

y}(x) yg(x) y9(x)
o(x) = | y,(x) yy(x) Y3(x)
| 41(2) ys(x) y3(=) |

Dann ist auch die Funktion

#0 firzel c (— o0, ).

N

Y1() ya(x) ys(x)

y1(t) ya(t) ys(t)
z | 91(8) yo(t) ya(t)

e = I e ’

eine Losung der Differentialgleichung (a1) und bildet zusammen mit Y1, Y2,

ys in I ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differentialgleichung (a;).

acl

Beweis. Die Menge der Losungen der Form Y = c1y1 + cay2 + cays ent-
spricht in 7 < (— o0, o0) der Differentialgleichung (2), wo o = 2z die Losung
der Differentialgleichung (b;) ist. Nach Differenzieren der Gleichung (2)
Glied nach Glied erhalten wir die Gleichung (a;). Wenn wir auf die rechte
Seite der Gleichung (2) eine Konstante, welche z. B. gleich eins ist, setzen,
erhalten wir die nichthomogene Differentialgleichung, deren partikuléire
Lésung wir mit ys bezeichnen. Die Koeffizienten c(x), 1 =1, 2, 3 der Lo-
sung ys = c1(x)yr + ca(x)y2 + cs(x)ys, welche wir mit der Variationsmethode
der Konstanten errechnen, haben die Form '

. y? y? (t) . y} ?/2'!» (t) i ?/} yg’ (t)
c,=j'—y2y3 ’2=—f Y1 Ys» ’3=f Y1 Y2
a r(t)w(t) a r(t)ow(t) a r(t)w(t)

wo a, z € I ist.

Nach dem Einsetzen in y, erhalten wir

1
m=qu+qmm+qmm=fi ne) e o) |

r(t)o(t) | ¥1(0) y2(t) ya(t)
° %) 92(6) ys(t)
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Es ist nicht notig zu beweisen, dass y1, yz, ¥s, y4 ein Fundamentalsystem
von Losungen bilden. Das kommt ersichtlich daher, dass ya(x) im Punkte
a eine.dreifache Nullstelle ys(a) = yy(a) = yj(a) = 0, y;(a) # O hat, wihrend
Y1, Y2, ys diese Eigenschaft entbehren.

I1I.

In diesem Abschnitt sind einige die nichtoscillatorischen Losungen der
Gleichung (ai) bzw. (b1) betreffende Ergebnisse angefiihrt.

Satz 5. Es seien r(x) > 0, q(z) < 0 far x € (— o0, 00) stetige Funktwnen,
wobei g(x) in beliebiger Umgebung U, des Punktes a nicht identisch gleich Null
ist. Dann hat die Lésung y(x) der Dzﬁerentmlglewhung (81), welche die Anfangsbe-
dingungen y(a) = y'(a) = y"(@) = 0, y"(a) # 0, baw. y(a) = y'(a) = y"(a) =
=0, y"(a) #0, bzw. y(a) =y"(a) =y"(a) =0, y'(a) # 0 erfullt, zusammen
mit y'(x), y'(x), y"(x) fir x # a keine Nullstellen.

Beweis. a) y(a)-—y(a)—y (@) =0, y"(a) # 0. Wenn y"(Zz) =0 z. B.
fir Z > a, dann ist sgn y(xr) = sgn y'(x) = sgn y "(z) (= sgn y"(x)) fir
z € (a, ). Aus der Integralidentitdt I.

[y (ry"E — J* [ry"* — qyy"l dz = 0

erhalten wir einen Widerspruch, da die linke Seite verschieden von Null ist.
Aus dem Satz itber monotone Funktionen folgt, dass auch y(z), y'(z), ¥"(»)
keine Nullstellen fiir z > a haben.

b) y(@) = ¥'(a) = y"(a) = 0, y"(a) # 0. Analoglsch wie in a) sehen wir,
dass der Satz fiir y”(x) gilt und daher ersichtlich auch fir y(z), y'(z) und
y" (). '

¢) y(a) = y"(a) = y"(@) = 0, y'(a) # 0. Es sei > a die erste Nullstelle
von y"(z), welche nach dem Punkte a folgt Dan.n ist sgn y'(z) = sgn y"(z)
fir z € (a, 7):

Es kénnen zwei Fille vorkommen.
1. y'(x) wechselt in (a, Z) das Zeichen nicht. Dann ist sgn y'(z) = sgn y(x)

fir z € (@, ). Aus der Integra.hdentltat I1I1. erhalten wir einen Wlderspruch
da

Yy — [Fly'ry” —qyy]dx—o

und der Ausdruck auf der linken Seite von Nu]l verschleden 1st

2. y'(x) wechselt in (@, %) das Zeichen. Dann enﬁtlert die erste Nullst.elle
#1 € (a, %) der Funktion y'(z) und fir z € {a, ‘=) ist -sgn y(x) = sgn ¥ ().
Aus der Integralidentitét IIT. durch Integration von'a bis z, erhalten wit
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wider einen Widerspruch. Damit ist bewiesen, dass y"(x) keine Nullstelle
fiir # > a hat. Es ist ersichtlich, dass auch y”(z) keine Nullstellen fiir z > a
hat. Es ist noch nétig eine dhnliche Behauptung iiber y'(x) zu beweisen.

Es sei Z > a die erste Nullstelle y'(xz). Dann ist sgn y(r) = sgn y'(x) fir
z€(a, Z) und nach dem Vorhergegangenem ist sgn y"(z) = sgn y"(x) fir
x € (a, Z). Analogisch, wie im vorhergegangenem Falle folgt aus der Integrali-
dentitéit III., dass y'(z) und also auch y(z) keine Nullstellen fiir z > @ haben.
) Ahnlich kann bewiesen werden, dass y, y’, y”, y” keine Nullstellen fiir

z < a haben.

Bemerkung 1. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5 erfiillt. Dann
hat die Losung z(z) der Differentialgleichung (b;), welche die Anfangsbedin-
gungen z(a) = 2'(a) = (r2’)'(@) = 0, (rz')"(a) # 0, bzw. z(a) = 2'(a) =
= (rz)"(a) = 0, (r2')'(a) # 0, bzw. z(a) = (12')'(a) = (rz')"(a@) = 0, 2'(a) # 0
erfilllt, zusammen mit den Funktionen 2'(x), (rz")'(x), (rz')"(x) fir = £ a
keine Nullstellen.

Satz. 6. Es sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung (a1) die Voraus-
setzungen des Satzes 5 erfilllen. Dann hat die Losung y(z) der Differentialgleichung
(1), welche die Anfangsbedingungen y(a) = y'(a) = 0, y'(a) > 0, y"(a) > 0,
bzw. y(a) =0, y'(a) >0, y"(a) > 0, y"(a) > 0, bzw. y(a) > 0, y'(a) > 0,
y'(@) > 0, y™(a) > 0, bzw. y(a) = y'(a) = 0, y"(a) < 0, y"(a) < 0, bzw. y(a) =
=0, ¥'(a) <0, y"(a) <0, y"(a) <0, bzw. y(a) <0, y'(a) <0, y’(a) < O,
¥"(a) < O erfallt, zusammen mit y'(z), y"(x), y"(x) fur x > a keine Nullstellen.

Beweis. Den Satz beweisen wir fiir die Lésung mit den ersten Anfangs-
bedingungen, fiir die weiteren wird die Behauptung analogisch bewiesen.
Z > a sei die Nullstelle der Losung y(x). Dann haben auch Y'(z) und y"(x)
im Intervall (a, Z) Nullstellen. Da y”(a) > 0, ist y"(x) in der Umgebung
rechts des Punktes a eine positive wachsende Funktion, aber nach Erreichen
des Maximum fillt diese zum Nullpunkt herab. Also hat auch y"(z) in (a, %)
eine Nullstelle, welche wir mit x; bezeichnen wollen. Dann erhalten wir aus
der Identitit I.

z
Wry" I — [ [ry™ — quy"jdx =0
a

einen Widerspruch, da beide Glieder auf der linken Seite negativ sind.

Der Beweis der iibrigen Behauptungen wird analogisch durchgefiihrt.
Bemerkung 2. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5 erfiillt. Dann
hat die die Anfangsbedingungen z(a) = 2'(a) = 0, (rz')'(a) > 0, (rz’)"(a) >
>0, bzw. z(a) = 0, 2'(a) > 0, (rz)'(a) > 0, (rz')"(@) > 0, bzw. z(a) > 0,
() > 0, (rz)'(a) >0, (r2')"(a) >0, baw. z(a) =2'(a) =0, (rz')(a) < O,
(rz')"(a) < 0, baw. z(a) =0, 2'(a) < 0, (rz')'(a) < 0, (rz')"(a) <0, bzw.
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z(a) < 0, z'(a) < 0, (rz')'(a) < 0, (rz')"(a) < O erfilllende Losung z(x) der
Differentialgleichung (b;) zusammen mit den Funktionen z'(z), (rz')'(x),
(rz')"(x) fiir « > a keine Nullstellen.

Bemerkung 3. Es kann leicht gezeigt werden, dass wenn die Lésung
y(x) der Differentialgleichung (a;) die Anfangsbedingungen y(a) = y'(a) =
=0, y”(a') > 0, yn(a‘) < 0, bzw. ?/(a') =0, y’(a‘) >0, y”(a) <0, .’/n(a) >0,
bzw. y(a) > 0, y'(a) < 0, y"(a) > 0, y"(a) < 0, bzw. y(a) = y'(a) = 0, y"(a) <
< 0, y"(a) > 0, bzw. y(a) = 0, y'(a) < 0, y"(a) > 0, y"(a) < 0, bzw. y(a) <
<0, y'(a) >0, y"(a) < 0, y"(a) > O erfillt, dann hat diese zusammen mit
y'(z), y"(x), y"(x) fir x < a keine Nullstellen.

Bemerkung. 4 Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5 erfiillt. Dann
hat die Losung z(x) der Differentialgleichung (b;) welche die Anfangsbedin-
gungen z(a) = z'(a) = 0, (rz')'(a) > 0, (r2')"(a) < 0, bzw. z(a) =0, 2'(a) >
>0, (r2')'(a) <0, (rz')"(a) >0, bzw. z(a) >0, 2'(a) <0, (rz')'(a)>0,
(rz')"(a) < 0, bzw. z(a) = 2'(a) = 0, (rz')'(a) < O, (rz’)"(a) > 0, bzw. 2(a) =
=0, 2'(a) < 0, (rz')'(a) > 0, (rz')"(a) < 0, bzw. 2(a) < 0, 2'(a) > 0, (rz')'(a) <
< 0, (rz')"(a) > 0 erfiillt, zusammen mit den Funktionen z'(z), (rz')'(z),
(r2')"(x) keine Nullstellen fiir z < a. '

Satz. 7. Es seien r(x) > 0, q(x) < 0 fir x € (— o0, o) stetige Funktionen,
wobei q(x) in beliebiger Umgebung U, des Punktes a micht identisch gleich
Null ist. Dann hat die Lésung y(x) der Differentialgleichung (a1), welche
die Anfangsbedingungen y'(a) = y"(a) = y"(a) = 0, y(a) # O erfallt, zusammen
mit y'(x), y"(x), y"(x) keine Nullstellen far x +~ a.

Beweis. Es sei z. B. y(a) > 0. Zeigen wir, dass z. B. fiir z > a y(z) > 0,
Y'(z) > 0, y"(z) > 0, y"(x) > 0 ist.

Setzen wir voraus, dass y(z) rechts von a die Nullstelle ; hat. Im Intervall
(@1, 21) ist (ry™)'(xz) > O und daher ist auch y"(z) > 0, y"(z) > 0, y'(z) > 0,
y(z) > 0, wo die Gleichheit in keinem Intervall (a, b) gilt.

Aus der Integralidentitit II. erhalten wir nach Integration von a bis x

x ¢

1
"— — | |—| qy ds | dt.
(h) Yy Hr(t)qu 8] ¢

Fiir die Losung y(x) gilt
(k) ') =wy" +y*
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Nach Einsetzen von (h) in (k) und nach Integration von a.bis x; erhalten
wir einen Widerspruch, da in der Gleichheit

[yy'le = — ”y I( (lt)J’ yds)dt]dx + Jy'adx

der Ausdruck auf der linken Seite gleich Null und auf der rechten positiv ist.
Ahnlich sehen wir, dass auch y'(x) > 0 fir x > a ist, und aus den Identi-
titen (h) und II. ist ersichtlich, dass y"(x) > 0, y"(x) > 0 ist.
Analogisch wird die Behauptung fiir z < a bewiesen.

Folgerung 1. Es seien 0 < r(x) < M, g(x) < O stetige Funktionen far z e
€ (— o, ). Hs sei y1(x) die die Anfangsbedingungen yi(a) = y;(a) = yi(a) =
=0, yy(a) > 0 erfullende Losung der Dzﬁerentmlglewhung (a1). Damn gilt

lim yi(2) = lim y;(z) = lim y}(2) = + oo.

z—>® z—>® T->®
Es existiert auch lim ry] (x), der endlich, oder + oo ist.

Beweis. Wir haben fiir die Losung y:(x) bewiesen, dass diese zusammen
mit y;(x), ¥(z), y1 '(x) fiir z > a keine Nullstellen hat; es ist also ersichtlich,
dass y1(z) > 0, y;(2) > 0, ¥}(y) > 0 ist, und aus der Integralidentitat I1. folgt
firz > a

1)) Yy () >

"

(ryy)(a)
M

Nach Integration (1) von a bis z erhalten wir

y (ryy ) , (ry})(a 7)a)
¥i(@) > —’y—jl-—“l(w —a), yilx) > Z;’I %) e o) > %}(z — ap

Aus den letzten Ungleichungen ist ersichtlich, dass 4:(z) > oo, ¥1(x) > oo,
y1(x) > oo fir > oo ist. Aus der leferentmlglelchung (a1) folgt (ryy) (x) >
> 0 fiir # > a. Es ist also (ry})(x) eine nichtfallende Funktion und es existiert
lim (ryy)(=).

Bemerkung 5. Ahnliche Eigenschaften wie y;(xz) haben auch die Losungen
ya(z) und ys(x) der leferentlalglelchung (a1), welche die Anfangsbedmgungen

ya(a) = ys(a) = g3 (@) = 0, ys(a) > 0; ya(a) = yi(a) = Ys(@) =0, ys(a) >0
erfiillen.

Folgerung 2. Es seien 0 < r(x) < M, q(x) < 0 atetzge Funktionen fir x €
€ (— oo, ), wobei g(x) in beliebiger Umgebung U; rechts vom Punkt a nicht
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identisch gleich Null ist. Es sei ya(x) eine Losung der Differentialgleichung (a1)
mit den Anfangsbedingungen yi(a) = yi(a) = y;(a) = 0, ya(a) > 0. Dann ist
lim ys(x) = lim yy(x) = lim y3(x) = + oo.

x—>w® x> r—>®

Es existiert auch lim (ryy)(x), der endlich, oder + oo ist.

Beweis. Aus dem Satz 7 folgt, dass ya(x), ¥4(%), ¥5(®), ys (%) keine Null-
stellen rechts von Punkt a haben und es gilt ya(x) > 0 yi(x) > 0, yz(x) > 0,

9y, (x) > 0 fiir # > a. Dann zeigen wir dhnlich wie in der Folgerung 1, dass

ya(x) > ©, yi(®)—> + ©, yi(@)—> + oo fir x> + oo und lim (ryy)(z) ist
endlich, oder -+ co.
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O niektorych vlastnostiach rieSeni kvazilinedrnej diferencidlnej
rovnice 4. radu

A.FILLOVA
Resumé
V préci sa vySetruji niektoré zékladné vlastnosti rieSeni kvazilinedrnej diferencidlnej

rovnice (a1) resp. (b:). Dalej sa uvédzajt postadujice podmienky pre koeficienty rov-
nice (a1) resp. (bi), za ktorych riefenie nemé nulové body, nanajvys jeden.
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O neroroprix cBoficTBax pemenmi KBasWIMHeRHOTro
AuddepeHuaIBLHOr0 ypaBHeHUA 4 TOpPAAKA

A. PNJIJOBA
BuBoau
B oaroit paGore paccMaTpMBAIOTCA HEKOTODHe OCHOBHHE CBOHCTBA KBAaSHIMHEHHOro
nudpepeRnnanLEOr0 ypaBHeHHA a1) COOTB. 61). amee TPHBEJeHH JOCTATOYHHE YCIOBHA,

HAKIAJHBAONINECA HA KODPPULMEHTH yPaBHEHHA a;) coors. G6y), mpm KOTOPHX pelleHue
He o6pamaercs B HyJb KpOMe ORHOM TOYKH.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XX, 1968)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XX — 1969

Remarks on fwo results in the elementary theory of numbers

H. HATALOVA and T. SALAT,

Bratislava

1

In the paper [1]is given for the Euler‘s function the following estimation:
1 log n
=0 = ; \
p(n) n
From this follows

Theorem 1. There exists such a ¢y > O that for every n > 1 we have

n
log n

p(n) > &1 (1)

The proof is based on the theorem 329 of the monograph [2] (see [2], p. 267)
by which there exists such A > 0, that for every »

A< a(n)p(n) <}

n2
We shall give two another proofs of the theorem 1.

In the first place we shall show that the theorem 1 follows easily also from.
the prime number theorem.

“ n '
Let be » = 3. Then every prime number p with P < p < nisobviously

y v
prime to n. Hence we have g(n) = n(n) — = ([—2—]) — 1. On account of the
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1
prime number theorem for each ¢, 0 < ¢ < —3—, there exists ng such that for

n > ng

n 2
p(n) > (1 — &) - —(l4e—r—1 (2)
: log n o n] i
From (2) we get |

| [ﬁ] SO —

@(n) log n 2] logn
T > (= —(L+e) e I n (3)
log | — ’

(logn ) [2]

For n— oo the limit of the second term of the sum on the right side is eqiual

1 log n
to — 5 (1 + &), further lim = 0. The limit of the right side is there-

n—>0 n

1 1 3
fore (l—e)—;(l+e)=;—;e>0. So we get from (3)

n
lim inf lp; ) > 0. From this (1) follows immediately.

n—>o0
logn

It is possible to prove the foregoing theorem also in a more elementar y
way as follows:

log 2
@(n) o 208 -

()

log n

Proof. Let be n > 1, n = p{ ... p?* (the standard form of the number n).
‘Then ‘ '

Theorem 2. For every m > 1 we have

<p(n)=n(1——l—)...(l-——l—). (4)
P Px

Obviously we have p; = 4 + 1 (¢=1,2,..., k) and so we obtain from (4)

>nf1 -2 1 ! LT 5
q’(n)*n(_2)"'('—k+1)—k+1—2k (%)
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It is plain that n = 2%, and from this we get

1
ks s
log 2

(6)

From (5) and (6) it follows

) = [~ log 2 |—
=|—lo —,
PR = 2 . log n

Note. The monograph [2] (p. 267) gives the result (theorem 328) by which

log log n
lim inf ¢(n) o L e’ >0,
n—>w n

where y is the Euler‘s constant.
It follows from this result directly

. gn)
= ™
log »

(7) follows also from the followihg a little weaker theorem than is the quoted
theorem 328 of [2].

Theorem 3. Let ¢ denote the Euler‘s function. Then

lim inf _ ?")

n—>0 n
log log n

Proof. We have forn > 1

> 0.

p(n) =n]] —

PIn

1 nlz;!»(l_;).
=2

Following (2) we have

1 1 1 ‘ g
1——| =TIl —=]=—7=0>0, (8)
L-»I( p“) U ( pz) (2)
¢ being the Riemann‘s function.
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It is easy to prove that

] .
I/] (1 e ;) = 0 (log log n) (see [3]). (9)

n
Then from (8) and (9) we obtain ¢(n) > L
c1log logn
From this the assertion of the theorem follows already immediately.

In the monograph [4] (p. 326—327) is given the following result: Let p; <
‘<pP2<...<pr<...be the increasing sequence of all the prime numbers.
Let us put for n > 1 Py = p1.p2... pamy. Then P, > n for n> 2

The proof is based on the inequality pamy+1 < p1.p2... Pamy — 1. We
shall show now that the assertion of the foregoing theorem can be proved
eagily also with the help of the Bertrand‘s postulate.

Since Ps = 6 > 3, we can assume that n = 4.
n n
We put k = [—2—] = 2, then 2k < 2 [;] < n.

From the Bertrand‘s postulate it follows that there exists a prime number p
such that

2§[%]<p<n. (10)
It is plain that p is an odd prime number and
Py = 2p. ' (11)
But from (10) it follows that .
n n n
p;[;]+l>;—l+l=; (12)

and so we have from (11) and (12)
Pun=2p > n. (13)

Note. The estimation of (13) for P, is very rough. From the well-known
properties of the function & (n) = 2 log p =log Py (n > 1), (see [2] p. 345)
PSn
it follows that
. log P,
lim -
n->o n

= 1.
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Poznamky k dvom vysledkom v elementérnej teérii Gisel
H. HATALOVA a T. SALAT
Zhrnutie
Prvé dast préce obsahuje dva nové dokazy zndmej vety o Eulerovej funkcii a dalsie
prispevky k odhadu tejto funkcie.

V druhej &asti préce je uvedeny novy dékaz vysledku o dolnom odhade siéinu vSet-
kych prvoéisel mensich ako n.

3aMeTKH K ABYM pe3yJabTaTaM a.nemen'rapnoﬁ VTGOPHH qyuceJl
X. XATAJIOBA u T. IIAJIAT
Peawome
IlepBas yacTb paGoTH COMEPKHT XBA HOBHIX AOKA3aTENbCTBA MBBECTHOM TeopeMu o PyH-
KM Ditilepa M HEKOTOPHE Apyrue NONOJHEHHA K ONEHKe aToM QyHKIuUM.

Bo BTOpOﬂ YacTH pRGOTH NpuBeeHO HOBOE AOKA33ATEJbCTBO Pe3ybTaTa O HUKHEH Ol[eHKe
NPON3BEeAeHNA BCEX MPOCTHX YHCEJI MEHBIINX 7 .
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