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On the resonance case in ordinary linear differential equatxon
of n* order, particularly with constant coefficients -

RAHMI IBRAHIM IBRAHIM ABDEL KARIM

Cairo, University, Faculty of Science, Mathematical Dep.

§ 1. Main results
In the differential equation
(1) L[z] = 2™ + ax(t) 25D + aa(t) 20D + ... + au(t) z = f(t)

all the coefficients and the function f(t) are assumed to be continious penodic
funetions of the same period P (not necessary the smallest one)

(2) &it+P)=ayt) =1,2, ..., n), f(t + P) = f(t).
By putting

=2z, 23 =2, viey Xy = aﬁ(’"”
the D.E.1 takes the veotor form

(3) X =A@®x+f0) .
with _ . _ 3
z 0 } o
: x' ) . -
(4) x= , A(t) = ,f(g):,,\.
b [, —anal) ..., —ant), —at]

3 Abbreviation of ,diffsrential- aqustion*”, -




The corresponding homogenoeus D.E. is
(5) Lyl = y™ + a1(t) y»=D + as(t) y®»—2 4 ... 4 any = 0.

Assuming that the first (» — ») derivatives of the functions a,(f) (v =1,
2, ..., n) exist, then the adjoint equation to (5)

(6)  Lizl = (—1)mm + (—1-Y @@ oD + (—1)-2as(t)e) o2 +
+ oo Fag(t)e =0

takes by using the system of equations

1 Zn =2
Zn-1 == ~2p + 2n = @12 — 2’
Zn-2 = —2p-1 + G22n = oz — (a12)’ + 2"
(9)
1 = —2 + Gn12n = @n12 — (@n—22)" + (@ng2)” — ... + (—1)n2-D
’
0 = —2z + anzy = L [2]

the vector form

(8) z' = —AT(t)z,
where AT denotes the transposed matrix of A
and
.
22
() z=1. |-
. z”

Now if z(t) is a periodic solution with period P of the adjoint D.E. (6), then
one obtains by virtue of (7) a corresponding solution with period P of (8).
Thus there is a unique correspondence between the periodic solutions z(t)
with period P of (8) and the periodic solutions with period P of (6). Let now
z(t) be a periodic vectorial solution of (8), then from (9) and (4) we get

P P

(10) [ of@a = [ =0 foa.
0 0



From this preparatory introduction and referring to [1], § 1 we have the
following:

Definitions: 7T'he inhomogeneous D.E. (1) is in the resonance case, if there 18
a periodic solution z(t) of period P of the adjoint equation (6 ), such that

P

(11) f 2(6) f(t)dt = C #0.

0

Equation (1) is in the principal case, if there are no periodic solutions of (6)
of period P; and in the exceptional case if there are no periodic solutions of (6)
of period P satisfying (11).

Referring to the results in [1] theorems 1, 2, 3 and the previous definitions,
we obtain immediately the following:

Theorem 1: The inhomogenous equation (1) has bounded with P periodic
solutions, if the adjoint equation (6) has either periodic solutions z with period

P

P for which f z(t) f(t)dt = 0 (exceptional case), or no periodic solutions with
0

period P at all (principal case). Otherwise (in the resonance case) every solution
x(t) — independent of the initial values — takes on arbztmmly large absolute
values for t large enough.

In this paper will be studied the power order of the solutions of (1) and its
¢ — 1 derivatives in the resonance case; particularly for D.E. with constant.
oefficients; and furthermore by using elementary methods.

In § § 2, 3, 4. it will be shown

Theorem 2: In the study of the resonance case by a linear differential equations
of n-th order with constant coefficients, there is a basic difference between the
ordinary case an 7 0 and the special case:

Op =0p1= ... =0ug41 =0, any#0 (j=1).

While namely in the ordinary case all the derivatives a®(t) (k= O,
1, ..., n — 1) of the solutions z(t) of (1) — independent of the initial values —
takes on the same power order as z(t) itself, i. e. equals at least a certain power
tm with m from (50); we find that in the preceding mentioned special case,
under the assumption that f(t) is of mean value different from zero or m < j,
the power orders of the derivatives z®*)(t) decrease monotonically by 1, starting
from 2(t) with power order #/, till zU-m, and remain from this value constant -

and equal to ¢». But if f(t) is of mean value zero, or m > j, then the first,
statement holds.



§ 2. On the power order of the solutions
of the inhomogenous differential
equations (1) in the resonance case.

In this paragraph and the next ones, the coefficients a, (v =1, 2, ..., n)
“of (1) will be assumed to be constant.
- We solve the homogeneous D.E. (5) by using the trial solution y = eat.
- This leads to the characteristic equation

(12) C (e — )™ (o — a2)™ ..., (@ — o)™ =0

with mutually different values o, a2, ..., ®s; where with a complex o, appears
also a complex root &,. Then the general solution of (5) is

(13) yt) =3 e p, ),

=1

where p,(t) is an arbitrary polynom of grade m, — 1:

14 ¢ ¢ s e
( ) _’pr()—crl'l'cﬁ +c,,2—!+ ---+chm,-(mf

The.homogeneous D.E. (5) possesses then exactly solutions with period p,
2y .

if there exists integral multiple of — between the solutions ay, ..., a
P

of the characteristic equation (12). We shall assume that the values o, a3, ...,

2mi
% are integral multiple of —, while the rest of the «, are not integral
. 2
multiple of —. Writing in general
: P

(1) , ay = By + iy,

then the values «, (for v =1, ..., g) form a sequence of mutually dlﬂ'erent

values i p1, ..., y,; where y, (v =1, 2, ..., g) are integral multiple of —_

P
For the eigenvalues ay(» =1,...,0, ...,8) one can make the limitation
(16 T < I(w) <z —
) ) P xXy) = 71 = P U

Similarly using for the adjoint equation (8) the trial solution z = e~*¢, one
- obtains the charachteristic equation

4



(17) (¢ + o)™ . (a + c2)™s ... (x + )™ = O,
which leads to the general solution of (6):

8 . » » tz * tm'—l_._
(18) z(t) ='§le—"rt(c,‘ + et + ¢, "2_‘ + ...+ c',m.(m'._l)!) .

Thus the resonance and exceptional conditions (see the preceding definitions
and (11)) take the form:

P

% 0 resonance case
—tyyt —
(19) 6[ o \fydi=¢ {;é 0 exceptional case.
Now let for the indices » = 1, ..., o(0c £ p) the relation
P
(20) J. et f(¢) d¢ 5= O (partial resonance case)

0

holds, while for the indices » = ¢ + 1, ..., o holds the relation
P
(21) ' fe‘“’ﬂ f(t) = 0 (partial exceptional case).
0
We shall denote every index » as ,,resonance index‘ or ,,exceptional index‘,

if for this index holds the partial-resonance case or partial — exceptional
case.

The general solutibn of (1) will be
(22) x(t) = x*(t) + y(t),

where 2*(t) is a particular solution of (1), and

Q 8
(23) y(t) = 2emtp, (t) + 2™ p, (1),
. y=1 y=0+1
with p,(t) from (14). The 1%t term (for » = 1,..., o) is of degreé
(24) m = max (my — 1), s
(r=1,...0)

while the 2nd part (for » = 1,..., 8) is of exponential order.

We want in future to consider qnly those solutions z(¢) of (1), which do not
include summations of exponential order ,,i. e. of order ex with R(a) # 0. .
Such solutions will be called ,,normal solutions‘. :

We subdivide the function f(t) in the form

(265) f) = () + felt),



where

{26) Sit) = ib,. etvet,

y=1

with the Fourier coefficients b,(t), and fa(f) is such that

-

P
(27) f folt)e—ryt dt = 0;
0
Here follows immediately
{(28) by=0forv=0+1,...,p,

while for v = 1,..., 0 they are different from zero. The particular solution
x*(t) of (1) is subdivided now into two parts

(29) a*(t) = @}(t) + 3(0)

corresponding to the two parts fi(t) and fa(f). For z;(f) we make the substi-
tution

(30) #(t) = SA@) e,

y=1

where the functions A,(t) can be determined as polynomials of degree m,
as follows:

- Writing (1) by using (12) in the form

(31) (D — a1ym (D — ag)™s... (D — a5)msy(t) = fu(t),

we obtain by using (26) and (30) the D. E.

32) (D — o)™ (D — ag)ms... (D — a,)m,'(z by(t) et ) =3 b, e,
y=1 v=

1

It follows for » = 1,..., o the equations

(33) e?y(D — (a1 — iyy))™ . (D — (g — iy,))™s... Dmy...,
' (D — (s — Gys)medy(t) = ettt . by.
Making for A4,(t) the substitution |

tmy
(34) ; _ Ay(t) = ¢ )
v my!
- this gives Vfor A,(t) the equation
' s
(35) Cy = b,/n (iy' G ““)ml‘
Gz



and we obtain for z] (t)

tmy

etvvt,

(36) 2(t) = éjlc,

By using Green’s Function

> St
(37) Gt —r1) = —_———— em(t-T),
(u —

which as functions of ¢ satisfies the homogeneous D. E. (5), we obtain the
solution of (1) for zy(t) in the form

my:

¢
(38) z3(t) = f G(t — fulx) dr + 4300,

The constants bm are to be determined, such that G(t) satisfies the condi-
tion

0(fork=0,1,...,n—2)

(39) Gh(0) = {1 (fork =n—1),

where y;(t) is a solution of the homogeneous D. E. (5), which can be deter-
mined, such that z;(t) has the period P. Equation (37) is satisfied, as it can
be shown easily, when the constants A,, satisfy the equations :

3

va1=0

y=1
Z byr1oty + b2 = 0
y=1 ‘
8
(40) > bye? + 214y + Ay = 0
v=1

> bt + e e Aol = 1.

| v=1

Since the determinant of the coefficients, conSIdered as the ,,Wronskl de-
terminant® of this fundamental system (see (13), (14)) is at the point t=0
different from zero, thus the constants in the equations (40) can be uniquely -
determined. That xy(f) satisfies the D. E. (1) can be shown as follows: By -
differentiating (38), we obtain successively



¢

¢
#5(0) = [6(t — DA dr + 430
0
i
(0 = GO0 + [¢¢ — fle) dr + 45’0
) . 0

¢ <
Z(0) = F(Ofa(0) + [6°¢ — Mfle) de + 43°()
0

(41)
() = GE-DO)f() + (G- — Dfa(x) dr + y30-2(0)
0
t
2™ (8) = G-1(0)f(t) + fG‘”’(t — 7)fa(z) dv + Y™ (t).
L ' 0
Thus it follows
2™ 4 a1z, - agxy =D + ... + anty
t
= f(t) + f (G(m(t — 1) + ;GO — 1) + aGn-D(t — 1)
(42) ;

+ooe 0,6 — 7)) o(e) dv + O + aieOE)
+ aag D) + ... + agalt) = fal0).

We have now to determine the constant ¢y, in the expansion

(43) iy;(t) =z zcm eyt o ;
: (u— 1)l

v=1 pu=1

80 that z; has the period P. With the notations

t

- (44) 2ut) = b J
- J

L7 gen Ja(z) dz + cpp et i f°1'dv = 1,1---, 8
(w — 1) b (@ —1andp=1L..,m,

\’bhe pe’ribdicity of z3(t) foilows, if each z,,(t) satisfies the condition

- 2p(P) = @(0) ((forw=1,...,s) )
\ (and p = 1,..., m,).




8 my
Then it follows also that the sum @3(f) = > > ayu(t)
N y=1p=1

(46) 23(p) = 23(0) "

as solution of the D. E. (1), having with P periodic function fz, is from itself
periodic with period P. The equations (41) lead to the condition for the con-
stants ¢y, (forv = 1,...,sand g = 1,..., m,) to be periodic with the period P.

P
0 = () — 29u(0) = by FLE’I—!I- e ®-  fur) dr +
(47) g w1
oot
Pu—1lea,P
(,u—l)!( #=%e | &u)
with
_f1foru=1
(48) “x _{0 forpu #1" .

For v = g + 1,..., s the factors of ¢,, are always different from zero, so that

¢yu i8 uniquely determined. For » =1, ...,p and u 7 1 the factors of ¢y,

are also different from zero, so that here also the constants c,, are uniquely

determined. Only for » = 1,..., ¢ but 4 = 1, the factors of c,, vanish. But
P

since the integrals f e~%fy(t) dz for(y = 1,..., ), because of the conditions (27),

0
vanish also at the same time, then these equations are varified from itself
for arbitrary c,:.
Thus we can from this deduce that the solution z(f) has the period P.
Referring to (29) and (36), it follows immediately that a particular solution
a*(t) takes on values of the power order ¢™ with

(49) m = max (my, ..., Mg).

Thus we have (see also the first section of page 5)
Theorem 3: If the partial resonance case holds for v =1, ..., ¢ > 0, then the
power order of a normal solution x(t) of (1) is equal '

(50) m = Max (my)
»=1,...,0)
(v Resonance)

§ 3. The Case ay 0
We note that in case ;



(1) an # 0

in equation (1), the homogeneous D. E. (5) cannot have constant solutions.i.e.

{see (13), (14), (15))

(52) yEO0( =12 ...,0).

If on the other hand y(t) = const. is a solution of (5), then all the terms with

¥',y", ..., y® in the D. E. will vanish, and we obtain from the equation
Y. an = const. a, = 0,

which leads to a contradiction.

It follows directly (see (36), (46), (14))

Theorem 4: Under the condition (51) all the derivatives x®(t) (k = 0,1, .
n — 1) of a normal solution of (1) always takes on the same power order.

ey

§ 4. The reduced differential equation

Since the case (51) in the preceding § is already treated, we shall assume
now that

(53) Op =0p1= ... =0 j1 =20, a3 #0 (1 £ j = n—1)3)
‘Writing

(54)l 2(t) = x0(t), y) =y9()

the equations (1) & (5) are reduced to

{65) L [£] = &0 + argn—I-1 +’. oo+ ans = f(t)
(56) L] = §®9 + ag®=i-0 & ... + an_sj = 0.

“The corresponding adjoint homogeneous D. E. is
(57) L[] = (—1)nI20-D 4 (—1)n=1-1g30~-D + ... + @u_sz = 0.

‘Each solution of (57) is at the same time solution of (6).

One can easily show that all the periodic solutions of the reduced homo-
geneous D. E. (56) are functions of mean value zero. If one namely substitute
- in (56) a periodic function y(t), then all the terms, which are multiplied v,

2 The trivial case j = n leads to the D. E. «™ (¢) = f(f) with the reduced equation

(see (54), (85)), & = ™ = f(¢).- Clearly the resonance case or exceptional case occurs
2 . P

- if the mean value of f(£) : 1/p f f(t) d¢ equals zero or differs from zero.
) 0

10



y", ...,y® N, have the mean value zero. Thus also the last terms: ()
must have the mean value zero. One can also see this primary remark directly -
by considering (13), (14), (15) and (52). The same preceding statement holds
also for the adjoint D. E. (57). On the solutions of the homogeneous D. E. (5),
we have the following:

Theorem 5. Let the reduced D. E. (56) has o independent with P periodic
Solutions §¢u), Y@ » ---» Yo » and since for all these solutions ym(t) v =1, ..., @)
(see the preceding part) ‘ -

P
(58) [rmwae=o,
0

then (5) possesses exactly o + 1 independent with P periodic solutions.
For proof, one needs the following simple lemma:
Lemma 1: Let g(t) be a periodic function with period P, for which

P
(59) ‘ g(t) At = o.
| J

Then there is exactly a leriodic function h(t) = [ g(t) dt with period P, for which
at the same time

P
(60) f h(t) dt = 0.
0 5
Proof: With each constant 2(0) we have
t
h(t) = [g(x) dr + h(0)
0

with P periodic. Equation (60) holds then alse, with a uniquely determined
constant A(0).
The application of this lemma for the proof of theorem 5 proceeds as follows:
We integrate j times the functions yw(f) (» =1, ..., 0), where each time
the constant of integration is to be determined as stated in"the lemma. Simi-
larly we gain, starting from the trivial solution y,(f) = 0, the function y,(f) =
= constant # 0 as a further periodic solution of (5) with period P. That
this solution is independent from the already determined solutions y)(t)(v =
=1, 2,..., o) follows from the fact, that all these y)(t) have the mean value
zero, while y,(¢) has a mean value different from zero. That moreover y({)
"(»=1, ..., ) are mutually linear independent, follows after differentiation j :
times, from the linear independence of the functions yg)(t).

11



Cor: Theorem 5 is also applicable for the reduced adjoint homogeneous
D. E. (57) and the adjoint D. E. n-th order (6).
- Thus if the fundamental system of solutions of (56) is

(1) y= (5,(1>, 'g(z), ey Y9)
with ‘
" t2 ty — 1
(62) y» = evt(l,t,—, ..., ———ebtforv=1,...,3,
21 (my—1)!

then a fundamental solution of (5) takes the form
(63) Yy = (yO, yO, y@, . y®),

" where through suitable combinations of the elements of y®"(» = 1,2, ... ,s)
one can obtain

y» = :1}(*) »=12...,8)
2 -1
(64) {y(o) = (1, t,_t__, ,_tj____~
2! (j — 1)
with
(65) {m,=$n, v=12..,8
my = j.

Now we return to the study of the resonance case in the D. E. (1). If the
reduced D. E. (55) is in the resonance case, then in general for small values
of j, the partial resonance case for the index » = 0 will not yet be of a useful
meaning. But if j is great enough, then m, weights more than all the other
orders my, ..., m,; and it is necessary to know, whether m, is a resonance-
index or not. Thus, we need to know the periodic solution z,(t) of period P
of the adjoint D. E. (6). First, it will be shown that z,(f) must be a constant.
For this purpose, one starts from (1) with a function f(f) of mean value zero. -
By integrating j-times one can, by using lemma 1, obtain an equation

- (66) L[] = 2® + aiz®-D + ... + ay_a® = F(t), .

with a function F(t) of mean value zero. Since £(t) prossesses the power order m
(see (50), (64)), then the same power order holds also for z(t). Since m, = j
.(see (65)), then for j > m, » = 0 must be an exceptional index, then it must be

P
®7n _ f 2(OF (£) dt = 0.
0
. Thus the hypothesis
(88) . 2o(t) = ¢ + %(t),

12



where %,(t) is of mean value zero and ¢ in a constants, will lead to a contra-
diction with (67), if one chooses

F(t) = z,(¢).
Thus we must have in (68):

(69) Zo(t) = 0 and zy(t) = ¢ # 0.

The fact that zy(f) is a constant coincides with the cor. of theorem 5 and the
similar expressions to (64) and (22) for the adjoint D. E. (6) (see also (18)
and (15)). Referring to (11) it follows:

Theorem 6: For the D. E. (1) the index v = 0 is a resonance indezx, if f(t)
has a mean value different from zero, and an exceptional index, if the mean value
of f(t) in zero (see also F. N. 2)).

Fourthermore it will be proved

Theorem 7: The mean value of the periodic function £2*(t) (see (46)) equals
he mean value of f(t) divided by an_s; i. e.

P P
1
(70) fﬁz(t)dt=-an—_4‘j f(t) de.
0 0
Proof: Since fi(t) is of mean value zero (see (25), (26) (52)), then
P P

iy [roat = [se) ae

0 0
Now let fa(t) be subdivided into
(72) falt) =k + Fa(0),
such that’

P
k ! ds
=7 |70

(73) p O

f Fat) dt = 0.
0

Similarly let Z;(¢) be subdivided into
(74) _ H(t) = 3°(0) + 22(0)
corresponding to the two parts k and fa(t). Evidently

13



- k
(75) a0(t) = ——
a'n_j

satisfies the D. E.
2U-D 4y #0010 L+ a,_E = E.

Moreover the periodic function £5(f) must be of mean value zero, i. e.
P
(76) _ [ a=o,
0
~ otherwise all the terms in the D. E.

Fo= L g £0=i-1 4+ ... + ap_;& =fz(t)

will be of mean value zero, except the term including #. Referring to (74),
(75), (76), the 18t equation (73), and (71) we obtain
P P
. k 1
ja’o‘z(t) dt = p= Jf(t) ds.

Ap—p an—p
0 0

Thus the theorem is proved.
Consider now the case, where v = 0 is a resonance index. From the theorems
6.and 7 it follows

P
(77) f () dt 0
and thus ° '
% P
(78) f £5(t) dt =~ 0.
- Let ’
(79) £(t) = £1(t) + ?E(t) + y(t)

; be a solution of (55). Integrating (79) j times under consideration of (36),
(46), (23), (52), (78) and lemma 1, it can be easily shown that a normal solu-
tion z(t) of (1) takes on values of order {» with

(80) o = Max (j, m),

~ which coincides with the statement of theorem 3.

By differentiating z(t), the order of the derivatives 2®(t) (¢ =0, 1, 2,...,
.j — m) decreases monotonically by one, till the derivative (=™ (case j > m),
. ~which will be of order ¢, and whose coefficient is not identically zero, since



it is the sum of two linearly independent terms: The first is a constant # O
which originates from the mean value of £(t), and the second is a periodic
function of mean value zero (see (52)), which comes from £;(f). The remaining
derivatives 2®(t) (k =j — m + 1,...,» — 1) have the same power order ™.

Thus we have

Theorem 6: In both cases, if f(t) is of mean value zero, or of mean value diffe-
rent from zero but j < m with m from (50), then all derivatives of a normal solu-
‘tion x(t) of (1) take on the same power order as x(t) itself. In the case that f(t)
is of mean value different from zero and at the same time j > m, the power order
of the derivatives x®(t) (k= 0, 1, 2,..., j — m) decreases beginning from t/
monotonically by one, till xU—™ and remain from this value constant and equal
to t™.
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Pripad rezonancie v obyd¢ajnych linedrnych diferencidlnych
rovniciach n-tého rddu, $pecidlne s konstantnymi koeficientami.

RAHMI IBRAHIM IBRAHIM ABDEL KARIM,
Kahira -

Resumé

V préci sa vysetruje diferencidlna rovnica (1), ktorej koeficienty ai(f) a pravé strana
f(®) spliiuji podmienku (2). Rezonancia nehomogénnej rovnice nastane, ak jestvuje
periodické riefenie z(f) periody P adjungovanej rovnice (6), ktoré spliiuje vztah (11).
V pripade rezonancie je kazdé riefenie nehomogénnej rovnice neohranidené. V préci sa
vysetruje tento pripad, zvlést pre rovnicu s konStantnymi koeficientami.
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Cayuait pesonanca B 0OHIKHOBEHHEIX JIMHEHHHX fuddepentmais-
HHX YPaBHEHMAX N-TOTO0 NOPAAKA, OCO0EHHO C IOCTOAHHBIMU
KoapunueHTaMM

PAXMHN NBPAXVM UBPAXUM ABJEJ KAPHUM,
Haxnpa

PesoMme

B pa6ore mccmenyerca muddepennmannHoe ypasHeHHMe (1), KoedduIUeHTH KoTOpOro
«a4(t) u mpaBas cTOpoHA J(t) mcxommsor ycnosme (2). PesoHaHC HEOHOPONHOTO ypaBHeHMs
MMeeT MeCTO 3CIM CyIeCTByeT mNepHofuuecKkoe pemeHde 2(f) mepumoma P CONpPAMEHOro
Ypasrerua (6), xoropoe mcmomnseT (11). B ciyyae pesoHaHca BCAKOe pelleHHe HEORHO-
POHOro ypaBHeHHsA HeorpammdeHo. B paGore mccmemyercss aToT ciydalt, MMeHHO HJIA
YPaBHEHHA C NOCTOAHHHIMH KOd(umueHTaMM.




(ACTA R. F. N. UNIV. COMEN., MATHEMATICA XVII{—1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XVIII-1967 :

0 roxeOmaneMocTH pelneHHll ypaBHeH
Yy + A(@)y’ + Blz)y = 0.

' MAMPUJIJIA

B nacrosimeit pabore Ml GyjeM paccMaTpuMBATH ypaBHEHUE
{(a) y" + A(x)y’ + B(z)y = 0.

O ¢ynxmuax A’(z), B(r) ma 6ymeM Ipeamosorarb, 4T0 OHM HENNEPHIBHEL
Ha uHTepBaue {Tp, ), o > 0 (oueBMAHO, mpermOIOKEHNE Zo > ( He cyecT-
BEHHO).

Pemenue y(r) ypaBHeHusa (a) HasmiBaerca KoJeOmiomuMmeda Ha {Zg, 00),
€CIM B HaMmOM HuHTepBalle (¥, ), ¥ > xo UMeeT II0 KpailiHeil Mepe oxmH
HYJb U HEeK0JeOIOIMMCSA B IPOTUBHOM CJIydae, T. €. CyLIECTBYeT MHTEpPBAJ
<&, ), ¥ > o, B KOTOPOM pelleHHe Y(x) YpaBHeHUA (@) He UMeeT HYJIA.

Tax wax Humme GyAyT NpUBEJEHH TEOPeMHl 0 K0JeGJeMOCTH pemleHuit ypas-
HeHMA (@) B 3aBHCHMOCTH OT HEKOJIeOI0MuXCa pelleHuil ypaBHeHUA

(b) 4o'"" — A(x)v = 0,

NPUINOMHEM CHAYaJa HEKOTOpHe M3BECTHHE pesyJbTaTH O CYMeCTBOBAHMHU
HekoJe6momuxca pemeHuit ypasuenus (b).
Jlemma 1. Ecau A(xz) > 0 u v(x) maroe pewenue ypasrenus (b),wmo v(zy) =
= v'(20) = v'"(20) > 0, mo. v(z) eospacmaem npasee z, émecme ¢ nepeoi
u emopoll npouzeodHBIMU. E :
Jlemma 2. Ecau A(z) < 0, mo eceeda cywecmseyem HeKkosebaoujeecs MOHO-
mOoHHO YOvlealoujee peuieHue, Mmakoe peuwleHue eOUHCMEEHHO ¢ MOYHOCMblo 00 -
il v

nocmosnHoeo mroncumens. Ecau, kpome mozo, npednososscum, ¥mo f |A|z2dz <

< © (A < 0), mo smo pewenue cmpeMumcs x NOCMOAHHON He pasHoil vy,
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Jemma 3. [Tycmov gynryuu C(z) u F(z) nenpepwsnv na {ro, 00) u ypas-
Henue
o +0(z)o =10

HexonebamenvHoe, M. e. 6caKoe e2o pewernue (3a uckniouenues o = 0) nekoaeo-
awweecs u F(x) He mensem snaxa, mo makice ypasHerue

0" +0(z)o = F(x)
HekosebamenvHoe.
TloxasaTesbCTBO JIeMMH 1 1 mepBoii 9acTu JeMMEt 2 MoKHO HaiiTu B [1]. Bropas
gacTh JeMMH 2 BHTekaer us [1; 2]. Jlemmy 3 B [3].
Kax HerpyaHO HpOBEpUTH, ANA K0Je0IeMOCTH BCeX PelleHWH ypaBHEeHUS
y™) + Ay’ + By = 0 (rge A1, Bi — TOCTOAHHEE) JOCTATOTHO, 9T00B

3 A .
By >— A1 V—i Teopemsr 1,1" u 2 0606meumr BTOT pesyJIbTarT.

Teopema 1. ITyems A(z) > 0 u v(x)— pewenue ypasuerus (b) c HA¥AILHBLMIL
yeaosuamu 6 moke o : v(xo) = v'(%) =0, v’ (%) = 1 (s006we > 0).
ITycmo, Kpome moeo,

P
oo

x

fAdet

s 3 (Av) 2 4 o 6 v

2 dzr =0 u B(zx)—— >
V2 4 v z3 22 v r v

S S SO —_—

moz20a éce pewenus ypasnenus (a) Korebaiomes.
IloxasarenbcTBo. Kak HerpyaHO TpoBepuTs, AudQepeHnmambHOE ypas-
HeHme (@) MOMKHO 3aNMCaTh B BUJE (A OCTATOYHO GOIBUINX Z)

: 3
(a1) (vy" — 20"y’ + 30"y)" + (Bv — —Z (Av)')y =0,

e v(x) — mo6oe HerodeGmomeecs pemrenue ypasHenus (b).

B nasnsHeitmewm 8a v(r) BosbMeM pelneHse ypaBHenus (b) ¢ ABOMHEIM HyJIeM
B TOYKe Iy, KOTOPOE, HA OCHOBAHMM JieMMH 1, ABIAETCA MOJOMKUTETbHBIM
BMECTE CO cBonMH nepsoii, BTopoﬁ U TpeThbeil MPOMBBOAHEIMU IIPU T > Zo

2 490 6090
Cnaqana JIOKAHeM, 910 ————+—— >0 mpu z > 2. [eficreu-
A Tz v

TeJBLHO,

18



x z t

S e e
=—|1l 4+ |—vdt—1 +———|||—ovdz|dt |=
v J 4 z 4

z
boy 1 [ r—¢
=—+4—\|Awvdt . |1 — >0, tnery < &<z
% v T
Zy

(BrOpas Teopema 0 CpefHEM MHTErPAJHLHOTO MCUMCIICHH).

“Ipepmomnosxum, 9ro cymiecTByer Hexose6momeecs peleHue #(z) ypaBHeHHA
(a1). Bes morepu ofmmocTi MOKHO caurath, 9ro F(r) > 0 mpm z > 21 > 7o
(%1 — mocuenHss ero HysTeBas TOUKA, €CJH TAKAA CYIIECTBYeT).

O6o3Hagum

(c) 2(x) = vy" — 20'§" + 3"y

Us ypasuenus (a;) BuTeRaer, aro Pynrmusa z(z) — BOTHYTasA BHUB QyHKIUS
(myra rpadura ¢pynrmuu z(z) Boruyra BHHN3).
Paccmorpum ypasrenme

(d) vyﬂ R zlvlyl + 3v”y — z(x),

rae z(z) — ra me ynrnusa, uro u B (c). Pemenne §(z) ypaBHeHuA (@) oYe-
BUJIHO, ABJIAETCA pellleHreM ypaBHeHUA (d).

Us Bormyrocru BHUB QyHEIUM 2(2) BHTEKAeT, 4TO MIN () < 0, mwm 2(x) >
= m > 0 (m — mocrosHHas) mpm x > 22 (> r1). Crauaia IIOKaMeM, 4TO
ecnt 2(z) <0, o ypasHenue (d) He mMeeT MOIOKATENLHEX PeIIeHHH, U TOTOMY,
ecin F(z) > 0, To moskHO 6HITH 2(2) > m > 0. '

JleiicTBuTenbHO, cRenas B ypaBHenun (d) saMeHy ¥ = u(z) . v(x), moxyIum

boo" — 20’2 2z

(1) X u.+—7—u=;-

Iycrs y(z) > 0, 1. e. u(z) > 0 (moromy uro v(z) > 0), T0 U8 ypaBHEHHs
z

(d1) BEITeRaer, aT0 ¥"(7) < 0, Tak KAk 4vv” — 2’2 = f Av? dt > 0 u sHagwr,
. o
u'(x) yGrBaer m, ciegoBaTelNbHO, JUGO u'(x) <0 npu z > x3 > z2, smbo
u'(z) > 0. '
Pacemorpuym nepsrit caaywait: u” < 0, u’ < 0. Orciona ciaexyer, 9ro u'(z) <
< —k <0 u, npomHTErpUpOBaB mOCNETHEE HEPABEHCTBO, MEI MOy 9uM
u(Z) - —o0 npu x - 00, YTO ABIAETCA uporuBopednem. OcTaeTcs paccMOTpeTs
caysait u” < 0, u’' > 0, u > 0. Us mocaeguero Bureraer, aro #(z) > b > 0
IpU Z > x3, HO HOCJe MHTETPUPOBaHUA ypasHeHus (di) B (¥3, ) mOXydnMm
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z

z fAvZ dr

z
u'(z) = u'(xs) +J —dt — B ) dt <

V2 2

2 X3
x ¢
2 f Av? dv
: 2
< u'(x3) +I——dt—7c1 2 dt > —o
v2 V2
Z3 3 ’

IpH Z —> 00, YTO NPOTHBOPEYAT Ipepmoioxenun u’ > 0.
Paccmorpum Temeph ypasHenme (d), ecim 2(x) > m >0 mpm z > x2.

u
Tlocie BBe(eHUsA MOJCTAHOBKA ¥ = — B ypaBHeHne (d) umeem
v
) v 200" 4 4v'?
(dg) —b—u F+—u=2
) v v2

VwmuosxuB ypasrenue (dg) Ha z~! U IPOMHTEIPUPOBAB €ro’ B (T2, ¥) MOMYIHM
u’ 4 » 1 2 4 o 6 v" z

{dg) ——|\———— a+ | |————F+——udt = k2 + |—dt,
z z v a2 (2] 2 v t v ¢

e kp- moCcTOAHHAA.

2 4 o' 6 2"

2
Tloxantem, aro | | — ———+-——|udt = co. Us roro, uro |—dz = oo.
8 2 v t v »

2 4- 9 6 v" ’ 2 4 o'
u | ———— + —— ] u> 0 Bureaxer, uro ecaut 66 | | ——— —

B oz w T v {3 2 v

6 9" u' 4 v 1
+—-——Judt < o0, T0 PyHERnUA g(r) = ——|—— ——|u UMeeT Ipe-
it v z z v a2

t2g
vt

Jle paBeH --00 HpU Z —> OO. s nmociemHero BHTeKaer, 4TO U = [J dt+

v
+Ica]—, rae ks > O (vs Bmbpano Tak, uro mpu z > z3 Pynruua g(z) > 0)
z
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©o

vt 2 4 o'
u, sHaUUT u(r) > ks— > ksx”. Orcioma caegyer, 4to J(t_s-i_z—-{_
z v

z

6 v 2 4 v 6 v 2
+——Judt = 0, TaR KaKR | | ————F+——|udt> | —u dt >
t v 3 82 0 t v 3

X3

2 4 o' 6 "
> 2ks | t+dt - oo mpuzx > oo, Urag, [|————+——| udt = .
3 22w z v
: v

Uurerpupys ypasHennme (a1) B mHTepBase (r3, &) MH moaydam (vy” —

- 3 (Avw)’ 2 4 v
— W'y’ + WY) =k, — B—Z vydt < by— | | ————+
v

6 v”) '
+——Judt > —o0 npu z - oo.

t v
| Wrax, mpenmomnomenne, 9To CymecTByeT HeKoJeGIIONeecs pemenne g(z)
ypasHenua (@1) Bieder B8a coboit vj” — 20’y + 30§ = 2(x) > m > 0,
a ¢ [pyroil CTOPOHH BHXORAT, 4TO0 ¥§" — 20§ + 3"F =2 < —m1 < 0
npu £ > x, > T3, SBHAYMT, BCe PelIeHUs ypaHeHUA (1) M TeM CaMHM ypas-
HeHNA (a) KOoJelIoTCA.

3ameuanme. OueBnpHO, He HeOOXOAMMO MH JOJGKHH 6parb pemieHme

ypaBHenus (b) ¢ [BOMHEIM HyJIeM B TOUYKe Zo. Ecau MH 9TO0 jies1aeM, TaKk TOJBLKO
paau mpocTOTH [0KAasaTelbCTBa. 3a v(Z) MOMKHO BBATH M Apyrue HeKojeGo-

o

f Av? dt

o

Iiee pemleHue, HO yCJIOBHUe — d2 = 00 Hy:KHO JaMeHUTD 84 yCJIOBHE

P2

oo

k + J’ Av2dt

z dz = oo, rae k = 4v(xo)v"(x0) — 2v’2(xo).
v
Ipumep: Bee pemenns ypasuenusa yV 44y’ + B(z)y = 0, rae B(z) >

6 4 2
2> 3 +— ——+ — Koaebiores, TaKk Kak v = €%, k = 2%, u
z a2 a3 3 '
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8

B+ A ar "
i dz = [2ds = o,
2
Ho ecim B(z) = 3, To Haule ypaBHeHHe uMeeT o0liee pelleHMe

y = (c1 + cex)e® 4 (c3 sin Vix + ¢, cos Vgx)ex

s poxasaTesbcTBa TeopeMsl 1 fACHO, 9TO ee MO3KHO 0006IIUTH CIERYIOIUM
obpasom:

o0
x

fsz d¢
' p 3 (Av)’
Teopema 1'. Hycmb Ax)>0 | = dx = commyers (0 <) B— ; >
v
> 8" +4—s +6—s 0,
rge s(x) — NpPOU3BOJIBHAA MOJOMUTENbHAA [BUKON mauddpenuupyemasn

B (%o, o0) (ynruma obiagaiomasn cBoiicTBaMu

vl ’U” e
J (s" +4—s" + 6—8) svt dt = oo, fzsdx = o0,
v v

npudeM HenpepuBHaa QyHKumA 2(x) > m > 0 u v(r) — pemenne ypaBHeHHA
(b) ¢ nBOMHEIM HYJIeM B TOYKeE Zo, TOTAA BCe pellleHNe ypaHeHus (@) KorebmoTes.

1
CrrenmaJsibHO, IOJIOMKUB 82 § = — MHI IIOJy9aeM Teopemy 1.
z

Mpumep: Mu yxe moxasamu, 9To A KoueGJIeMOCTH BceX pelleHuil ypas-

: 6 4
nenusa yV) + 4y’ + B(z)y = 0 gocrarouno, urobut B(z) > 3 + — — - +

1

zlnz
 MHI. BUJIM, YTO I K0Je(JeMOCTH HAIIero ypaBHEHHs [OCTATOYHO, YTOOHI

2 4+3lnzx +2In22z—4zxlnz—4bxIn2z +6x21n2x_
' "3 Ind z

-I-—x;. Ha ocroBanum reopems 1’ MokHO 910 yayumurs. Basas 8a s = )

B(z) > 3 +

=3 4+0(z).

Herpynuo mposeputs, 9TO A [0CTATOYHO GOJBLIOrO & CIPABEIIABO He-
panenc'mo ' s
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6 4 2
o< ———+4+—.
z z2 23

Teopema 2. ITycmv A(z) < 0 u v(x) — Hekosebaroweecs (noaoscomenvroe)

oo

Ic +fsz d¢

Lo

pewenue ypasnenus (b), u nycmo dr = oo, ede k =

(4v)

3
= 4o(xo)v"(x0) — 2v’'2%(x0). Ilycre, ®pome tOrO, B(Z) —Z — > M(x),
: v

v2

2 4 vl 6 " %
20e M(z) =max{—————+——, S(x)} npmuem S(z) — Hekoropas
>, a3 x2 v X v

HellpepHBHAA QYHKIUA 06JaJai0mas CBOMCTBOM

z

jS(x) .v—;”tzg(t) dt +k3] dg = oo,

v4(t)
s
20e k3, x3 — noaoxmcumensvrvie nocmosHHbe, & Henpepwskas PyHryua g(x)
y . g(x)
o6aadaem  ceoticmeom lim E— = m1 > 0 usu = +o0. Ilocmosnnas 3
z->00 xz

swbpana mar, ¥mo g(x) > 0 npu x > x3. Tozda ece pewenus ypasuenus (a)
Koaebaiomes.

HorkasareascrBo: Tax wrak A(r) < 0, To, HA OCHOBAHMHM JIEMMH 2,
cymecrByer pemenune v(x) ypaBHeHusa (b) co cBoiicTBoM v(z) > 0, v'(z) < 0,

2 4 o' 6 v" ' “
v"(z) > 0, mwrag, — ———+—— > 0. Ilorkamem, aro k + [A2dt > 0
B a2 v z v . -

z
mpu z > x9. Homycrum mnporuBroe. Ilyers F(Z) =k + fsz dt < 0, To

Fz) <—m? <0 opu z > Z, rak war F'(z) <0, . e. F(x) = bov” —

— 20’2 < —m? < 0 (m — mocroAHHaA). MH NpPUINIM K OPOTHBOPEYHIO,
Tak Kak v’ —> 0 mpum z — 00, 3HAYMT, AUA HerojeGaomero pemeHus v(z)

z
ypasuenus (b) cymecrByer mocroanHad k > 0 rax, aro k + f Avrdt > 0.

Zo )
Merop; morasarenncTBa TEOpeMH 2 TOT e caMmblit, uro u Teopemu 1. Ilpen-
II0JIOKMM, YTO CYILIECTBYeT HeKoJebJiiomeecs (IIOJIOKUTENbHOE) pemeHue ¥(x)
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- TOJy9uM

' ypaHeHus (@), TO CyIeCTBYeT TAKaA BOTHYTaA BHU3 QYHKIMA z(x), 9T0 #(Z)
ABJIAETCA PelIeHNeM YpaBHEHUSA

@ vy" — 'y’ + 3"y = 2.

(Xora roadumuments ypaBHeHm (d) — (d3) B mokasaTeabCcTBE TEOpPEMHI 2
Apyrue 9eM B [(OKAsaTeJbCTBe TeopeMel 1, mx o6o3HaueHHMA ocTaBUM Te Ke
caMeie).

JloKasaTeJbCTBO TOTO, 9TO 2(T) He MOKeT GI:ITI: OTpHIIaTeIbHA TOMKE CaMoe
9710 B Teopeme 1.

Ilyers 2(z) > m > 0, To mocie BBefieHUA TOJCTAHOBKU Y = Uv B ypaBHe-
mue (d), ymHO;xeHUsA ypaBHeHHA (d2) Ha 27! ¥ MHTETPUPOBAHMA B (X2, &) MH

- IOIIy9UM
z x

ds u’ 4 0o 1 [2 4v’+6 0" P zdt
():c z v x2u+dt3 2 v xvu-—z—}_t'

£ 2 Zy

{3 2 v t v
camoe 9to TeopeMs 1.

2 4 v 6 v
Eom ||[————4+——|udt = o0, 10 nonaaa'renbc'rao TEOPEeMHI 2 TO e

u' 4 v
Ecau sxe nocieHui THTETPAJI CXOMUTCA, TO PyHKIMA g(2) = — — (—— =i
z z v

1
—— | u mmeer mpepexn paBHEIA 00 npu z—> 0. PemmB ypaBHeHnme
z

v 1 ’
u' —(4———) u=zg(z),
x

v

rae g(z) — ¢yarmua obGiajgaiomas cBOHKCTBOM hm——(—) k> 0 uma =oo0,
a—>o0 Il X

u(z) = [Jtzz(t) dt + ka]%’

- THe T3, ks MMeeI0T TOT ke CMHICJ YTO M B [OKA3aTEJIHCTBE TeopeMst 1.
Ilocite mHTErpHpOBaHUA YPaBHEHWA (@1) B MHTepBade (T3, ¥) MH HMeeM

s 3 (Av)’ : :
oy — 20"y +3Y) =k — | |B— e yodt < ky— | M(t)udt <

L) %o

=



mpu & — oO.
Urakr, MH mosxy4min mpotTuBopedde (KaK IpU AOKa3aTeJLCTBe TeopeMul 1),
3HAYNUT, BCE PEIIeHUA YPaBHEHWA (1), ¥ IOJABHO YPABHEHUA (a) KOJeOIIOTCA.

pumep. Iyers A(x) = — 4, 10 v(z) = e . Ilocroanna k = 2e %o
2e~70 | 2[e—2t]*
n - 2o — dz = oo. Ilyers B(x) > 3 + M(x), rne M(zx)=
-
2 4 v 6 v 2
= MaxX {——— —+4—— S(z)}|=max —-l— +— S(z);. 3a ¢pymr-
T>% |28 22 0 r v r>20 | 23

oo

z
' s
nuio S(x) mocraro4HO B3ATH —, § > 6, MOTOMY 4TO JS(x)—[f
z
@

3
oo

oo

| . f t2et7g(t) dt
8 z
+ks |dz > | {—— | tPetg(t)dt)dz >s | ———— dz = 0.
xelx xze“ .

s
Urax, ecnim B(x) > 3 +—, s > 6, To ypasuenue yV) — 4y’ + B(z)y = O
z

roJebarenpHOe (Bce pemieHne KoJjebJomuecs), Ho ecau B = 3, To ypaBHeHue
yv — 4y + 3y = 0 umeer obmee pemenue BuAA Y = (¢ + cax)e? 4

~+ (cs sin VZx + ¢, cos VZx) —7,

Ecan B Teopemax 1,1’ u 2 Tpebyerca, urobu xoaddumment /A [ 6uur gocra-
TOYHO ,,GoumpmuM”’, TO B caegyoumux Teopemax (3,3’, 4) Mm morpebyem,
Haobopor, uTo6E Kosduiment [A/ O AOCTATOYHO MAJIHIMA.

©o

3 (4v)’
Teopema 3. ITycme A(z) >0, | A22dz < 0, B ~ > ;; -
: v

4 v 6 o
- +——, 2de v(z) — pewenue ypasnenus (b) ¢ dsolinbim HyseMm 6 MouKe
®2 v =z v
Zo(v"(x0) > 0), moeda ece pewernus ypaswenus (a) Koae6AOMCR.
HoxasareabcrBo. TouHO Tak, KaK B JJOKasaTeabCTBE TeOpeMH 1 MomkHO

yKasa 2 f LY >0 ( A=0 kx?
Th, 910 — — —— 4+ —— ecim A =0, T0o v = H
23 22 v T v i 38
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49 60 6

-—2—-1-————— > 0. Ilpegmomo:keHme, dTO CYI[ECTBYeT HEKOJeO-
22 v z v

JuomieecA pemenne #(x) > 0 ypasuenusa (@1) Bieuer 3a coboit, 4yro cyre-

CTByeT BOTHyTas BHM3 (QYHKIMA 2(r) Tawkasa, 4TO J(£) ABIAETCA pelICHUEM
‘ypaBHEHUA

(@) vy — W'y’ 4+ 'y =2

Ecmu 2(z) > m > 0 mpum x > z;, TO IOBTOPHUB Te e PACCYKIEHUA UTO
B [IOKa3aTeILCTBE TEOPEMH 1, MBI IOJIyYuM IPOTHBOpEYHE.

Ecaum 2(x) < 0 mpu > 21, To mociie BBe/{eHUs MOJCTAHOBKYA § = 4V B ypaB-
Henne (d), umeem

xz
f Av2 di
4 z—_o —— el
u” 4+ pr u s

{d1)

IToramem, uro ypaBuenne (d;) He UMeeT HEKOJEOMIOIUXCA MMOIOATENbHEIX
- ‘pelleHHil ¥ TeM caMBIM IIOJIy4YMM IIPOTHBOpeYMe, IOTOMY 9TO MEL IPE/I0IaraeM,
()
910 u(r) = — > 0 ABiserca peileHumeM ypaBHeHudA (di).
()
JleficTBUTEIBHO, IPEANOIOMHB 4T0 ¥ > 0, Mul noyanm u” < O mpu x > 1.
. Orciona BuTeraer: u'(z) > 0 ( u'(z)-MoHOoTOHHA M ecom 6w u'(z) < 0, TO
w'(xr) < —k <0 pna pocraroyHo GOJNBIIMX % W HOCHE WHTETPUPOBAHUA
NOJYyIMM U —> — 00 IIPH T —> 00, HO BTO B IIPOTUBOPEYMU C IIPE/TOJIOKEHIEM
u > 0) u us Toro, 9ro u > 0 BHTeKaeT u > k1 > 0npu T > W > Ty U Y =
= uy > 12?2 > 0 npu £ > z,. [locse moncraBIeHus mocienHEEro HepaBeHCTBA
‘B ypaBHeHme (@1) MOJIyIUM

3 (Av)’ 3 (4Av)'\ _
e (" —20y +3"y)"=—B —— yw < —|B—— k1t
4 v . 4 v
npu x > Za.

5]

v

3 (Av)’
Us B——4— 22dz = oo BHTEKaer, 9T0 (vy" —20'y’ +3"y)' >—o00"
;n. ‘TeM Oomee (vy" — 20'y’ + 3v"y) > — o0 mpm z > 0.

o0

(==
: 2"
Iloramem Temeps, 9To eciu oy dzr = — o0, T0 TOMKE dz = — o

: z
THe 2(x) = vy" — 20"y’ + 3"y, -
OGosHauus z[zt = (), MH HOJyYUM

2
x4
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f) 2" = §"zt + 88’28 + 12822 < — (B —_—

3 (Av)’
(Av) )Elx'
4 w»

ITocte ymuo:eHusa HepaBeHCTBA Ha 22 M 0003HAYEHHA — 8 = Z MMeeM

“ 3 (Av)'\_
22z7" 4+ 827" +12Z > |B — = T2

v

Hurerpupysa mocsegHee HepaBeHCTBO B HMHTepBaie (I3, &), &3 > Lz, MOJIYIAM

. 3 (Av)’
$22’+6$5+6f§dt>k2+k1 B——4— 2 ds.
: v

Zdt = co. [leiicrBurenpHo, QPyHKIUA Z He MeHAET

%8

Orciofa BHITEKAeT, 4TO

X3

3HaKa M, SHAYUT, WJHN

Fee—ry

Z d¢t cxopurcs, mwiam pacxogutcA mpm  — 0. Jlo-

IIyCTUM, YTO fz dt < oo (2 > 0), HO Torma QyHKmUA w = 222’ + 62Z > 0O,

ecim r — oo. PemmB ypaBHenme 222’ + 61Z = w(r), MH moIyIuM

z
o 1
Z(x) = [J—t“dt —l—ksl_, ks >0
t2 L

u w(z) > 0 npu z > z, > x3, OTKYAA, KAK HETPYNHO IPOBEPUTH, BEITEKAET
(==}

lim 2Z = couz > k! > Ompuz > z; > x,, 970 IPOTHBOPEIUT f zdr < o0.

x>0 .

x
@

x
2
3Haanf§dt=— sdt;——J;— dt > o0 mpu z - 0.

Bosspamasace k ypaBHeHmio (di) HAXOmguM, 9T0 u' - — 00 M U - — 0O
z

2
ecim r — 00, TaK Kar J —'_2" dt > — o npua x - oo, IIOTOMY 4TO CyImIeCTBYIOT .
v ) s
Ty
z x

o z 2 ]
nocrosgHHEe m,n > 0 Taw, uro ma? < v < na? nJ‘—z dt < —’.[——4— dt>—o0 "
v n

upu z - 0. Ho 910 B nporusopeunn ¢ u > 0. Teopema 3 mosHOCTHIO JOKABaHA.
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f A dt

Teopema 38'. ITycms A > 0, ijz dr < oo,A a:’—"—z—dx< ouB—
v

©o

3 (Av)’ 3 (Av)’
—I >0, B — Z 22 dz = o0, rhe v(z)-pewerue ypasHeHUus
v v

() ¢ Dsotinbim Hysem 6 mouke zo(v"(xo) > 0), mo 6ce pewsenus ypasnerus (@) koaeb-
AOMCS.
JdoxasareabcTBo. O4eBUAHO, ROCTATOYHO [OKABATH, YTO YpAaBHEHHE

v’ 200" + l'?
(da) W —4b—u 4+ ———u=z,
v v2
rae z(z) > m > 0 u m — mocroAHHAA, 06IamaeT CBOWCTBOM: €CJM CyIec-

TByeT HekoJeliomeecs IOJIOMUTeNbHOE pemeHue u(xr) ypaBHenua (dz), TO
u > ka? > 0, rae k1 — mocroAHHAA.
HeitcrBuTensHo, ypaBHeHue (dz) SKBMBAJEHTHO C ypaBHEHUEM

v’ 200" + 4v"?
(u—Fk1r®)" —4— (v — k1a?) + ——— (u — k12?) =
v - o2
(dy) , " ,
v’ 200" 4 4v'2
=z— k|2 —8—+—22
v )
. ~ v 20" J4o"?
rae k1 > 0 BuGpano Tak, 9ro f(z) = 2z — k1|2 — 8z—+ ———2——-—m2 > 0.
v v
Iloxasem cHawasa, 9ro cymecrByer k1 > 0 Tak, uro f(zr) > O HaumHas ¢ me-
X - v”
" ROTOPOTO Z. []J151 BTOTO0 JOCTATOYHO HOKABATH,4TO lim * — = m; u lim 22 —=
>0 U ] v

= MQ, rae miy 1 mg — IOCTOAHHEIE.

HetticrBuTensHo,
' z
(x—z0) + 2 f (x—t)Av dt
14
" lim z —=lim - = =
o->00 v 2>00

C—z [ @— 1
X 2 .+J} 3 Av dt
Zo

T



2z — xo +f(x—-t)Avdt +fovdt

= lim . =
T — 20 + f(a:—t)Av dt
. f(x—t)Av de
Zo x
2——+[Av at + =
X X
= lim 5 2 = ma,
f(x—t)Av dt
ZXo z =
f— S
xr X

oo n
TaK KaK f Av di = mg > 0. AHaJIOTHYHO MOKHO IOKa3aTh, 4r0 lim 22—= -
x->00 v
= mg > 0. 3Hauur, MOKHO gocTHMYh TOTO, 4T0 f(2) > 0 mpm = > z; > To
3amenoit u — k122 = v2w ypapHenue (d,) IepeXOguT B ypaBHEHUE

fAv d¢

T T
0" + = w vz>0

(ds)

Ha ocnosanum semms 3 pemenue ypasHenus (ds) wmm o > 0, mm o < 0
opn & > %g 2 Z;.

Paccmorpum cayuait w < 0. I3 ypaBuenus (d;) BuTekaer o” > 0 m, sHa-
qur, o’ < 0 (rak Kak o’ > 0 Beger k nmporuBopeunio ¢ ® < 0), a MOCKOJIBKY
0<0,100<—k<0, 1 e u—£Fk2 =90 < —kz* n nogaBHo u <.
< — kxt 4+ kwa2(k > 0, k1 > 0) npm & > 2, > 2, HO 5TO NPOTHBOPEIUT
ROMYIEHHOMY . '

Urar, u — kiz® = wv? > 0. , .

Teopemy 3’ MO:HO CUMTATH IIOJHOCTHIO JOKABAHHOI, IIOTOMY 4TO JIOKAasa-

TeJIBCTBO TOTO, YTO ypaBHEHHe

(d) vy" — 'y’ + 3"y = 2,

rie z < 0, He MMeeT II0JIOKUTEJIBHEIX PeIIeHHi TO 2Ke caMoe, 9T0 ¥ B Teopeme 3.
Cuaepcreue. IlomosuB A = (0, MH IOJy9MM MSBBECTHHI pesyabTaT KO-
xkasauuuit B. A. Konppartsesrm [1]. )
dameganue: Ilpm Hexkoropux A(z) (Hanpumep, yOHIBAIOINMX) U8 YCIOBHA.
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€ HOYAAbHBLMU YCAOBUAMU 6 MOUKe Ty : V(L) = v'(z0) = 0, v"(x0) =

oo

x
fovdt

Ty

o

anﬂ dxr < oo BmTEkaer ycioBme dz < o, HO BepoarHO 5TO

22
He BepHO B o0meMm caydae.
i 3 (Av)’ 2
Teopema 4. Ilycts A(z) < O,f/A/a:2 dr < 0, B— —4— > P
v x
4 v 6 v 3 (Av)’
i e 3 — ———— | dz = o0, 20e v(x)-neroaebaroueecs
22 v z v 4 v

pewenue ypasnenus (b) obaadawowee ceoiicmeom lim v(zx) = kondt > 0,
Z—>o00

mozda ece pewenus ypaswenus (a) rosebaomes.
JorasareabeTBO 9TOI TEOpEMB AHAIOTHIHO AOKAa3aTeJILCTBY TeOpeMsl 2 u 3.
Merox noxasarenbcrsa TeopeMsr 1 M 2 MOMKHO IPUMEHHATH 663 BCAKMX TPYX-
HOCTe# s nokasaTenmbersa ,,60iee ofmiero'* ypaBHeHHs derBepTOro Io-

° pARKa, BUMA

(2) Yy + A(@)y” + B(a)y' + Cla)y = 0,
rae ¢ynknuum A", B’, C mpeanosaraiorcs HempepHBHHMU HA HHTEpBaJe
< %9, ®©), 2o > 0. Umeer mecro clleflyoIas TeopeMa.

Teopema 5. ITycmv A < 0,B— A’ > 0 (ne pasna moscdecmsenno HYAI0 HU

8 Kakom
f (B— A')? dt
npomencymre uwmepsata < o, )), L = dr =0 u C —
v
(30" + Av)” 2 4o 6 v  Ax) 1
SRS B e el e > —, ele v(x)-pewenue
v 3 z? v z v x x4
~ Ypasuenus:
2) 40" +24v" + (24’ — Bw = 0

> (
— (s0-
4

obwe v"(zo) > 0), mozda ece pewenus ypaswenus (1) roaebaromes.

3ameuanue 1. flcro, 4ro Teopemy 5 MomHO 06OGMIMTE B TOM CMHICITE
Kax TeopeMy 1, u TOKe, MH e 06ABATENBHO TOIKHEL 6partp pemenue ¢ BOii-

* HEIM HYJIEM B TOYKe Ij.

.

2 4 v 690 A 1
3amevannme 2. VemoBme — ——-—F—— f BHIIIOJIHEHO
: : zz v z v z z4
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ganpumep, ecim A < 0, B> 0u A’ = 0.

IleiicTBUTEIBHO,
2 4 v 6 v A 2 1 (40" 4 24w 4 v’ 2
—Y—— -t —=—F—|— |+ —— )=+
a3 2 v Tz v T 2z v v z a3
1 —l—vadt 24v dt
1 . 1 ‘ x — %o > :
+_————°———+—1—2Av+f3vdt— 4 & -
2z v v : x T
1 +va at
1 7 2 1 & 1| & %
——f(x—t)Bvdt =B g |—+— | Byt~
T 3 2z v zw| T z :
& 2
— 2Av—| > —, e % < &1, &6 < z.
x a3

IHorasarenbcTBO. Pemenue v(x) ypaBHenus (2) ¢ {BOMHEIM HyJIeM B TOUKe

20(v"(20) > 0) He o6pamaercsa B HyJIb OPH T > Zo. OTO BEITEKAET M3 HHTETPAJIb-
4 F

HOTO TompecTBa 4vv” — 202 4 Av2 = f (B— A")v?2dt (ero MOKHO NOXYIUTH
Xy

cenyiomum 06pasoM: yMHOMUTH (2) Ha » M HPOMHTETPUPOBATH B (%o, %))

JloKasaTeabCTBO DTO TEOPEMBl AHAJOTMYHO [OKABATENbCTBY Teopemsl 1

¢ TeM pasimdmeM, 4To Hy#HO ypasHeHus (a1); (d), (d1), (d2), (ds) samenuTs

YpaBHEHUAMU

(a@1) [oy" — 20"y’ + (30" + Av)y]l” + [Cv — (30" + Av)"]y =+ ¥,
(d) vy’ — W'y’ + (30" + Av)y = 2(z),
_ B — A2 dt
ot 2 v= ;,
- v’ 200" 4 4ov'2 4 Av?
(d2) w —4—u' + il + u==z
v 2
u’ 4 v 1 2 4 v 6 v A
—————— ut || =———F+——+—Judt =
_ T r v 2 3 2 v t v ¢
(da) - Zs , B
-
= ko —l—J — dt.
xz .



Teopema 6. ITycmv ewnoanennst caedyiowue ycaosus: B — A’ < 0 (ne-
DAsHA MOKHCIECMBERHO HYAI0 HU 6 KAKOM npomexcymke unmepsasa {xo, 0)),

oo

k +f(B—A')vzdt

(3v" + Av)”
dz = oo, C’—— > M(z), 20e M(x) =
02 v
2 4 v 6 2
=max{————+——+—, S(z)|° npuvom v — HerosebaUeeC
22 v =z v oz
2 4 v 6 0
pewenue ypasnenusn (2) makoe, ymo — —— +————+ >0u Sx) —
B a2 v z v z

— HEKOmopas HenpepuisHas Ha (To, ©) Pyrkyus, obaadaiwas ceoiicmeom

oo x

vl | tg(2) , 9(z)
S(z) — " dt + Hs| dz = o0, ede hm —>0u k3, T3 —noao-
z v :

200 IN T
Zy
orcumenvrvle nocmoswmwvie. Ilocmosnus xs ewibpana maxr, ymo g(x) > 0 npu
Z > x3, mozda ece pewenus ypaswenus (1) xosebaiomes.
JloxasaTenbCTBO BTON TEOPEMHl AHAJIOIMYHO [OKABATENLCTBY TEOPEMH 2.

2
3ameuanue. BosHumkaer Bompoc, IpM KAKUX YCIOBUAX BHIPAsKEHNE —x;—-

’ " -
—ig—'i—-G——v—-l—— > 0? B paGore [4] mokasaHO cyliecTBOBaHME MOJO-
x2 v r v x _
FHUTEJIBHOT0 MOHOTOHHO yOHIBalomero pemeHda v(x) ypasHenusa (2), ecau
BHIIOJIHEHH! caefyiomue yeaosua: B — A4’ < 0, A < 0.
B saxmouerny aBTOp NMPHHOCUT INIyGOKYIO Gnaronapnoc'rb mpod. Fperymy
# pon. Illesre 8a meHHBIE COBETH NpM MOATOTOBKE HACTOALIEH CTATHHU.
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O oscilatori¢nosti rieSeni diferencidlnej rovnice
Yy + A@)y + Ba)y = 0.
J. Mamrilla
Resumé
V préci si vyfetrované oscilatorické vlastnosti rieSeni rovnice (a). St dané postadujice
podmienky, kedy vietky rieienia rovnice (a), resp. obecnejiej rovnice (I) st oscila-

torické.
Okrem toho st dané niektoré priklady, objasiiujice nakolko st tieto vysledky dobré.

Uber die Oszillation der Losungen der Differentialgleichung
Yy + A(@)y" + Bx)y = 0.
J. Mamrilla

Zusammenfassung

In der Arbeit sind oszillatorische Eigenschaften der Losungen der Gleichung (a)
untersucht. Einige oszillatorische Bedingungen sind dafiir gegeben, damit alle Losungen
der Gleichung (a), bzw. der allgemeineren Gleichung (1) oszillatoris¢h seien.

An einigen Beispielen wird os gezeigt, dass diese Resultate in gewissem Sinne die
schérfsten sind.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN., MATH EMATICA XVII1—1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XVIII-1967

Einige Eigenschaften der Losungen
der linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

y" +p@)y" + 24()y’ + [4'() + b(x)]ly = 0

‘L. MORAVSKY

Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt.
Im ersten Teil wird untersucht unter welchen Bedingungen einige Lo-
sungen der Differentialgleichung

(@) y" + p)y” + 24(x)y’ +[4'(x) + b(z)ly = 0

oszillieren, oder zusammen mit ihrer ersten Ableitung fiir # » oo zu Null
konvergieren.

Im zweiten Teil wird iiber ein Kriterium der Oszillationsunfihigkeit der
Losung der Differentialgleichung (@) verhandelt.

Es seien in der Differentialgleichung (a) 4'(z), b(x), p() stetige Funktionen
x € (—o0; 00). 5 ‘

Die Losung y(z) der Differentialgleichung (a) bezeichnen wir als nicht-
oszillatorisch in I = (@; ) @ > —oo0 wenn sie in I eine endliche Anzahl
von Nullstellen hat. Die Differentialgleichung (a) bezeichnen wir als nicht-
oszillatorisch in I, wenn in diesem Intervall alle ihre Losungen nichtoszilla- .
torisch sind.

Es ist bekannt [6], dass fiir jede Losung y(x) der Differentialgleichung (@)
die Integralidentitit

3b



z ¢
1 f?d Ipdu
Y@@ — v + Ay ¢+ f Pyt dt +
(19
pdu 1
+ f (o Ap)yze df = yla)y"(a) — —¢*(a) + A(a) y*(o)

gilt.

Lemma 1. Es seien A'(x), p(x) > 0, b(x) — A(x) p(x) > O stetige Funktionen
x € (—o0; ), wobet wenigstens eine der Funktionen b(x) — A(x)p(x), p(x) in
keinem Teilintervall identisch gleich Null ist. Wenn die Losung y(x) der
Differentialgleichung (a) im Punkte a die Bedingung

1
(1) y@)y'(a@) — — ?/'z(a) A(a)y*(a) <
erfiillt, gilt dann in jedem Punkte z > a

1
y(@)y"(x) — I y2(@) + A@)y(z) < 0.

Der Beweis folgt aus der Integralidentitdt (1°).

Folgerung 1. y(x) sei die Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigen-
schaft (1), dann hat die Losung y(x) rechts vom Punkte a keine doppelte Null-
stelle. ,

Lemma 2. Es seien A'(x), A(x) > 0, p(x) > 0, b(x) — A(x)p(x) > 0
stetige Funktionen x €l = (a; -00), dabei ist wenigstens eine der Funktionen
p(x), b(x) — A(xz)p(x) nicht identisch gleich Null in keinem Teilintervall
des Intervalls 1. Dann teilen sich die Nullstellen der Losung y(x) der Differen-
tialgleichung ( a) und ihrer ersten Ableitung rechts vom Punkte a ab, in welchem
gilt

. 1
(1) k= yla)y(a) — s y'%a) + A(a)y?*(a) < 0

Beweis. Das Lemma beweisen wir indirekt. Es seien zum Beispiel a <
< %; < %2 zwei aufeinander folgende Nullstellen y’(x) und dabei y(x) % 0 fiir

a:e(xl, xg>
lg’];w”—y’z
y y?

Aus der Beziehung
und aus der Integralidentitdat (1°) folgt
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f(Ap — b)y%e®  dt.

Nach der Integration der letzen Beziehung in {z1; #2) erhalten wir

Zs

z z

- | pdt - | pdt

ke "J.p 2 e &r” Jpux
Y 1o @

0= — —A4 — py'%e dt —

yz 2y2 2y2 v

&
z z ;
6-&]. = Ipdu

J (b — Ap)yze” dt|dx <O

a

was ein Widerspruch ist.

Weiter zeigen wir, dass zwischen den nebeneinanderliegenden Nullstellerr
a < x; < x, der Losung y(z) der Differentialgleichung (a) gerade eine Null-
stelle y'(x) existiert. Dem Rolleschen Satz gemiss ist es ersichtlich, dass
wenigstens eine existiert. Falls zwei existieren sollten, dann ist zwischen
ihnen die Nullstelle der Losung y(z), was ein Widerspruch ist.

Satz 1. A(x) > 0, 4'(x) + b(x) > my > 0, b(z) — A(x)p(x) > ma > 0 seien

stetige Funktionen x€l = (a; ©) a> —o0o. Es sei fpdz < oo Dann oszil-

. a

liert jede Ldsung der Differentialgleichung (a), welche im Punkte (a) (1)
erfullt auf (a; oo) oder komvergiert fir x— oo zusammen mit threr ersten
Ableitung zu Null.

Beweis. Es kann einer von folgenden Fillen entstehen

a) die Losung y(z) der Differentialgleichung (a) hat unendlich viele Null-
stellen in (a@; o0);

b) von einem bestimmten Z > a ist y(x) % 0.

Im Falle b) erwiigen wir der Einfachheit halber y(x) > 0. Dann ist entweder
¥'(x) > 0, oder y'(x) <O, oder y'(x) hat endlich viele Nullstellen. Es ist
ersichtlich, dass wir den lezten Fall separat erwigen miissen. :

Zeigen wir, dass der erste Fall des Falles b) nicht entstehen kann. Es sei

3T



y(@) > 0 und y’'(x) < 0 fiir > Z > a. Dann aber existiert ein solches #; > z,
dass fiir x > Z; y(z) > ¢ > 0 gilt.
Aus der Differentialgleichung (a) folgt dann fiir z > 7,

Y'@) + p(@)y’(x) < —m < 0.
Aus der letzten Ungleichheit ist auch die Ungleichheit

x z
J' pdt f pdt

" Y (@)em + p(a)y’(@)en < —m < 0

oo |
Y’ (x)ex < —m.

Durch Integration der letzen Ungleichheit von #; bis > #; erhalten wir

ergichtlich, d. h.

fou
(2) y'@en  —y'(@) < —m(x — 71)
Aus der Ungleichheit (2) folgt
Y'(@) < —k1 <0
fiir x > Z, wo Z > 7, genug gross ist.
Durch Integration der letzten Ungleichheit von % bis « > Z erhalten wir
Y@ — Y@ < —hz —3)
woraus folgt, dass y'(x) - —oo fiir x > c0-ist. Was ein Widerspruch damit
ist, dass y'(x) > 0.

Ersichtlich kann »'(x) in (a; c0) nicht unendlich viele Nullstellen haben.
Wenn dies jedoch der Fall wire, dann hitte gemiss Lemma 2 auch y(x)
unendlich viele Nullstellen, aber das ist im Widerspruch damit weil y(x) > 0.

Es bleibt zu zeigen, dass von einem bestimmten x > a ist y'(x) <O, y(x) >
> 0, dann ist y(z) - 0, y'(x) > 0 fiir z - o0.

Wenn y(x) > kz > 0, dann

@

1 pdu
J ?py'g + (b — Ap)ye®  |dt = oo,

a
aber gemiiss (1°) wiirde gelten

1
Y(@)y" () — ) y%(x) > —oo.
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Aus der letzen Beziehung aber folgt y(x) - — co0. Und dies ist ein Widerspruch.
Also y(x) - 0 fiir « > oo und auch y’(z) - 0 fiir z > co.

Lemma 3. Es sei y(x) eine beliebige Losung der Dzﬁ'erentmlglewhung (a)
und z(x) eine beliebige Losung der Differentiagleichung

(c) 2"(x) — p(x)2"(x) = 0
dann gilt fir a < x € (—o0; o) die Identitdt

Y (@)2"(x) = y"(a)e"(a) + 24(a)y(a)"(a) — 24 (x)y()2"(x) —

(3)
f (b — A’ — 2A4p)y2" dt.

Den Beweis fithren wir einfach derart durch, dass die Differentialgleichung
(@) mit der Funktion 2”(z) multipliziert wird und integrieren Glied nach Glied
von @ bis « und berichtigen.

Satz 2. Essei A(x) > 0,p(x) > 0,b(x) — A(@)p(x) = m > 0,b(x) — A'(x) —
— 2A(x)p(x) n > 0 seien stetige Funktionen z €I = (a; ©), a € (—0; 0)

Und f p dz konvergiere. Dann oszilliert jede Losung y(x) der Differentialglei-

a 3
chung (a), welche im Punkte a der Bedingung (1) entspricht, auf (a; o) oder
konvergiert fiir x - oo zusammen mit ihrer ersten Ableitung zu Null.

Beweis: Es konnen dieselben Fille entstehen wie im Satz 1. Wir zeigen, dass
von einem gewissen x > @ kann y(z) > 0, y'(¥) > 0 entstehen, wenn dabei
y(z) im Punkte a die Eigenschaft (1) erfiillt. Setzen wir das Gegenteil voraus.
Fiir « > Z > a sei y(x) > 0, y'(x) > 0. Dann gilt fir x > 7 > 7, y(x) > ¢ >
> 0. Wenn wir auf die erwogene Losung y(x) der Differentialgleichung (a)
die Identitit (3) anwenden, wo z(z) die Lésung der Differerentialgleichung
(c) mit der Eigenschaft z(%1) = 0, 2'(F1) = 0,2"(%1) > 0 fiir ein geniigend grosses
x ist, erhalten wir

y'@) < —s<0
weil, da wie es bekannt ist

z
pdt

2"(%1) =2"(F1)e™ > 0.

Aus der lezten Ungleichheit fiir z - oo folgt y'(x) - — co. Dles ist im Wider-
spruch mit der Voraussetzung. _
In weiteren Fillen wiirden wir dhnlich vorgehen wie im Satz 1.

1L

Lemma 4. Bs sei w(z) € Ca(I), I = (a, w); —o < a < o, p)eli(l)
und fir alle z € I gelte ;
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1 1 2 1

o CA(z) = —'-2—[w’ + -;wz + —3—pw,] b(z) = ?[w" + 200" + 2p'0w +

: ML S
3 pot+ 3 9 ©

Dann ist die Differentialgleichung (a) in I nicht-oszillatorisch.

Beweis. Wenn die Funktion w(z) e Ca(I), p(x) € C1(I) und fiir die Koeffi-
zienten der Differentialgleichung (a) gelten die Beziehungen (4) ist ersichtlich,
dass '

P if, 2 2 2
x:'——_ —— — _—l’
() 2w+3ww+3pw+3pw

1] 2 1
. A'(z) + b(z) = ?[?wa — "+ —3*12602 — pw’]
~und die Differentialgleichung (a) hat die Form

v " ’ 12 2 ’ 123 n
. VR o et ey a0 4

1
+?pw2—pw']y= 0.

Durch die Substitution

: -&-jimdt

. (8) yx) =e *  2(2)

goht die Differentialgloichung (5) in die Form

-.£7) 2"(x) + [p(2) + w(@)]"(x) = 0

_ iiber. ‘

. Mit Riicksicht auf die Substitution (6) haben die Differentialgleichungen (5)
~und (7) den gleichen oszillatorischen Charakter. Die Gleichung (7) ist in 7
- ersichtlich nicht-oszillatorisch. Also ist auch die Gleichung (5) in I nicht-

oszillatorisch. )
~ Erwigen wir weiter die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung der

-~ Form

Bl 2 2

~(8) v"(z) + “3“?(90)”'(00) + ?A(x)v(x) = 0.
- Es seiz. B. | ' '
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14 3e* 3 | 4e®
px) = €7, b(z) = & A@) = —

dann gilt ersichtlich
1
p)=e, A'@@)=— b

Die Funktion v, = ¢* ist dann die Lésung der Differentialgleichung (8) und
es gilt
v, vy
A" 4+ 3b+ (44 — 2p')y— +p — = 0.
Yo Yo
Satz 3. Es seien A'(x), b(z), p'(x) stetige Funktionen x € I = (a; 00), —0 <
< a + 0. Es sei v, die Losung der Differentialgleichung (8) mit der Eigenschaft
vo(x) # 0, x € I. Weiter gelte fir alle xe 1 '

g vy
(9) A 4+ 3b+ (44 — 2p')— +p — = 0.
Yo Yo
Dann ist die Differentialgleichung (a) in I nicht-oszillatorisch.
Beweis. Es sei vy(x) # 0 fiir alle z € I die Losung der Differentialgleichung
(8) mit der Eigenschaft (9). Dann entspricht die Funktion

vp(x
(10) o) = 3 Yol)
V()
in I der Differentialgleichung
' 1 2
(11) o + —3—(»2 +?pw = —24

und weil A(z)eCi(l), p()eCi(l), ist w(z)e Ca(I). Multiplizieren wir die

4
Beziehung (9) mit dem Ausdruck ?vﬁ(x) und wir erhalten

4 6 , 8 , , 4
?A'v?,—l-4bv§+?Avovo———3—pvovo+—3—pvovo=0,

woraus )
4 2 2 2 Al 2 A ’ 2 " 2 r! +
W =2y | —— A v, —— Avy, — —pvy — — P,
(12) 0 o 3 o g % 3 DY 3 P
+ 4p vy — 44y,
folgt.
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Jedoch
2, 2 2, 2 2
vy = — Pl —:;A'vo,vo = ——;p’vo — P A'vy — 3 Av,.
Aus der Beziehung (8) erhalten wir dann
(13) 4bv = 2000, + 4p'vevy — 44V,
‘Wenn wir im Ausdruck 44v,v, anstatt
3 , '
Avo=— Fy vy — PV
-einsetzen was aus der Gleichung (8) folgt, erhalten wir aus der Beziehung (13)
{14) _ —4p'vyvy — 4pv,Z + 4bvE = 2v5v; + 6v ;.
Wenn wir U(z) = vi(x) # 0 bezeichnen, gilt ersichtlich
U'(z) = 2099y, U" = 20> + 2vgv5, U"(x) = 6vyvy + 20,05 .
Nach Einsetzen in (14) erhalten wir
U’z

U(x)

(15) U (@) = — p(x) & 2p'(x)U'(x) + 4b(x)U ().

Das heist aber, dass U(z) = vj(x) die Losung der Differentialgleichung (15)
ist, und in I keine einzige Nullstelle hat. Ersichtlich gilt
, U 20 30U 3,
U = 200y, —== y ———

Vg 2 U v,
. fiir alle z € J. Daher erfiillt die Funktion |

3U'(x)
= w(x)
2U0(x)
die Identitit ‘
4 2
(186) o 4 200’ 4+ —;wa + Y pw? + 29" w = 6b.

Davon iiberzeugen wir uns durch Einsetzung indem wir (15) in Erwigung
ziehen. Es existiert also eine Funktion w(z) € Cy(I), welche gleichzeitig die
Differentialgleichungen (11) und (16) erfiillt. Damit sind die Voraussetzungen
von Lemma 3 erfiillt und die Differentialgleichung (a) ist in I nicht-oszilla-
torisch, was zu beweisen war.
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Hexroroprie ocobernoCTH pemreHuii JuHEHOTO
nuddepeHHaTLHOTO YPaBHEHUA TPEThero MOPAAKa
¥+ p)y” + 24@)y" + [4'(x) + blx)ly = 0
- JI. MopaBcku

PaGora pas6uTa Ha fiBe 4acTH.

B mepBoii uacTH uCCHefyOTCA YCIOBHA OCHWLIALMA HEKOTOPHX pemeHuit muddepen-
IUATBHOTO yp ABHEHUS

(@) y" + pE)y” 4 24(x)y" + [A'(x) + b(x)ly = 0

WM KOHBEPTHPOBAHMA K HYJIO BMeCTe CO CBOeit mepBO# IPOMBBOAHOU AJIA  —> 0.
B Bropoit yacTH paccMaTpHBAeTCA OfHA KPHUTEPHSA HEOCHUIMPOBAHUA pemenuit gudde-
PEHIIMAJIBLHOTO ypaBHEHUA (a).

. Niektoré vlastnosti rieSeni
linearnej diferencidlnej rovnice tretieho radu

y" 4 p@)y” 4 24(x)y’ + [A'(x) 4 b(x)]y = 0
Vytah
L. Moravsky_

Préca je rozdelend do dvoch &astf. .
V prvej dasti sa vyfetruje za akych podmienok niektoré riedenia diferencidlnej rovnice
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@ 9" + pla)y” + 24(x)y’ + [4"(2) + b(z)ly = 0
oscilujd, alebo konvergujt k nule spolu 8o svojou prvou derivéciou Pre  — 0.
V druhej dasti sa pojedndva o jednom kritériu neoscilatoriénosti riegent diferencigl-
nej rovnice (a).
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(ACTA F. R. N, UNIV. COMEN,, MATH EMATICA XVIII —1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XVIII-1967

Uber die Eigenschaften der Menge der Quasimetriken

A. SETTARI, Brno

Unsere Arbeit befaBt sich mit einigen Eigenschaften der Menge der Quasi-
metriken Z,(P) des topologischen metrisierten Raumes P. Unter dem Begriff
_,Quasimetrik* versteht man die Klasse der auf bestimmte Art dquivalenten
Metriken, welche im P gegebene Topologie induzieren. Z,(P) ist teilweise
geordnet.

Man beweist folgende Behauptungen:

1. Sei entweder P = E; mit natiirlicher Topologie, oder existiere im P ein
Hiufungspunkt @ und seine Umgebung U so, daB kein anderer Haufungspunkt
aus P in U liegt. Dann existiert Untermenge M < Z,(P), welche eine Gegen-
kette ist und es gilt card M = exp N,.

2. 9,(P) ist ein Vereinigungshalbverband.

3. Sei P ein kompakter Raum. In jeden Raum g e Z,(P) 148t sich eine
Metrik einfiihren. Ist jetzt jede wachsende Cauchy — Folge {0} € ¢ im @
konvergent, so besitzt jede abzihlbare Menge M < Z,(P) eine obere Grenze.

Wir werden iibliche Symbolik benutzen, welche im Buche [2] erklart ist.
Sei P ein topologischer metrisierter Raum. Wir bezeichnen mit Z(P) die
Menge allen Metriken, welche im P gegebene Topologie induzieren. Zwischen
Elementen von 2(P) definieren wir nach [1] folgende Relationen:

Definition 1: Sei o € 2(P), o € Z(P). Gilt es fir einige « > 0 (8 > 0) und
fir alle x, y € P .

e, y) > ao(@,y) (o(z, y) > fe(, y),)

so schreiben wir o > o (0 > o).

Definition 2: Wenn fir o, 0 € D(P) gleichzeitig o > o, ¢ > ¢ gilt, nennen wir
diese dquivalent und schreiben p = o.

Bezeichne man jetzt 2,(P) die Menge aller Klassen der Metriken, welche in
eben erklirtem Sinne dquivalent sind. Fiir die Elemente dieser Menge wurden '
in [1] der Name ,,Quasimetriken‘‘ eingefiihrt. Wir werden im Z,(P) die teilweise
Ordnung, welche mit Definition 1 festgestellt ist, betrachten; dabei ist es
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notig, beliebig erwihlte Repriasentanten der gegebenen Klassen zu vergleichen.
Nun werden wir einige Eigenschaften 2,(P), welche mit ihrer Ordnung zu-
sammenhéngen, studieren.

1.

Stellen wir jetzt die Frage, ob 2,(P) die Kette, d. h. total geordnete Menge
ist. Zur negatieven Antwort ist es hinreichend, zwei unvergleichbare Metriken
auszufinden; dann- auch die Klassen, welche diese reprisentieren, werden
unvergleichbar.

Hilfssatz 1: Zwei Metriken g, 0 € 2(P) sind unvergleichbar dann und nur
dann, wenn im PXx P die Folgen {a;, b;}, {ci, di} existieren, fiir welche

elai, bi) | . o(ci, di)
—) =0, 4 = 0 gilt.
mf{ o(ai, by) } = { ece, di) } &

Beweis: Dieser folgt unmittelbar aus der Definition 2, welche sich in der Form
e, )
oz, y)

o, noch § ,was schon die Behauptung nach sich zieht.

Bemerkung: Man kann leicht sehen, dal es moglich ist im Hilfsatz lim statt
inf zu schreiben

1.1 Satz 1: Sei P = E, mit natirlicher Topologze Dann existiert eine Unter-
menge M < Dy(E1), deren Mdchtigkeit exp N, ist, und welche zugleich eine
Gegenkette, d. h. total ungeordnete Menge, ist.

- Beweis: Sei a € E; beliebig, aber fest. Fiir x € E; bezeichnen wir
X =z — a. Wir setzen g,(z, y) = |Xz Y2|, falls sgn X = sgn ¥
' = X2 4 Y2 fallssgn X #sgn Y.
@a ist eine Metrik. Fiir  # y ist X # Y, sodaB ga4(z, ¥) > 0. Von den iibrigen
Axiomen ist es notig nur die Dreiecksungleichung zu beg]aubigen Es geniigt,
diese Fille zu betrachten:

1. X, Y, Z>0. Dann gz, y) + 0aly, 2) = | X2 — Y2| 4 | Y2 — Z2| >

> |X2 — 2% = ga(a, 2).

2. X, Y>0,2Z<0. Dann gq(x, y) + 0a(y, 2) = | X2 — Y2| 4 Y2 4 Z2 >
> X2 + Z2 = pq4(, z). Ferner ist es ga(x, 2) + ga(z, y) = X2 + Y24-272 =
= |X? + Y?| + 222 > | X2 — Y?| = qa(®, ).
¢a induziert in E; natiirliche Topologie. Sei z, € E;, ¢ > 0 beliebig. Man |
kann leicht einsehen, da die Menge aller z, fiir welche g4(z, 2,) < ¢ gilt,
ein offenes Intervall ist. Wir werden jetzt zeigen, daB fiir @ 5 b die Metriken
@a, 0» unvergleichbar sind. Wir nehmen a < b an. Sei {z,} beliebige Folge,
" fir deren Glieder stets 2, > b ist und ferner {x,} - b. Dann ist:

IIA

i < B schreiben laft. Fiir unvergleichbare Metriken existiert weder
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Qb(xn, b) - (% — b)2 _ Ty — b
0a(®n, b) (¥n —a)2 — (b —a) (xn —a)+ (b —a) ’

T, b 1 -
Lim 20 _ Lim (25 — b) = 0.
n—>c0 Qa,(x»n, b) 2(b = a) n—>o0

Ferner sei {yn} —a die Folge, fiir deren Glieder y» <a gilt. Dann ist:
0a(Yn, @) — @ — Yn - 0a(Yn, @)
oo, @) (b — yn) + (b — @) n>eo 00(Yn, @)
Nach Hilfssatz 1 sind also g, und gp unvergleichbar. Bezeichnen wir mit
gz jene Klasse aus Z,(P), fiir welche g4 € g5 ist und setzen wir M = {@a}
[@cEi]. M ist eine Gegenkette und card M = card E1 = exp N, .

1.2 Hilfssatz 2: Es existiert ein System der schlichten Folgen {a;}r_,[ € J]
mit diesen Eigenschaften:

= 0.

1. Fiir jede 4 ist U @, < (0, 1) und lim aj, = 0.
n=1 n—>o
a a,
2. Fiir i # j gilt: inf {—} =0, inf{—1=0.
al, a;,

3. card J = exp No-

Beweis: Zuerst werden wir die Mengen K;, K2, welche wir weiter brauchen
werden, konstruieren. Fiihren wir im (0, co) eine Aquivalenzrelation ein:
Die Punkte z, y sind dquivalent, wenn z = r . y gilt, wo r beliebige rationale
Zahl ist. Jede Klasse ist abzéhlbar und die Klassen sind paarweise durch-

schnittsfremd. Bezeichne man 7 die Menge aller Klassen 7. Es ist- U T =
Ter
(0, 00); aus card T = N, folgt (wenn card UT = exp N,) card ki=exp ¥o.

Wihlen wir jetzt a € (0, ), fest. Nehmen wir die Menge K1 = {ki} [i € J]
der Reprisentanten aller Klassen, mit Ausnahme der Klasse, welche a enthilt.
(Also ist keine ki mit a #dquivalent.) Wir setzen fir € K; : fx)=0a —=.
Offenbar gilt fiir x, y € K1 (wir betrachten die ibliche Ordnung) z >y = >

f(@) < f(y). Ferner ist kein & mit seinem f(z) dquivalent. Sei namlich

fe) _a—=x a : .
z=r.f(x), dann mufl — = = — 1 = r sein, was aber ein
x x x :

a
Widerspruch wiire, da — keine rationale Zahl ist. Bezeichne man endlich

xz
Kp = f(K1) = {f())} = {k3}.[i € T].

Setzen wir jetzt fiir ¢ € J : al, = e~*" fiir n gerade
. = e~¥ fiir n ungerade. )
Das System dieser Folgen besitzt schon folgende Eigenschaften:
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‘ Jede Folge ist schlicht. Setzen wir voraus, daB fiir bestimmte n, m e~ —
T
m
= ¢~**™ igt. Dann wird — =— — r gein, was aber unméglich ist, da k! =

n
= fi&,).
{a;} hat keinen von Null verschiedenen Héufungspunkt und es ist U {di} <

.C (0’ 1>. n=1

a, a,
Sei ¢ % j. Dann > e ®i-Fon g gerade und — = e ®'ekan 50
- a a

’ n n
ungerade. In Hinsicht auf gefiihrte Zuordnung ist sgn (ki — k) = —
— sgn (k; — kb), woraus schon 3. folgt.

SchlieBlich ist offenbar card J — exp N, .

Hilfssatz 3: Sei (P, ) ein metrischer Raum mit dieser Eigenschaft: Es
existiert ein Haufungspunkt @ € P und solche seine Umgebung U, daB im U
kein weiterer Haufungspunkt von P liegt. Sei ferner ¢ die Metrik auf U ,
welche-dort relative Topologie induziert und wenn eine (g, &) — Umgebung
ist, dann gelte fir z € U auch o(a, x) < e. Wir setzen 7(x, y) =
= o, y) firz,ye P — U
= o, y) firz, ye U
=o@®,a)firzeP —U,yeU.

Dann ist v eine Metrik auf P, welche dort gegebene Topologie induziert.

Beweis: 7 ist eine Metrik. Es ist offenbar 2 = sup{o(x, y)} [x,ye U] >
> sup{o(z, y)} [, y € U]. Dann ist fiir «, yeU,zeP — U: 1z, 2) = g(a, z) >

281y, 2) =0la,2) > e t(,y) = o(z, y) < 2¢, woraus 7(, y) + 1y, 2) >
> 1(x, 2) folgt. Ubriges ist trivial.  induziert im P gegebene Topologie, denn U
kann man immer so wihlen, da U — I ist, Ist U £ U, so existiert eine
Umgebung 7, fiir welche 7 < U ist, da P ein B — Raum ist (nach der Sym-
bolik von [2]). Dann ist schon V — V. ,

Satz 2: Sei P ein metrisierter Raum mit der Eigenschaft aus Hilfssatz 3. Dann
gilt: Im D,(P) existiert eine Untermenge M mit Mdchtigkeit exp N,, welche
eine Gegenkelte ist.

Beweis: Sei ¢ € 2(P) eine beliebige Metrik auf P. Nur einfachheitshalber
werden wir voraussetzen, daB U = U und U eine (¢, 1) — Umgebung von a
ist. Wir setzen

1
U=vVd, zed,(=) — < ola, 2) <
n=2 . n n—1

‘ und definieren auf U x'U mit Hilfe gewisser Funktion f(n)[n e N] die Funktion
o(®:9) = (n = L)e(z,y) inf (fw) — f)} firz, ye 4

*

=f(n) — fim)| fitr 2 < 4,
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y€Am o(x,a) = f(n) fir xe dn
o(x, z) = o(a, a) = 0.

Jetzt setzen wir f(n) = an € {an}r_,, Wo {as} = {a'} eine beliebige Folge
aus Hilfsatz 2 ist. (Index 7 lassen wir aus.) Dann ist o eine Metrik. Da Folge
{an} schlicht ist und {a,} - 0, gilt inf{|lan — ai|} > 0, woraus o(z,y) > 0

T#EN
fiir « # y folgt. Die Dreiecksungleichung ergibt sich z. B. fiirx = a, y, 2z € 4,
2

folgendermaBlen: p(y, z) < und a(y, 2) < 2inf {{an — &l} < 20, =
n — i#EN
= o(x, y) + o(x, z). Ahnlich in iibrigen Fallen.

o induziert in U gegebene Topologie, denn alle von a verschiedenen Punkte
sind isoliert. Zu ¢ kann man also im Hilfssatz 3 beschriebene Metrik =
schaffen; die zu {a}} [ieJ] angehorende Metrik wird jetzt ¢ bezeichnet.
Wir behaupten, daB fiir ¢ = j ¢ und +/ unvergleichbar sind. Dazu nehmen

; - . . THn, @)

wir die Folge {w,,a};_,, wo x, € A, ist. Dann erhalten wir —_— =
- v (xp, a)

_ o, @) a,

" —)—-—j und aus den Hilfssitzen 2 und 3 folgt, daB ¢ und
ol(n, @) @

unvergleichbar sind. Setzen wir jetzt M = {#¥} [¢ € J] (wo ! € ¥¢ ist), wird
der Beweis beendet.

2.

2.1 Satz 3: 9,(P) st ein Vereinigungshalbverbapd.

Beweis: Wir sollen zeigen, daB zu jeden zwei Klassen g, ¢ € 9,(P) eine
Klasse 7€ 2,(P) existiert, ¥ = sup (g, 5). Wir wihlen beliebige Metriken
g €0, 0 € und setzen t(z, y) = maz [o(x, y), o, y)]. v ist eine Metrik; man
zeigt leicht, daBl v € Z(P). Ist v €7, s0 bezeichnen wir # alsandere Klasse, fiir
welche # > @, # > @ ist. Wir erwihlen » €7 beliebig. Aus » > g, » > ¢ folgt
vz, y) > ao(x,y), v(x,y) > Po(x,y) bei passenden «, B> 0. Dann gilt
offenbar auch »(z, ) > y max [o(x, y), o(x, ¥)] = yr(x, y), wo y = min («, f) ist.
Es gilt also » > 7 und auch s > 7.

2.2 Sei P ein kompakter Raum, g € Z,(P). In Raum ¢ ka.nn man folgen-
dermafBen die Metrik  einfiihrén : Fiir g;, g2 € g ist es r(g1, g2) = sup {|o1(x, y) —
— 02(, ¥)| }[», y € P]. Wegen Beschrinkheit 1,02 ist (o1, 02) < . Die
Dreiecksungleichung folgt aus: sup{lo1 — 02|} + sup{lez — s/} = sup {|or —
— 02| + |o2 — 03|} = sup {lo1 — gs|}. Ebenso liBt sich D(P) metrlsleren
Es sind folgende drei Behauptungen richtig:

(1) (2(P), r) und (g, r) sind keine vollstdndigen Raume.
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1
Wir werden eine Folge {0} [¢€N], gi(x, y) = —op(x, y) betrachten. Be- -
i

1 1
zeichnen wir 8 = sup {o(x, y)} [z, y € P], so gilt 7(ox), g = 7-——1— S;
also {oi} ist eine Cauchy — Folge. Existiere jetzt die Metrik o = Lim ;.
Dann fiir ¢ > 0 und passende ke N, gilt 7(0, gx) < . Offenbar ist es sup
{o(x, y)} < sup {oi(x, y)} fiir alle 4. Dann ist & > sup { —(k—y) —o(z,y) }
22— —supo(, y) > 0. Fir ¢—>0 erhalten wir sup o(z, y) < 0. Also ist

k
o keine Metrik.

(2) (@, r) ist kein kompakter Raum.

Ist ndmlich ¢ € g, soist auch ko &g fiir beliebige £ > 0. Dann ist (o, Icg)

= (k — 1) sup {o(x, y)}; also (§7), kann nicht kompakt sein.

(3) Jede wachsende Cauchy — Folge {o;} = Q(P) (im Sinne gq(z, Y) <
< gin(w; y) fir alle z, y € P) ist konvergent im (2(P), r).

Ist {0} eine Cauchy — Folge, so ist {oi(2, y)} fiirjeden (z,y) € Px P eine
Cauchy — Folge im E, . DaE; ein vollstéindiger Raum ist, existiert lim g;(z, y)=

= o(z, y). Offenbar ist ¢ eine Metrik. Existiert solche & € N, daB o(z, y) —
&€
or(z, y) < —2— fir e > 0 und alle ,y e P. Dann gilt fir acP: gz, a) <

€
— = > o0(%,a) < e Anderseits ist o(z,a) < &= > gi(x,a) < e Also o
induziert dieselbe Topologie, wie .
Satz 4: Sei P ein kompakter Raum. Sei gede wachsende Cauchy — Folge

{o}i1 [os € (2, 7)] konvergent im (g, r). Dann besitzt Jjede abzihlbare Menge
M < D(P) die obere Grenze.

Beweis: Sei M = {g;} [{ € N]. Man kann solche g; € §; auswihlen, daB

-]

_1 oi(, )
28 1+ (=, 9)
i=1
« Wir werden zeigen, dal die Klasse, welche v enthilt, die gesuchte obere
Grenze ist. Vor allem ist 7 eine Metrik. Man sieht leicht, daB jede Funktion
oi(x, y)

1+ o=, y)
Beniitzen wir jetzt die Dreiecksungleichung, so erhalten wir

sup {ou(, 9)} = 1z, y € P] ist. Setzen wir t(x,y) = 2

eine Metrik ist und die Reihe fiir = gleichméssig konvegiert.

60



@©

1 edzy) 0i(y,2) < 1 oalz=),
T(x: ?/) + T(y: 2) == Z ot (l + ei(x’y) + 1 + Q‘(y’z))>§’ 9 1 + Qt(x’ z)

i=1 i=1
= 7(2, 2).
7 induziert in P dieselbe Topologie, wie z. B. g1. Da gi(x, y) < 1 ist, gilt
1 z, 1
(%, y) > — M 2 —o1(®, ). Dann gilt es fiir beliebigen Punkt

acP:1(a,x) < 4= 0 = > pi(a, ) < &. Ferner miissen wir zeigen, daB
02 existiert, fiir welche pi1(a, ) < 7(a, ) < ¢ ist. Man kann solche t, finden,

oo

1 e®y)
2 1+ ez, y)

%

€
daB <? fir alle z, y € P ist. Ferner existieren sol-

1 a,x e
che ¢ daB pi(a, z) < & = > — ois, ) -

< , i=
20 1+ gi(a, @) 206, — 1)
ist. Setzen wir jetzt J; = min {d;}, so gilt a fortiori gi(a, ) < &2 =

= > 17(a,%) < (4, — 1)2—“-—6—1)‘]‘% = &.
e

Es gilt offenbar 7 > g fiir alle ¢. Nehmen wir jetzt an, daB fiir eine Klasse
G€Dy(P)G > gs gilt. Wir zeigen dann & > 7. Wihlen wir die Metriken
oi € G, fiir welche o¢(z, ) > oi(x, y) [, y € P] gilt, aus und setzen wir o(z, Y) =

N . N

1 oz, y) ) . . % 1x . .

= —————. o ist offenbar eine Metrik. Ahnlicherweise wie
2 1+ o4(x,y)

i=1

oben kann man zeigen, daB o e D(P) ist. Bezeichnen wir jetzt noch 8y =
@

1 g (x: ?/) . . : . . o
= —————, so erhalten wir leicht, daB jede S, eine Metrik
2t 1 + oi(x, y)

i=1
oz, y)

v 1+ ai(x, y)
Hilfe der transfiniten Induktion kann man bewiesen, daB auch S, €d

= 1
2_ G‘(x,y) ]<
2% 1+0’¢($,y)

1=n

~ ist und gilt S, € 2(P). Jede metrik ist aus der Klasse &, mit

fir jedes m gilt. Jetat gilt 'r(S,,, Sm) = sup

» sodaB8 {8,} eine Cauchy — Folge ist und wegen (S, 0) -

2min(m,n)—1

1

g ist 0 = Lim S, Naoh der Voraussetzung ist also o € 3. Aus oi(2,y) >
] phis = 7
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of@,y) _ ez y)

1+oi(z,y) 1+ ez, y)
«<hil ¢ > 7 und also & > 7. Damit ist T = sup M bewiesen.

> oi(x, y) folgt jetzt . Daraus ergibt sich schlieB3-
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O vlastnostech mnoziny kvazimetrik
A. SETTARI, Brno

Préce se zabyvé nékterymi vlastnostmi mnoziny kvazimetrik 2o(P) topologického
‘metrizovatelného prostoru P. Pojmem ,kvazimetrika‘‘ se rozumi t¥ida jistym zpisobem
-ekvivalentnich metrik, které indukyji v P danou topologii. 2o(P) je &isteénd uspots-
déna.

Jsou dokazovédna nésledujici tvrzeni:

1. Necht je bud P = E, s piirozenou topologif, anebo existuje hromadny bod a € P,
v jehoZz jistém okoli U nele#i z4dny dal&f hromadny bod z P. Pak existuje mnoZina
M C 2Do(P) mohutnosti exp No, kterd je protifetézec.

2. Do(P) je horni polosvaz.

3. Necht P je kompaktni prostor. KaZdy prostor ¢ € Do(P) lze metrizovat. Je-li
nyni kazdé rostouci Cauchyovskéd posloupnost {g;} C g konvergentni v g, pak mé kazdd
-spodetnd mnozina M C Do(P) supremum.

O cBoiicTBax MHOKECTBA KBA3UMETPUK

A. CETTAPH, Bpo

Crenylomasa paboTa B3aHNMAeTCA HEKOTOPHIMM .CBOMCTBAMM MHOKECTBA HKBAa3HMETPHUK
D, (P) Tomonornyeckoro Merpusyemoro npocrpaucrsa P. Iloy o3HaueHneM ,,KBasuMeTpuKa’’
pasyMeeTcs KJIACC METPHUK, ONpefeJeHHHM 06pasoM BSKBMBAJEHTHHX, HHAYNUPYIOIMX
‘BAZIAHHYI0 CTPYKTYpPY Ha P. 9, (P) — 4acTMYHO yHOPAROYEHHOE.

JIoKasHIBAIOTCA CIERYIOMNe TEOPEMBI:

‘1. IIycrs mmu P = E, ¢ ecrecTBeHHOf Tomosornett, uan cymecrsyer B P ToYKa CrymeHAs
< 1 ee oxpectHOCTh U Tak, uro B U He HAXOMUTCA y:Ke HUKAKAA KANbHEHIIAsA TOYKA Cryme-
uua u3 P. Ilorom cymecTByeT MHO:eCTBO M < 2, (P) MOLIHOCTH exp ¥y, KOTOPOE ABIACTCHA
COBCeM HeyNOpAAOYEHHHM. :
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2. 9,(P) — BepxHaA MOIYCTPYKTypa.

3. Ilycrb P — KOMIAKTHOE MPOCTPAHCTBO. B Kaskoe mpocTpancTBo @ € Po(P) BOSMOKHS
BBeCTH MeTpuKy. Ecim Temepb KaxKmgas Bo3pacraiomadn mocienosarenbaocts Homm {g;} <
CXOJATCA B @, CYIIECTBYET K KQOKAOMY CUETHOMY MHOmecTBY M < D,(P) TouHAA BePXHA
rpaHuIa.
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(ACTA F. R. Ny UNIV. COMEN., MATHEMATICA XVIII — 1967)

ACTA FACUlfA_TIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
- MATHEMATICA XVIII-1967

Asociativna operacia na triede vSetkych svizov

J. BADIDA, Kosice

V vpréei [3] bol sformulovany nasledujici problém (pre grupy v [2]): nech
M je nejaks trieda svizov. Checeme néjst predpis (,,operaciu‘), ktory kazdej
neprazdnej mnozine navzéjom disjunktnych svizov I' = {L,} (v e M), pa-
triacich do triedy M, priraduje svéiz y(I'), patriaci do triedy I tak, Ze plati:

a) pre kazdy sviz L, existuje v y(I") podsvéiz P,, izomorfny so svizom L,,

b) svéz x(T') je vytvoreny mnozinovym siétom U P,,

c) operécia y je asociativna, t. j. ak I' je mnoZinovy stéet navzéjom d15]unkt-,,
nych mnozin I'y(z € N), potom

(L) = x({x(Te)})-

Tento problém bol rieSeny na urditych triedach svizov v pricach [3], [4],
[6]; t. j. na triede sviizov, ktoré spliuji urdité podmienky. V predloZenej
préaci tento problém rieSime pomerne jednoduchym spdsobom na triede viet-
kych svézov.

Pozndmka 1. Lahko sa méZeme presveddif o tom, Ze néjdend opericia
je tiez komutativna. Vyplyva to z toho, Ze vysledok tejto opericie z4visf len
na mnozine I' a nie na jej pripadnom usporiadani.

V dalSom texte budeme pouZivaf terminolégiu ako v préaci [3] a &iastodne
ako v knihe [1]. Kardindlny saédin svézov A4,(v € M) budeme oznadovaf
IIz4,(v € M) a volny stdin I1*4,(» € M).

O mnozindch (svéizoch), o ktorych budeme hovorit v tejto préci, budeme
predpokladat, Ze mézu byt aj prazdne. Pridzdnu mnoZinu povazu]eme za
podsviz ka.zdého SVAzZU.

Operdcia v
Definicia 1. Nech § je Iubovolny sviéz, nech

S=A4®B, (1)
pridom A, B st podsvizy svizu S. Budeme hovorif, Ze ordmélny rozklad (1)
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mé vlastnost (2), ak mnozina A4 (t. j. dolné trieda svizu 8) je distributivny
podsviz svizu 8.

KedZze kazdy svdz S moézZeme napisat v tvare S =0 @ S, priom tento
ordindlny stidet svizu § mé vlastnost (Z), potom z toho vyplyva, Ze kazdy
sviz § sa d4 aspoii jednym spdsobom rozlozit v ordindlny stdet svojich dvoch
podsvizov tak, Ze je splnenéd vlastnost (2).

Lemma 1. Nech S je lubovolny sviz. Nech S=A @B, S=C® D a nech
oba tieto rozklady svizu S maji vlastnost (2). Ak C & A, potom A < C.

Tvrdenie je zrejmé (porov. dokaz lemmy 2,1 v [4]).

Lemma 2. Nech S je lubovolny sviz. UvaZujme vetky moiné ordindlne roz-
klady, majice viastnost (2), svizu 8 :8 = At @ B, prifom i prebieha nejaki
neprazdnd mnofinu indexov N. Oznaéme A = U Af, B = N B!, Potom S =
= A @ B a tento rozklad md vlastnost (2).

Doékaz. Ak 8 =0, potom tvrdenie lemmy je splnené trividlne. Nech
8 # 0. Z lemmy 1 vyplyva, Ze mnozina {4¢} svizu S je usporiadani (po-
mocou mnozinovej inkldzie) a teda 4 = U A? je tieZ podsvidzom svizu S.
Zrejme je tiez B = N Bt podsviz v 8. Pre kazdé i e N je z € At U Bi. Ak
pre kazdé i e N je x € Bi, potom x € B. Ak existuje 1€ N tak,.%e z ¢ Bi,
potom z € 4¢, teda x € 4. Ak pre kazdé i e N je Ai = (), potom tiez 4 = 0
a teda S =0@ B (t. j. kaizdy prvok z € S patri do B). Ak existuje 1€ N
tak, Ze kazdy prvok x €8 patri do Af, potom x€ A a teda B =), takze
S8 = A4 @ 0. Nech teraz existuje aspoil jeden ordindlny rozklad svizu S
(zrejme majici vlastnost (2)), tak, Ze dolnd a hornd trieda svizu S s ne-
prizdne mnoZiny. Potom, ak ae€ A, be B, existuje 1 € N tak, %e ac At
Kedie b€ B, je b e Bt (pre kazdé i€ N) a teda @ < b. Tym sme dokazali,
zZe S =4 @ B. _

Tvrdenie, Ze 4 = U At je distributivny podsvéz v 8, vyplyva z toho, Ze
mnozina {A4%} je usporiadand a Ze pre kazdé i€ N podsviz A¢ svizu S je
distributivny svéz. ‘

Podla lemmy 2 mézeme teda kazdému svéazu S priradit svizy, ktoré oznatme
S(X), S8(Y) tak, Ze

8 = 8(X) ® 8(Y) (2)

a tento rozklad (2) je ,,najvaésim‘‘rozkladom, majicim vlastnost (2), v tom

zmysle, Ze pre kazdy rozklad § = 4 @ B, ktory mé vlastnost (2), plati:
A4 = 8(X), B> 8(Y).

Teraz rozsirime definiciu kardindlneho stGdinu svizov (zavedend v [6],
§ 2, def. 2,1) a voIného stdinu svizov (zavedenu v [3], § 3, def. 3,2) nasleduju-
cim spésobom: .

Definicia 2. Nech {4,} (»€ M) je systém navzijom disjunktnych svizov,
pridom priptstame mo¥nost, e 4, =0 alebo M = 0.

56



1. Ak M =0, polozime II#4, = I1*4, = 0. -

2. Nech M # 0 a nech M’ je mnozina vSetkych tych »e M, pre ktoré
AV 7& @,

a) ak M’ #0, polozime II*4,(ve M) = *4,(ue M'), 1A% e M) =
= 24 ,(u € M') (v tomto pripade vyraz na pravej strane chapeme vo zmysle
definicie 3,2 v [3], respektive vo zmysle definicie 2,1 v [6]),

b) ak M’ = 0, potom polozime IT*4,(v € M) = IT*A4,(ue M') =0, Mz4,(ve
eM)=T=*4,(ue M) = 0.

Nech T' = {4,} (v € M). Nech %(I') je kardinélny respektive volny sudéin
sviizov A,. Nech pre mnozinu indexov M plati: M = U M; (ieN) a pre
lubovol'ne j,keN (j # k) nech je MyN\ My =0 (M, My #0); I' =V Iy,

= {4,} (v e M;,ieN). Dalej oznadme M’ mnozinu vietkych tych ve M,
pre ktoré A, # 0. Analogicky vyznam nech ma M; pre kazdé i€ N.
" 1. Ak M = @), potom tvrdenie, Ze operacia kard_lna,lneho a volného studinu
je asociativna, je trividlne. Predpokladajme teda v dalSom, zoe M #+0. Ak
pre kazdé ve M je A, + (), potom z asociativnosti kardinalneho respektive
volného stdinu dostavame

x(0) 22 x({xT4)}) (@ € N). (Ky

2. Ak pre kazdé ve M je A, =0, potom podla definicie 2 je x(I') =
Potom zrejme pre kazdé ie N je tier y(I't) =0 a teda aj x({x(I')}) =
z Goho vyplyva platnost vztahu (K).

3. Predpokladajme teraz, Ze pre niektoré (nie viak pre vietky) » € M méie
byt 4, = 0. Potom plati:

2({4s}) (v € M) = 3({4u}) (€ M). (Kyy
Analogicky, ak pre i € N je M # 0, potom
1({45}) v e Mi) = x({4y}) (u € M) (Kz)

Oznatme y({4,}) (v € Mi) = Aq, x({4u}) (p € M) = A; (pre kazdé ieN).
Kedze pre kazdé i € N je Ay = A;, potom :
2({A}) = x({A}) (Fe ). ’ (Ks)

Je zrejmé, 7e ak pre niektoré (nie viak pre vietky) i € N je A = ?, potom
tiez
x({Agd) (i e N) = x({Ag}) (j € V'), (Kyq)
prisom N’ je mnoina vietkych tych i € N, pre ktoré Ay 7 0.
Kedze podla 1. je
x4 (we M) 22 3({4,}) (we Mj, je ),
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a platia vztahy (Ki), (K2), (K;) a (K,), potom z toho vyplyva, ze vzfah (K)
plati aj za predpokladu, ktory je vysloveny na zadiatku pripadu 3.

Tym sme teda preverili, Ze operacia y je asociativna aj v pripade 2. a 3.

Nech 8, = 8,(X) @ 8y(Y) je ordindlny rozklad svizu S,, majici vlast-
nost (92), pritom 8,(X), Sy(Y) maji vyznam ako S(X), S(Y) v ordinilnom
rozklade (2) svizu S.

Definicia 8. Nech I' = {8,}, 8, = S,(X) ® S,(¥) (v€ M), je systém na-
vzéjom disjunktnych svizov. Potom symbolom v(I') budeme oznadovat
8VAZ

128,(X) @ M*S,(Y) (v € M).

Lemma 3. Nech {B,} (v e M) je systém navzdjom disjunkingjch svizov. Nech
kakdy zo svizov B, je medistributivny. Potom sviz B = II*B, (v e M) je tief
nedistributivny.

Tvrdenie je zrejmé.

Lemma 4. Nech T' md vjznam ako v definicii 3. Potom rozklad svizu (T
v ordindlny silet

() = 1178,(X) @ I1*8,(Y) (v € M) 3)

ma viastnost (D).

Dékaz. Podla predpokladu pre kazdé » € M je S,(X) distributivny (alebo 0).
Potom tiez I128,(X) je distributivny (alebo ), teda (3) ma vlastnost (2).

Lemma 5. Nech 8 = n(I'). Nech S=A @ B je rozkla,d svdzu S, majici
viastnost (2). Ak II28,(X) < A, potom II#8,(X) =

Dékaz. Ak 8 =0, potom tvrdenie je zrejmé. Predpoklada]me teda,
2e 8 # 0. Ak sviz 8 je distributivny, potom S,(Y) = 0 pre kazdé veM
takze I128,(X) = 8; zo vzfahu I128,(X) = 4 potom vyplyva I128,(X) =
Nech 8 je nedistributivny. Potom méZu nastat dve moznosti:

1. Ak pre kazdé v € M je Sy(X) = 0, potom tiez I128,(X) = 0 a teda S =
= II*8,(Y). Nech 4 # 0. Potom 4 < II*8,(Y). Kedze B < I1*8,(Y) (zrej-
me B (), lebo v pripade B = @) by S bol distributivny sviz) a 4 U B = &S,
potom II*8,(Y) = 4 @ B, &o je spor 8 tvrdenim lemmy 2,6 v [4], a teda
musf byt 4 =0, takie II28,(X) =

2. Nech teraz aspoii pre jedno » € M j e rozklad S, = S,.(X) @ 8,(Y) taky,
Ze 8)(X), 8y(Y) # 0. Potom zrejme II8,(X), I1*S8,(Y) # 0. Podla pred-
pokladu I128,(X) = A. Oznatme A — I138,(X) =E. Ak E =), potom
1128,(X) = A. Predpokladajme teda, Ze E # 0. Potom E < II*S,(Y), E N
NB=0, EU B =11*8,(Y) (zrejme E je podsvizom v I1*3,(Y)) a teda
I1*8,(Y) = E @ B, %o je opit spor s tvrdenim v lemme 2,5 v préci [4], lebo
B # 0. Teda musf byt £ = 0 a teda I159,(X) = A4, ¥m je tvrdenie lemmy 5
- dokzizané
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Lemma 6. Nech S = n(I'). Potom S8(X) = II#8,(X), S(Y), = IT*S,(Y).

Dokaz vyplyva z lemmy 4 a z lemmy 5.

Veta 1. Nech I' = {8,}, Sy = 8y(X) @ Sy(Y) (v M), je systém mnavzdjom
disjunkitngjch svizov (majicich viastnost (2)). Nech n(I') = II#8y(X) @ II*Sy(Y).
Potom plati:

pre kazdy svdz Sy existuje v -q(I‘) podsviz S, tak, Ze

a) S, 8, -

b) ak mnofina indexov M je koneénd, potom sviz »(T') je vytvoreny mnoZinovym
sidtom U S,.

Doékaz. Nech S, = 8,(X) @ S8y(Y) (pre kazdé » € M) je Iubovolny sviz
(majtci vlastnost (2)). Nech n(I') = I1#8,(X) @ I1*8,(Y) (v € M). Je zrejmé,
ze I178,(X), I1*8,(Y) = »(I') a prvky svizu (I') s triedy, ktoré oznadujeme
Z,Y, ... . Vyberme vo svize I128,(X) (I1*8,(Y)) tie prvky Z (¥), ktoré obsahuji
ako svoj prvok prvok z € 8,(X) (y € Sy(Y)), pridom « (y) prebieha celii mnoZinu
Sy(X) (Sy(Y)). Mnozinu takto vybratych prvkov oznaéme S.(X) (S.(Y)).
Je zndme, Ze S,(X) (S,(Y)) je sviz (tiez podsviz v I128,(X) (II*Sy(Y))),
izomorfny so svizom S,(X) (S,(Y)). Oznadme mnozinovy stdet svizov S,(X),-
S,(Y) symbolom 8,. Je zrejmé, ze S, = S,(X) @ S,(Y) je sviz, izomorfny
so svizom S, = Sy(X) @ Sy(Y) (pre kazdé veM), 4m je tvrdenie a) do-
kézané.

Tvrdenie b) vyplyva z tvrdenia a), z konstrukcie svizu n(I‘) a z toho, Ze
v pripade koneénej mnozmy M kardinalny sadin I12S,(X ) je vytvoreny
mnoZinovym stadtom U S(X).

Veta 2. Nech »(I') = II28,(X) @ II1*8,(Y) (v € M), pricom I' md vyjznam ako
v predchddzajiicom. Nech mmoZina indexov M = U My, priom ieN #0
a pre lubovolné j, ke N nech je My "Mz =0 (M, My #40); ' =UTy, I =

= {S\} (»€M,). Potom olperdcia v, definovand na triede véetkych svdzov, je
asociativna, t. j.
N(T) 22 9({n(T%)}) (i eN).

Dékaz vyplyva z asociativnosti kardindlneho a volného sddinu.

Pozndmka 2. Lahko sa dé tiex dokézat, %e sviiz n(I') sa d4 ziskat, a% na
izomorfizmus, z voIného sidinu svizov S,(v € M) vhodnou kongruenciou
(pozri napr. vetu 2, 3 v [5]).

Poznémka 3. Ak v definfcii 1 v ordmélnom rozklade (1) svdzu S nahradime
poziadavku distributivnosti podsviézu A4 poziadavkou moduldrnosti, potom
prevedené tivahy ostavaji v platnosti.
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AcconuaTuBHAA omIepanuA Ha KIacce BCeX CTPYKTYp

fA. BAOIUOA, Komure
Pesome

Hacroamas paGora sammmaerca ciepymomeit npo6iemoit: mycts R sBIAeTCHA TOGHM
KiaccoM crpykryp. IlocraBum 3ajjauyy — ompeflesnTh, €CIM CYIIECTBYET IIPABUIIO (,,0me-
panus’’), KOTOpOe KaKIOMY MHOMKECTBY IIODAPHO HeINepeceKalomuxca crpykryp I =
= {Lv} (v € M), mpuAagmesxamux K kKiaccy IR, IOCTABIAET B COOTBETCTBHE CTPYKTYPY
x(T"), npunapgmekamyo B kiaacc M Tak, 4TOOH MMEIO MECTO:

a) mas ao6oro Ly cymecrsyer B x(I') mogcrpysrypa Py, usomopduasn ¢ Ly,

6) crpykrypa x(I') o6pasoBana mMuoKecTBeHHOU cymmoit UP;,

B) OmepanmnA ¥ — ACCOMATHBHAA, T. €. eCll I' — MHOKECTBEHHAA CyMMAa TONAPHO He-)
nepecexkalomuxcsa MHO;kecTB I'; (i € H), morom

x(L) 2 x({x(T4)3),

r) omepanuA y He OAMHAKOBA C KAPAUHAILHLEIM U CBOOOLHEIM TIpOM3BE/leHUEM.
B paGore onmchBaercs omepauus ¢ NPHUBEJEHHHMH COGCTBEHHOCTAME HIIA KJacca
BCEX CTYKTYp.

Eine assoziative Operation in der Klasse aller Verbénde
J. BADIDA, Kosice
Zusammenfassung
Die vorliegende Arbeit behandelt folgendes Problem: °
Sei M eine Verbandklasse. Wir wollen feststellen, ob eine Vorschrift (,,Operation‘

vorhanden ist, die jeder nichtleeren Menge gegenseitig disjunktiver Verbinde I' =
= {Ly}(ve M), (Ly N L, = 0, fixr v, u € M, v # p), die in die Klasso MM gehéren, einen
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in die Klasse Mt gehorenden Verband y(I') so zuordnet, dass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:
a) fiir jedes Ly gibt es in (I') einen Teilverband Py, der mit Ly isomorph ist,
b) der Verband x(I') ist durch die Menge U P erzengt,
¢) die Operation y ist assotiativ, d. h. T = UT: (ieN), I' N T; = () fir 4, jeN,
% % j, 80 ist
x(T) 2 x({x(T)})

d) die Operation y ist sowie von Kardinalprodukt als auch vom freien Produkt ver-
schieden.

In dieser Arbeit wird die Operation mit den angefiihrten Eigenschaften fiir die Klasse
aller verbinde beschrieben.
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(ACTA F. R. N. UNIV., COMEN., MATHEMATICA XVIII—1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XVIII-1967

Charakteristika linearnych zobrazovacich metéd
linearnych priestorov

S. ZAN, Zilina

L

Uvodom vEimnime si troch ukéZok zobrazovacich metéd.

a) Mongeova projekcia v E3.

Kazdy bod je jednoznaéne urdeny svojimi dvoma priemetmi. AvSak nie
kazdé dva body priemetni je mozno povazovat za priemety jedného bodu
priestoru. Tato podmienku spliiuji také dva body, ktorych spojnica je kolmd -
na os 1,2 (resp. splyvajuce).

b) Premietanie z jedného stredu S na nadrovinu R»-1 (Se R#-1) v pro-
jektivnom priestore P». Kazdému bodu X € P#, X =£ § je jednoz naénepri-
radeny priemet z(X). Avsak priemetom 5(X) bod X nie je jednoznaéne uréeny.
Jeho stupeil volnosti je rovny jednej.

¢) Bodu X v E?2 priradime dva priemety z(X) a »(X) do roviny = a na priam-
kun |_ . Premietame pritom z nevlastnych tGtvarov p, € # a N, e n. V tomto
premietani kazdému bodu X z E3 st jednoznadne priradené dva priemety
#(X) a »(X) a naopak, kazdej dvojici bodov Y € #; Z e n odpovedd jediny
bod X e E3 tak, ze Y = n(X); Z = »(X).

Zobrazovaciu metédu v ktorej je premietany titvar urdeny priemetmi jedno-
znadne a naviac priemety s viazané k nezévislymi podmienkami (¢ > 1)
nazveme viazanou, presnejsie k — viazanou. V priklade a) sa jednd o 1 —
viazand zobrazovaciu metddu.

Zobrazovaciu metédu v ktorej kazdému priemetu odpovedd A rozmerné
mnozstvo Utvarov (A > 1) nazveme metédou so stupliom wolnosti h, kratko
h — volnou. V priklade b) je zobrazovacia metéda so stuptiom volnosti A = 1.
Koneéne zobrazovaciu metédu, kde kazdy ttvar je jednoznadne urdeny
svojimi priemetmi a kazd4d ststava priemetov jednoznadne urduje dany
utvar nazveme metédou sdedlnou. Pozri priklad c). ' :

Vzniké i;rirodzené. otdzka charakterizovat vSetky zobrazovacie metdédy
vietkych moZnych priestorov (afinnych, projektivnych, hyperbolickych,
atd.) o do stupnia urdenosti ako bolo uvedené vyssie.
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Zobrazovacou metédou rozumieme systém projekeii, t. j. usporiadanych
Stvoric: stred premietania, priemetiia, premietact dtvar a premietany dtvar.

V tejto préci je tiplne vyrieSend t4 dast uvedenej ulohy v ktorej:

a) Pracovnym priestorom je n-rozmerny projektivny priestor P» (n > 3);

b) V8etky utvary vystupujiice v zobrazeni si linedrne;

n—1
c¢) Dimenzia zobrazovaného utvaru je mensia nanajvys rovna 5 ;

d) Zobrazovacia metéda je dvojélennd.
Dohovor. Velkymi latinskymi pismenami budeme znagdit linedrne projektivne
podpriestory pracovného n-rozmerného projektivneho priestoru P». Hornym
indexom v tomto pripade oznadujeme dimenziu tohoto priestoru.

II.

V tomto odstavci dokéZeme tri vety, ktoré budd v dalSom uzivané ako
pomocny aparat. Jednd sa o uréenie dimenzie troch variet a to:

1. Variety £ = £4(G9) vSetkych ¢ — rozmernych podpriestorov Q¢ da-
ného priestoru G¢.

2. Variety RN, = My(Gs, BY) vietkych g-rozmernych priestorov Q¢ pre
ktoré G¢ > Q2 > FY; -

3. variety MY, = My (G, BY) vietkych g-rozmernych priestorov Qg
pre ktoré plati Q2 < G¢ a dim (Q? N F/) = k.

Je zrejmé, Ze pre ¢&isla f, g, ¢, k uvedenych variet platia nerovnosti:

k<f<g; g<g

a v dvoch pripadoch aj nerovnost:

f<aq.
Dalej je zrejmé, Ze plati:
2,(G?) = G¢; dim &= 0 (1a)
Nyt =4 dim 9’(;’” — 0 = dim mz,l (1b)
M =n - i

Dost dasto sa v nasich Gvahach objavia singularity, ktoré by znaéne skompli-
kovali vypodty. Nasfastie mnozstvo singularit je vidy dosf malé a teda sin-
guldrne pripady nezasiahnu do dimenzie §tudovanych variet v6bec. Je totiz
znéme, Ze pre variety U > B, ktoré si dimenzii @ >-b plati:

dim (¥ = B) = dim A. -
Singulérne pfipady studovanej variety A vytvoria vo vsetkych pripadoch,

ktoré sa v nafich dvahich vyskytna, varietu A podobne ako sme hore uviedli.
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Lema:

Nech D a H si dva dané priestory; D 4+ H ich lmeamy obal; DN H wh
prensk. Potom plati:

dim D 4 dim H = dim (D 4+ H) + dim (D N H)

Doékaz: Pozri [1] str. 32.

K nasim dvahdm je potrebné dokézaf niekolko pomocnych viet, ktoré
v dalSom budeme potrebovat.

Veta 1. Nech je dany priestor QI a nech o < q < g. Potom pre mnofinu
L4(G9) vdetkych Qe < G¢ plati:

dim £ = (¢ + 1) . (9 — q) (1)

Dokaz: Indukeciou vzhladom ku ¢ a g. Pripad ¢ = g je trividlny, preto
v dalSom predpokladdme ¢ < g.

1. Nech ¢ = o, potom £ = £f je ¢ — rozmerny projektivny priestor
a teda dim £ =g, ¢o je v sdhlase s (1).

2. Nech H¢~! je pevné nadrovina priestoru G¢. Aplikécion lemy uréime,
Ze dim (Q? N H9-1) = ¢ — 1. Vynimku tvoria tie Q7 pre ktoré Q¢ = H-1.
Tychto je dim £5-! a preto ich moZno zanedbat. Nech J7—¢ je pevny priestor,
pre ktory plati J + Q = G a dim (J N Q) = 0 aZ na vynimo&né pripady Q,
ktoré su zanedbateIné podobne ako bolo u# raz ukézané. Kaidy priestor Q
je jednoznatne urdeny priestormi Q NJ a HN Q ako ich linedrny obal.
Mnotzina vietkych Q je izomorfnéd s mnoZinou dvojic @ N J a H N Q priesto-
rov. Teda

dim £f = dim Jo— + dim 7}

Pouzitim indukéného predpokladu dostaneme
dm® =g—q¢+[g—1)+1.[g—1) —(¢—1)]

po tprave
: dim £ =(¢+1). (@ —9)

V tomto dokaze sme nerozoberali vynimodné pripady, ktoré pri urdovant

dimenzif méZeme zanedbat. S touto vyhradou treba uvézit a.j spominany
izomorfizmus.

Veta 2. Nech si dané dva priestory Ff <= G¢ a nech f < q < g. Potom pre
mnoZinu Ny(Go, Ff) vdetkych Q2, pre ktoré Ff < Qe < G¢ plati
dm NG = (g —q) . (¢ — ) (@)

Dékaz: Trividlne pripady f =g a ¢ = g vyltdime; teda v dalSom f <
<¢<y

Nech H? je doplnkovym- priestorom ku F/ v G¢, t. . FNH=0 a F +
+ H = G. Aplikdciou lemy zistime dim HA: h =g — (f + 1). Potom
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kazdy priestor Q¢ je jednoznaténe urdeny svojim podpriestorom Q N H ako
lineérny obal tohoto a pevného priestoru F7. Lahko zistime, Ze dim Q N H=
=q — (f + 1). Teda
dim N = dim Qg+ (HY) = dim L7017,
Podla vety (1) a po tprave dostdvame
| dim R" = (9 — 9) - (¢ — )-

Je zrejmé, %o (1) je Specidlnym pripadom (2) pre f= — L.

Veta 3. Nech je dang Ff a mech k < f a k < q < g. Potom pre mnoZinu
My,1(Qo, FY) vdetkyjch g rozmerngjch priestorov G¢ pre ktoré plati dim (QNF) =
=k je

dim Mg,x(G9, F) = (9 — q) . (g — k) + (k + 1) . (f — k) 3)

Doékaz: Vietky priestory Q¢ s priestorom Ff maji prenik Q¢ N Ff = KF.
Potom dimenzia vietkych Q2 bude dana siétom dimenzii vSetkych Q¢ v G9,
pritom Kk < Q¢ a vietkych K* < F/. Teda

dim M,1(Go, FY) = dim NY* + dim L}
Podla viet (2) a (1) dostavame )
dim Mg,x(Go, ¥/) = (9 — ) . (¢ — k) + (k + 1) . (f — &)

Singulérnymi priestormi v tomto pripade si tie Q¢ pre ktoré dim QNEF) >
> Fk, tieto totiZ nenalezia do M,,x(G9, FY), aviak patria medzi mg"‘.

III.

'V dlanku I. sme hovorili o zobrazovacej metéde ako o systéme projekeii.
Teraz podrobnejsie popiSeme zobrazovacie metédy. o

Kazdd zobrazovaciu metédu rozdelime do jednotlivych projekeii, ktoré
nazveme &lenmi zobrazovacej metédy. Clenom zobrazovacej metédy (zobra-
zovaci ¢len) nazveme usporiadanii. dvojicu (S¢, A¢) disjunktnych linedrnych
priestorov, pre ktoré s + @ = n — 1. Priestor ¢ nazveme stredovym priesto-
rom zobrazovacieho &lena (stred premietania). Priestor A¢ prislusnym prie-
metnym priestorom zobrazovacieho &lena (priemetia). Premietany utvar
X* spolu so stredom premietania S¢ je obaleny linedrnym priestorom L,
ktory nazveme premietacim ttvarom. Priestor o(X*) = A¢N L! nazveme
priemetom tGtvaru X¥ zo stredu ¢ do priemetne A%,

Aby sme sa vyhli neprijemnym komplikdciam v dimenziach priestorov
«(X*) vyltime z nadich Gvah tie premietané atvary X, ktoré nie si disjunkt-
né s §¢. To znadf v dalfom predpokladdme s + k = I — 1, dize dim «(X¥) = k.
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Poznamenévame, Ze volba zobrazovacieho &lena mala obe podmienky volené
velmi prirodzene. Keby totiz:

1. Ss a A¢ neboli disjunktné, potom by «(XF¥) nutne obsahoval ich prenik
a bol by touto podmienkou zbytoéne viazany (=s+ a < n — 1).

2. s+ a <mn— 1, potom by priestory S a «(X*) neuréili L. Dokonca
o(X*) by mohla byt prazdnou mnozinou.

Z predpokladov polozenych na dimenzie vyplyvaji relacie platné pre Iubo-
volny ¢len zobrazovacej metédy:

st+a=n—1 (a)
s+k=101-—1 (b)
k<n—s—1 (c)
k<a ‘ (@)

2% +1<n (e)

kde symboly s, a, n, I, k¥ maji vyznam zavedeny hore. Keby nerovnost (c)
neplatila, potom by I = n, t. j. priestor L! = P* a priemet by neudival
Ziadnu informdciu o polohe zobrazovaného ¢&lena. Nerovnost (d) vyplyva
okamzite z rozdielu rovnic.(a), (b) a zrejmého vztahu ! < n.

Iv.

Uvazujme zobrazovaciu metédu skladajicu sa z dvoch d&lenov (Ss, A%)
a (Rr, B?). Okrem relacii (a), ..., (¢) predoslého é&lanku platnych pre oba.
tleny zobrazovania je nutné dodaf nové podmienky.

Stredy premietania nech st nezavislé, t. j.

SENRr =40
t j.
s+ri+l=t¢t ()
kde t = dim T a T = S¢ 4+ Rr. Priestor T nazveme vrcholovym. priestorom.
Utvar X* nazveme singulirnym ak Xk N T = . Singulédrne pripady tplne
vylidime z naSich tvah.
Kazdému X* st jednoznaéne pnradené nesmgularne priemety o(X*)
a B(Xk) = Mm N B?, kde Mm = Xk | Rr.
Nech Y* = Ae g Z¥ < B? s dva nesinguldrne priestory dimenzie k. Je
otéazka, &i
1. Tubovolnej dvojici Y*, Z*¥ je mozno priradif aspoii jedno XF* tak, a,by
platilo «(X*) = Y*, B(X*) = Z¢

67



2. existuji dvojice Y*, Z¥, ktorym je moZné priradit ]edme Y¥, tak aby
platllo a(XFk) = Yk, B(X*) = ZF.

Premietanie je voIné ak spliiuje prvi nie viak druhd z uvedenych podmie-
nok. Premietanie je viazané ak spliluje druhii a nie prvi z uvedenych pod-
mienok. Premietanie, ktoré spliiuje obidve podmienky stéasne je idedlne.

Nech teda Y*, Z* sii Tubovolné dané k-rozmerné priestory v A¢ a B, Nech
L'=8 +Yr a M» = R+ Z*. Ak dim (L' N Mm) >k pre Tubovolni
dvojicu Y*, Z¥ potom premietanie je voIné, pretoze vidy je mozné volit
Xk < L! " Mm, Ak dim (L} N Mm) = k, potom premietanie je idedlne, pretoze
Xk= L' NMm je urdené jednoznadne. Konetne ak dim (L' N Mm) < k,
potom pozadované X* neexistuje. V tomto pripade je nutné volit Specidlne
priestory Y%, Zk a to tak, aby dim (L} " Mm) = k. Takéto premietanie je
viazané.

Veta 4. Nech k+r+ s+ 2 <mn, potom prislusnd zobrazovacia metéda
Je viazand, polet vizieb je rovny Eislu (k + 1)o, kde

e=n—(k+s+r+2) (8)
Dékaz: Pre vieobecne volené Y* a Z* je podla dokazu vety (3)
dim (L' " Mm) = 2k + r 4+ 8 + 2 — dim (L! 4+ Mm)

Aviak dim (L! 4+ Mm) < n, preto podla predpokladu je dim (L} N Mm) < k
a premietanie je viazané. Hladdme podet vizieb Y*, Z* st volené tak, aby
existovalo X*, pre ktoré «(X*) = Y¢ a p(X*) = Z¥. Potom pre priestor
S+R4+X=L4+M=S+R 1Y+ Z
platf : .
dm(L+M)=k+s+r+2

Ak naopak st Y, Z volené tak, aby dim (L+M)—Ic+s+r—|—2 potom
podla lemy plati:
dim (LNM)=dim L 4 dimM — d1m(L+M)

t. j.

dim (LAM)=(k+s+ 1)+ E+r+1)—(k+s+r+2="k
teda existuje X* = 1 N Mm,
- Dalej uvazujeme priestor W = Y + Z. Vo vieobecnosti je mozné volit Y, Z
nezdvisle, t. j. dim W = 2k 4+ 1. PretoZe dim (W NT)= dim W + dim
T — dim (W + T) = (2 + 1) + (s +  + 1) — dim (L + M).
“Teda nutné a postadujica podmienka preto, aby Y* a Z* vyhovovali hore-
~ uvedenym podmienkam je

dm(L+M=Fk+s+r+2



Size
dim(WNT)=@k+1)+@6+r+1)—(k+s+r+2)=r

Inad povedané priestory Y* a Z¥ je mozné povazovat za priemety tdtvaru X*.
Priestor X* je priestormi Y* a ZF uréeny jednoznat¢ne prave ked

dm[(Y+2Z)NT) =k (h)

K uplnému dokazu staéi ndjst podet podmienok kladenych na priestory
Y a Z, ktoré zarudia splnenie rovnice (h). Uvazujme tri priestory: W, T a P»,
ktorych dimenzie si v danom poradi 2k + 1, s +r 4 1, =.

Rovnica (h) je splnend pre mnozinu priestorov W = Y + Z, ktorych
dimenzia je urfend vztahom

dim Mog 41,6(P2, Tres+l) = (K + 1) . (0 + s + r — 3k)

Mnozina vietkych moznych W neviazanych podmienkou (h) je Sax+1(P?),
podla vety (1) je

dim £, = (2k+2). (n — 2k — 1) = (k + 1). (20 — 4k — 2)

Zrejme Mo +1,x(Pr, Tr+s+l) < Q3 a podet podmienok urdujicich inkliziu
W € Mok+1,x(P7, Tr+s+1) je dany ¢&islom

dim 2;‘,04_1 e dlm ml2k+1;k(Pn, Tr+s+1) = (k + l)g

&o sme cheeli dokdazat.

Veta 5. Nech k + s + r 4+ 2 > n, potom prislusnd zobrazovacia metdda je
volnd, stupeti volnosti je rovny &islu (k + 1)o, kde

c=k+s+r4+2—n (i)

Do6kaz: Aplikiciou lemy na priestory L¢ a Mm a uZitim rovnice (b)
vypoditame

dim (I} " Mm) = dim L! 4 dim M» — dim (L! 4 M») =
=l4+m—n=2k+r+s8+2—n=
=k+o>k.

Keby totiz dim (I} 4+ Mm) < n, potom by priestory neboli volené vSeobec-
ne. Mnozina vSetkych X* v L' 1 M™ bola v ¢lanku II. oznadend Li(L! N Mm)
a podla vety (1) je dim (L} " Mm) = (k + 1) . [(k + o) — k)] = (k + 1)o,
%o sme chceli dokdzat. :

Veta 6. Nech je dand dwvojélennd zobrazovacia metéda parametrami k, r, s
v Pn. Oznaéme

= 15— (& + ¥+ 8+ 9 | ()
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Potom zobrazovacia metdda je
a) . (k + 1) — viazand, prave ked » > 0
b) |x|.(k + 1) — volnd, prave ked x < 0
c) idedlna, ked %=0

Dékaz: Tvrdenia a), b) s totozné s tvrdeniami viet 4 a 5. Posledné tvr-
denie vyplyva z toho, Ze pripady a), b) a ¢) sa vzdjomne vyludujd.

Definicia: Cislo » zavedené vzfahom (j) nazveme chamktemsttkou zobrazo-
vacej metddy dvojélennej.

Désledky:

Ako dosledok tejto prace uvedieme idealne zobrazovanie v P3, P4 a PS5,
Nech opit k je dimenzia zobrazovaného utvaru; » a s dimenzie stredov zobra-
zenia; a, b dimenzie prisluSnych priemetni. Vysledky zhrnieme do tabulky.

Zobrazovanie v P3.

n=3 t.j.k+r+s8+2=3¢&ize k+s+r=1.

k|8]r‘a|b

0|1]0]|1|2
Zobrazovanie v P4,

kls|r|a|b

0(210({1/(3

011|122

1{1]0(2]3

Zobrazovanie v P?%

O - O
W[~
W W O

| == ol o] &
| da| 0| wol®

0[3|4

Bolo by zaujimavé venovat zvySent pozornost tym zobrazovacim metédam,
pre ktoré r = s. Navrhujeme im daf ndzov homogenné.
Z prvej tabulky je zrejmé, Ze ziadna z beZne uZivanych metéd v trojroz-
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mernom priestore nie je idedlnou. Nechceme tvrdit, Ze jedind idedlna zobrazo-
vacia metéda v tomto priestore je pre prax najvhodnejsia. Hladisko, z kto-
rého sme slovo ,idealne* volili, nereSpektovalo vobec otdzku nézornosti,
ale kladlo hlavny déraz na optimalizdciu abstraktnych dvah, preto idedlne
zobrazenia nadobtidaji svoj pravy vyznam aZz vo viacrozmernych priesto-
roch, kde o nazornosti fazko hovorif. Tak napriklad v diferencidlnej geometrii
sa velmi Studuje priamkova geometria priestoru P3 pomocou jej Kleinovho
obrazu v P5. Hoci je podetne tédto geometria znaéne spracované o syntetickom
zobrazovani nie si doteraz (podla autorovho vedomia) Ziadne price. Keby
sme sa podujali na naznadend ulohu, potom by podla ni$ho ndzoru bolo
vhodné volit niektord z dvoch ideédlnych zobrazovacich metéd, pravdepodobne
homogenni.

-
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XapaKTepuCTUKA JINHEHHEX 0TOOPA3UTEIbHBIX METONOB JIMHEeRHBIX
IOPOCTPAHCTB

C. 3AHB
BuBogu

B n-MepHOM npoeKkTHBHOM mpocTpaHcTBe P paccmarpuBaioTca 0TOGpasHTEIbHEIE METOMH,
B KOTOPHIX:

1. Mso6paxaemoit ¢urypoit ABafeTcA K-MepHOe JiMHENHOE POCTPAHCTBO XF*;

2. Nso6paseHue COCTOUT U3 [IByX MpOCKIHH; .

3. IIpoexnua obpasoBaHHa mapoi#t (S%; A%) KONOJNHMTENBHHX NPOCTPAHCTB M J0Goe
npocTpaHcTBo X* mpoeKTMpyeTcA M3 IeHTpa Sf, Ha MpOCTPAHCTBO A9, ]

4. Ecin o6osHaunts | = dim (8¢ +.X*) To B cuame ocraioTcA penamuu (a), ..., (e) us
o6sana III. *

V3o0pasuTenbHELt METOR HAa30BEM:

a) YcnoBHEM ecau ¢urypa onpeneneua MPOSKIMAMA ORHO3HAYHO HO OTH MPOEKIHH
8aBHCHAT OT KAKUX-TO yCIOBHUit,

6) CpoGopuuM ecan JTOGMMEIMEM IPOEKIMAMY OIIpefieleHa Aake cucreMa guryp Xk, u

C) HIeaNBHHIM eCiIH JIOGMMEIMH [P OeKIMAMH omperienena gurypa X* oxHOSHAUHO.
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B craThe mofaHA NOJbHAA XapaxTepmsanusa ciydaeB a), 0), €) M TaKMe KOIUYECTBO
ycioBuit (B ciydyae a) M KOJMYECTBO MapaMmeTpoB cBoGopmHocTH (B cayuae 6). (Teopema 6..
B sanioueHNH [aeTcA CHCTeMa MAeANbHHX u3oGpaskeHuit mpocrpancrs P3, P4, u P%)

Charakterisation der linearen darstellenden Methoden
der linearen Raumen.

S. ZAN

Zusammenfassung.

Im n — dimensional projektiven Raum P» betrachten wir folgende darstellende Me-
thoden: )
1. Das darstellende Gebilde ist der k¥ — dimensional lineare Raum X¥;
2. Abbidlung ist zweigliederig;
3. Jedes Glied der Abbildung ist durch zweie komplementare Réume (S¢; A2) gebildet
und den beliebigen Raum X* aus S¢ auf A2 projektieren wird;
4. Bezeichnet man 1 = dim (S¢ + X¥*) so sind die Beziehungen (a), ..., (¢) aus dem
Abschnitt ITI. vorangesetz. ‘
Die darstellende Methode wird als a) binde, b) freie oder c) ideale genannt je nachdem
ob das Gebilde X*
a) durch die Projektionen eindeutig bestimt wird, aber die Projektionen werden
durch einige Bedingungen gebiinden,
b) durch beliebige Projektionen, aber nicht eindeutig sondern mit einige Freiheits-
grade, oder
¢) durch beliebige Projektionen immer eindeutig bestimmt wird.
.In dieser Arbeit geben wir eine simtliche Charakterisation der genanten Zufélle ein-
schliesslich der Bestimmung der Zahl von Bindungsbedingungen (Fall a) und Zahl von
Freiheitsgraden (Fall b). (Satz 6). Abschliessend ist die Berechung aller in Réumen
Ps, P4 und P* sich befindeten idealen Darstellungen festgestellt.
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Poznimka k premietaniu v trojrozmernom hyperbolickom priestore

J. GATIAL

Roviny &, », ked m | » sG priemetne. [nv] = . Ku kazdému vlastnému
bodu A hyperbolického priestoru mézeme priradif v rovinich = a » body 4
(prvy priemet* bodu A4), As (druhy priemet bodu A4) tym istym spésobom,
ako v ortogonilnom' premietani na dve priemetne v euklidovskom priestore.

A€k, Ael, [Ik] = «, A1 X =y
k1l m, ol L, [ex] = X; A2 X = 23, -
[km] = Ai; [v] = A2; Ads =y,

AA]_ = Z.

Veta 1. Body A1, Az, ak Ay en, Asev, A1, Az ¢ & a [A14s] L2 st zdrufe-
nymi priemetmi jediného vlastného bodu A vtedy a len viedy, ked plati: 1 >
B

c

22

> sh .sh > 0.

c

Dékaz: Strany trojpravouholnika 44;X A4, st viazané vztahom:

z kK
sh2= sh—y— :ch—
c c c
(1)
2 2
sh—2= sh—: chl
c c c

Zo vztahu (1) priamo vyplyva, Ze body A;, Az st zdruZenymi priemetmi
jediného vlastného bodu 4 vtedy a len vtedy, ked plati vztah uvedeny vo
vete.

Poznémka. Ak A4;ex, alebo Az ez, alebo A; = Az €z, potom st vy-
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sledky tie isté, ako pri podobnej situécii v premietani na dve priemetne v eukli-
dovskom priestore.

Definicia 1. Priemet dtvaru do roviny je mnofina priemetov vé'etkych bodov
dtvaru do roviny.

Veta 2. Priemetom priamky do priemetne méte byt polpriamka, useclca
priamka, alebo bod; priemetom roviny do priemetne moéte byt ta Sast priemeine
ohranilend dvoma ekvidistantami v ktorej lesi ich spoloénd zdkladnd priamka,
Sast priemetne ohranidend krufnicou v ktorej le%i jej stred, Sast priemetne ohrami-
Ldend horicyklom, Ktorej body si wnitornymi bodmi horicyklu, celd priemetfia,
alebo priamka.***

Poznédmka. VSetky ttvary (Gsedka, polpriamka, priamka, rovina a ich
priemety) predpokladdme v dalSom ako otvorené v prirodzenej topoldgii.

Definicia 2. Uplnymi priemetmi priamky a do priemeini n a v, ak a-tn,
a + v si dtvary @y = [an], @z = [pv], ked a€a, a €B, aln, BLlv.

Veta 3. Uplngmi priemetmi priamky a, ked a,~+n, a,~+v si priamky @1, Gs.

Doékaz. Dokaz vyplyva z definicie 2. a z vlastnosti uvedenej v zdkladoch
hyperbolickej geometrie, Ze dve navzéjom kolmé roviny sa pretinaji v priamke.

Veta 4. Nech @y € n, az€v si dve priamky, z ktorych Ziadna nie je kolmd
na priamku x a nech existuje viastny bod A, ktorého priemety A1, As lefiia
v poradi na priamkach @y, az, potom existuje jedind priamka a majica priamky
@i, @z za svoje Uplné priemety.

Doé6kaz. Nech st splnené predpoklady vyslovené vo vete. A€k, kl=x;
Asel, 1| v. Body 4;, A; st zdruzené priemety vlastného bodu 4, teda [kl] =
= A,
Blr,drie=>kea
alw, azeﬂ»leﬂ

Definicia 3. Upingm priemetom roviny do priemetne je mnoima wplnyjch
priemetov vdetkych priamok roviny do priemetne.

Veta 5. Uplnym priemetom roviny do priemetne je alebo celd pnemetm,
alebo priamka.

Doékaz: Dokaz vyplyva priamo z vety 3. a z definicie 3.

Veta 6. Uplnymi priemetmi priamky st uréené jej priemety.

Dékaz: Nech @, a2 st Gplné priemety a a L;, L st zdruZené priemety
bodu Lea. g1€a, ¢« |.n, azeP, Bl v=>Lea, Lepf, = [af] =0a. +Ak
al|lz, potom a; = M1L,, ked My = [kai], k | =, k||la. Ak [ax] = R, potom
MNy =ayea, M= [ka1], &k 1 =, klla, N1 =1[lai], ! L =, l|jla, MiR =
‘= RN;. Ak a 5 =, potom a; = MiN1, My = [kai), k | =, k||la, N1 = [lai],

[xf] = a, ktora je vlastnd a jedina.

* Pod pojmom priemet rozumieme ortogondlny priemet.
** Pozri [1], [3].
_*** Pozri [2]. )



1 1 =, l|ja. Analogické vysledky dostaneme aj pri konStrukeii druhého prie-
metu priamky a.

Veta 7. Uplngmi priemetmi dvoch réznobefnijch, sibefnyjch, alebo rozbeinych
priamok a, b do 7w a v st uréené priemety roviny o = [ab].

Dékaz. Veta je priamy dosledok viet 2. a 6.

Literatura:

[11Kagan V. F.: Osnovanija geometric — 1949, _
[2] Gatial J.: Ortogondlne premietanie do roviny v hyperbolickom priestore — SEFSVST
1964,
[8] Nestorovié N. M.: Geometrifeskie postroenija v ploskosti Lobadevskogo — 1951.
* Symbol || znadi sibeznost, symbol / \ znad¢i rozbeznost.
Autorova adresa: Katedra matematiky a deskriptfvnej geometrie SF S VST Bratislava
Gottwaldovo ndm. 2
Do redakeie pri&lo 20. marca 1966.

JaMeTKa K OPOEKIH B TPEXMEPHOM THUIEepOOoIMIecKOM
IIPOCTPAHCTBE

. TATHAI
BuBogn

B pmamHO#t CTaThe ONpeReaseTcd MPOeKIUA QUrypH HA INIOCKOCTb M IOJHAA NPOEKIUSE
npsAMOft M INIOCKOCTM HA ILIOCKOCTh B THIEpGOIMYecKOM IpOCTpaHCTBe. [lOKAsHBAIOTCA
TeopeMHl KacalIquecHd IPOEKIHii TOYKN, IPAMOM U IIOCKOCTH A TaK:Ke MOJbHEIX MPOeKnmk
NpAMON W TIOCKOCTH HA [{Be BBAMMHO NEPIEHAMKYJIAPHHE MIOCKOCTH. B KoHIE CTaTsn
DPHMBOJIATCA COOTHOIIEHHS MKy NPOEKIHE! M MONHON Ipoexuumeit ymomMaHyTHX uryp.

Bemerkung zu einer Projektion in dem dreidimensionalen
hyperbolischen Raum.

- J. GATIAL
Zusammenfassung.

In der Arbeit ist die Projektion der Gebilden auf eine Ebene und vollige Projektion
der Gerade und der Ebene auf der Ebene im hyperbolischen Raum definiert. Man beweist.
einige Sitze iiber die Projektion des Punktes, der Gerade und der Ebene und auch vollige
Projektion der Gerade und der Ebene auf zwei auf sich senkrecht stehende Ebenen.
In den letzten Sétzen ist das Verhaltniss zwischen der Projektion und volligen Projektion
der Gebilde erwéhnt. :
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