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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
PUBL. XVI MATHEMATICA 1967

Uber eine birationale Transformation in S,

J. CIZMAR

Einleitung
1. Bezeichnungen

Q — Universalkorper

K < Q — algebraisch abgeschlossener Korper von der Charakteristik 0

S, — n-dimensionaler projektiver Raum iiber dem Korper Q
(x) = (xg, ..., x,) — ein Punkt des Raumes S,
X) = (Xo, ..., X,) — ein System der (» + 1) Variablen in homogenen Polynomen
¢i,ny, ... — liber K transzendente Elemente des Korpers Q

|| || — eine Matrix

,,Der Unterraum* heiBt immer ,,der lineare Unterraum*
Der Begriff ,,die Varietdt braucht man im ausgedehnten Sinn, d.h. auch fiir
die reduzible Varietiten.

2. In der vorliegenden Arbeit untersucht man eine spezielle geometrische Kor-
respondenz zwischen zwei Hyperebenen des Raumes S,. Man zeigt dariiber, daB
sie eine birationale quadratische Korrespondenz ist, die sich fiir n = 3 in [4] (§ 13,
S. 41) als ,,skew projection* befindet. Bei der Betrachtung der Varietéten, die den
Unterrdumen der ersten Hyperebene entsprechen, zeigt man, daB die Transforma-
tion monoidal im Sinn der Definition solcher Transformation in der Arbeit [6] ist.
Die Terminologie richtet sich grundsétzlich nach dieser Arbeit mit der Ausnahme
der Begriffen ,,Fundamental-¢¢ und ,,Hauptvarietédt*; hier iibersetzt man durch die
Benennung ,,Fundamental-* den Begriff ,,fundamental*, durch das Wort ,,Haupt-«
den Begriff ,,principal*¢ aus [4].

Diese Arbeit besteht aus 4 Teilen. Im ersten Teil definiert man die Transformation
und sucht ihre Grundeigenschaften. Im zweiten Teil findet man Fundamental- und
Hauptvarietdten, im dritten Teil untersucht man die Transformation der linearen
Unterrdume, im vierten Teil betrachtet man die Transformation spezieller Systeme
der linearen Unterrdume und schlieBlich werden die einfachsten Grundeigenschaf-
ten des Bildes einer Hyperfliche in der betrachteten Transformation angefiihrt.



I. Definition und Grundeigenschaften der Transformation

1. Es seien S,, S,_,_; zwei durch die Gleichungen
S,:X;=0,i=r+1..,m ¢}
Spp-1:X:=0,i=0,...,r )
gegebene unabhingige Unterrdume des Raumes S, (n23).
Es gelte iiber die Zahl r:
1£sr£n—-r-1,dh

1 n-1 ,genauer 1 £ r < [—n:—l—] 3)

IIA
IIA

2 2

Definition I, 1. Eine Gerade, die einen gemeinsamen Punkt mit dem Unterraum
S, auch S,_, -, hat, heifit eine Transversale der Unterrdume S,, S,_,_;.

Aus der Lage der beiden Unterrdume ist es offenbar, daB eine Gerade meistens
einen gemeinsamen Punkt mit dem Unterraum S, auch mit dem Unterraum S, _, -4
gleichzeitig haben kann.

Lemma. Durch einen in keinem der Unterrdume S,, S,_,_, liegenden Punkt
geht eine und nur eine Transversale der Unterrdume S,, S, _, _

Beweis. Es sei ein Punkt (x) = (xq, ..., X,) €Sy, (x)qé S,, (x) ¢S,_r-1 gegebcn
Die Projektion des Punktes (x) vom Unterraum S,_,_, inden Unterraum S, ist ein
Schnittpunkt des Unterraumes S, mit einem durch die Punkte O,,,, ..., O,, (x)
bestimmten Unterraum, wobei die Punkte O; Grundpunkte des Koordinatensystems
in S, sind. Die Gleichungen dieses Unterraumes sind:

Xo NS, 68— 7 WRP-F. & :
X, =k, 1x; +k,,1—r+l n; ©)]
khkn+len

Der Schnittpunkt dieses Unterraumes mit dem Unterraum S, ist ein Punkt ("x)

= (Xgs «+55 X5 0, <00y 0)

Analog 1st die PrOjektIOD des Punktes (x) vom Unterraum S, in den Unterraum
Sp-r-1 €in Punkt ("7"7 x)=(,...,0,x,44, ..., X,). Durch die Punkte ("x) und
("" 1x) ist eine einzige Gerade

Xo: .t X, =%x0: ... 1%, _ : )

Koyt seo 8K = Koy b wse 1%
bestimmt.

Ist x, # 0, x, # 0, so ist z.B.

(e oo te o Bty L Bty g)

X Xy
ein allgememer Punkt der Transversale

2. Es seien S,_,, S',_; zwei verschiedene Hyperebenen des Raumes S,, deren
keine weder den Unterraum S, noch den Unterraum S,_,_, enthélt und welche
verschiedene Schnittunterréume mit dem Unterraum S, auch S,_.,.; haben.

Die Gleichungen dieser Hyperebenen seien:

ZaX-—O a;¢e K; (6)

.,1ZbX—0beK (M

i=0



Der Rang der Matrix
a;

. '

(i=0,...,n)ist 2; es sei z.B. die Determinante

i

ay—1 ap

Dn—l,n(aa b) = bn-l b"

von Null verschieden.
Weitere Bedingungen iiber die Hyperebenen sind folgendermaBen erfiillt:

Die Gleichungen

r

SaX, =0, ®)
i=0

ia,.xi =0, ®
i=r+41

ZbiXi = 0, (10)
i=0

ib,. X, =0 (11)
1=r+1

gelten nicht identisch fiir alle Punkte der Hyperebene S,_; auch S’,_;;
der Rang der Matrix

a;
(i=0,...,r)ist 2; '
der Rang der Matrix

a;

b; ||

Gi=r+1,...,n) ist 2;
es sei z.B. a, #0,a, 0,5, £0,b, # 0,

ar-—l ar
br—l
Ein allgemeiner Punkt der Hyperebene S, _, ist z.B.
n—1
a
(é) E(60: veey fn-l: - z a_l éi )
i=0 “n
ein allgemeiner Punkt der Hyperebene $°,_; ist ; z. B.

: n—1
b
(’1) =(’70s cony Mpmygs — Zb—‘ r’t)'
i=0"n

Der Durchschnitt der Hyperebenen S,.;,S’,-; ist ein Unterraum S,.;, dessen
allgemeiner Punkt z.B. o

Dr+1.r (a: b) ==

= %0.



/ : t§05 -5En“—2’ En-—l’ En) iSt, ‘W’O

n-2
= 1 - Zaifi a,

s A i=0
f"+l Dn-l, n(a9 b) n—2 ’ ¢
- Db b,
i=0
n-2
a, - £,
o + ;a.é,

Dn— 1 n(a3 b)
bus Zbi&,
ist.

3. Nimmt man Koordmaten &i,m;(i,j=0,...,n = 1) der allgemeinen Punkte
von der Hyperebenen S,, T A algebralsch unabhingig iiber K, so besitzt das
Produkt S,_, x S,_, einen allgememen Punkt (¢, ) und ist eine absolut irreduzible
Varietdt ([S], Kap. 1V, §I).

Die Transformation der Hyperebene S,_, in die Hyperebene S, _; wird folgen-
dermafBen definiert: )

T ist eine Untervarietit des Produktes S,_; x S',_, und ist die Gesamtheit derje-
nigen Punkte (x,y) € S,_{ X S',_,,fiir welche die Gerade p = (x) (y) eine Transver-
sale der Unterrdumen S,, S,_,_, ist.

Satz I, 1. Die Transformation T ist eine irreduzible bzratzanale quadratzsche Kor-
respondenz zwischen den Hyperebenen S,_,, S ,_,.

Beweis. Es werde in S, die Topologie von Zariski eingefiihrt. (Dadurch wird
in offenbarer Weise auch die Topologie des Produktes S, x 8, bestlmmt) Durch
einen Punkt (x) der offenen Menge U = S, — S, — S,_,- geht eine und nur eine
Transversale der Unterrdume S,, S, —,—1; ihre Gleichungen sind (5). Es sei (x)
€ Un S,_,. Ein allgemeiner Punkt der durch den Punkt (x) gehenden Transversale
- hat die Form
‘ (®) = k(%) + k("7 %); (ky, ky) # (0, 0);

ky, k; € Q. Gemeinsame Punkte der Transversale und der Hyperebene S, _; erfiillen
" die Gleichung -

kl Zbixl' + kz Z bixi = 0, (12)
) i=0 i=r+l :
die — falls sie nicht identisch gilt — eine einzige Losung
ky = Zbixu ky = - Z bix; 13)
it=r+1 =0
hat. -
Der durch diese Parameter bestxmmte Punkt (y) der T ransversale hat Koordinaten
-=x,2b,x,,x—0 » (19
]-r+l -

yi=+xtzbj"1»'i="’+lv-u"- )
. j=0 =



Die Gleichungen (14) driicken eine quadratische Transformatlon der Hyperebene
S,_, in die Hyperebene S',_; aus.

Ana]og entspricht durch die Transformation 7-! dem Punkt () € U n S,, 1
ein Punkt (x) € S,-,; mit Koordinaten
n .
Xi=y > ay,i=0,...r (14)

j=r+1

Xi= =y ay,i=r+l,
j=0

Die Gleichungen (14) und (14') driicken aus, daB in der Abbildung T S,-1—
— §',_1 jedem Punkt (x) e U n S, _, ein einziger Punkt(y) € S',_; undinder Ab-
bildung T-!:S,_,— §,_, jedem Punkt (y) € U n S, _, ein einziger Punkt (x)e S,_,
entspricht. Das bedeutet, daB die Abbildung T fast iiberall auf S,_; auch auf
S, rational ist, also, daB T eine birationale Korrespondenz ist. Genauer, die
Gleichungen (14) und (14') zeigen, daB T eine Transformation T, _, ist.

Durch die Transformation T nach den Gleichungen (14) entspricht dem allgemei-
nen Punkt (¢) € S,_, ein Punkt ({) € S, -, mit Koordinaten

n—1 n—1
(i = alnéi(an Z bjfj - bn];) a;é; ),

j=r+1

(13)
c_—52b§,,:_r+1 -1

i (5e) (500)

der — da seine Dlmensmn iiber K (n — 1)ist — ein allgemeiner Punkt der Hyper
ebene S, _, ist.

Analog entspricht dem allgemeinen Punkt (4) € S, _, ein Punkt (9) € S,_, mit

Koordinaten
1 n—1 n—1
9; = b—n'h( b > am; — anzobf'lj),_
: iz

j=r+l

9——n$a,11,,l=r+l n-—1;

i) i)

das ist ein allgemeiner Punkt der Hyperebene S,_;.

Der Punkt (&, {) [oder (9, n)] ist ein allgemeiner Punkt der Vanetat T; das bedeutet
daB T irreduzibel ist. Die Projektion der Varietit T'< S,_, x S',—yauf S,_; hatden
allgemeinen Punkt (£), d. h. sie ist die” Hyperebene S, _; selbst; die Projektion T
.auf §',_, hat den allgememen Punkt ({), d.h. sie ist-die Hyperebene S, se]bst

5



Hhee - o
- Em =K< KO (nach (15)),
L KO =K%cKpn (nach (15)),
- also K(¢, ) = K(3,n) = K(§) = K(n). - o
. Diese Resultate bestitigen wieder, daB T eine birationale Korrespondenz ist.
©K() = K() bedeutet, daB lokale Ringe der allgemeinen Punkte (¢) € S,_, und
() € ', identisch sind; dies ist eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, damit die Korrespondenz 7 im Punkt (¢) und im Punkt ({) (oder einfach —
- im Punkt () nach [5], Kap. IV, §3) biholomorph sei. Das bedeutet, daB die Kor-
respondenz fast iiberall auf S,_, auch S’,_, biholomorph ist. RET
-~ Die Punktmengen, in denen die Abbildung 7 nicht definiert (oder — nicht holo -
morph) wird, und die Punktmengen, wo sie nicht biholomorph ist, betrachtet man
-im II. Teil. .

II. Fundamental- und Hauptvarietiiten

1."Gehen mehrere Transversalen der Unterriume §S,, S,-r—1 durch den Punkt -
(x) € 8,1, 80 entspricht jeder gemeinsame Punkt dieser Transversalen und der
Hyperebene §,_; dem Punkt (x) in der Transformation 7. Die Gesamtheit aller
“Punkte mit solcher Eigenschaft in der Hyperebene S,_, bildet die Fundamental-
varietiten dieser Hyperebene; die Gesamtheit aller ihnen entsprechenden Punkte
sind die Hauptvarietiten in S,_,. :

Im Sinn der Terminologie von [5] sind die Fundamentalvarietiten solche Punkt-
mengen, in denen die birationale Abbildung T nicht definiert wird, oder — mit
. anderen Wortén — nicht holomorph ist. -

2. Infolge der Bedingungen (8) — (11) sind Durchschnitte der Hyperebenen
Su-15 854 mit den Unterrdumen S,, S,_,_, verschiedene (r — 1)-bzw. (n — r — 2)-
dimensionale Unterrdume. Es sind: i

S B A S, i WL eX, =0, e

: §‘01X1 = 0;
;':6 =

'A‘l_". Fypin B Saor-10 84 :.XO =...=X=0, , 7):

z_a,Xt =. 0; :
. : ' ‘ e i s :
L Sei=Sas X ==X =0, - 8.
< ¥ 3 Ger. u E
- ZbiX; = 0;
: g =0 ' : =
n-}-é = S!;i'l n s'n-l X = . i X, =0, -(!9 ‘
- : Z ng; -l =

& SR e



Thre allgemeine Punkte sind z.B. dies:

r—l (C) = (CD, . pfr—h = Z % E[, . )

l-0

S"'"z:(f)g(o’--"onfﬂ-h---scn—h— al e‘)
l-r+l

r--lb
-11(65(50».---,5'—1:" "b": i 0’ ---00)’

i=0

n-1
S'n—r—z '(é) = (0’ "'!0’ €r+1’ seey en-ly = Z ’bb:‘fl)'

i=r+1
Die Unterriume S,_;, S, haben als Verbindungsraum einen (n — 2)-dimensio-
nalen Unterraum S,_,, der als Durchschnitt der Hyperebenen
z agX 1 = 0, (20)

i=r+1

i aX; =0

{=0

bestimmt ist und einen allgemcmen Punkt z.B.

r-l n—1 a
(60,",;' 1’—2—€i’ fr+19 vEu 1 = Za:f:)
i=0 i=r+1
hat.
Nach den Bedingungen von I, 2 ist es offenbar, daB der Unterraum S,-2 vom
Unterraum S,_, verschieden ist.
Der Durchschmtt des Unterraumes S,_, mit dem Unterraum S, ist ein durch
die Gleichungen

Z" aX, =0,

f=r+1
r

Z a‘X {1 = 0, (21)
=0
n
Z biX 1 = 0
i=0
bestimmter (n — 3)-dimensionaler Unterraum §', 5 ; sein allgemeiner Punkt ist z.B. .

r—1 ’
(50’ ”"cr-ls -z%&» :r+ll seey f.-z:

=0

1 [ n~2 '._1>
a'D:.._——l' '(a’ b) [ a,‘-Zﬂ Dll(a) b) El + aulzo p;((a(. b) :‘ ],



1 ‘ X2 r—1 .
‘m[“ 2, Da-i. @) ¢:+a~-1i2=01>,i(a, b) :i]).

i=r+1

Analog hat der Verbindungsraum S',_, der Unterrdume S',_,, S',_,_, die Glei-
chungen

Z biXi = 0, ' (22)

i=r+1
Z biXi = 0 ‘ . -
i=0

und sein Durchschnitt mit dem Unterraum S, _, ist ein durch die Gleichungen

Z bX; =0,

i=r+1 ‘
> bX; =0, . 23)
i=0

n
z aX; =0
i=0
bestimmter Unterraum S,_5. o
Die Gestalt allgemeiner Punkte der Unterriume S,_, und S,_; ist offenbar.

3. Die folgende Sitze beschreiben Fundamentalvarietdten der Hyperebenen
Sn— 1 S n—1¢
Satz II, 1. Fundamentalvarietiten der Hyperebene S,_, in der Transformation
T sind dies:
1. S.—y
n—r—2
n—-3-° -
Satz II, 2. Fundamentalvarietiiten der Hyperebene S',_, in der Transformation
T sind dies: '

1. 8,y
na-r—2
3. S,_s

Beweis des Satzes II, 1. :
1. Setzt man Koordinaten eines beliebigen Punktes vom Unterraum S,_, in die

Gleichungen (14) ein, so verschwindet der Faktor Z bix;iny; (=0, ...,71)
Jj=r+1
und der Faktor x;iny, i=r+ 1, ...,n).
2. Analog:Iny,;(i = O, ..., r) verschwindet der Faktor x;,iny;(i=r + 1, ..., 1)

r
~‘verschwindet der Faktor Z b;x;.
Jj=0

%



3. Durch das Einsetzen (23) in (14) verschwindet der Faktor Zb,x, iny (=
{=r+1

.., ) und der Faktor Z bx;iny, (i=r+1,..,n.
=0

Der Beweis des Satzes II, 2 ist ganz analog.
4. Die Art der Hauptvarietiten charakterisieren folgende Sitze.

Satz II, 3. Die Hauptvarietiten der Hyperebene S, _, sind dies:

1. Ein dem Fundamentalunterraum S, _, entsprechender Unterraum S S’ 1;

2. Ein dem Fundamentalunterraum S,_,_, entsprechender Unterraum SS’l r-2;
3. Ein dem Fundamentalunterraum S,_s entsprechender Unterraum §,_,.

Satz II, 4. Die Hauptvarietiten der Hyperebene S,_, sind diese:

1. Ein dem Fundamentalunterraum S,_, entsprechender Unterraum S,‘,S_:'z‘l;

2. Ein dem Fundamentalunterraum S, _,_, entsprechender Unterraum S"lg_l';“’*;
3. Ein dem Fundamentalunterraum S,_, entsprechender Unterraum §S,_,.

Definition II, 1. Die Unterriume b'S"z'l,S,’l‘E'i"—Z, Si_, heifien Hauptunterrdume

in S,_y, die Unterrdume SS' 1 SS"" 2, §,_, heiPen Hauptunterrdume in S,_;.

Den Beweis des Satzes II, 4 durchfiihrt man genau so wie beim Satz II, 3; deshalb
14Bt man den Beweis des Satzes II, 4 aus.

Beweis des Satzes II, 3.
1. Jede durch. einen Punkt des Unterraumes S, ; gehende und den Unterraum
S,-,— schneidende Gerade ist eine Transversale von den Unterrdumen S,, Sp—,-1-

Alle solchen Transversalen bilden eine Hyperebene S;S'_’;l, die ein Verbingdunsraum

der Unterrdume S,_,, S,_,- ist und durch die Gleichung

> aX;=0 24

t=0

gegeben ist. Der Durchschnitt dieser Hyperebene mit der Hyperebene S, -, ist ein
durch die Gleichungen

r

z a,Xi = 0, : (25)
i=0
B
z ng‘ = 0
i=0

bestimmter Unterraum S,'E';l mit einem allgemeinen Punkt



i 1 n r—-2 1
(Co. seey :r—z’m,—b—)[a’z blfi B b' Z alc‘]’-Dr-l,r(a’ b).

=0
i#r—1,r
r—2 o
[ [« P 2 bl&l . br—lz alfl ]s 5r+1r ey En)'

Aus dem Einsetzen der ersten von Gleichungen (25) in die Gleichungen (14’) ist

es offenbar, daB genau die Punkte des Unterraumes S S' 2 auf den Unterraum S, _
abgebildet werden.

2. Alle durch die Punkte des Unterraumes S,_,_, gehenden Transversalen von
den Unterriumen S,, S,_,_, bilden eine durch die Gleichung

Z aX, =0 (26)
l=r+1
gegebene Hyperebene SS [7~2, die ein Verbindungsraum der Unterrdume S,_,_,,
S, ist und mit der Hyperebene S',_; einen durch die Gleichungen
n
z a‘X = 0, (27) ’
i=r+1
n
Z b‘X 1= 0
1=0

bestimmten Schnittunterraum hat. Der allgemeine Punkt dneses Unterraumes
S, S z7-2 st z. B.

-1
(60’” 9§r 1$al [ auzbi&l'*'b Z aiél ]’

i=0 i=r+1

. 1 n—1
S A 'a— z atft)'
i (e
3. Aus (22) und (23) ist es offenbar: §,_, > §,_;.
Der durch die Gleichungen
XP+1 i ) =X.=0,
n
Z b‘X‘ = 0, (28)
i=0
n
Z aX; =0
1=0
bestimmte Unterraum S,_, = S,_; N §,_, liegt im Unterraum S,_, (auch im

Unterraum §',-5). Dasselbe gilt auch vom Unterraum §',, ., = S.-,-; n S.-z,
- der durch die Gleichungen

530



Xo=...=X,=O,

n
> bk =0, @)
i=0
n
z a‘X‘ =0
i=0 ’

gegeben ist. ' ) B .

Betrachtet man einen Punkt (x) € S)_, < §,_, als Punkt der Hyperebene S, _;.
Jede durch den Punkt gehende und den Unterraum S,-,-3 schneidende Gerade
ist eine Transversale der Unterrdume S',_,, §',_,_5, dadurch ist sie auch eine Trans-
versae der Unterrdume S;_, S, _,_, und dadurch auch eine Transversale der Unter-
rdumle S,, S,_,_;. Alle solchen Transversalen bilden einen Verbindungsraum

1

S,-4 = §,-3 der Unterrdume S,_,, S,_,_,, der durch die Gleichungen

r

X; =0,
;)a!l
iain=0’

i=r+1

Z bX, =0, (30)
i=0
Z biXi = 0
i=r+1
gegeben ist.

Alle durch den Punkt (x) € S,_, gehenden Transversalen der Unterrdume S;-1s
S§',_,-, bilden einen (# — r — 1)-dimensionalen Unterraum 8% < §,_,. Dieser

Unterraum, der ein Verbindungsraum des Punktes (%) und des Unterraumes S, _,_,
ist, ist in S',_, ein dem Punkt (x) entsprechender Hauptunterraum, wenn man den
Punkt (x) als einen Punkt der Hyperebene S§,_, betrachtet. Ahalich, alle durch
den Punkt (x) € S,_,_; gehenden Transversalen der Unterrdume S,_,, §',_,-,

bilden einen r-dimensionalen Unterraum §* < §,_,. Dieser Unterraum — der

Verbindungsraum des Punktes (x) und des Unterraumes S,-y —ist in §,_, ein

Hauptunterraum, der dem Punkt (x) entspricht, wenn man den Punkt (x) als
Punkt der Hyperebene S,_, bstrachtet. j i

Auflerdem schneidet jede Verbindungsgerade des Punktes (x) e 85 (8 ores)
mit dem Punkt (z) € §',_,_; — §'_,_; (bzw.(2) € S, — §,_,) die Hyperebene § i
gerade im Punkt (x). N ; 0

Durch jeden Punkt (x)& §,_3—S',_3— S_;3 geht genau eine Transversale -
p* der Unterrdume §',_,, §,_,—,,die im Unterraum S, _, liegt, weil S ,-, ein Ver-
bindungsraum der Unterrdume §',_,, §’,_,_, ist. Das ist gleichzeitig auch eine ein-
zige durch den Punkt (x) gehende Transversale der Unterrdume 8,5 Sy-p-y. Die

Gerade p* ist ein dem Punkt (x) in §,_, entsprechender Hauptuaterraum.

Sqis



Definition II, 2. ,

a) Ein Fundamentalpunkt (x) € S,_ heift der Punkt des Typs 0, wenn die durch
ihn gehende Transversale der Unterrdume S,, S,-,-1 mit der Hyperebene S ,_, nur
endlich viele Punkte gemeinsam hat.

b) Ein Fundamentalpunkt (x) € S,_y heift der Punkt des Typs 1, wenn die durch
ihn gehende Transversale der Unterrdume S,, S, -, mit der H. yperebene S, _, unend-
lich viele Punkte gemeinsam hat. :

Analog wird der Typ eines Fundamentalpunktes der Hyperebene S',_, definiert.

Man kann die Resultate vom Fundamentalraum S,_; so zusammenfassen:

a) Dem Fundamentalunterraum S,—3 = S,-, im ganzen entspricht der Haupt-
unterraum S ,_, im ganzen. ,

b) Alle Punkte des Unterraumes S ,_, (S'p—y-3) besitzen den Typ O auch 1. Die
Punkte der Menge S,_3 — S',—; — S y—p—3 sind vom Typ 1.

¢) Der Unterraum S',_, (S'n—,-3) ist als eine Menge von Punkten des Typs 0 inva-
riant; er entspricht sich selbst so, dap jeder sein Punkt invariant ist, d.h. einem Punkt
(x) als dem Punkt des Typs O entspricht gerade der Punkt (x).

d) Die den Punkten vom Unterraum S'_y bzw. S',_,_3 als Punkten des Typs 1
(betrachteten als Punkte der Hyperebene S,_,) entsprechenden Hauptunterrdume sind
(n—r—1)-bzw. r-dimensional. Dem Unterraum S',_, (S'p—r—3) als der Menge von
Fundamentalpunkten des Typs 1 entspricht in S',_4 ein (n — 3)-dimensionaler Unter-
raum, der ein Verbindungsraum der Unterriume S,_;, Sy—p—2 (S'n—rp_3, S'p-1) ist.
Dieser Unterraum ist offenbar in S ,_, enthalten.

¢) Die den Punkten von Menge S,_3 — S,_; — S'y_,-3 entsprechenden Haupt-
unterriume sind Geraden.

Die Resultate a)—e) folgen auch aus der Bestimmung des allgemeinen Punktes
eines allgemeinen Gliedes des Menge der Transversalen von Unterrdumen, die durch
alle Punkte der Menge S,_3 — S,_, — S,—,—3 gehen. Ein allgemeines Glied dieser
Menge besitzt nach Resultaten in I, 1 und II, 2 einen allgemeinen Punkt

—:Fé’_—'ér 60""’ —;jlﬁ’—ér 6r-—19ér,
Zbi»f.' ’ Zb.fe

i=0 ) i=0
— — ern—l, n(bo d) — 5,. . f,..,.l, .
B D Dpoy, b, )& + byoy D, Db, )
i=r+1 i=0
— S ern—l. n(b’ a) — gn . éi.-zp
B> Dyey,i(b, @& + buoy) Dulb, ),
jmp41 P i=0
a—-2 r—1
b Dub,a)& + b, > Db, 6) &
j=r+1 i=0
A n—=2 , r—1 6- ’ cn)’
br z D -1, .(b,a) c;"' b —12 Drt(b’a) cl
i=pdl A i=0 ]
44 . j
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welcher ein allgemeiner Punkt des Unterraumes S,_, ist, wie man durch direkte
Berechnung iiberzeugen kann.

Ubrige Resultate sind auf den Eigenschaften der Fundamentalunterriumen
S,_2,8,-,—3 und des Unterraumes S,_, begriindet.

Bemerkung 1. Die Betrachtungen iiber den Unterraum S’,_, bleiben sinnvoll
nur bei der Voraussetzung r = 2, d.h. n = 5.

Bemerkung 2. Die Gleichungen der im Satz II, 4 angefiihrten Hauptunterrdume:

S,',S:;l , Sf_"'z-r—l sind:

Z . X, = O, g
Z aX; = 0;
i=0
SS':E'_Z : z bX; =0, (27)
o= i=r+1

S a,X, = 0.
;a

Bemerkung 3. Ist S,_, =8,_,08,_2,8,-1-3= Sp—p_2 0 Sp-2, S,_¢ der
Verbmdungsraum der Unterrdume S,_,, S,_,_3,s0 ist S,_, = S,_ 25 Spp—3z =
=8,--3, Sy-a= S,-4. Esist elgenthch S,-2= S, n Sn-25 Spr-3 = Sppg O
N Spezs Spea= 8,30 §,_ 3(S,I 3> S p.-3 liegen beide in S, _ 2)

Bemerkung 4. Nimmt man in Betracht die Bemerkung 3, so besitzen alle Punkte
der Menge S,_; — S,_, bzw. S,_,_, — S,_,-3 im Sinn der Terminologie von der
Definition II, 2 den Typ 0.

Bemerkung 5. Im Sinn der Terminologie von [5] (Kap. IV) driicken die Sitze
IL, 1 und II, 4 diese Eigenschaften der Transformation T aus:

Satz II, 1. Die Menge von Punkten der Hyperebene S, _,, in denen die birationale
Abbildung T nicht definiert wird (nicht holomorph ist), ist eine Varietit S, _; U Sp—_,— U
Y Sn 3
. Diese Varietit ist in der Topologie von Zariski K-abgeschossen ([5], Kap. IV,

3,P.8,8S.94).

Satz II 4. Die Menge von Punkten der Hyperebene S,_, in denen die birationale

Abbildung T nicht biholomorph ist, ist eine Varietdt SS ol =) SS""r ~2.4°8, 2.

Auch diese Varietit ist K-abgeschlossen (Folgerung aus P. 8)
Es folgt aus beiden diesen Resultaten:
Die Menge von Punkten der Hyperebene S,_,, in denen die birationale Abbildung

T holomorph, aber nicht biholomorph ist, ist eine K-offene Varietat(SS Sy SS asr=3us
v 3u-2)"(Sr--I.US»—r-ZU s—3)' A
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4. Den Unterriumen von Fundamentalunterriumen entsprechende Hauptvarietiten

Satz 11, 5. Die Hauptvarietdt, die dem k-dimensionalen Unterraum S, (S,) (0<k <
S r — 2)des Fundamentalunterraumes S,_; (S,-,) entspricht, istein(n — r + k — 1)-

dimensionaler Unterraum S'f_’f, & k_l(bf_;‘, @ ,‘_,)des Hauptunterraumess'fj;I(Sf__'{l).

Beweis. Es sei

oy -0 &y Aai(€D, .. .3 A4(E), 0, ...,0) ein allgemeiner Punkt des Unter-
raumes $,, wo'd; (j=k + 1, ..., r) von Konstanten g; (i=0, .. ., n) abhingige Line-
arformen von unabhiéngigen Unbestimmten ¢, ..., &, sind. [Die Linearformen 4,
sind selbstverstindlich auch von anderen Konstanten des Korpers K abhingig;
ist z.B. der Unterraum S, als- Durchschnitt des Unterraumes S, mit (r — k — 1)
linear unabhéingigen Hyperebenen bestimmt (keine dieser Hyperebenen enthilt den
. Unterraum S,_, und keine enthélt den Durchschnitt der iibrigen Hyperebenen mit
dem Unterraum S, _,), so sind die Formen 4; auch von Grassmann’schen Koordi-
naten dieser Hyperebenen abhingig.]

Die durch alle Punkte des Unterraumes S; gehenden Transversalen von Unter-

rdumen S,, S,-,-, bilden ein Verbindungsraum S;Sz‘, +r der Unterrdume S, S,_,;;
sein allgemeiner Punkt ist z.B.

(601 v oly fkv Ak+l(€l)) 28y ;'r(él)s fr+1’ s edy 6;:);

Axsqs ... 4, sind Linearformen von Unbestimmten &, ..., &. Der Durchschnitt
des Unterraumes S;S'f, +, it der Hyperebene S,_,ist ein (n — r + k — 1)-dimen-

sionaler Unterraum S mit einem allgemeinen Punkt z. B.

n—r+k+1

(Sor - or EasAres@Ds o 2O, Gt o Errts = 2%5,)

Jj=0
wo i=0,..., k und als {34y, ..., & die Funktionen 4,,,(£), ..., 4, () von
) ) n—-1
Unbestimmten €0y - -+ & in den Ausdruck —Z% ¢, eingesetzt sind.
=0 "

' Der Unterraum S';s'f' k1S S';S'j;l ist ein dem Fundamentalunterraum S, < S, _,

in S,_, entsprechender Hauptunterraum.
Im speziellem Fall entspricht dem Punkt (x) = (xp, ..., X,,0, ...,0) € §,_, ein

(n — r — 1)-dimensionaler Hauptunterraum §'* c S'f_'_;l mit einem allgemei-

n—r—1
J J r n-1 :
b, b,
nen Punkt(xo, Song Xps Cpits ooy Caamgs = —b—x, - z—b— f.)
=0 fmrtl

Den zweiten Teil des Satzes, der von den in Klammern angefiihrten Unterriu“men
spricht, erhdlt man, indem man die Unterriume der Hyperebene S,., durch die

.



zugehorige Unterriume der Hyperebene S',_; und umgekehrt, die Kon‘stanten a
durch b; und umgekehrt vertauscht.

Satz II, 6. Die dem k-dimensionalen Unterraum S, (%,) 0 S k < n — r — 3) des
Fundamentalunterraumes S,_-,., (S, -,-2) entsprechende Varietdt ist ein (r + k)-

dimensionaler Unterraum S’ St (S;S::k) des Hauptunterraumes S S"-' z(és"" 2)

Beweis. Es sei -
(0, seey 0’ j-r+1 (&t)’ o wiey An—k—l (él)’ fu—ks LY ) En)

ein allgemeiner Punkt des Unterraumes S,; A,(¢) (j=r+1, ... n — k — 1) sind
von Konstanten a;(; =0, ..., n) abhéingige Linearformen von unabhingigen Un-
bestimmten &, .y, ..., &, (4; sind offenbar auch von anderen Konstanten des Kor-
pers K abhingig).

Die durch alle Punkte des Unterraumes S, gehenden Transversalen von Unter-
rdumen $,, S,_,; bilden ein Verbindungsraum der Unterriume S,, S,; das ist

ein (r + k + 1) -dimensionaler Unterraum S‘Efk_l mit einem allgemeinen Punkt

(60: veey fn '1'4-1(61), L | A-n h—1(€£)9 en—h ¢ siviy fn)-

Der Durchschnitt des Unterraumes SS_:{‘,‘ 4y mit der Hyperebene S,., ist ein

(r + k)-dimensionaler Unterraum S';S:‘fk c S,., mit einem allgemcinen Punkt

(&01 seny ér! r+1(§l) n’k 1(6()3 En—kr LR ) én—l’ n(él))’

WO Ar41(EDs - o Apmg-1(E), (E) mittels Konstanten ay, by(i =0, ...,n) (und
offenbar auch mlttels anderen Konstanten vom Koérper K) ausgedruckte Linear-
formen von Unbestimmten &, ..., &, ks ««+» &a—y 8ind.

Der Unterraum § ,'i,‘ c S, S ">7=2 ist ein in S’,_, dem-Fundamentalunterraum
$, = S,-,-, entsprechender Hauptunterraum

Im speziellen Fall entspricht dem Punkt (0 30, Xpngy ooer Xy) €ESpep-z In
S',-; ein r-dimensionaler Unterraum S? mit emem allgememen Punkt

r b n—1 b
(6o = S0 5 )

j=0 " i=r+1

Der Beweis des zweiten Teiles des Satzes (von den in Klammern angefihrten
Unterriumen) ist offenbar.

s.

Satz I1,7. Jeder Punkt des Unterraumes S, n-2_ liegt im .Unterraum, der diesem
Punkt in der Korrespondenz T entspricht.

Beweis. Jeder Punkt (x) € §, ., erfiillt die Bedingungen (6) und (7), dxe man in
der Form

Z' a,X’, == | i 'dJ'X,, (6,)

=0 J=rs1



) r ]
i=0 J=r+1 )
schreiben kann.
a) Fiir einen auBlerhalb der Durchschnitte des Unterraumes S,_, mit den Funda-
mentalunterrdumen der Hyperebenen S,_,, S',_, liegenden Punkt gilt

r n
Z ax, = — Z ax; #0,
i=0 =r+1
Dbxi=— > bix; #0,
. i=0 J=r+1
was in die Gleichungen (14) oder (14') eingesetzt
XS ves 53X = YVobeoe i Vs

gibt, also der Punkt (x) fillt mit einem einzigen ihm entsprechenden Punkt ()
zusammen und ist in der Transformation T invariant. Solcher Punkt (x) besitzt
nur den Typ 0.

b) Ist nun (x) ein Punkt des Durchschnittes des Unterraumes S,_, mit dem Funda-
mentalunterraum S,_; (S,_,_, bzw. §,_; — S,_, — S,_,_3), so entspricht dem
Punkt (x) auBer ihm selbst auch ein durch ihn gehender (n — r — 1)-dimensionaler
Unterraum (r-dimensionaler Unterraum bzw. eine Gerade). Es entspricht dem Punkt
" (x) in der Korrespondenz T jeder Punkt dieses Unterraumes, also u.a. auch der
Punkt (x) selbst. Solcher Punkt (x) ist des Typs 0 auch 1.

Folgerung. Jede Varietit V < S,_, ist eine Untervarietit der Varietit V', die
der Varietdt V in der Korrespondenz T entspricht.

Die Inklusion ¥V < V'(V % V) tritt ein, sobald der Durchschnitt der Varietit V'
mit den Fundamentalunterrdumen nichtleer ist.

6. Inzidenzbeziehungen zwischen Fundamental- und
Hauptunterriumen

Satz 11, 8. Je zwei Fundamentalunterriume der Hyperebene S,_, (S°,_,) liegen
in einem (n — 2)-dimensionalen Unterraum der Hyperebene S,_, (S ,_,).

Beweis.

1. Der Verbindungsraum der Unterrdume S,_,, S,_,_, ist der Unterraum §,_,,
wie es in II, 2 bewiesen war.

2. Der Verbindungsraum des Unterraumes S,_; (Gleichungen (16)) und des -
Unterraumes S,_5 (Gleichungen (23)) ist ein durch die Gleichungen

i b‘Xi = 0,
i=r+1

S X;=0
Z}‘h i

16



bestimmter Unterfaum; das ist der Hauptunterraum S:?_ A3,

3. Der Verbindungsraum des Unterraumes S,_,_, (Gleichungen (17)) und des

Unterraumes S,_5 (Gleichungen (23)) ist ein durch die Gleichungen

i biXi = 0,
i=0
i aiX,- = 0
i=0

bestimmter Unterraum; das ist der Hauptunterraum Sf_'z"l

Mann konnte analogische Resultate anch iiber die gegenseitige Lage der Funda-
mental- und Hauptunterrdume in der Hyperebene S,_, gewinnen.

Die aus dem Beweises des Satzes 11, 8 folgenden Resultate kénnen auch so formu-
liert werden:
Satz 11, 9.

1. Der dem Fundamentalunterraum S, _ (S',_,) entsprechende Hauptunterraum
S'Sr;l (SS ’2—') enthdlt die Fundamentalunterriume S'y_,_5, Sn_3 (Sn-r-25 Ss—3)
n— = y

und ist ihr Verbindungsraum.
2. Der dem Fundamentalunterraum S,_,_, (S ,-,-,) entsprechende Hauptunter-

raum S° S" r—2 ( sS. At 2) enthilt die Fundamentalunterrdume S',_,, §n-3 (S,-1,

S,_3) und ist ihr Verbmdu/zgsraum

3. Der dem Fundamentalunterraum §,_5 (S ,_ 3) entsprechende Hauptunterraum
Sy -2 8 (,—2) enthdlt die Fundamentalunterriume S',_1, S y—p_2 (S,—1, Sp—yp—2) und
ist ihr Verbindungsraum.

Weiter ist offenbar

Satz II, 10.

1. Der Fundamentalunterraum S,_; (S,_,) hat mit dem entsprechenden Haupt-
unterraum S, S’ 1(SS B—r— 2) genau den Unterraum S,_, gemeinsam.

2. Der Fundamentalunterraum S, _,_, (S, _,) hat mit dem entsprechenden Haupt-
unterraum S';S:z;r—Z (S"?_""z""z) genau den Unterraum S,_, .5 gemeinsam.

3. Der Fundamentalunterraum S,-3 (8',~3) hat mit dem entsprechenden Haupi=
unterraum S ,_, (S,_,) genauden Unterraum S,_, gemeinsam.

Ebenso ist offenbar der

Satz II, 11.

1. Der Durchschnitt der Fundamentalunterriume S, _; (S'y-1), Sp-3 (8- 3) ist der
Unterraum S, _,. ;

2. Der Durchschnitt der Fundamentalunterriume S, -2 (8 pira)s Syus (S.. ,)
ist der Unterraum S, .,

2 Acta Facultatis
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Satz II, 12. Der Houptunterraum

4

Sf_ b ( ) schneidet den Hauptunterraum SS B 2(S ;g,,z r= 2)zm Fundamen-

talunterraum S',_5 (S,-3). Dieser Unterraum ist der Durchschnitt des Unterraumes

S,-2 mit dem Unterraum S'f_;‘ ( 5=

n—-2
SS n—r-2 (S';g_nz—-r—z) 5

n-2

1) auch mit dem Unterraum

Folgerung. Die Hauptunterrdume S,‘_S'_'z—‘ (S ;5' 2 ) SS i ( S';S:’_'; '"2) haben
gemeinsame Punkte nur im Unterraum S, _,.

Beweis des Satzes II, 12. Der Durchschnitt des Hauptunterraumes Sf_:; Imit
dem Unterraum S, ist durch die Gleichungen (25°) und (7) gegeben, die dquivalent

mit den Gleichungen (23) des Unterraumes S,_; sind. Die den Durchschnitt des
Unterraumes S,‘,S'_";-' ~2 mitdem Unterraum S, _ , bestimmende Gleichungen (27) und
(7) sind mit den Gleichungen (23) des Unterraumes §,_, dquivalent. Da die Unter-
rdume SS"‘l, SSI'I —r=2 verschieden sind, ist ihr (n — 3)-dimensionaler Durch-
schnitt gerade der Unterraum S,_,.

Die Durchschnitte der Hauptunterriume SS =l 8 gy SS -2 n §,_,, die
durch die Gleichungen

$51-10 §,45: (25) und 21),

sS n-r-2~ § . (27) und (21)

gegeben sind, besitzen keine wichtigere Eigenschaften. Beide Durchschmtte gehen
durch den Unterraum Sp-s hindurch.

7. Beispiel. Die Transformation eines Linearsystems von Unterriumen
-eines Fundamentalunterraumes

 Es sei ein Unterraum S;_, (k S 7 — 2) im Durchschnitt des Fundamentalunter-
raumes S,_, mit dem Unterraum S,._, durch die Gleichungen
i Xp1=...=X, = 0,
n ’ . ) -
DaX=0, )
1=0 ; ]

ghh=a ‘ | SRR -

\ =0



n

D e™X =0, k=1, r—k—1,

=0
gegeben; der Rang der Matrix |le™|| (i=0,...,0; h=1,...,r —k — 1) ist
r — k — 1. Das (r — k — 1)-dimensionale Linearsystem von k-dimensionalen Un-
terrdumen in S,_, mitderBasis S besitzt die Grundunterriume

Sk(j):X'+1=.-- =Xﬂ=0’

j aX; =0,
=0
D bX, =0, (32)

i=0

D e =0 k=1, = Lt Ltk — L3 =1, r— k1

i=0

Sk('-k): AY,..‘.! = ooo.= Xn = 0,

n

ZQ,X, = 0, . (33)
1=0

n

D o™X, =0, h=1,...,r—k—1.

i=0

Durch die Transformation T entsprechen es den Unterriumen (32) und (33) in
Sp-1(n =7+ k — 1)-dimensionale Unterrdume :

S'.(;'.’.,.,.k-, :ZG‘X‘ =0, (34)
: =0
l’ .
Z b‘X' = 0,
i=0 '

260K, =0 k=, ooy Jm LjH Ly k=1 =1, ...,

=0 r-k-1;
z b,X. = 0, -
=0 v
SR, =‘Zo aX, =0, 39

2. MK, =0 h=1,...,r—k=1;
1=0 :

\ . /

n
‘2_:0 bX, =0,
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die im Hauptunterraum S'f:;‘ enthalten sind und in ihm ein (r — Kk — 1)-dimen-

sionales Linearsystem von (n — r + k — 1)-dimensionalen Unterrdumen bestimmen.
Die Basis dieses Systems ist ein (n — r + k — 2)-dimensionaler Unterraum

S'n -r+k—2:z a,X; =0,
i=0

S b= 0, (36)

i=0

Zc“"’Xs=0§h=1’-~»"'k‘1;

i=0

imm=q

i=0

der dem Fundamentalunterraum S,_, < S,_, entspricht. Die Unterrdume (34) und
(35) sind Grundunterrdume dieses Linearsystems.

ITII. Den Unterriumen von der Hyperebene S, _,
entsprechende Varietiten

In diesem Teil werden die Varietiten betrachtet, die durch die Transformation
der von Fundamental- und Hauptunterriumen verschiedenen Unterrdume der
Hyperebene S,_, entstehen. Da die gegenseitige Beziehung der Hyperebenen S,_4,
S'n—4 in der Korrespondenz T symmetrisch ist, konnte man erhaltene Resultate in
offenbarer Weise auch fiir die Transformation der Unterrdume von S, _; formulie-
ren.

Die Unterrdume in S,_, werden als Durchschnitte der Hyperebene S, -, mit der
zugehdrigen Anzahl der linear unabhingigen Hyperebenen bestimmt, also eine
Grundaufgabe ist die Transformation eines (n — 2)-dimensionalen Unterraumes der
Hyperebene S,_, als eines Durchschnittes der Hyperebene S, mit einer beliebi-
gen von S,_, verschiedenen Hyperebene.

1. Die dem (n — 2)-dimensionalen Unterraum S;_,cS,_
entsprechende Varietiit

Satz 111, 1. Es sei ein von S,_, verschiedener und die Fundamentalunterrdume
S,_1s Sy—p—2,8,-3 nicht enthaltender (n — 2)-dimensionaler Unterraum S;,_, < S,-1
gegeben. Die dem Unterraum S_, in S', ., entsprechende Varietdt ist eine irreduzible .
(n — 2)-dimensionale Quadrik.

Beweis. Der Unterraum S,_, sei ein Durchschnitt der Hyperebene S,-, mit
der Hyperebene S¢_;, deren Gleichung

DeX,=0;¢¢eK; (37
-0
ist; ‘ )



der Rang der Matrix
a;
G

i=0,...,mist 2.
Die Gleichungen des Unterraumes S¢_, sind

n

aX; =0, (38)
>

=0 -

z cX; =0.

=0

Die Bedingungen des Satzes sind z.B. so erfiillt:
¢, # 0; der Rang der Matrix

a;
Ci
i=0,...,r)ist2;essei .
a._y a,
Dr—i, r(as C) = 5& 0;
cr—l C,
¢, # 0; der Rang der Matrix
a;
¢
(i=r+1,...,n) ist 2; es sei
an-y Gy
D,_y,4a,¢) = #0;
I Cn—1 Cn
der Rang der Matrix
a; |l
b,
Ci

i=0,...,n) ist 3; es sei

An-2 Qu-1 Gy
bn-—l bn—l bn
Cn-2 Cp—1 Cy

Ein allgemeiner Punkt des Unterraumes S;_, ist z.B.

1 n—2 1 n—2 .
(6o tr g 52, Dnk ) b = 5=y 3 Dot 6, );

D,_3, 4-1,,ab,c) = # 0.

die Bedeutung von D,; (a, ¢), D,—4, «(a, c) ist offenbar.

Durch die Transformation (14') entspricht es dem durch die Gleichungen (38)
gegebenen Unterraum SS_, in §',_, eine durch die Gleichungen

i=0

s nr 21



z':c,X, i aX; — i c,X,ia,X, =0 .(39)
r=0 Jmr4d imr+1 J=0

bestimmte Varietéit; es sind die Gleichungen einer Quadrik in S,_, von der Dimen-
siondsn-—2.

Durch die Transformation T entspricht es dem allgemeinen Punkt (&) des Unter-
raumes S¢_, auf der Quadrik (39) ein Punkt () mit Koordinaten:

' n—-2 1 T n-2
M '-—‘-fi{ Z bjf;—m Z(b Zq
Jmp41 ’ =0

) Duj(a’ ¢) = byDp_1s J (a’ C)):JJ} yi=0,...,r

r
Tm= —Ctzbjfj,i=r+ L..,n=2;
J=0

ms = (5@ :'Z—:D.i(a, aa) (S)

J=0
n-2

N = “(mflx(a_,_c)‘z_op -1, £@, ©) 6.) (ijf,).

Da & (i=0,...,n — 2) jiber dem Kdorper K algebraisch unabhéingig sind,
sind auch n, (i = 0, -.., n — 2) algebraisch unabhingig; die Dimension des Punktes
(n) ist n — 2, d.h. die hichste, welche ein Punkt der Quadrik (39) besitzen kann.
Darum ist der Punkt (1) ein allgemeiner Punkt der Quadrik. Nach dem zweiten
Irreduzibilititskriterium in [7], S. 110, ist die Quadrik irreduzibel; bezeichne man
sie Q%_,. ‘

. Die Durchschnitte des Unterraumes S¢_, mit den Fundamentalunterriumen
der Hyperebene S, ., sind durch die Gleichungen :
: )
Si.o=8,.,n 8,1 > aX;=0,
n
Z C‘X 1= 0. (40)
i=0 .
Xppy=...=X,=0;
< : n
s:-r-a B Si-30 Sy-p-2 :Zalxl =0,

» / =0
i oX, = 0, @1
: 1m0 g
e ; XO-..-'-A’,SO;
Bamsian8Sax =0, (42)

=0
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ichl = 0,

=0
Zb‘X‘ = 0, ’ (42)
i=0 '
ZbiXi = 0
t=r+1

gegeben. ‘
In der Korrespondenz T entsprechen ihnen die Unterrdume

r-—2 Za‘X, = 0

I—O (43)
ZC,X‘ =0,
1:0
ZbiX‘ =0;
i=0
-. 3 z aX; =0,
l=r+1
eX; =0, (44)
'=-zr+1 s
n
Zb,-Xi =0

. =0
und die Varietit

V'§;4:ZPC,X, Zn aX, — z oXy iajxl =0,

=0 J=r+1 f=r+1 =0
ZbiX, =0, @
5-0
z b X, =0.
f=r+1

Die Betrachtung gilt allgemein nur bei der in der Bemerkung 1 in II, 3 angef'uhrten
Voraussetzung.

Satz III, 2. Die Quadrik Q'c_, besitzt diese Eigenschaften :

1. Sie enthilt die Fundamentalunterriume S,_y, S y_r-2, Su—3 von der Hype-
rebene S'p_q.

2. Sie enthdlt die Hauptunterrdume S| S,-,, s f'—'- 3und die Hauptvarietdt V' §;_‘,
die den Durchschnitten S¢_,, S¢_, 3,854 des Unterraumes S; _, mit den Fundamen-
talxmterrawnen Sy—1s Sy—r-25 Sp-3 der Hyperebene S, entsprechen
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3, Sie enthdlt dem Vergleich Si_; = Si_, N S,._;.

Beweis. _

1. Aus der Vergleichung der Gleichungen (18), (19), (21) und (39) ist die Behaup-
tung offenbar.

2. Es ist offenbar aus (43), (44), (45) und (39).

3. Der Unterraum S¢. ist durch die Gleichungen

Za‘X‘ =0,

i=0
n
bX; =0, (46)
i=0
n
ZC{X‘ = 0
s im0

bestimmt.

Die Erfiillung der Gleichungen (39) durch Koordinaten jedes Punktes vom Un-
terraum S¢_, ist offenbar.

Satz II1, 3. Die Quadrik Q' _, enthilt zwei Systeme 'S,2S von (n — 3)-cCimen-
sionalen Unterrdumen.

Beweis. Die Systeme-von (n — 3)-dimensionalen Unterriumen auf der Quadrik
Q¢ ., besitzen allgemeine Glieder:

n
ls . b‘Xi = 0,
r r
u Zcixi =V Z a,'Xi, (47)
i=0 i=0
ch,Xi =y z a;X;
i=r4+1 - i=r+1
u,v € Q sind transzendent iiber K;
2§:5b.X; =0,
2
. PZCiXi =4q z X, (48)
i=0 i=r+t
pz,atxl =4q Z aX,;
i=0 i=r+1

P, g € Q sind transzendent iiber K.

_(n — 3)-dimensionale Unterriume der Quadrik entstechen durch eine Speziali-
sierung

(@) > W,) #0,0); v,V eK;

@9)->@.q9)#0,0);p,¢ €K
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Durch jeden Punkt (x) € Q"_,, der im durch die Gleichungen
ZG‘X = 0,
i=0

Z a‘Xg = 0,

l-r+1

Ze,x, =0,

l-O

Z X, =0,

lmr+1

Zb[X 1= 0

{=0
bestimmten Unterraum ¥'¢_. nicht liegt, geht genau ein Unterraum des Systems
1§ auch des Systems 2S. Eine besondere Stellung besitzen Punkte des Unterraumes
S',—3, bei denen der durch sie gehende Unterraum vom Systems !§ festbleibt —

es ist der Unterraum S, _ 5 selbst; der Unterraum des zweiten Systems ist durch die
Parameter

n r
pPiq =- Z c,X,:zc,X,
i’?+1 i=0

bestimmt.

Analogische Bedeutung haben auch die Hauptunterriume S’ f

sie gehdren zum zweiten System.

Da die Quadrik Q'¢_, irreduzibel ist, ist die Zahl (n — 3) die héchste Dimension
der Unterrdume, die die Quadrik enthilt.

Folgerung. Die Quadrik Q'S_, ist von der Art ¢ =2 n — 4.

Beweis. Eine Quadrik Q',_, von der Art gin S, _, enthilt einen (¢ — 1)-dimen-
sionalen Unterraum V”’,_; von singulédren Punkten — einen Doppelunterraum der
Quadrik. Ein mit VQ . linear disjunkter Unterraum S',_,-; = S',~; schneidet
die Quadrik Q',_, in einer reguldren Quadrik Q',_,-,. Die hochste Dimension der

auf der Quadrik Q' _ o-2 liegenden Unterrdume ist d = [———2—] Die Untet- .

rdume der Qudrik Q',_. sind aufer den Unterrdumen der Quadrik Q',_,-2
auch Verbindungsriume von diesen Unterrdumen und den Unterrdumen des Dop-
pelunterraumes V’ 1 (dabei zihlt man zu Unterrdumen von ¥’,_; auch den Unter-
raum V', selbst) Dxe Dimension von diesen Unterraumen ist hochstens ¢ +

=5

Die héchste Dimension von auf der Quadrik Q°_, liegendén Unterriumen ist
(n — 3). Danach gilt es iiber g:

r—2s S e u~r—3 .

n—¢0-—2

Qf 3

2n-3;
daraus folgt ¢ = n — 4.



Satz II1, 4. Die Quadrik Q';_, ist von der Art (n — 4).

Beweis. Der Doppelunterraum der Quadrik ist der durch die Gleichungen (49)
gegebene Unterraum V's_s. Es folgt z.B. aus [5], Kap. VIII, § 6, Satz 13, S. 217.-

Folgerungen.

1. Ein mit dem Doppelunterraum V'e_s disjunkter Unterraum S's = S ,_,
schneidet die Quadrik Q% _, in einer Quadrik Q's.(n — 3)-dimensionale Unterrdume
der Quadrik Q'c_, sind Verbindungsrdume vom Doppelunterraum V', _ s und von Ge-
raden der Quadrik Q’S.

2. Die Quadrik Q'c_, besitzt im allgemeinen keine singuliren Punkte fiir n < 4.
Besitzt sie fiir n = 3 einen singuliiren Punkt, ist sie reduzibel. )

Bemerkung. Aus den Gleichungen (21) und (49) ist es klar, daB der Doppelun-
terraum V'e_s der Quadrik Q™ _, ein eigener Unterraum des Fundamentalunterrau-
mes S ,-3 ist.-

2. Die Unterrdume S¢_, spielen in der Hyperebene S,_, eine Rolle von Hypere-
benen. Die ihnen in S’,_, entsprechenden Quadriken Q¢_, sind homaloide Hyper-
flichen und miissen bekannte Bedingungen eines homaloidischen Systems gentigen,
d.h. ein Durchschnitt von je (n— 1) linear unabhéngigen Quadriken 09 _,@i=1,...,
...,n— 1), deren linear unabhingige Urbilde S¥_, die Bedingungen des Satzes
111, 1 erfiilllen, muB auBer allen Fundamentalunterrdumen nur aus einem einzigen
dem Schnittpunt aller Unterrdume entsprechenden Punkt bestehen. Mit andeven
Worten, die Gesamtheit der Fundamentalunterrdume in S’,—; — und infolge der
Symmetrie der Korrespondenz 7, die gerade aus der Definition folgt, auch in S,_;
— muB zugehorige Aquivalenzbedingungen (Terminologie nach [4], [6]) geniigen.
Man zeigt in weiterem Verlauf, wie diese Bedingungen erfiillt werden.

Die Resultate iiber die Fundamentalunterrdume und iiber die Eigenschaften der
homaloiden Hyperflichen fiihren zu einem wichtigen Satz von der Art der Korrespon-
denz.

Satz IIL, 5. Die Transformation T ist monoidal. :

Beweis. Der Unterraum S, ist auf jeder homaloiden Quadrik Q' _, einfach
(d.h. (2 — 1)-fach) enthalten (Satz II, 2; Bemerkung nach dem Satz III, 4). Dadurch
istf die Bedingung der Definition einer monoidalen Transformation nach [6], S. 3
erfiillt.

. Die Fundamentalunterriumein S, _; geniigen auch in [6] durch Beschrinkungen
1—4 (Kap. I, Abs. 3, S. 6—7) angefithrte Bedingungen (Satz II, 2; II, 8,11, 11).
Es gelten ebenso auch dort angefiihrte Sitze a)—f). Man kann auf diessm Grund
die Resultate der Arbeit [6] an die Transformation T anwenden. Z.B. aus Kap. I,
Abs.11, S.20, Satz €) folgt ein hier schon festgestellter Resultat (Satz II, 2), daB
die Transformation T symmetrisch (im Sinn der Definition in Kap. I, Abs. 6, S.10
in [6]) ist. Weiter z.B. Satz II, 4 ist eine Spezialisierung des Satzes II, §3, Kap. XVIII,
S. 274 aus [3, III]. '

L ]
3. Postulationszahlen der Fundamentalunterriume
Dgr Unterraum S¢_, < S,_, ist durch (n—1) linear unabhingige Punkte ein-
deutig be§timmt; seien sie von Fundamentalpunkten verschieden. Die entsprechenden
(n — 1) linear unabhingigen Punkte in S’,_, miissen eine homaloide Hyperfliche

Q' , eindeutig bestimmen.Da die Quadrik Q.. , durch eine Gruppe ,,on( 2n+_i 1 )
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-1= (" '*2' 1)1 — einfachen fiir die Bestimmung der Quadrik unabhingigen
Punkten oder durch glelche Anzahl von anderen einfachen unabhingigen Bedmgun-
gen bestimmt wird, miissen die in jeder Quadrik Q'c_, liegenden Fundamental-

unterriume (" '2*'1)— 1—-(n—=1= (" ;‘ 1)- n einfache fiir die Bestimmung
der Quadrik unabhingige Punkte oder gleiche Anzahl von anderen einfachen unab-
héngigen Bedingungen vertreten. Die Anzahl von diesen durch die Inzidenz der
Quadrik Q2 _, mit einem Fundamentalunterraum verursachten Bcdmgungen heiBt
Postulationszahl dieses Unterraumes.

Satz III, 6. Postulationszahlen von den Fundamentalunterrdumen S, _,, S' ety
S'n_3 sind:

1. 8, )

2. S',,_,_z n—r—1

3. §aes ("“2“1) 2An—1) - 1.

Beweis folgt aus [6]:
Die Behauptungen 1. und 2. folgen aus dem Satz a), Abs. 4, Kap. I, S.8, die Behaup-
tung 3. folgt aus der Formel (5) des 2. Absatzes, Kap. I, S.5.

Also insgesamt ist Postulationszahl aller Fundamentalunterriume

("*2‘1) 2 —1)—1 +r+n—r—2=("42'1) —l—(—1),
was mit jener Bedingung iibereinstimmt, daB die Quadrik Q , eindeutig durch
iibrige (n — 1) linear unabhingige Punkte, die den (# — 1) linear unabhingigen
den Unterraum S;_, < S, bestimmenden Punkten entsprechen, bestimmt wird.

4. Aquivalenzzahl der Fundamentalunterriume

Lemma. Der Durchschnitt von k (2 < k S n — 1) irreduziblen (n — 2)-dimen-
sionalen Quadriken in (n — 1)-dimensionalem Unterraum, von denen je zwei sich in
einter rein (n — 3)-dimensionalen Varietdt schneiden und alle diese Schnittvarietiten
verschieden sind, ist eine (n — k — 1)-dimensionale Varietit von der Ordnung 2*.

Bemerkung. Die im Lemma behandelten Quadriken sind in keinem Zusammen-
hang mit Quadriken, die Homaloiden der betrachteten quadratischen Transforma-
tion sind.

Beweis. Je zwei Quadriken vom System Qf”, (i = 1, ..., k) geniigen die Voraus-
setzungen des Bézout'schen Satzes ([3, II], Kap. XII, S 174 Satz II).

Beweis durch die vollstandxge Induktion:

I. Fir k = 2 ist es der auf zwei Hyperfldchen von der Dimension (7 — 2) und der

Ordnung 2 in (7 ~ 1)-dimensionalem Raum angewandte Bézout'sche Satz.

II. Induktionsvoraussetzung: Der Durchschnitt von k die Voraussetzungen des

Lemmas geniigenden Quadriken Qf” ; ist eine Varietdt Q,_,., von der Dimension

(n — k — 1) und von der Ordnung g = 2¢. Eine weitere die Voraussetzungen des
Lemmas geniigende Quadrik Qf*%" hat nach dem Bézout'schen Satz mit der Varie- .
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tit 0, ;- als einen Durchschnitt eine Varietit Q,_, .., von der Dimension(n — k —
— 2) und von Ordnung g = 2.2¢ = 2¢+1,

Das war zu beweisen.

" Das auf einen Durchschnitt von (n — 1) linear unabhingigen homaloiden Hyper-
lichen der Transformation T angewandte Lemma fithrt zu einer Bedingung:

Die gesamte Aquivalenzzahl aller Fundamentalunterrdume der Hyperebene S',_,
ist 21

Satz III, 7. Aquivalenzzahlen der Fundamentalunterriume S,_y{, Sp—,—3, S,-3
sind:

1. Fir S;—l r

2. Fiir Sy_p-:n—r—1

3. Fir §,.4:2"1 - n.

Beweis. Die Behauptungen 1. und 2. folgen aus dem Satz c), Abs. 4, S.8, Kap. I
in [6], die Behauptung 3. aus einer Folgerung des Satzes a), Abs. 2, S.5, Kap. I
dortselbst.

5. Den k-dimensionalen Unterrdumen S, < S, _,
entsprechende Varietiiten

Es sei ein Unterraum S, = S,-; (1 £ k < n — 2) als Durchschnitt der Hyper-
ebene S,_, mit (7 — k — 1) linear unabhangxgen Hyperebenen S, (h=1,

..,n —k — 1) gegeben. Es besitzen die Hyperebenen S{*, dlese Elgenschaften

1. Jede von ihnen ist von S,_; verschieden;

2. Keine von ihnen enthilt einen von Unterrdumen S,_,, S,_1, Sp_r-25 Sn-3;

3. Die Durchschnitte dieser Hyperebenen mit jedem von Unterrdumen S,_,,
S,_1s Sp_p-2, S,—3 sind einander verschieden.

Die Gleichungen des Unterraumes S, seien

ia,X, =0,

i=0

- (50)

Zc{"’X‘ =0;c™eK;h=1,...,n—k - 1.
i=0
Jede Gleichung von (50) auBer der ersten driickt eine von Hyperebenen S~ ; aus.

Um die Voraussetzungen iiber die Hyperebenen S%_, erfiillt werden, muB3 es gelten:
Det Rang der Matrix

(i=0,...,n)ist 3 fiir jede Zahlh = 1, ..., n — k — 1; dadurch ist es gesichert,
daB der Rang jeder Matrix

(i=0,....mh=1...,0—k—1)2ist;
der Rang der Matrix
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e

;.,n-k-!)
i=0,..,nistn—Fk —1;
der Rang der Matrix
c®
cf™

hm=1,...,n—k—=1;h #m)

ist gleich 2 fiir i = 0, ..., r auch fiiri = r 4 1, ..., n bei allen Paaren A, m(h # m);
der Rang der Matrix

a;
ci®
ist gleich 2 fiir jede Zahlh =1, ...,m —k — 1 beii =0, ..., rauchbeii = r + 1,
-

Satz IIL, 8. Dem Unterraum S, = S,_, mit den gegebenen Eigenschaften ent-
spricht in S,_, eine Varietdt Q,, die nach dem Weglassen einiger festen Varietiten
k-dimensional ist.

Beweis. Alle Punkte, die den Punkten des durch die Gleichungen (50) bestimmten
Unterraumes entsprechen, bilden in S,_, eine durch die Gleichungen

i bX, =0,

i=0

. (51)
r n n r
ch(h)Xi aJX! = Z C;h)X‘ ZGJXI- = 0,

i=0 j=r+1 1=r+1 j=0
h=1,..,n—-k -1,

gegebene Varietit Q). Das ist — angesichts der linearen Unabhingigkeit von Hyper-
ebenen S ; und dadurch auch der linearen Unabhiingigkeit der Quadriken om
[QF2 4 sind in S, durch die einzelne Gleichungen (51) (auBer der ersten) gegebene
Quadriken] nach dem Weglassen einiger festen Bestandteile, deren Dimension auch
hoher als & sein kann — eine Varietit von der Dimension k.

Einzelne durch die Gleichungen

Shk=0, (52)
i=0

icgh)Xi é anj“- i C‘(h)Xl ia‘,Xl=0

i=0 j=r+1 i=r+1 j=0

bestimmten Quadriken O®, (h = 1,...,n =k = 1) der Hyperebene S,_; entspre-
chen den durch die Gleichungen
n

'"Za‘X'=O’ Zd"’X,=0‘

1=0 i=0

(53)
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gegebenen (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen S, (k=1, ...,n — k — 1) der
Hyperebene S,_;. Die Varietit Q) ist Durchschnitt von allen diesen Quadriken. .

Einige festen Varietiten des vollstindigen Durchschnittes mit der Dimension .
hoher als k& miissen aus dem Durchschnitt weggelassen werden. Es sind im 1. Teil
des folgenden Satzes angefiihrte Varietiten.

Satz III, 9. Die Varietdt Q, besitzt diese Eigenschaften:

1. Sie enthdlt die Fundamentalunterrdume S,_,, S,_,_,, S,_; der Hyperebene
Sp—y.

2. Sind_Durchschnitte des Unterraumes S, mit Fundamentalunterriumen S,_,,
Su-r—25 Sy-3 nichtleer, enthdlt die Varietit Q| die diesen Durchschnitten entsprechen-
den Hauptunterrdume und Hauptvarietiit.

3. Sie enthdlt den Unterraum S;_, = S;n S,_,.
Beweis.
1. Die Fundamentalunterrdume der Hyperebene S,_, liegen auf jeder Quadrik
‘()
n—2"°
2. Die Behauptung ist aus der Bezichung zwischen den Fundamentalunterrdumen
. und ihnen entsprechenden Hauptunterrdumen und Hauptvarietéit (II. Teil, Abs. 3, 4,
Sétze II, 5; II, 6) offensichtlich. Der Durchschnitt S, N S,_, ist gewiB nichtle.z,
wenn k = n — r ist, der Durchschnitt S, n S, _,_, ist immer nichtleer, wenn k>
2 r+1 ist, der Durchschnitt S, N S,_; ist gewiB nichtleer, wenn k > 2 ist. Existie-
ren diese Durchschnitte und sind sie genau (x + r — n)-bzw. (k — r — 1)-bzw.
(k — 2)-dimensional, so sind entsprechende Hauptunterriume und Hauptvarietit
genau (k — 1)-dimensional.

3. Die Inzidenz von S,_, mit Q, ist offenbar.

Satz III, 10. Die Varietit Q,, die aus der Varietit Q) durch das Weglassen der

Fundamentalunterrdume S,_,, S,_,_,, S, der Hyperebene S,_, entsteht, ist eine
rein k-dimensionale Varietdit, die diese Eigenschaften besitzt: -
L Fir k=n-2,...,n~r ist ihre Ordnung g = n — k und der Unterraum
Sa-3 Schneidet sie in einer Varietdt J,_, von der Dimension (k — 1) und Ordnung
m=FKk-=1. )
"2 Fir k=n—r —1,...,r ist ihre Ordnung g = r + 1; der Unterraum §,_,
schneidet sie in einer Varietit Q,., von der Dimension (k — 1) und Ordnung r; der
Unterraum S,_,_, schneidet sie im Unterraum S,_, von der Dimension k — 1.

3. Firk=r —1,..., 1ist ihre Ordnung g = k + 1; der Unterraum §_, schnei-
_ det sie in einer Varietit Q. von der Dimension (k — 1) und Ordnung k; der Unter-

raum S, _, _, schneidet sie im Unterraum S;S '="=2, der UnterraumsS, _ ; im Unterraum
Sr—1
St

Der Satz folgt aus [6], Kap. I, Abs. 1, Satz a); Abs. 4, S.8, Satz b); Abs. 11, S.20,
Satz ). Die Behauptung 3. iiber die Ordnung der Varietit J,imFallk = r — 1, .. .,1
ist darauf begriindet, daB die Transformation T symmetrisch ist.

- Satz III, 11. Die Gesamtheit aller auf jeder von Quadriken Q®, (h=1, ...,
n— k — 1) singuldren Punkte — falls sie nichtleer ist — ist ein Unterraum von der

" Dimension mindestens (2k — n - 1)
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Beweis. Die Gesamtheit aller singuliren Punkte der Varietit 0, — falls es tiber-
haupt solche geben — enthélt den durch die Gleichungen

z a‘X‘ = 0,
i=0
Z a‘X' = 0 ’
. dm=rs1
D X, =0, (54)
i=0

D X, =0,h=1,..,n—k—1;

{=r+1
n
Z lei = 0

i=0
bestimmten Durchschnitt von den Doppelunterriumen der Quadriken Q,,‘i’,
Sollen die Gleichungen (54) in maximaler Stufe linear unabhingig sein — wie
es die Voraussetzungen iiber die Koeffizienten g, b;, ¢ verlangen — so existiert
eine Losung nur dann, sobald
2n— k) +1Sndh k2" L st

Das System (54) besitzt dann (2k — n) linear unabhéngige Losungen.

-1 . .
a) Ist k < [”—-—2—] , so ist der Durchschnitt
n—k—1 '

N V""’s im allgemeinen leer. Damit er nichtleer sei, miiten die Koeffizienten ¢,*
h= 1

besondere Bedingungen erfiillen.

b) Istk = n=d und sind die Gleichungen (54) linear unabhingig, so ist durch

(2% — n) linear unabhingige Losungen des Systems (54) ein (2k — n — 1)-dimen-
sionaler Unterraum ¥V, _,_, bestimmt, der alle auf jeder Quadrik Q,*, singuliren
Punkte enthilt.

n—k— )
Dazmit die Dimension des Durchschnittes n V,',‘l’, hoher als 2k — n — 1) sei
h=1

miissen die Koeffiziente ¢, weitere Bedingungen geniigen.

Es sei die Bedingung b) des Satzes III, 11 erfiillt.
~k—1 '

Satz IIL, 12. Es sei  V.® = Vi oey.
k=1

- Der Unterraum Vy_,_, legt
a) in den den Durchschnitten Sy N\ S,y = Spir—pns S0 Sgzpz2 = Spopy.

Sy 0 S,-3 = S;-, entsprechenden Hauptunterrdumen S;‘s:";*f’—' ,Sf_’;—’—l und Haupt-
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varietdt Vﬁ";’ ; diese Hauptunterriiume und Hauptvarietdt liegen offensichtlich auf Q;

b) im Fundamentalunterraum §', _,;
€) im Unterraum S,_, .

Beweis ist offenbar aus dem Vergleich der Gleichungen (54) mit den Gleichun-

" ,Sk+r—n _, - .S
en von den Unterriumen S’ ,S Sk—r—1 , von der Varietit V, S"-z, vom
k-1 k-1 k-1

Unterraumes §),_; (Gleichungen (21)) und vom Unterraumes Si-1-

S,"‘E‘{"'"" : Za,X, =0,

i=0
DX, =0, h=1,..,n—k—1;

i=0
D bX,=0;

i=0

§;Sk=r-1; > aX, =0,
f=r+1
n

z X, =0, h=1,...,n—k—1;
i=r+1

Z"!;b,X 1 =0;

i=0

r n n

VS x> ek~ > ox, Z’“JXJ=°’ =1,

i=0 J=r+1 i=r+1 Jj=0

jb,x,=o,

i=0

s ' ' i bX;=0;

i=r41

n
Se-y: - DaX =0,
‘ i=0
n

DX, =0, h=1,...,n—k—1;
=0

i=0

(35)

(56)

ven—k—1;

(57)

(58)

6. Ein in S,_; mit dem Unterraum Vj,_,_, disjunkter Unterraum S a-1)-1
schneidet die Varietit Q, in einer Varietit Q,_,, deren alle Punkte mindestens auf
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einer von Quadriken Q®, (h =1, ...,» — k — 1) reguldr sind. Per Verbindungs-
raum eines Punktes der Varietit O, _, mit dem Unterraum Vy _,_, ist ein 2k — n)-
dimensionaler Unterraum. Dieser Unterraum kann z.B. als ein vollstindiger Durch-
schnitt einiger (# — k — 2) Unterrdume S,?; und eines Unterraumes S, -, gebildet
werden; die genannten Unterrdume liegen dabei der Reihe nach auf den Quadriken
o®,th=1,..,n—k—=1).

Bemerkung. (n — k — 1) der Reihe nach auf den Quadriken @;®, (h=1,...,
...,n — k — 1) liegende Unterrdume S, schneiden sich in einem linearen Unter-
raum S, (p = 2k — n + 1), der ein Verbindungsraum des Unterraumes Vi —n-1
und eines auf der Varietit Q,_; liegenden Unterraumes S, (¢ = 1) ist.

Die Varietit Q, enthilt (k — 1)-dimensionale Unterrdume, wie es z.B. aus dem
Satz III, 9 in der Verbindung mit dem Satz III, 12 folgt und wie man es aus der
Existenz von zwei Systemen der (7 — 3)-dimensionalen Unterrdume auf den Quadri-
ken Q/®, allgemein beweisen kann. Diese (k — 1)-dimensionalen Unterrdume ent-
halten den Unterraum Vj_,_, und sind Verbindungsraume des Unterraumes
Vi - und der auf der Varietdt Q,_x liegenden (n — k — 1)-dimensionalen Unter-
riume.

Die Varietit Q) enthélt keine Unterrdume von der Dimension héher als (k — 1),
die Varietit 0, _, enthilt keine Unterraume von der Dimension hoherals (2 — k& — 1).

Diese Eigenschaften werden auf den Sétzen iiber die Dimension des Durchschnit-
tes von Varietiten und iiber die Dimension des Verbindungsraumes von Unter-
raumen begriindet.

IV. Die Transformation einiger Linearsysteme von Unterriumen.
Die Transformation einer Hyperfliche

1. Linearsystem von (n — 2)-dimensionalen Unterriiumen mit der Basis
) im Fundamentalunterraum S, _,

Es sei in S,_; durch die Gleichungen

ia,Xi =0,

i=0

(59
}:Mn=mzﬁn,mH“”Jp¢mpmm;

i=r+1
ein (n — r — 1)-dimensionales Linearsystem von (n — 2)-dimensionalen Unter-
rdumen {S{?,} mit dem Fundamentalunterraum S,_, als Basis gegeben.

Satz 1V, 1. Dem Linearsystem {S{*,} von (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen
mit dem Fundamentalunterraum S, _, als Basis entspricht durch die Transformation
T in S,_, nach dem Weglassen eines festen Bestandteiles ein Linearsystem {S,%}
von (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen mit dem Fundamentalunterraum S,_, als
Basis. Die Systeme {S'¥,} und {S,%} sind durch eine Kollineation verkniipft.

Beweis. Dem durch die Gleichungen (59) gegebenen Linearsystem {S{¥,} ent-
spricht durch die Transformation T ein durch die Gleichungen

> bX,=0, ? (60)

1=0
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(60)

Z' ' ¢ ia,X, =0

j=r41 i=0

bestimmtes Quadrikensystem {Q%,}. Die Gleichungen (60) stellen ein Linear-
system von reduziblen Quadriken vor, das aus einem durch die Gleichungen

i aX; =0,

i=0

imm=o

i=0
gegebenen Bestandteil S,_, und einem durch die Gleichungen

i=0

(61)

(62)

bestimmten Linearsystem {S,4} von (n — 2)-dimensionalen Unterriumen besteht.
Das System {Q#),} besitzt diese Eigenschaften:
_ 1. Jedes Glied des Systems enthilt die Fundamentalunterriume Sr—15s Snep_zs
'Sp-3-
a) S,_, ist in jedem Unterraum des Systems {S,{2)} enthalten;
b) S,-,-, und §,_, sind Unterrdume in S,_5.
2. Jedes Glied des Systems enthilt den der Basis S,-1 des Systems {S{,} ent-

sprechenden Hauptunterraum Sﬁ';’ <
Dieser Unterraum ist S,_,.

3. Nach dem Weglassen des festen Bestandteiles S,‘.‘S:';‘ aus jeder Quadrik des

Systems {Q%,} bleibt aus dem System {Q#,} ein System {82} von (n — 2)-
dimensionalen Unterrdumen (Gleichungen (62)) mit der Basis im Fundamental-
unterraum S, _, . In der Korrespondenz zwischen dem System {S!#,} (Gleichungen
(59)) und dem System {S,4)} (Gleichungen (62)) entspricht einem durch das Para-
metersystem (4,44, ..., 4,) # (0,....,0) gegebenen Unterraum S, ein durch
dasselbe Parametersystem gegebener ‘Unterraum S,'4). Diese Bezichung ist eine
%&iﬁeaﬁou zwischen zwei (n — r — 1)-dimensionalen Linearsystemen {S¢¥,},

4. Die sich einander in der Koilineation nach 3. entsprechenden Unterrdume S(%,,
S.\4) schneiden sich in einem Unterraum Spa3 € Sy-2.

Dieser Unterraum ist durch die Gleichungen

ia,X,==0,

j=0

> b, =0, | ‘ ©)

i=0



L]
> A4X,=0 (63)
i=r41
bestimmt. , : .
Zu den analogischen Resultaten fiihrte die Betrachtung eines r-dimensionalen
Linearsystems {S{*}} von (n — 2)-dimensionalen Unterriumen mit der Basis im
Fundamentalunterraum S,._.,_,.

2. Biischel von (n — 2)-dimensionalen Unterriiumen mit der Basis
im Fundamentalunterraum S, .. ,

Es sei in S,_; durch die Gleichungen

iaiX‘ =0,

i=0 i

(64)

MObX ¥l D bX,=0
i=0 i=r+1

[A1, 42 € Q, (44, 45) # (0, 0)] ein Biischel {S{¥,} von (n — 2) ~dimensionalenUnter-
rdumen mit der Basis im Fundamentalunterram S, _, gegeben.
Satz IV, 2. Dem Biischel {S{¥,} von (n—2)-dimensionalen Unterrdumen mit der
Basis im Fundamentalunterraum S,_ 5 entspricht in S,_, nach dem Weglassen eines
festen Bestandteiles ein Biischel {S,'%} von (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen
mit der Basis im Fundamentalunterraum §',_s. Die Biischel {S.?,}, S\%} sind
projektiv.

Beweis. Dem durch die Gleichungen (64) gegebenen Biischel {S!#,} von (n — 2)-
dimensionalen Unterrdumen entspricht durch die Transformation T (Gleichungen
(14")) ein durch die Gleichungen

ib,X‘ =0,
i=0
(65)
r n n r
MO bX, D aX;-1, > bX, > aX;=0
i=0 J=r+1 i=r+1 Jj=0

bestimmtes Biischel von Quadriken. Die Gleichungen (65) stellen ein Biischel {00}
von reduziblen Quadriken vor, das aus einem festen Bestandteil

5o D bX, =0,
i=0
(66)
n .
Z ng‘ = 0
i=r+1
jeder Quadrik und aus einem durch die Gleichungen
n 3 r
Ay Z aX; + A, zalxl =0, . (67)
{41 i=0 s :



- (67
SbX,=0
i=0 .
gegebenen, Biischel {S,4} von (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen besteht.

Das Biischel {Q/¥,} besitzt diese Eigenschaften:

1. Jedes Glied des Biischels enthdlt den dem Fundamentalunterraum §,_; ent-
sprechenden Hauptunterraum S,_,.

Dieser Unterraum ist S,_, (Gleichungen (66)).

Folgerung. Jedes Glied des Biischels enthilt die Fundamentalunterrdume S, _,

n—=pr=2° -

2. Jedes Glied des Biischels enthilt den Fundamentalunterraum S, _ ;.

Es ist aus den Gleichungen (67) offenbar. _ '

3. Nach dem Weglassen des festen Bestandteiles S,., von jeder Quadrik des
Biischels {Q*,} bleibt aus dem Biischel {Q#;} ein Bischel {S,3} (Gleichungen
(67)) von (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen mit der Basis im Fundamentalunter-
raum S,_5. In der Korrespondenz zwischen dem Biischel {S¢»,} (Gleichungen (65))
und dem Biischel {S,4} (Gleichungen (67)) entspricht dem durch ein Parameter-
paar (4, 4,) # (0, 0) gegebenen Unterraum S¢», ein Unterraum S,%, der durch
dasselbe Parameterpaar bestimmt ist. Diese Beziehung ist eine Projektivitdt zwischen
zwei Unterrdumenbiischeln S{?,, S,3.

4. Der Unterraum S, _, ist in dieser Projektivitit invariant.

Es ist aus den Gleichungen (64), (67) offenbar.

5. Dem Hauptunterraum Sf_’;l entspricht der Hauptunterraum S;E"z—'-z ,dem

Hauptunterraum §Sn-r—2 entspricht der Hauptunterraum §S5r-1,
n—2 n—2

3. Linearsystem von k-dimensionalen Unterriumen mit der Basis
im Fundamentalunterraum S, _,

Den Fall 1 kann man auf ein Linearsystem {S{*} (r < k £ n — 2) mit der Basis
im Fundamentalunterraum S,_; ausdehnen.
Es sei in S, -, durch die Gleichungen

j aX; =0,
1=0

(68)
Z APX;=0,h=1,....,.0-k-1;

i=r+1

ein Linearsystem von k-dimensionalen Unterrdumen (r£k sn-2) mit der
Basis im Fundamentalunterraum S,_, gegeben; (A%,, ..., 4" # (0, ..., 0) fiir
alle h; 1™ e Q erfiillen zugehorige Bedingungen (IL, 5).

Satz 1V, 3. Dem Linearsystem {S{*} von k-dimensionalen Unterrdumen (r£k s
< n — 2) mit der Basis im Fundamentalunterraum S, entspricht durch die Trans-
formation T in S', _ , nach dem Weglassen eines festen Bestandteiles ein Linearsystem
{S¢P} von k-dimensionalen Unterrdumen mit der Busis im Fundamentalunterraum
S',_,. Die Systeme {S{*}, {Si?} sind durch eine Koliineation verknilpft.

36



Beweis. Dem durch die Gleichungen (68) gegebenen Linearsystem {S{*} von
k-dimensionalen Unterrdumen entspricht durch die Transformation T (Gleichungen
(14)) in S ,-; ein durch die Gleichungen

ib‘X; = 0,

i=0
(69)

Zﬂﬂﬂi@&=Qh=L“”n—k—h

f=r+1 Jj=0

bestimmtes Linearsystem {Qx#} von Varietiiten, was einen durch die Gleichungen

Zb‘X‘ = 0,
{=0 0
‘ (70)
ZG‘X‘ =0
i=0

gegebenen Bestandteil S,_, jeder Varietit O, und ein durch die Gleichungen

imm:o,

i=0

(1)

Z X, =0,h=1,...,n—-k-1;
i=r+1

bestimmtes Linearsystem {S{#} von k-dimensionalen Unterrdumen ausdriickt.
Das System {Q?} besitzt diese Eigenschaften:

1. Jedes Glied des Systems enthilt den Hauptunterraum S"‘S 5

Es ist der Unterraum S, _, (Gleichungen (70)).
2. Jedes Glied des Systems enthidlt den Fundamentalunterrauin 5 ;.
Es ist aus den Gleichungen (71) offenbar.

3. Nach dem Weglassen eines festen Bestandteiles S’f_ ;! jeder Varietiit des Systems

{Q'{»} bleibt vom System {Q'{?} ein System {S'{¥} von k-dimensionalen Unterriu-
men (Gleichungen (71)) mit der Basis im Fundamentalunterraum S, ;. L

In der Korrespondenz zwischen dem System {Si*} (Gleichungen (68)) und dem
System {S'{»} (Gleichungea (71)) entspricht dem durch ein Parametersystem
(AR, AP L AT L, APTEDY [A L. LL,A) #£ (0, ..., 0)fiiralle A =
=1,...,n — k — 1] bestimmten Unterraum S¢{* ein durch dasselbe Parameter-
system bestimmter Unterraum S'{». Diese Beziehung ist eine Kollineation zwischen
(n—k — 1)(n — r — 1) -dimensionalen Linearsystemen {S,(*}, {S",‘¥'} von k-dimen-
sionalen Unterrdumen.

Analog kann man ein Linearsystem von k-dimensionalen Unterrdumen mit der
Basis im Fundamentalunterraum S,_,-, (n = r — 1 £ k £ n — 2) betrachten.
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4. Linearsystem von (n — 2)-dimensionalen Unterriumen
mit der Basis im Unterraum S,

Es seien in der Hyperebene S, durch die Gleichungspaare

iaix, =0,

=0
(72)
n
> Wy, =0
i=0
th=1,...,n—k—1)
(n — k — 1) linear unabhingige (7 — 2)-dimensionale Unterrdume gegeben;
der Rang der Matrix
a;
c‘(l)

' cl(‘u—k—l)
(=0,...,n)ist n — k.

Der Durchschnitt aller (7 — 2)-dimensionalen Unterrdume ist ein durch gesamte
Gleichungen (72) bestimmter k-dimensionaler Unterraum S;;essei S, in keinem
Fundamentalunterraum der Hyperebene S,_, enthalten.

Das durch die Gleichungen

zn:aiX, =0,

i=0
(73)
n—k—1 n

Z ).,,Zc?"X,=0

~ h=1 i=0

bestimmte (7 — k — 2)-dimensionale Linearsystem {S¢»,} hat die Grundunter-
rdume (72) und seine Basis ist der Unterraum Sk-

Satz 1V, 4. Dem Linearsystem {S{»,} von (n — 2)-dimensionalen Unterrdumen
mit der Basis in S, entspricht durch die Transformation T ein Linearsystem {0'®,}
von (n — 2)-dimensionalen Quadriken mit der Basis in einer Varietdt 0.

Beweis. Dem Linearsystem {S{?,} (Gleichungen (73)) entspricht durch die
Transformation T (Gleichungen (14')) ein durch die Gleichungen

S bk, =0,
i=0
L e T . : (9
> i.,,(Zc}"’X, > ad)- D c;'ox,za’,x,) =0
h=1 i=0 . J=r+1 - fe=p41 Jj=0 .

bestimmtes Linearsystem {Q"®,} von (n — 2)-dimensionalen Quadriken, das die
linear unabhéngigen Grundquadriken :
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imm:o,

- r ] n ‘ (75)
ZC?)X‘ Z an! — Z C;h)X‘ ZGJXI =0
=0 J=r41 =1 J=0
G=1,...n—k~1)

hat.
Das System {Q"(?,} besitzt diese Eigenschaften: '

1. Jede Quadrik des Systems enthilt die Fundamentalunterrﬁume i S i
S -
Ist k+rzn(k—r=1 bzw. k = 2) und ist der Durchschnitt S, N S,
(S,,n Sp-r-2 bzZW. Sy N §, _ 3) genau ein (k +r—n)[(k—r—1) bzw. (k - 2)-]
-dxmensmnaler Unterraum Sy4,-, (Sg-,—1 bzW. §j_;), so enthilt jede Quadrik des
Systems den dem Durchschnitt Sy.,—,(Si-,—1 bzw. S;-,) entsprechenden Haupt-

unterraum S} S"+"" (S.* S""-‘ bzw. Hauptvarietit V', s"‘z A

3. Jede Quadnk des Systems enthilt den Unterraum von Punkten, die auf jeder
Grundquadrik des Systems singuldr sind.

4. Jede Quadrik des Systems enthilt eine k-dimensionale Varietit J';, die aus
vollstdndigem Durchschnitt der Gnmdquadnken durch die Abspaltung der Funda-
mentalunterrdume entsteht.

5. Das System (75) besitzt nach der Abspaltung von Fundamentalunterriumen .
die Basis Q',. Zwischen den Systemen (73) und (75) gibt es dann eine Beziehung,
in welcher dem durch das Parametersystem (4;, ..., Ayg-1)# (0, ..., 0) gegebenen
Unterraum S¢?, eine durch dasselbe Parametersystem bestunmte Quadnk entspricht,
wobei die Systemenbasen der Unterraum S; und ihm m Smn des Satzes III,10
entsprechende Varietit Q' sind.

5. Die Transformation einer Hyperl'llche

Das Grundproblem der Transformation einer Varietit ¥ < S, in die Hyper-
ebene S',_, ist die Abbildung einer Hyperfliche. Ist nihmlich die Varietéit ¥ durch
ein homogenes Gleichungssystem

[ilXgy ...y X)) =0, i= l,..., 3

(76)

n
z aX;=0 :

=0
gegeben, so ist ihrentsprechende Varietit V' < S',_, durch die den Hyperﬂichen
P, entsprechenden Hyperflichen P; bestimmt. (Die; Hyperflichen P; sind durch ein-
zelne Gleichungen vom System (76) bestimmt.) Deshalb kann auch die Untersuehung

der Transformation einer Varietit auf die Untersuchung der Transformation einer

Hyperﬂlche beschrinkt werden. ;
Es sei eine irreduzible Hyperfliche von der Ordnung m durch die Gleichungen

FX)= FXo, .0 X = 2wy, X0 ...Xl=0, ()

lod.citing=m
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ia,X,= 0, b

i=0
Uy, - -- 1, € K, gegeben. Kurz bezeichnet man die Hyperfliche durch F.
Satz 1V, 5. Der Hyperfliche F = S,_, von der Ordnung m entspricht durch die
Transformation T in der Hyperebene S',_, eine Hyperfliche F', die

1) von der Ordnung 2m ist;
2) die Fundamentalunterrdume mindestens m-fach enthdlt.
Beweis. Durch die Transformation (14’) entspricht der Hyperfliche F (Glei-

chungen (77)) eine durch die Gleichungen
F'(X)= F'(Xy, ..., X,) = By o5 g X uos Xgs

fot...+iy=m

r fpgg Fotiy n fo+...+ip
'(zanj) »( Z anJ) =0,
' J=r+1
(78)

Jj=0

i bX,=0
i=0

bestimmte Hyperfliche F' = S',_, (kurz ,,die Hyperfliche F’«).
Die Eigenschaft 1) ist aus den Gleichungen (78) offenbar.
Fiir den Beweis der Eigenschaft 2) ist es zu zeigen, daB fiir jeden Punkt (x) der

—

Fundamentalunterrdume S',_;, S,_,_,, S ,—3 gilt:
h
h_aF — @) =0firh=sm—1.
80Xy ... 0X,"
Bo+ ... +hy=h
Es wird z. B. fiir den Fundamentalunterraum S, _,_, gezeigt werden.
Nach der Ausfithrung der Multiplikation in F’(X) durch die Faktoren

r Tpg 1 sty n foteti,
Za,-X,) ' ( > "fXj) :
. i=r+1

. j=0
nimmt die erste von Gleichungen (78) die Form

’ ’ i’y r

FX)= > Wi Xe. X" =0, (719

Vot +i'y=2m

wobei i'g+ ... +i,=m i, + ... +i,=m.

a) Ist es mindestens fiir eine Zahljausj = 0,1, ...,n h; > i j» so ist die Gleicheit

i i’

6" u'p " Xoo . "
(vry.r, E )(0,...,O,x,+1,...,x,)=0 (80)

0Xg° ... 0X)" .
: : Bo+ ... +h,=h
identisch erfiillt. )
b) Isti; 2 h;fiirallej=0,.

i o 'y
3" (u(o",i'"Xoo .es Xn )

hn

X0 ... X,

..s N, SO ist

o—h '
S pd! o~k r
=pu yg..¢,Xo . A




.X"r+1"‘r+l. Xrn-"n (81)

r +1
Bot ... +h,=h

(die Bedeutung der Konstante p ist offenbar). Mindestens fiir eine Zahl j (0 £ j < r)
ist die Differenz i’ ; —h; 2 1, weil i'g+ ... +i, =mist, hg+ ... + h, < m — 1,
um so mehr kg + ... + A, < m — 1. Nach dem Einsetzen x; = 0 verschwindet
der Ausdruck (81). :

Der Beweis fiir den Fundamentalunterraum S’,_, wird durch dasselbe Verfahren
ausgefiihrt. _

Der Fall a) bleibt auch fiir den Unterraum §',_, giiltig.

Im Fall b) ist es zweckmiBiger die Form (78) brauchen. Nach der Differentiation
bleibt aus dem Produkt

r ippy+otiy n ig+.tip

j=0 j=r+1
ein Faktor des Grades mindestens 1, der in jedem Punkt des Unterraumes §,_,
verschwindet. Dadurch verschwindet auch jedes diesen Faktor enthaltende Glied.
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O istej biraciondlnej transformécii v S,
J. CIZMAR
Resumé

V préci sa skiima istd §pecidlna koreSpondencia medzi dvoma nadrovinami a-rozmerného pro-
Jjektivneho priestoru Sa. Ukazuje sa, Ze je to biracionilna kore$pondencia T,_ g, ktori pre n = 3
pod ndzvom ,,skew projection” uvadza praca [4] (§ 13, str. 141). Po nijdeni fundamentélnych
a hlavnych variet pri skumani variet odpovedajticich linedrnych podpriestorom jednej z danych
nadrovin ukdZe sa, Ze transformicia je monoidni. Okrem toho sa zistuji transformicie urditych
linedrnych sustav linedrnych podpriestorov a najzékladnejiie vlastnosti obrazu nadplochy.
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OB OJHOM BUPAITMOHAJHFHOM IIPEOBEPA30OBAHUU B S
) A YUXMAP .
PeaomMme

B npennaraemolt paGore paccMOTpEHO CrenmaiEHOE COOTBETCTBHE MeXIY MBYMS THIEPILIOCKOCTAY
MM N-MEPHOTO NPOEKTHBHOTO NPOCTPAHCTBA Sp. DTO COOTBETCTBME ABJAETCA GHPAIMOHAIBHBIM COOT+
BerctsueM Ti-z, xoTopoe B ciysae n = 3 mon Haspammem »skew projection« ormereno s (4]
(§ 13, crp. 141). Ilocne monyuenus @yHAAMEHTANLHBIX M TJABHBIX MHOTOOGpa3Mii IOKasaHO NpPH
PACCMATPHBAHUM MHOTOOGpasuif, OTBEYAMIIMX JMHEHHHM MOANDPOCTPAHCTBAM ONHOH M3 NAHHEIX
THIEPNJIOCKOCTe, YTO COOTBETCTRME MOHOMAHO. KpoMe TOro Haxomarcs 0Gpassl HEKOTODHIX JMHeis
HHIX CHCTEM JMHEAHEIX IOANPOCTPAHCTB K CAMHEe OCHOBHEIE CBOXCTBA oGpasa TUNEPIOBEPXHOCTH.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS (OMENIANAE
PUBL XVI MATHEMATICA 1967

Bemerkung zur Approximation der stetigen Funktionen
' durch Polynome

J, SMITAL und T, SALAT

In der Arbeit [1] ist bewiesen, dass eine solche Reihe der Polynome mit rationalen
Koeffizienten existiert, die auf dem Intervall {(0,1) die gleichméssige Summe 0 hat
(0 bedeutet die Funktion, die in jedem Punkt den Wert Ohat) und zu jeder Funktion f,
die auf dem Intervall {0,1) stetig ist, existiert eine solche Umordnung dieser Reihe,
dass f(x) die gleichmaissige (auf (0,1)) Summe dieser Umordnung ist. Es ist eine
natlirliche Frage, ob es auch ein analogisches Ergebnis fiir die Teilreihen gibt,
genau gesagt, ob eine Reihe der Polynome mit rationalen Koeffizienten existiert,
die auf <0,1) die gleichmissige Summe O hat und eine solche, dass jede auf {0,1)
stetige Funktion die gleichmissige Summe einer Teilreihe dieser Reihe ist. Der
folgende Satz gibt eine positive Antwort auf die vorige Frage. Der Beweis des fol-
genden Satzes ruht auf dem Gedanken des Beweises des erwihnten Satzes von
H. Hadwiger.

-]
Satz, Es existiert eine Reihez g,(x) der Polynome mit rationalen Koeffizienten,

n=1

die die folgenden Eigenschaften hat:

@) i g.(x) = 0 gleichmdssig auf {0,1); A
(ii)nzc Jeder auf {0,1) stetigen Funktion f existiert eine solche unabzihlbare Menge
(der Miichtigkeit des Kontinuums)der Teilreihen derReihe i q.(x)*), dass jede dieser
Teilreihen auf {0,1) die gleichmdssige Summe f(x) hat. "

Beweis. Es sei {P,}=, die Folge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten.

Wihlen wir zu jedem P,(n=1,2,3,...) eine solche natiirliche Zahl 4,, dass
fiir jede x € €0,1)

Die Teilreihen D, g,u,. D 84ty (WO &, &, =0 oder 1, n = 1,2,...; fiir unendlich
n=] nm=]

viele ne,#0, &, 0ist) der Reihe Z u, sind verschiedén, wenn ¢ine solch¢ Zahl
ne=] :
k eéxistiert dass g% & ist.
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Py(x)
A

1
<",-,- (n=1,2,3,...)

ist.-Setzen wir

Pulx) = P;_(x) n=1,23..)

P, ist ersichtlich ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und fiir jede x €<0,1>

1
Ipn(x)l < "n- (n = l’ 2’ 3’ . ') ) (l)
ist.
Konstruieren wir jetzt die folgenden (endlichen) Folgen
(%), —pi(x),  ...p(®), — py(x)
P2(x), = pa(x), ... pa(%), — py(x)
()
pn(x)’ - pn(x)s R p,,(X), - pn(x)

In der n-ten Zeile gibt es A, + | Paare von Pn(%), — py(x). Formen wir mit Hilfe
des Schema (2) eine Reihe der Polynome so, dass wir dic Glieder in (2) nach einan-
der schreiben (zuerst schreiben wir die Glieder der ersten Zeile, dann die Glieder
der zweiten Zeile u.s.w. und dabei dndern wir nicht die Reihenfoige von Glieder
innerhalb einzelner Folgen). So bekommen wir die Reihe

Pi(x) = py(x) + ... + py(x) — py(x) +
+P2(X) = pa(x) + ...+ pa(x) = py(x) + ... + ©)]
+ pn(x) . pn(x) : sws .pn(x) - pn(x) T s

Beziechnen wir die Reihe (3) mitz qn(x). Wir zeigen, dass diese Reihe die Be-

n=1

hauptung des Satzes erfiillt. .
Offensichtlich ist (3) eine Reihe der Polynome mit rationalen Koeffizienten.
Die Folge ihrer Partialsummen ist
pl(x)’ 0’ Pl(x)’ 0’ LACE pl(x)’ 09
P2(x), 0, py(x), O, ...py(x), O, ...
Pix), 0, py(x), 0, ...p,(x), O,... ,
und so folgt aus (1) die Wirklichkeit der Behauptung (i) unmittelbar.

Teilen wir die Reihe Z‘q,,(x) in zwei Teilreihen und bezeichnen wir diese Teil-

: n=1
reihen mit (R,) und (R,) . (R,) formen wir so, dass man aus jeder Folge des Schema
(2) die zwei letzten Glieder nimmt, also

(R = py(x) = p1(x) +22(X) = pa(®) + ... + py(x) - Px) + ...
(R,) ist durch die iibrigen Glieder des Schema (2) geformt und dies auf dhnlichem

Weg wie wir die Reihe S g,(x) geformt haben.
pa—

n=]
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Es sei jetzt {e, Joms eine Folge von Zahlen 0, 1 mit einer unendlichen Anzahl der
Glieder 1. Konstrujeren wir die Reihe '
£,P1(X) = £1p1(X) + £,P2(%) — €2P2(X) + ... + &Pa(X) — EalW(x) + ... (4)
Diese Reihe ist eine Teilreihe der beiden Reihen (R,) und (3).
Die Partialsummen der Reihe (4) formen die Folge
81P(¥), 0, 80230, 0, ... 5,2,(x), 0, ..
und so hat die Reihe (4) infolge von (1) auf <0,1) die gleichméssige Summe O.

Es sei f eine auf <0,1) stetige Funktion. Auf Grund des bekannten Satzes von Weier-
strass (siche [2] s.30) kann man leicht einsehen, dass eine solche wachsende Folge
von natiirlichen Zahlen

n<n<..<m<..
existiert, dass {P, (‘c)}k u glexchma551g zu f(x) auf <0,1> konvergiert. Setzen wir
my = ny und es sei n;, der kleinste der Indexen n, > ny, fiir welche P, (x) — P, (x)

sich in der Folge {P,,(x)} ° , mit dem Index (= m,), der grosser als n, ist, befindet.
Also P,,il(x) P, (x) = P, (x). Formen wir jetzt die Differenzen P, (x) — (Pp,(X) +
+ Pp(x)) und n;, sei der kleinste aus den Indexen n; > n;, fir die P,(x) —
(P,,,l(x) + P, (A)) befindet sich in der Folge {P,(x)}s2, mit dem Index (= m;),
der grosser als m, ist, also P,,iz().) (Pr(x) + P, (X)) = Pp(x), u. 5. W.
So konstruierea wir eine solche Folge von Polynomen {P,,,k(x)},i"= 1» dass die Reihe

@

ZP,,,,‘(x),m1<m2<...<mk<..., )
k=1 .
deren Partialsummen P, (x), P,,Vl(x), P,,‘z(x), ... sind, auf 0,1) die gleichmdissige

Summe f(x) hat. Formen wir jetzt die folgende Teilreihe der Reihe (R,):
Pm (%) + Pm(X) + ...+ puf(x) +
P () + P () F o P D)+ 6)
+ P (X¥) + P (X) +.. .. + pmk(x) + .

(die Anzahl der Glieder p,, (x) ist 4,,, k = 1,2, 3, ...). Wir zeigen, dass diese Reihe
auf <0,1) die gle1chmass1ge Summe f(x) hat. Wenn wir mit {s,(x)}., die Folge ihrer
Partialsummen bezeichnen, dann ist ersichtlich
St (X) = Jy P (X) = Ppn (%),
Sty +ig(¥) = Ay P (X) + A, Py(X) = P (%) + Pro (), ..

S‘ml"' o s e +lmk(x) = mlpml(x) + ..+ 'i'mkpmk(x) = Pml(x) + .0+ Pmk(x)l 0>
u.s.w.; daraus kann man sehen, dass die Folge der Partialsummen der Reihe (5)
eine Texlfolge der Folge {s,,(x)},,_ , ist und so, mit Riicksicht darauf, dass (5) auf
0,15 die gleichmissige Summe f (x) hat, geniingt es nur zu beweisen, dass (6) gleich-
missig auf <0,1) konvergiert. Das kann man leicht mit Hilfe des Kriteriums von
Cauchy und Bolzano verwirklichen.

Es sei ¢ > 0. Dann existiert mit Riicksicht auf die glenchmhssxgc Konvergenz
der Reihe (5) i, so, dass fiir i > iy, jede s = 0 und jede x € {0,1)

[Pa ) + <+ P ()] <5 )
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gilt. Es sei i > i,. Dann hat der beliebige ;\bschnitt der Reihe (6), der nur die Poly-
nome mit Indexen grdssern als i, enthilt, die Form -

llp"" () + A.,,,‘“p,;,‘“(X) e am b l"'lnp"'n.(x) + IH‘H' lp"inu(x)’ ®

© wo I, l;4,,, ganze nichtnegative Zahlen sind, /; S 4,,,, /4,41 < Awioosys Durch

‘eine einfache Abschitzung erkennen wir, dass der absolute Betrag der Summe 8)
picht grosser ist als
I liss
: 7;'_|P,,,(x) |+ Pm,, ) + ... + Py )] +7221 [P, ()

= Mitass
f+ae}

1
Aus den offensichtlichen Ungleichheiten
] /
0s-+<1, 0g <
- - l"'l = - l"'c'h*'l -
und aus (7) bekommen wir fiir jede x € €0,1)
(P (%) + Ayt Pt (¥) + oo + Ay Py (%) + litss1Pmps,+, () | <e

Also konvergiert die Reihe (6) gleichmissig auf ¢0,1) und nach dem Vorhergehen-
den ist ihre Summe gleich f(x).

Formen wir jetzt mit Hilfe der Reihen (4), (6) die Reihe
10y (X) — &py (X)) + ... + &m,—1Pm,~1(X) — Emy—1Pm, —1(X) +
+Pm () + Pm(¥) + ...+ P (x) + Emy+1Pmy +1(X) = Emyt 1P 1 (X) + ... +

A, Glieder | 9)
+ my=1 Pmy=1(X) = Emyms Pmy-1(X) + P (%) + P (¥) + ... + D) + ... + ,
Ay aiieder
+ em,,-lpmk-g(x) e 8mk-.|pmk—l(x) + pﬂlk(x) +Pm,‘(x) + L + pmk(x) + L '..
‘}.,,,: Glieder

Das ist ersichtlich eine Teireihe der Reihe (3) und aus den bewiesenen Eigenschaften

der Reihen (4), (6) folgt, dass diese Reihe auf ¢0,1) gleichmissig konvergiert und
die Summe f(x) hat. .

-~ Da unabzihlbar viele (der Méchtigkeit des Kontinuums) Folgen {e,}=.,der Zahlen

0, 1 (mit unendlich vielen Gliedern = 1) existieren und da zu zwei verschiedenen

- solchen Folgen nach der vorigen Konstruktion zwei verschiedene Reihen (9) ange-

- hdren, welche beide Teilreihen der Reihe (3) sind und jede von ihnen auf <0,1>

die gleichméssige Summe f (x) hat, daraus folgt leicht, dass unabzahlbar viele (der

Machtigkeit des Kontinuums) Teilreihen der Reihe (3) existieren, jede von ihnen
gleichmassig auf <0,1) konvergiert und die Summe £(x) hat.
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Pozndmka k aproximécii spojitych funkcii polynémami
J. SMITAL A T. SALAT

Resumé

V préci je dokdzany nasledujici vysledok, analogicky k vysledku H. Hadwigera z préce [1] :
@
Existuje rad polynomov Z qn(x) s raciondlnymi koeficientami, ktory m4 tieto vlastnosti

n=1
]
@ 3 an(x) =0 rovnomerne na {0,1);
-]
(ii) lZu ka%dej funkcii f spojitej na {0,1) existuje nespotetne maoho mohutnosti kontinua &iastot-
o
nych radov radu z qn(x), z ktorych kazdy mé4 na {0,1) rovnomerny sidet f(x).

n=1

3AMETKA OB ANMNPOKCHUMAIIUY HENPEPHIBHBEIX ®YHKIIUN
MHOrO4JEHAMU

A. CMUTAJN U T. IMAJNAT
PeswoMme

B 3T0it paGore MOKA3LIBAETCA CleAyOIIUN pe3ynbTaT aHANOTHUHHIE K pesyasrary I'. Iagsmrepa
B pabore [1]:

CymectByer pAx MHOIO4JIEHOB ;Jo lq,, (x), xoepPuumeHTH KOTOPHX pPAUMOHANBHHE wHCna, 06xnas
NaoMuil ClenyoIuMHI cnoﬁcma;x;

(i) glq » (x) = 0 pasHOMepHO Ha (0,1);

(ii;lwﬂm BCAKOM QyHKLHK {wﬂenpepmmaifx Ha (0,1) cymecTsyer HecueTHOe KOJMYECTBO MOMPHO+

CTH KOHTHHyyMa 4YacTeil psaza Ean (x), pasHoMepHO cxomamuxcx K f(x) Ha orpeake (0,1).
n=
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Einige oszillatorische und asymptotische Eigenschaften der Losungen
der Differentialgleichung

Y+ p(y" + 24(x)y" + [4'(x) + b(x)]y =0
L. MORAVSKY

Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt.

Im ersten Teil sind hinreichende Bedingungen abgeleitet, bei welchen die Losungen
der Differentialgleichung

@ "+ px)y" + 24(x)y +[4'(x) + b(x)]y =0
mit einer Nullstelle im Punkte a € (— o0; o) fiir x > a oszillieren.

Im zweiten Teil wird untersucht, unter welchen Bedingungen die einzige Losung
der leferentlalglelchung (a) ohne Nullstellen fiir x € (— c0; o) existiert.

Erwigen wir die Differentialgleichung (a), wo 4'(x), b(x) p(x), stetige Funktio-
nen x € (—o0; o) sind.

Gemiss [3] kann jede Losung y(x) der Differentialgleichung (a) mit der Eigen-
schaft y(a) = 0 in der Form y = C;Y; + C,Y, geschrieben werden und entsprlcht
der Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

B o®)y'(x) — o' (x)y'(x) + [0"(x) + px)o'(x) + 24(x)o(x)] ¥(x) =
wo o(x) = y(x)ys(x) — ¥'1(x)y,(x) gemiss dem Satz 2 ausder Arbeit [3] die Losung
der leferentlalglelchung

(®) "+ [Pp@T + pX)o” + [24(x) + p’(N)] o’ +

+ [d'(x) = b(x) + 2A(x)p(x)] @ = 0
ist, dabe1 sind y, (x), y, (x) zwei linear unabhingige Losungen der leferenﬁalglex-
chung (a) mit der Eigenschaft

(1°) y1(@) = yi(@) = 0, y;(@) # 0, y,(a) = y2(a) = 0, yx(a) #0.

Laut [3] gilt fiir jede Losung y (x) der Differentialgleichung (a) die Indentitdt

(1) YW () = 37%6) + AGWG) + [oyyde + [bde = k,

WO a € (—; ) ein fester und x & (—o0; @) ein beliebigér Punkt ist.

L

Lemma 1. w(x) sei die Losung der thferenttalglezchung (b) und z(x) sei die
Losung der Dgtferennalgletchung

© z"(x) = p(x)z"(x) = 0.
Dann gilt die Identitit
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@ c0'(-’;)2' (x) + p(x)0'(x)z°(x) + 2A4(x)eo(x)z"(x) —
= [ (4’ = b) 0z"dt = 0"(a)z"(a) + pla)w’ (a)z"(a) + 24(a)w(a)z"(a), '

a
Wwo a < x € (—c0; ).

Der Beweis wird einfach derart durchgefiihrt, dass wir die Differentialgleichung
(b) mit der Funktion z"(x) multiplizieren und von a bis x Glied nach Glied integrie-
ren. Durch entsprechende Anordnung erhalten wir die Identitit (2). ‘

Lemma 2. p(x) = 0 sei eine stetige Funktion x € (—00; ). z(x) sei die Lisung
der Differentialgleichung (c) mit der Eigenschaft z(a) = 0, z'(a) = 0 z"(a) > 0.
Dann hat die Losung z(x) und ihre erste und zweite Ableitung keine Nullstelle fiir

x> a.

Beweis. Es sei z(x) die Losung der Differentialgleichung (c) mit einer doppelten
Nulistelle. Wenn wir die Differentialgleichung (c) mit der Funktion z"(x) multipli-
zieren und von a bis x Glied nach Glied integrieren erhalten wir die Identitit

3) % 2X(x) = | pz"dt + % 2"(a).

Setzen wir das Gegenteil voraus, d.h. z’(x) habe im Punkte x, > a die erste Null-
stelle rechts vom Punkt @. Die Integralidentitit (3) hat fiir die Losung z(x) im
Punkt x; die Form .

0= f:pz"zdl + —;—z”z(a),

was nicht moglich ist. Also hat z"(x) fiir x > a keine Nullstelle. Es ist ersichtlich,
dass dann weder z(x) noch z'(x) fiir x > a keine Nullstelle hat.

Lemma 3. A(x) <0, 4'(x), b(x), p(x) 2 0 seien solche stetige Funktionen
x € (—o0; ©), dass A'(x) + b(x) = 0 fiir x € (—co0; o). Die Funktion A'(x) + b(x)
sei in keinem Intervall identisch gleich Null. w(x) sei die Lisung der Differentialglei-
chung (b) mit der Eigenschaft w(a) = 0,w'(a) =0, w"(a) > 0. Dann haben die
Losung (x) und ihre erste "Ableitung und die Funktion " + p(x)o’ + 24(x)w
keine Nulistelle fiir x > a. '

Beweisen wir dies durch einen Widerspruch. x, sei die erste Nullstelle w’(x) fiir
x > a. Auf den Intervall {a; x,) aplizicren wir die Identitit (2) aus dem Lemma 1.
2(x) sei die Losung der Differentialgleichung (c) mit der Eigenschaft z (a) = z'(a) = 0,
z"(a) > 0. Gemiiss Lemma 2 ist z"(x) >0 fiir x > a. Esist ersichtlich, dass o “(x;) < 0.
Die Voraussetzung w’(x,)-= 0 gemdss der Identitit (2) fiihrt zu einen Widerspruch.
.- Also hat w'(x) und w(x) fiir x > a keine Nullstelle.

Ahnlich fiihrt die Voraussetzung, dass gemiss dem Lemma 2 und der Identitit
(2) x, die erste Nullstelle der Funktion o” + p(x)o’ + 24(x)w fiir x > a ist,
wo w(x) die im Lemma 3 angefiihrten Eigenschaften hat, zu einem Widerspruch.

Lemma 4. Es seien A(x) =0, A'(x), p(x) 2 0, b(x) deratige stetige Funktionen
von x € (— ©; o) dass, A'(x) + b(x) > 0 fiir x > a.

Dann ist die Losung y(x) der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) = 0,
Y'(@) 2.0, y"(@) > 0, entweder wachsend fiir x > a oder sie hat fiir x > a eine wei-
tere Nullstelle.

Beweis. y(x) sei die Losung der Differentialgleichung (@) mit den vorgeschrie-
benen Eigenschaften. Es sei y(x) > 0 fiir x > aund dabei nicht wachsend. Dann

- bat y'(x) entweder fiir x > a eine Nullstelle X und ist fiir x > X abnehmend, oder
* ¥'(x) hat wenigstens ein Paar solcher Nullstellen x,, x; dass @ <"x; < x,, zwischen
welchen y(x) abnimmt. ;
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Zeigen wir, dass im ersten Falle y(x) wenigstens eine Nullstelle fiir x > a hat.
Setzen wir das Gegenteil voraus. Dann folgt aus der Differentialgleichung (a) fiir
x>X

@ y"(x) + p(x)y"(x) = =2A(x)y"(x) — [4'(x) + b(x)] M(x) < 0.

Es ist ersichtlich, dass y°(X) =0 ist und wenn also X, > x geniigend nahe zum
Punkt X ist, ist y"(X,) < 0. Multiplizieren wir die Ungleichheit (4) fir x 2 %; mit
der Funktion z"(x), wobei z(x) die L&sung der Differentialgleichung (c) mit der
Eigenschaft z(X,) = 0, z'(¥,) =0, z"(¥;) > 0 ist und integrieren wir Glied um Glied
von X, bis x. Gemédss Lemma 2 ist z"(x) > O fiir x > X;. So erhalten wir die

Ungleichheit :

Y'(x)2"(x) = ¥"(%)z"(x1) < 0
aus welcher folgt, dass y"(x) < O fiir x > X, ist. Durch Integration der Ungleich-
heit y"(x) < 0 von X; bis x erhalten wir y'(x) < »'(x,). Durch abermalige Integra-

tion erhalten wir
Yx) < A7) + Y'(R) (x — %),
woraus fiir x = 0 y(x) & — oo ist. Also muss y(x) fiir x > a eine Nullstelle haben.
Im anderen Falle miissen wir bedenken, dass y(x) eine Losung der Differential-
gleichung (B) ist, wo nach dem Lemma 3 w(x) = y,(x)y'3(x) — »'1(x)y,(x) # O fiir
x> a ist, da w(@) = w'(@) =0, w"(a) # 0. Deshalb kénnen wir die Gleichung (8)

in der Form
[_y_’]' o"(x) + p(x) @'(x) + 24(x)w(x) o) =
) w¥(x)
schreiben. Es sei w”(a) > 0. Fiir x > a ist nach dem Lemma 3 m'(x) + p(x)’'(x) +

2Aw(x)>0 Durch Integration der Differentialgleichung (y) in {xy; x,) erhalten
wir

f. o"(x) +p(¥)w'(x) + 24(x)w(x)
% w¥(x)

¥(x) dx =0

was ein Widerspruch ist. Also muss y(x) zwischen x,, x, eine Nullistelle haben.
Damit ist das Lemma 4 bewiesen.

Wir werden die Lsung y(x) der Differentialgleichung (a) als oszillatorisch betrach-
ten, wenn sie rechts von irgendeinem Punkt der Zahlenachse unendlich viele Null-
stellen hat.

Ahnlich wie in der Arbeit [2] kdnnen folgende zwei Sitze bewiesen werden.

Satz 1. Die Losungen der Differentialgleichung (b) mit einer doppelten Null-
stelle sollen rechts von diesér keine weitere Nullstelle haben. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dazu, dass jede Losung der Differentialgleichung (a) mit
einer Nullstelle fiir x > g, —00 < @ < oo oszillatorisch sei, ist dass wenigstens
eine Losung der Differentialgleichung (a) in (a; o0) oszillatorisch sei.

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfilllt. Dann ist die notwendige
und hinreichende Bedingung dazu, dass jede Lisung der Differentialgleichung (a) mit
einer Nullstelle in (a; ) oszillatorisch sei, ist dass jede Liosung der Ddferemial—
gleichung (a) mit einer doppelten Nullstelle rechts von dieser wenigstens noch eine -
Nullistelle habe.

Satz 3. Esseien A(x) <0, 4'(x), b(x), p(x) = O stetige Funktionon x € (— o0; c0)
und zwar derart, dass A'(x) + b(x) > 0, b(x) — A'(x) 2 k > 0 fiir x € (=c0; )
sei, wo k eine Konstante ist. Es sei f(x) < O eine derartige stetige Funktion, dass die
Gleichung v'(x) — f(x)Wx) = O eine aszillatorische Lésung fir x € (—0; o) habe
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und die Entfernung jeder drei aufeinanderfolgenden Nullstellen jeder ihrer Lisungen
sei kleiner als d>0. Die Funktion

x

~flf24dedu ~{pde fpit  ,  fpdr
F(x) = [f(%) + 24(x)]e =° +e® [I(b — AV dt— [2dpe’  dt

ist positiv bei jedem a € (— c0; o) und bei jedem x, > a in irgendeinem Intervall
J =(x,; ), dessen Linge grosser ist als d.

Dann oszilliert jede Lisung y(x) der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft
y(a) = 0 rechts vom Punkte a.

Beweis. Ahnlich wie in der Arbeit [2] geniigt es zu beweisen, dass die Losung
y (x) der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y (a@) = y’(a) = 0, y"(a@) > 0
rechts vom Punkte a wenigstens eine Nullstelle fiir jedes g € (—o0; o) hat. Setzen
wir das Gegenteil voraus. Es habe y (x) fiir x > a keine Nullstelle. Gemiss Lemma
4 ist y(x) eine wachsende Funktion fiir x > a.

Es sei z(x) die Losung der Differentialgleichung (c) mit der Eigenschaft z(a) =
= Zz'(@) = 0,-z"(a) > 0 und y(x) sei die Losung der Differentialgleichung (a) mit
der Eigenschaft y (@) = y'(a) = 0, y"(a) > 0, dann gilt geméss dem Lemma 2 in
der Arbeit [3] die Identitit

x X
(5) Y'(¥)z"(x) + 24(x) ¥(x) z"(x) = y"(@) z'(@) — [(b — A") yz"dt + [2Apyz"dt.
a a
Gemiss dem Lemma 2 folgt aus der Differentialgleichung (c)
f pdt
Q) 2"(x) = z’(a) €°
Durch Beniitzung von (6) konnen wir (5) in der Form

fp dr . x .r‘ pdt x .(Pdt :
M D)+ 24y e* = y'(a)— I (b —d)ye®  dt + a[ZApye“ dr.

schreiben. Aus der Identitét (7) ist ersichtlich, dass die Funktion y"(x) + 2A4(x) y(x)
von einem gewissen x > a negativ ist. Wahlen wir x; > a derart, dass

Xy
® JO" + 24y)dt 0.
Nach der Integration von (8) erhalten wir
Y(xo) < [24pde < y(x,) [ 24dt
a a

woraus '

; y'(xy) P
9 < - A
€) ey a[ 24dt
folgt.

Es ist ersichtlich, dass fiir x > x,, y"(x) + 24(x)y(x) < 0 ist. Also auch yy" — y'* +
+ 24(x)y* < 0 fiir x > x,. Daraus folgt die Ungleichheit

[y'(x)
n(x)
Durch Integration der letzten Ungleichheit von x; bis x erhalten wir
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Y(x) _yi(x)  F
—< — [24d:

nx)  y(xy) !
woraus folgt

x y x
-1 [28_j 244t ] du,
(1) P < pxg)e Aeoiad

Durch Einsetzen der Beziehung (9) in (10) erhalten wir fiir ein geniigend grosses
x; die Ungleichheit
~f1f24dr du

(11) ¥(x) < y(x)e =™
und das unter der Voraussetzung, dass die Losung y(x) fiir x > a keine weitere
Nullstelle hat.

Es sei »(x) die Losung der Differentialgleichung v"(x) — f(x) (x) = 0 mit der
Eigenschaft v(@) = 0. Fiir die Losung y(x) # O der Differentialgleichung (a) gilt

die Identitit ’ ) )
¥ e ‘ . ) . vy
—wy—v = -+ W - —,
[y 'y 4 )] ( y Yy

Wenn wir in diese Identitdt v"(x) = f(x) v(x) einsetzen, erhalten wir die Identitit

’ ’ 2 »
Vo, ’ ;W fx)y—y
12 [—v ~ ]=(v ———)+v2———.
(12 5 oy —w) 5 e
Zeigen wir, dass unter der Voraussetzung y(x) > 0 fiir x > g auch f(x) y — y* > 0
im Intervall J von grésserer Linge als d rechts von x, ist, wo x, geniigend gross ist.

Aus der Integralidentitdt (7) und aus der Ungleichheit (11) erhalten wir

_fpdr (pdt ,  fpar
X))y =y =fx)y +24x)y + ¢ [[(b— A)ye® di—[24pye® dfl +
~ f plt . {pi " ' pdt
+e* [J(b— A)ye® dt — [24pye® dt —y'(@)] =
~Jif24d i ~pdr | fpdt L gt
= {(f(x) + 24(x)e™ ° +e% [J(b— A4%" dt—[24pe® dt]} ¥(x); +
*?Pdt % It pdt f pdr \

+¢ [J(b— A" dr —[24pye®  dr — (@) >0

und zwar in irgendeinem Intervall J von grosserer Linge als d rechts von x,, wo x,
derart gewdhlt wurde, dass (8) gelte. Dann ist gemiss der Identitit (7)
t t ‘
x fpde x [ pds
[ — 4)ye®  dt —[24pye®  dt — y"(a) > O.
Wenn wir die Identitit (12) von x, bis x; integrieren, welche die Nullstellen aus

J der Losung v(x) der Differentialgleichung v"(x) — f(x) v(x) = 0 sind, erhalten wir
einen Widerspruch. Das heist, dass y(x) eine Nullstelle fiir x> a hat..
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Satzd., A(x) <0, A(x), b(x) 2 0, p(x) = O seien stetige Funktionen _
x € (— o0} o0), wobet wenigstens eine der Funktionen p(x), b(x) in keinem Tezlmler-
vall nicht identisch gleich Null ist.

Dann existiert wenigstens eine solche Losung y(x) der Differentialgleichung (@)
dass y(x) # 0, y'(x) # 0, y"(x) # 0ftir x € (—00; ), sgny(x) = sgny”(x) # sgny'(x)
Sfir x € (—o0; ) und lim y'(x) = hm Y'(x) = 0 ist.

X0

Der Beweis wird dhnlich wie in der Arbeit [1] durchgefiihrt.
Lemma 5. Fir jede Losung y(x) der Differentialgleichung (a) gilt die:Integrali-
dentitds

. 1 fpd' 1= fpd"
(15 D }"(x)——z-J'"(x) + A(x) y*(x)] ¢° +—2-£py" e dr+
x f pdu 1 '
+¢I b~ 4p)y'e® dt = y(a)y'(@) — 5 @) + 4(a) y*(d)

a € (—oo; o) ist ein fester, x € (— 0; ) ein beliebiger Punkt.
Bewels y(x) sei dxe Lsung der Dxfferentxalglexchung (a) dann gilt

I pdr . Ipdr ' gpdr
[°' wl =€ [pw+yy +wl=¢ D)y —24yy — (4’ + b))y’

Durch Integration der letzten Gleichung von a bis x erhalten wir

Ipd' fpd’ 1 1= - fpdll
e’ y(x)y'(x) — ¥a) y"(a) = 3 '2(-") e - ~2~y'z(a) - j' py'2e® dt -
§ pde . fpa m«
— Ax)y* e + A(a) y¥(a) + [Apy*e® dt + IA dt -

Ipdu
-—-I(A'+b)y e’ di,

- daraus folgt durch Umformung die Identitit (15).
Satz 5. A(x) =0, 4'(x), b(x) = 0, p(x) = 0 seien stetige Funktionen xe(— co; c0)
und zwar solche, dass A’(x) + b(x) > 0 fiir x e (—o0; ), wobei wenigstens eine
der Funktionen p(x), b(x) in keinem Intervall identisch gletch Null ist und es sei

jpdx < @, a€(—o00; ).

Wenn die D;‘(ferentialgleichung (a) eine oszillatorische Liosung hat, dann sind alle
Lisungen der Differentialgleichung (@) oszillatorisch ausser einer Lisung y(x) (bis auf
die lineare Unabhingigkeit) welche keine Nullstelle und folgende Eigenschaften hat:
- ¥(x) # 0, sgny(x) = sgny”"(x) # sgny’(x) far xe(—o0;00) und x_hﬂ y’(x)=

- hm Y'(x) = 0.

Bewen Aus.dem Satz 4 folgt die Existens wenigstens  einer L8sung y(x) # 0
in (—00; o) mit den in Satz 5 angefiihrten Eigenschaften.
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Wenn die Differentialgleichung (a) eine oszillatorische L¥sung hat, dann ist
gemiss Satz 1 jede ihrer L8sungen welche wenigstens eine Nullstelle hat, oszillatorisch.

Zeigen wir, dass die Differentialgleichung (a) keine L8sung ohne Nullstelle haben
kann, welche wenigstens in einem Punkte g € (— 0; oo) die Eigenschaft sgny(a) =
= sgny'(a) oder die Eigenschaft y ‘(@) = 0 hitte. Es sei y(x) > 0 fiir x e (— 0} )
und im Punkte a sei y'(a) = 0. y,(x) sei die L8sung der Differentialgleichung (a) .
mit der Elgenschaft y1(a) = yi(a@) = 0, yi(a@) > 0.

Wir wissen, dass axx) = y(x) y;(x) — y'(x) y,(x) die Ldosung der thferennal-
gleichung (b) ist. Es ist leicht festzustellen, dass a)(a) =0, w'(@@ >0, o"(a) +
+ p(a) @'(a) = y'(a) y'(a) 2 0.

Wir zeigen, dass m(x) mit den oben angefiihrten Eigenschaften keine Nullstelle
fiir x > a hat. x, sei die erste Nullstelle w’(x) fiir x-> a. Es ist ersichtlich, dass
o*(x;) 0. Gemiss der Integralidentitit (2) und dem Lemma 2 wo z(ag) = O,
z'(@) = 0, z"(a) > 0 erhalten wir einen Widerspruch. Also ist w(x) # 0 fir x > a.
Die Funktion w(x) ist der Wronskian der Losungen y(x) und y;(x). Wenn y,(x)
im Punkte a eine Nullstelle hat, ist es oszillatorisch. Deshalb muss auch y(x)
oszillieren. Dies ist jedoch im Widerspruch mit der Voraussetzung. Also gilt
sgny(x) # sgny'(x) fiir x € (—o0; ). Fiir die Lésung y(x) > 0 in (— c0; o) aus
per Differentialgleichung (a) folgt

' +p(x)y = —ZA(X)J' — [0 + b(x)]y =0.

Ipdt
Durch multnphzneren der letzten Ungleichheit der Funktion e ,x>ae(—w o)

: .f pdt
erhalten wir [y"(x)e’] <0 und durch Integration von a bis x erhalten wir

Jpat v .

7 e’ Y'(x) sy'(a), y'(x) =y"(a

woraus folgt, -dass y"(x) eine monotone Funktion ist, da beliebig gewdhlt wurde. .
Zeigen wir, dass y"(x) > O fiir x e (a; ). Setzen wir voraus, dass y»"(a) < O,

. a€(—o0; ). Dann ist y”(x) < y"(a) < 0 fir x > a. Durch doppelte Integranon
erhalten wir

Yoy < H@) + ¥'(@) (x - a) + ""(x 0.

Aus der letzten Ungleichheit folgt fur ein genugend grosses x- ein Wlderspruch
Darum gilt sgny(x) = sgny’(x) # sgny'(x) fiir x & (~oo0; o). Ahnlich wie im Satz :
. 4 konnen wir beweisen, dass y' = 0, y” -» 0 fiir x = oo ist.

Zeigen wir, dass nur eine Losung H(x) der Dxffgrentlalglelchung (a) ohne Nulistel-
len in (—o0; o) existiert. Setzen wir das Gegenteil voraus: Es seien y(x) und j(x)
zwei verschiedene Losungen der Differentialgleichung (a) ohne Nullstellen fir
welche im Punkte a & (—; o) der Bedignung :

i g yi@=y ‘W@ =0, y",(a) #0, yia) =y 2(0) =0, y'2(a) # 0 - '
entspricht. Die Lbsungen 71(%), ¥2(%), ¥(x) bilden ein Kundamenulsystem voni

Losungen der Differentialgleichung (a) und deshalb existieren solche Konstanten

Cys €3, Ca dass J(X) = ¢;y. + ¢;9; + c3y. Wenn j(x) dxe I.bsung der Dxft‘erentxal- ;
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gleiéhung (ayohne Nullstellen ist, muss éelten, dass lim j'(x) = 0. Zeigent wir, dass

diese Eigenschaft nicht erfiillt ist. . ‘

Die Losung Y(x) = c(yy + ¢y, oszilliert. a < x, < x, < ... < x; < ... seien
deren Nullstellen fiir x > a. i

Die Integralidentitit (15) fiir die Losung Y(x) in den Punkten x, hat die Form

1 4 Fll’d’ 1 = I'Pd" % fthu
(15) 5 Yix)e” =5 [pY?e® dt +[(b-4p) Y

“Also auch &J(x) — oo fiir x — co. Damit ist das Lemma bewiesen.
Satz 6. A(x) <0, A'(x), b(x) = 0, p(x) = 0 seien stetige Funktionen x e(— c0; )
und zwar solche, dass A'(x) + b(x) > 0 fir xe(—0; ®). - .

® w© ‘ ?pdx
Es sei [pdx < ,ae(—00;00)- [(4’" + b)e” dx divergiere ae(—o; @).

" Dann existiert gerade eine Lisung y(x) der Differentialgleichung (a), welche zusam-
men mit ihrer ersten und zweiten Ableitung keine Nullstelle fiir x € (—co; 00) und
sgny(x) = sgny”(x) # sgny'(x) fiir x € (—oo; o0) und

lim y(x) = lim y'(x) = lim y"(x) = 0.
X—>0 X—> 0 X—>0
Beweis. Gemiss Satz 4 existiert wenigstens eine Losung y(x) der Differentialglei-
chung (a) mit den in Satz 6 angefiihrten Eigenschaften ausser der Eigenschaft y(x) — 0
fiir x — 0. ,
Zeigen wir, dass y(x) - 0 fiir x - co0. Setzen wir voraus, dass y(x) > 0 fiir
x €(—00; ) und y(x), y,(x) sind Losungen der Differentialgleichung mit der
. Eigenschaft . i

~ nf@ =y =0, y(a >0, y,(a) = y",(@) =0, y,(a) < 0.

Die Losungen y(x), y((x), y,(x) bilden ein Fundamentalsystem von Losungen der
Differentialgleichung (@) und es gilt - '

: X
J’nJ’z,y’ I ; -—{pdt
W@ = | Y2V l = W@ e
Y1:)2,)

- Aus der letzten Bezichung erhalten wir die Gleichung
~(16) - o(x)y'(x) - @'(x) Y'(%) + [0"(x) + p(x) ©'(x) + 24(x)((x)] y(x) =

— fpdt

: : =Wae >0, ;
wo (x) eine Losung der Differentialgleichung (b) mit der Eigenschaft w(a) =
= w'(a) = 0, w"(@) > 0 ist und fiir x > g ist w(x) > 0.

Aus der Bezichung (16) und dem Lemma 6 folgt, dass y(x) —= O fiir x — P..
- Weiter zeigen wir, dass nur eine Losung y(x) # 0 fiir x-€ (— 0; o6) existiert, welche
¢ . den Anforderungen des Satzes entspricht. Wenn - Die Differentialgleichung (a)
wenigstens eine oszillatotische Losung hat, dann wird der Bewéis dhnlich wie im
Satz 5 durchgefiihrt. ~ : ,
 Wenn die Differentialgleichung (a) keine oszillatorische Losung hat, dann ist
gemiéss Lemma 4 eine jede Losung y(x) mit der Eigenschaft y(x,) = 0, welche rechts

§6
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von x, keine Nullstelle hat eine wachsende Funktion fiir x > x,. Setzen wir voraus,
dass y(x), j(x) zwei linear unabhiingige Losungen der Differentialgleichung (a)
sind, welche fiir x € (—o0; o) verschieden von Null sind und welche monoton zu
Null konvergieren. Dann

J(x) = cpy1(x) + €273(x) + c3p(x)
wo y(x), y,(x) die oben angefuhrten Elgenschaften haben. Es ist ersichtlich, dass

F =y =y +eys+ (=100
“Aus der letzten Beziehung und aus der Beziehung (15') folgt, dass lim (y -y

x-»cn

nicht zu Null konvergiert, dies ist dadurch ein Widerspruch, dass y =0,7 -0
fiir x - oo. Damit ist der Sdtz bewiesen.
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Praca je rozdelenid na dve cCasti. '
V prvej Casti su odvodené postaujuce podmienky, pri ktorych rieSenia diferencidlnej rovnmice
@y" + p(x)y” + 24(x) ¥y + [4'(x) + b(x)]y =0
$ nulovym bodom v bode a € (—x; ) osciluji pre x > a.
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Y +p(x)y +24(x)y" + [A'(x) 4+ bex]y =0
J. MOPABCKH

Pespxe

PaBora paszeneHs Ha Ame Racrm. :
- B nepeolt 4aCTE BHBENCHN NOCTATOYHLIE YCIOBRA, DPH KOTOPHX pemeRmNt audpepennmsangoro
yPaBReRES
¢ Hyxesoit TouKod B TOuKe ac(-w;w) OCHEAEpYeT mam X>a.

Bo Bropofi wacT MCCHENyeTCA, DPB KAKEX YCJHOBMAX CYNJECTBYeT CAMHCTBEHEOS DCMCHNE
nuddepennmansuoro ypaseEenus (a) 6es Mynepux Touex max xe(— ojw).
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