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OcHopanus aHamIarmMaTuyeckoii Homorpadgun

M. A. BHILHEP (MOCKBA), IT. TAJTAN DA (ROWIIIE)

B nacrosiuieii cratbe, onupasch Ha pabory [16] pasBuBaetTcd OCHOBHOIl anmapar
aHaJJIarMaTuyeckoii Homorpaguu.

Mul npepsiaraeM TeOpeTMKO-TPYTIIOBYI0O TOUKY 3DeHHA Ha HoMmorpaduio
KaK OCHOBY ee BCeBO3MOMKHBIX MHTEpPNpeTaluii.

CooTBeTCTBEHHO € 3TUM HoMorpagud wusyvaer: 1. HHTepHpeTHIUH,
KOTOpbIC OCYIIeCTBMMbl B KOHCYHOM cCuYeTe B TPeXMepPHOM IPOCTPAHCTBE;
2. 1noJHble CHCTeMBl MHBAPMAHTOB TPYININ IBU;KEHHIH NPOCTPAHCTB HHTEP-
nperaunii; 3. aarefpandeckue n audepeHunanIbHble KPUTepHM W Ipen-
cTaBjIeHHsA (QYHKLUIOHAIBHBIX 3aBHCHMOCTeil COOTBETCTBYIOLIMX NPHHATOM
HHTepIpeTalnyu cynepno3nuuamMy QYHKLI JaHHOTO BUAA M ulcjla apry-
MEHTOB.

Kaskpoit rpynne npeo0pa3oBaHuii COOTBETCTBYeT OIlpefie;IeHHAsA Belle-
CTBCHHAaA WJIM KOMIIEKCHAsA reoMerpna u Homorpadusa. IlpoeKTuBHOIA
rpyniie COOTBeTCTBYCT MeTOJ BbipaBHeHHBIX Tovyek J’OKAHSfI B npoekTus-
HOJi TJIOCKOCTH MM npoctpaHctBe [I,, II;, ... (BewecrBeHHble) u I1,*,
I1;*, ... (KOMIIEKCHbIE) M ceTYaTble HOMOHpPaMMbl M HX KOMOMHALMM.
Addunnoii rpynne coorseTcTByeT reoMerpus A, miu A,* (KoMnaexkcHad)
M 3TH ’Ke HOMOTpaMMBl H ellle ¢ MapajaejbHBIM HHIeKcoM. EBKmumoBoit
rpynne u reomerpun E, 1 E,* cOOTBeTCTBYIOT 3TH K€ HOMOTPAMMBI U elle
unpryabHbie HoMorpammel TEPCEBAHOBA u I'EJICEJIA u HomorpaMmel
CO BCEeBO3MOMKHBIMM TpaHcnapaHtamMu. Bce 3To, KpoMme TOro, HMeeT MecTo
B J1100bIX cHCTeMaX Bellleil, MOTYMHSAIOINXCA IIIOCKUM MU NPOCTPAHCTBEH-
HbIM aKCHOMaM COOTBCTCTBYIOLICIH BelleCTBEHHON HIM KOMILJIEKCHOH reo-
MeTpHH.

Otciona BO3HHMKAeT MHOMKecTBO HHTeprnpranmii. [1A HeeBKIHMIOBBIX
reoMeTpHii W MX IPYNIl OCTAIOTCA Te e KPUTEePUM M AHAJIOTHYHbIe BO3-
MO}KHOCTH.

Houdopmuasa rpynna u reomerpusa MoeT ObiTh BeulecTBeHHON K,V,
K,, ... n TOrna 3T HOMOTPaMMBl BellleCTBEHHbI, 4 MOMKeT GBITh ¥ MHMMOI
K,*, K;*, ....., uTorna nojy4nM MHIMbIe HOMOIDAMMbI B BUJI€ BeIleCTBEH-

1) CTporo roBopsA OpH n = 2 KOH(OPMHONK reOMETPUM M TPYNNbI NPU N = 2 HET.
" ToabKo HAaYMHAETCA C N = 3 B CHJIY TEODEMHI.



HOTO YKBUBAJIEHTA B NpPOCTpAHCTBEe E;., B KOTOPOM, OJHAKO, II0 IPYTroMy
BHINIOJIHEHO HAeHTH@uUHpoBaHile. Boobiie Mbl 3Be30YKOil CBEpPXY Bcerjaa
03HAYaeM COOTBETCTBYIOUIYI0 KOMILIEKCHYIO reoMerpmio. Tomomormyeckas
TEeOpUA BEIIeCTBEHHBIX JKBHBAIEHTOB MHUMBIX TeoMeTpHil mnpuodperaer
Mo3TOMy 0c000€ 3HAYEHHE. .
Jlerko IHOHATH, YTO AJIA aHAMIArMaTHYecKoil rpynmel 0 reomerpun I,'),
(K,, Tomojornyecku skBuBageHto I1,*) u IX,* cnpaBedsliuBhI Te 3Ke caMble
kputrepun N n N, (1714 3aBHCHMOCTeii MeKIYy TpeMA apryMeHTaMmil) 4To
u misA Il,. ITo ciaenyer us Toro, uro, ecau B I, uaun B I1,* u aHOTOTHYHO

JUIA TPOEKTHBHBIX IPOCTPAHCTB BBHICHINX I3MepeHIil — 3aMeHUTb GecKo-
HEYHO — YAQJIeHHBlE 3IeMEeHTHl . [IPOeKTHBHOTO IPOCTPAHCTBA TOYKOIL
I BBECTH MeOUYCOBCKYI0 TpVINY JBIKeHUii 114 [, B BHIE T'PYINIBI
. az + b , az +b
APOGHOIMHEIIHBIX MOICTAHOBOK I = ————, w=——-=>
cz +d cz +d
z=X+4yi, I=x—yi, w=u-+vi, w =u" +vi (1.1)
. Ha
(rme x, y crapele a u, v ¥ Ui', v’ — HOBBIE ROOPAMHATH ), U maa K,* —
QHAJIOTUYHYIO TPyIIy
a, z b,z, + ¢ a,z, — b,z, + ¢
lUl — 1“1 + 1 2 1 , ll’-; s g Ly 2“1 2 (12)
a3z, + b3z, + ¢y 32, + by 2, + ¢4

rge a, b, ¢, BooGuie roBopdA, KOMILUIEKCHBIE 4lIcIa, TO HOMOIpaMMa H3
BHIDaBHEHHBIX TOYeK IIpeoOpa3dyeTcA B KOHQOPMHVIO C BbIpaBHHBAaHUEM
[0 KPYTY ¢ (uKcHpoBaHHOIl TouKoil 1A K, (nna K;— o wapy ¢ gukrcupo-
BAHHOIl TOYKOIl [JA 3aBHCHMOCTeil MerkIy 4YeTbIPbMs IepPeMEHHBIMH II0
IIPOM3BOJILHOMY APy — [JIA D MepeMeHHBIX) U ¢ BbHIPABHUBAHUEM IIO
»Kpyry”’ misa K,*, ocyllecTBiIeHHOMY, HalpiMep, B TOM 7Ke IPOCTPaHCTBe
E3o (HO Ipu OPYroM HACHTHPHIIIPOBAHHN), B KOTOPOM MBI IOCTPOIMIIH
aKBUBalleHT A [1,%?).

I'pynne Mebuyca uian rpymnne o0paTHBIX PAagiycoB, aHAJI0rMaTHYECKOM
Wi MebuycoBoil KOHPOPMHOII rpyIie, B PACIINPEHHON NpHUCOeIUHEHHEeM
0ECKOHEYHO-YJIAJIEHHOI TOYKHN ILTOCKocTH EBRamg (3Hayutr u Ha cdepe)
K, nmn K,* cooTBeTCTBYIOT HOMOTpaMMbl ¢, BOOOUIe TOBOPHA, KPYIOBHIM,
B YaCTHOCTH TMPAMOJIMHEHHBIM HHIEKCOM BbipaBHuBauuAa. [iasa coorHo-
HIEHNH MeJAY YeTHIPbMA NMepeMeHHBIMH.

[ (215 Zg3 235 2y) = O (1.3)
IIpU KaHOHOYeCKOil fopme

®1 ¥y 12 + ¢,2
PO P Pk T

3 Uz @5+ Yj?
®s Ys P+ Y2

?) JInyBuaia u ee 0GOOLIEHUS HA N — MepHbie MPOCTPAHCTBA IPU N>3 MOHLHO
TOBOPHUTh 0 KOHQOPMHOII reoMeTpun u ee rpyimne. Mbl uMeeM B BUAY TOJBKO IPYNNy
KPYTOBHX IPeo0pasoBaHMil NIIOCKOCTH KOMILUIEKCHOTO IIEPEMEHHOT0 M B KavyecTBe
NpAMBIX — BC€ OKPYKHOCTH M NpAMBIe, MPOXOIAIINE Yepe3 eINHCTBEHHYI0 Hecol-
CTBEHHYI0 TOYKY ILIOCKOcTH K ,.

(1.4)

[ g Wy

2.
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Bo Bsm'on Hom‘pyemum Bblpaannmamm, T, e: ,,mmeﬁne , MBI nmy*mm-
3 (mapsl) 3aKPEIIEHHHIX NPAMBIX H UeTBEPTHIN — TePeMeHHBbI ¢ TeM ke -

© BEIUECTBEHHBHIM AHTADMOHNYECKHM OTHOUIEHWEM 2, 00paayemoMm B mepe-

. cevyeHun dyeTBepKu npamux A, B, C, D, ¢ MM PeXTpHCAMU dud mmemm.._-'_
Tlomynaem imHelyaTyio NOBEPXHOCTh 2 nopsAaka, Boodue ropops, nosepx--

HOCTb OJTHONOJOCTHOro rumepforonma M B npegesie MOBePXHOCTb FUIEp- .. -

. .Goanyeckoro napaﬁonouna. 9TO M ecTb JMHeliuaTasa uHTepnperauus -

OKPY#HOCTH B K,, KOTOpaA €HHTE3MPYETCH NPOCTHIM HAHECEHHEeM . nByx_‘

COOTBETCTBEHHHX NPOEKTHBHBIX WIKAI Ha Iupertpucax dud’. :
Qnpenemnie no TpeM (napaM) NPAMBIX COOTBETCTBYIOUNX 3HAYCHUAM

Zy, Z3, M Z,, (160 PUKCHPOBAHHOMY 3HAuYEHMIO Z,) JIMHeNYaTylo TOBEPX-

‘HOCTb — BeIeCTBEHHYIO ,,0KPY#HOCTL' B Ej.) a, 3HauuT, 11 B L,*, MbI

npoqrew ‘OTBETHBIE 3HAYEHNA TeX NMPAMBIX I3, HOTOPbLIE 6}'IlyT CIYHHUTD. |

. MpAMOIMHeNHbIMU 06pa3y101um111 anHeiiyaToil MoBepXHOCTH 2 nopﬂnﬂa,,.

T. €. ,,OKpyiKHOCTH

.~ Mubl - 11b HAMeTITTH pacnpocTpaHeHie Hauleii MHTepIpeTauiy Ha Aa,:

OCTABIAA NETAIN YNTATETIO. _

Msbl 3pe€b CYMTAAN Zy, Zy, Z3, .... BeIleCTBeHHbIMM unciami. Ecau
‘. 3Ke Iy,-Iy, Z3 ... pabornl [16]-KoMnIeKcHbIe TiepeMeHHble, TO HoMorpagu-
poBaHue ¢ Bmpaummanneu N0 KOMILIEKCHOMY KpYTy, Tpebyer npemne
BCerqQ nocrpoeHus mpocrpaHersa K,*.

* Jlaa 3Toro n0CTaToO4HO HAEHTH(MIMPOBATL He IONapHoO, a Bce nytmf’

N

KaKoit HUOYAb KOHTpyeHUMH BeipaBHHBaHMA B E;., T. e. uaeHTHPUHUPO-

- BATb BCe ,,TOYKK’’ KaKoit hubynsb ,,npAMoit’” npoctpancrsa L,*, B 4aCTHOCTH
BCe TOYKH KOHIDYEeHUMH BbIpaBHUBaHNA, COOTBeTCTBYyMLIeil GeCKOHEYHO: -

-ynamnennoii npamoii I1,*, e+ fi = o, T. e. Bce NPAMBIE KOHTPYeHINH-HIETKI

© c.gupexrpucoii oceio OZ mpocrpaHcTtBa Ej., KOTOPYIO Mbl MOCTPOMJIN '
~ B §2, paborsl [16]. Mpl nonyyunu BelecTBeHHbI TONOJIOTHYeCKHil DKBUBA-
"JIGHT KOMILIEKCHOTO c()epHuecKoro NpOCTPAHCTBA. hourpveuuuen BBI- .

- paBHNMBaHNA GyNeT 4eTBEPTOro NOpAIKa
| (X + Li)* + (Y + Mi): + (Z + Ni)® +

+ 2(A + Bi) (X + Liy—2 (C + Di) (Y + Mi)— h@fﬁ

— 2(E + Fi)(Z + Ni) + (S + Ti) =
. Ra}( Hépﬂ HO‘VIIIJICHCOB BTOpPOTO NOpPAXKA.

OnATHL MAEHTHYHUMPYA NONAPHO B3ANMHOIOJIAPHEIE OTHOCMTe.ﬂbHO ny!m’

(2.14) paGorw [16], MBI moayuum y#e KOMIIEKCHYIO »»ORPYKHOCTh

" nepeceKawOUIYIOCH C ,npnmoﬂ” B QfiHOI1 ,,TouKe’’ (mapa B3aHMHOIOJAPHAIX e
' _‘_-I]pﬂMbl‘{) TakroBa nuHeluaTas MHTEPNPETALNA KOMIIIEKCHOI OKPYKHOCTH: -

"B arom npOCTpaHCTBe (vb1 0603HaYMM ero yepe3 K ,*) — Homorpadupyemo

:B K ,*, ecau BosmoxkHo npencrasuenue (1.4), (ypasnenue (1.3) u (1. 35)-- :
pabortst [16], eciu ynoBiaetBopennt N — yciioBna), Fae HepeMmeHkbie —

_Hpmnneucuue Hano ToabRro anTe3uponaTb B BHjie npubopa (,,uanme”)

_+5,Kpyr’’ npocrpadcrBa K * cornacno (1.9), aHajornyxo Tomy, KaK Mbl 310 )

“-erelanu A ,,IpAMoi’’ B Buje ,,uHeliku B L *.

CooTHoueHe (1.3) ceasbiBaeT 8 BelleCTBEHHKIX NEPEMEHHEIX H Booﬁm'e :
Y Tpeﬁonano ﬂmepnpe:ramm ‘B cemnmepnom npocrpch'rBe. B OTlle.leHle_



_ CIIy4yasAX OHO, OYeBUIHO, JOIyCKaeT MpeacTaBieHne B I1;* Ha MHUMON HO-
MOTpaMMeé 13 BHIDABHCHHBIX TOYEK MEIMBIMIT WIKATAMIL: - I;, T, 2, :¢. MH~
HAMETHM H 3Tl BO3MOKHOCTIL.

Beuwectsennoe mpoctpanctBo L,* 1mosBojiAeT xaTth AKCHOMATHYECKOE -
TOCTpOeHIte BceX IIOCKIIX (qumpexwepnmx) KOMIIJIEKCHBIX TeoMeTpuif,
_ HAQYMHAA OT MPOEKTHBHOII Il KOHYadA MeTpuyeckuMu. IIpi aToM craHoBUTCA
FICHBIM TO, YTO MHHMMble IPOCTPAHCTBA He OTHAETeHBbl OT BelleCTBeHHBIX
KAKOH-T1100 HEeCONmOCTaBiIMOil MPHPOZOH 3I€MEHTOB, HTPAKIIHX POJib
TOYEK, MPAMBIX ILIockocTell 11 T. A. CTaHOBHTCA ACHBIM, YTO MHIIMBIE H Be-
mecTBeHHue 37€MEHTBI MOYKHO CBA3aTh BelleCTBEHHBIM 00pa3oM.

- C ToYRIl 3peHIA HOMOrpafuH ABIAETCA aKTYyalbHOIl 1100ad abCTpaKkTHas
MHTepIpeTanidA, KoTopad Momer ObiTh Hemorpadudeckn >POeRTHBHO
OCYUIECTBIeHa B KOHEYHOM CueTe B TpPeXMepHOM IMPOCTpaHCTBe, B KOTOPOM' -
MBI $KHBeM. Y ke NocTpoeHHoe npocrpaHcTBo L,* muoroe paer. Paspa6o-
TaAHHasA MePBbIM COAaBTOPOM a’rebpanyeckas MpocTpaHcTBeHHadA OeckBajpa- .
TypHasa aHaMopdo3a (yHRuuii abCTPaKTHBIX apryMeHTOB U HeTPyJaHOe
odobuenne N 1 N. TeopeM IepBoro coaBTopa If KpUTepueB IpYrdX aBTOPOB.
Ha [IpoeTpaHcTBO 3-X H3MepeHHit IPUBOINT K peaan3auun (HTepnpeTaun).
KOMIIJIEKCHBIX HOMOI'PAMM B IIPOCTPAHCTBe, a TaKWke K BelleCTBeHHOI
MHTEPIPETALHH HOMOIPpaMM TPEXMEPHOr0 KOMILIEKCHOIO MPOEKTHBHOIO
NpoCTpaHcTBa 11 K H3YYEHHIO TOMOJOrHH II TeoMeTPHI KOMILIEKCHOrO
-npocrpanctBa I1;* 1 npoctpanetB Ag*, E,* 11 HeeBKINIOBLIX, aHATOTHYHO
TOMY, Kak 9T0 HameuyeHO Boime aasa I1,*. '

. B HanpaBieHun noMcka HHTepnpeTauuii HoOMOrpaMM MHOTOMEpPHBIX
. IIPOCTPAHCTB CIeIveT IMPHMeHUTb TNPHHIMI CcYeTa 4YucIa [apaMerpos,

" MO3BOJIAIOWIIT CTPOITH BelleCTBeHHble HOMOTpaduuyecki 1e1eco00pasHbIe

TONOJOTHYeCKIIe IKBIBAJEHTH KOMILICKCHBIX MPOCTPAHCTB BBICIIUX HM3Me-

peHMii, NMpH4YeM TO HIAM IHOe Pa3T0:KeHIle HA MHOKHMTETH He oIpelelIder,

OfTHA3HAYHO, Te OObethI TPEXMEPHOro MPOCTPAHCTBA, KOTOPOE Mbl IpH- .

HIMaeM 3a ,,To4YRu’’, ,,pAvMble’’ H ,,IIOCKOCTI” I T. [.

" MHnMBIe HOMOTPaMMbl B TPeXMepPHOM IPOCTPAHCTBe TPeOYIT MOCTPOeHUA

'BEIECTBEHHOTO TONOIOrTI4eCKOr0 KBIBAIEHTA TPEXMEPHOTO homnneKCHoro‘_" :

» HPOEKTHBHOTO npocrpanctsa [1;*. : B
" '3nech Mbl MeeM MHOroodpasue 3 X 2 = 6 navepenuii. s

~ .~ Ero BemecTBeHHBII TOMOJOrNYeCKHil SKBHBATEHT, KaK LIECTHMEPHOE -

AHPOCTpaH(‘TBO He OoTBeyaeT TpeOOBaHHIO, YKA3aHHOMY B KoHUe § 5 padoThl -
‘[16]. Ho, ecan paccMoTperh B TpPeXMEpPHOM ITPOEKTHBHOM npochchTBe

NPOCTPAaHCTBO. Map: INIOCKOCTh — TOYKa (HyIb-mapa) Kak ~'TOYRY’’ TeM ' -~ -

yﬂOﬁHblﬂ arperar, 4To OH caM cede Koppenﬂmaer{ TO TaRad Napa 3aBP[CHT_
OT 6 1 napameTpOB n, CHGIIOBEITC'H:HO B IIECTHMEPHOM IPOCTPAHCTBE 3THX nap -

TPEXMEPHOr0 HPOEKTHBHOIO npocrpaﬂcma MOKHO - yike npamnqecmi'?"

CTPONTE TOMOIOTHYECKNTT BEWECTBEHHEI HRBUBAIEHT KOMILICKCHOTO' HPO-
' eKTUBHOrO npoctpancrsa {1,*

- Homorpazmbi B qublpexuepuou KOMILIEKCHOM IIPEKTHBHOM npOCTpch;rBe

-¢Ha nephlit B3rI8[ HpecTaBAAlTeA IycToit @paseonornei, T. K. 2T0 npo- "
- CTPaBCTBO BOCHLMH M3Mepenuit. OXHaKo, NPUHAB 32-,,TOYRY’’ Hapy UPAMbIX -

- I1,, 3aBucamyio or .8 NepPEMeHHbIX, Mbl B MPOCTPAHCTBE STHX MAP, MOKEM
HPETPOUTh = TOIOJIQIHYECKI -IKBHBAIEHT KOMINIEKCHOTO npoeRmBHoro'_}.',

jnpocrpaucma H *, Bocmm 113\1epemm iy peamlaosarb B He'\l, Mem;ly'




IpoYNM I HOMorpamMMsl. MOKHO NPUHATH 3a ,,TOYKY’’ I Iapy NI0cKocTeii
II,. Tloayuum npyrylo HHTepIpeTauuio.

‘BaskHbiMB  3s1eMeHTaMNl  [UIA  TIOCTPOEHNA HHTepoperaiili MHOro-
MepPHBbIX HOMOTPaMM ABIAIOTCA KOHTPYEHIMH H KOMIIJIEKChl IPAMBIX IIepBOT0
nopsaaka npocrpascrsa II;, Kak ,,Touek’’ NPOCTPAHCTBA MHTepIpeTaluii.
IToaToMmy ouYeHb Ba#HBIM ABIAETCA yUeHHE O CONOCTABIEHUM TeX I MHBIX
HHTepnperaunii Me;Kmy coboii, KoTopoe A IJIHHefuaTBIX IPOCTPAHCTB
OOBIYHBIX I pacIIMpeHHBIX (TOYKA-KOMIUIEKC) M BBICLIEH U 371eMeHTapHOMI
reometpueii cep eBriugoBa npocrpancrsa E; Beimonanan Raeiin i1 JIu [9].

IToayunMm TaKke COOTBETCTBYIOLME MHTEpIpeTauuaM NPUHIYIILL Iiepe-
HEeCeHIA 1I3BECTHHIX (JAKTOB TeOMETPUH KOMILUIEKCHOrO IPOCTPaHCTBa
Ha CBOIICTBA NMPOCTPAHCTBA PeajbHBIX M NPAKTHYECKH 0CA3aeMbIX ,,TOYeK’’,
,,APAMEBIX’’, ,,TIIIOCKOCTEHl’’ 11 Ipyrux odpas3oB, NPOCTPAHCTBA IIHTEpIIpe-
TALMH, TTIOCTPOEHHOr0 Ha 6a3e BellecTBEHHOI0 NPOCTAHCTBA.

Hanpwmep, nas I1;* Touka onpefeindercs 6 BeleCTBEHHBIMU IIapaMeTpaMu.
Ho 6 = 3.2. Orclona cieayeT, YTo NOBHAMMOMY, 06pasoM TodykM B IIz*
MOJKeT CJAYMUTh HajJle;kalle oIlpefejleHHasd Iapa TOYEK BeleCTBEHHOTO
NPOEKTHOr0 NPOCTPaHCTBA Tpex naMepenmii. OcTaercA IUIIb U3YYUTh 3TO
oroGpazkeHne II HaNJIeKALIMMI JAOMOJHUTEIbHBIMI YCIOBHAMH 00€CIedUuTh
TOINOJIOTHYeCKOe COOTBETCTBIE N H3YYHTh reOMeTpHUIO.

Ilycts M* (2,5 255 735 2,) — TOuRa I1;*, npnyem
Zy=a+ bi; g=c—Hdi; z3=e+ fi; z,=9+ hi (1.10)
Torna Touke M* MOKHO CONOCTaBUTH B3ANMHO OHO3HAYHO H HEIIPEPBIBHO

napy Touek M, (a; ¢; e; g) u M, (b; d; f; h) BeniecTBeHHOr0 IPOCTPAHCTBA
II; v 3a1MNITHYECKYIO HHBOIIONNIO IPAMOJINHEHOr0 psAaa

M, [p(ra—p b); e(re —ub); (A e —uf); o(hg — uh)]

M,[o(2b+ pa); o(AMd +pc);o(Af +pe); o(rh + png)] (1.11)
roe M, u M, conpsskeHHble TOUKH. B caMoM peile, jlerko mopcyurarb, 4To
(A A, M) ﬁ——A—; , (A1 Ay M, = % u, ciremopatenbHo, (A, A, M, M,)

4

J2 3
= =2 M) i) =1 () =220 )
A2
IlepBoe n TpeTbe N3 IOCJIEeTHNX TpeX COOTHOILEHHil NOKa3bBaeT Ipo-
e€KTHBHOCTb pAnoB A,, M., M,’,..., A,, M,, M,’, ... u, cllefoBaTeillbHo,

NONAPHYIO CONpHAMKEHHOCTb Touek A, 1 A,, M, u M,, M," n M," u T. &.
Ilpenmociiennee coOTHOLIEHNEe IOKa3biBaeT, yTo paAnbl A,, M,, M, ...
nA, M, M,,... o6pasylT 3JNINOTHYECKYI0 UHBOJIOINIO, OTKY/A CIIeNy-
€T, 4TO 3TH PARBI ONpeRendloT OOMHAKoBoe HanpBienue. [IBOHHBIMI TOYKa-
MH HHBOJONMH GynyT Te, npM KoTopmiX (A, A, M,) = (A; 4, M,) 1. e.
A

H = 4 i. Heo0xoamM0 OTMETHTb, YTO pasinyHble TOoYku II,*¥ moryrt

MBOGPH}HRTI:CH OJIHMM M TeM iKe I'lpﬂMOJIHHeﬁHBlM PAANOM, HO C pas3IN4YHBIMI

) (AJA;, M)n (A, A, M, M,)— oGo3HaueHNs NPOCTOr0 1 AHTPMOHNYECKOr'0 OTHO-
LIeHuA YKasaHHHX TOYEK OJHON npsaMoii.
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WHBOJIONMAMU B HEM 3QJaHHBIMH; HampuMep, €clH B I, Z,, I3, Z,, BCE
NeiCcTBUTENIbHBIE YACTH VMHOANTD Ha J11000€ YiCiI0 H BCe MHUMBIE YacTH Ha
m1060€ 4ucI0 — 3TO OYAET HMeThb MecTO: NOJAYYHM OIHY I TY e Iapy TOYeK
A (a; c; e; 9) m A, (b; d; f; h), no unBooNNA Oynmer yme apyroi. Ho

ecan yMHOENTB b, d, f, h Toapko Ha (—1) 10 (A4, M,)= %
A M2
(A;4,7,) zv—]v, (AL A, M, M,) = =
(A, A, M) (A, A, M,) =—1 (1.13)

Mbl BUANM, YTO MOJYYHIach Tame caMas HHBOJIIOLMA, 4TO O3HAYaeT
HapyuleHne B3anMHOIi oJHo3HauynHocTH. Te ske Tomojoruveckue coobparke-
HHA, KOTOPBIE PH TOCTPOERNI BelleCTBeHHOT 0 3KkBUBajenTa I1,* 3actaBuin
creaath MAeHTU(GULIIPOBaHIle, Tellepb 3aCTaBJAIOT CHENaTh IU3bAIOHKIMIO
HANpBIeHUil MPOXosKaeHusa paxos A,, M,, M," ..., A,, M,, M',, ....
Mb1 npunucsiBaeM Touke M* (z,, 2,, 73, z,) Hanpanaeane A, M; A, M,,

a KOMILIEKCHO-COpIIAKeHHOIl Touke M* (z,, z,, 73, 2,) — A, M, A, M,,
cHa6sKasa HHBOJIOUMOHHEIE PANL cTpeakamu. I1pn aTom 6eckoHeuHo-ygaeH-
HBIM TouKaM [I;* 6GyI1yT OTBeyaTb BCEBO3MO;KHbIe MHBOIIOLMH Ha 6Gecko-
HEYHO- yJajleHHoii naocrocTu I1;.

MuuMasg NI0CKOCTh ONpeNeldHuTbCA KaK HampaBleHHAd JUIMNTHYecKas
HHBOJIIOUMA B IyYKe TI0CKOcTell ¢ JeficTBHTedbHOII ocbio. CompsseHHOI
ILIOCKOCTH OyJgeT OTBeuaTh Ta e, HO IIPOTIBOINOJIOHHO HalpaBlleHHAd
nHBosoIuA. OcraercA MNpeJcTaBUTh MHHMYI0O IPAMYI0O B IPOCTPAHCTBE.
Ecan MunMaa npsAMasd NPHHALIEKHT HeiiCTBHTENbHONH IINIOCKOCTH, TO
U conps;KeHHasA eil mpHHaLae:knuT. Torza MHMMaA NpAMad ONPeNeHuTCH
KaK HallpaBjleHHas 3JINITHYeCKas NHBOIIOUNA B MyYKe IFPAMBIX C HEHTPOM |
B Bell[eCTBEHHOIl TOUYKe IepeceuyeHHHs CONPAKEHHBIX MPAMBIX.

Ecun ske npsavas He NPUHATIEKUT BElleCTBEHHOIT III0OCKOCTH, TO UMEIOTCA
IBe KOMILIEKCHO CONpPSA/KEeHHble IIIOCKOCTH, COjep:Kauiie I0 OXHO# [Be
conpsKeHHble IPAMble. ITH IIOCKOCTH IMEPECeKalTCA 10 BelleCTBEHHOM
NpAMOii.

Eciau Obl MOCTPOILIN XBe APYTie MHHMbIE CONPsKEHHbIE IUIOCKOCTH,
cofeps;Kalue 3TH Ke [IBe CONPsKEeHHBblE NMpPAMEIe, TO ONPENeIMTCA HOBBIM
Ny4yeK IIocKocTeli. []Ba MOCTPOEHHBbIX yYyKa ¢ 3aJaHHLIMU B HUX HallpaBie-
HHAMU N ONPENEIAT MHIMYIO NPAMYIO.

YcTaHOBUB CyLecTBOBaHHe, TOYeK NPAMBIX, IJI0CKOCTeii M HEABHO
OIIpEeNe;IUB NHIHIEHTHOCTh 11 HeNPepPLIBHOCTh, HEOOXOAHMO N0KA3aTh Teneph
aKCHOMBI COCIMHEHHA 11 HeNIPEePLIBHOCTH, HO MBI He Oy/IeM 3TOr0 JejlaTh.

Pasymeercsa, axkcuoMbl NOpAIKa 0TNAzalT, T. €..MHUMBIe NPAMBIE CYTh
ABYMepHBIE, 2 MHIIMBbIE IINIOCKOCTH — YeThipeXMepHble KOHTUHYYMBI. ,

Takum o6pasom, II;* TOMOJOrMYeckH 3KBUBAJIEHTHO IPOCTPAHCTBY
HampaBieHHbIX 3JVIMNTHYECKUX WHBOJIONMII HAa BelleCTBEHHHIX IPAMBIX
npocrpacra II;. Heo6xoanMo yray6uThcs B reoMeTpPUI0o 3TOTO NPOCTPaH-
CTBa, HO MBI 9TOTO 7lelaTh He OyneM.

IIpn nocrpoenun BeuiecTBeHHOro akBuUBajdeHTa A II,* 8 uamepenunit
MO;KHO 3TO jlejlaTh MO-pa3HOMYy, HO HauOoJieee MHTEpPECHBIH AJIA HAC NYTh
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OCHOBaH Ha' TOM, 'rro 8. ‘4.2.' Mbl‘ Momem‘- KaRnoi TOUKe Ir* omecﬂr
napy npamsix L *. -
gnecb MBI HAMETHJIM npnmeHeHue neit IIITaynTa-JIarepa-Mapn K Beule-.
CTBeHHOM uuTepnperauuu II*. .
. Aamopo3a PyHKOUli MHOIMX IEPeMeHHBIX B H2 , WIH, 4TO TO iKe -
B L,* (ananorndso B I1,*) 1ipou3BoANTCA TaK. ' ’
C moMoOmbI0 BBEIEHHA BCIIOMOraTeIbHBIX KOMILIEKCHBIX nepemem{m\
U COOTBETCTBYIOLMX HM HEMBIX LIKal, €CJd BO3MOKHO paccMaTpuBaTh’
NMaHHY0 QYHKOMIO MIM QYHKUMH KAk Cyneprno3uuuio (YHKUHl MEHBIHErO
yKcIa apryMeHTOB, CTPOMM B JAHHOI HHTepnperauud ¢ COOTBETCTBYIOILE
eif rpynmnoit npeo6pa3oBaHuii MHOr03BEHHY) HOMOIPAMMY € OJHOHMEHHBIMI
HEMBIMH M TPafyHWpPOBAaHHBIMHM (B ClIydae CHCTeMbl ypaBHEHHIl) IIKaJaMu -
# MOJIAAMM C Pa3pHBaMu, BooGIe roBops, XOXOM H0/b30BAHUSA, H BO3MOKHO
C TIOBTOpPEHHEM apryMeHTOB. ITO MOHO C[eJIaTh BCEBO3MOMKHBIM YHCIOM
uCITbITAHMIi, IpuMeHsasA N TeopeMbsl aBTOpPA KOHEYHOE YMCIIO0 pas. ‘
VckiioyeHne HEMBIX IIKAT M TMOJeil M OTCYTCTBHe MOBTOPEHUA [Pagy-’
'MPOBAHHBIX HMIKAJ N 1oJjeil 6yaeT HMeTh MeCTO, eClIH TOHIECTBEHHO PaBHbI
IIOJTHBIN CUCTEeMbI MHBAPNAHTOB COOTBETCTBYIOIe rpynmbl npeodpa3oBaHuit

(nBurKennit) paccMaTpUBaAEMOIi MHTEPIPETALHH.

B cayyae npoekTuBHON Han ad@uHHOIl HHTepIpeTauud IJIA WKAT He-
. 06X0OMMBl M HOCTATOYHbI PEBEHCTBA NMPOEKTUBHBIX HJIM COOTBETCTBEHHO
o apPMHHBX KPUBM3H COOTBETCTBYIOIUIIX LWIKAI U HATYPaAlbHBIX NapaMeTpoB
(ycioBue mnpoeKTHBHOIT HiaM apPuHHON KOHIPYEHTHOCTH OI.IHOlWIEHHbIX
HIKAJT).

B cityyae npAMOIMHEHHBIX OXHOHMEHHBIX LKA/ He0OX0IUMO U A0CTAaTOYHO
PABEHCTBO UIRAPIHAHOB. B cayuae nIocKMX OJHOMMEHHBIX OIHAPHBIX
nojeil Heo6XONMMO M IOCTATOYHO PABEHCTBO MPOEKTUBHO-IHPPepennasb-
HbIX mHBapuaHToB ['ypca-ITaHaese, nonmyckamommx oﬁoﬁmerme TaKe Ha
MPOCTPAHCTBO J1000T0 YKciia uaMepeHiit). '

B Buae BaKHOTO NIpHMEPA PACMOTPHM BeLIECTBEHHbIE HOMOI‘paMMbl us
- BHIpaBHEHHBIX TOYeK mpocTpaHcTBa I1; (cTepHocKonuYeckaa HoMorpagus).

~Boamewm cdepy manHOro pagmyca r ¢ HeHTPOM B Hadaje u otobpasum 03
 BeIleCTBEHHBIX TOYeK MpocTpaHcTBa II; HA MHOMKECTBO OKpYHHOCTEH
‘mepeceyeHns cdeprl S ¢ MIOCKOCTAMI, NOJAPHBIMM ToykaM M mpocTpaH-

ctBa II,. 3T0 COOTBETCTBHE B3aMMHOOJHO3HayHoe. Torga kampgad wkama. -
. - 3aMEHMTCA NapaMeTPU30BAHHBIM OTHONAPAMETPUYECKUM CEMEHCTBOM RPYrOB .
" ctepmi. IIpaman samedAercA 1u60 runepGoaMYecKUM, Jnbo ATARNTHYECKUM,

nu60 napaboaMYecKHM IYYKOM KpyroB cgepbl, B 3aBUCUMOCTH OT TOFO-
AepeceKaer i OHA cepy B IBYX MHHMBIX, IBYX Pa3jIMUYHBIX BEUIECTBERHBIX
MAM [BYX BeHIeCTBEHHBIX COBNANAIUIMX (KacaeTcA) TOUKAX. Tlpu osrom .
. TIONIADHAA, OTHOCHTEIHHO,. cepsl, npAMas OTOOPASHTCA COOTBETCTBEHHO.

- ain6o siaunTHYecKuM, Iu00 runepOoanYecKuM - TuGOo napaboairgeckum
.7 Iy4KOM: ‘Kpyros Ha cfepe, MpHYEM, YTO. CYIUECTBEHHO, OPTOFQHAIBHHIM |
"w-mepsomy. .IlnocKocTs n00 He HepecexaeTcs, JHMGO KacawoiHasacH chepal -
" ~0TDGpa3NTEA . yIKe COOTBETCTBEHHO I LIMNTHYECKOHR, rumepGoInyeckoi, -
napaﬁonnqecmﬁ CBA3KOI 00 Kpyroa cq)epm nepecercaloumx oprorouanbuof‘-t‘:

L ‘) Bemec'memme 'HOMOTpaMMbl B HpOCTpaHCTBaX BBICILIETO _ YHCiIa n:mepeﬂnn.-*
Momuo 'rakme umepnpempoaa-ab B npochch'rBe Goutee HU3KOT0 4ucia uaMepeHutt. -




COOTBGTCTBCHHO MHHMbm, neificmn'reuubm, Hyneson (panuyca Hym, =
3HAYUT APOXOOHT Yepes TOYKy) Kpyr. MHMMbliL Kpyr Ha cepe — aro
TOuKa BHYTPH cepbl H MOIAPHASA il INIOCKOCTh BHE cepsl, MepeceKaoman
cepy 1o MHUMOMY KPYTY € JeHeTBHTERIHBIM UEHTPOM B OCHOBAHMH Mep- .
NEHJIMKYAADPA, ONYIUIEHHOr0 U3 TOYKH HA MOIAPHYIO eif IIIOCKOCTh M UMEI0-
LIEr0 YUCTO MHHUMBIH pagMyc, paBHBIl KOPHIO KBagpaTHOMY M3 B3ATOM
C OTPHUATEe1bHBIM 3HAKOM CTeMeHIl OCHOBAHIA MepHeHIHKY/IApPAa OTHO-
curtesibHO cdeppl. - Takuym o6pasoM, BHYTpPeHHIE TOYRH . CHepol MOMKHO
CYMTATH 00PA3AMM €e MHUMBIX, A BHEIIHIE — efCTBHTETbHBIX OKPY#HOCTeH

ATOT. MHNMBIIT UM [eiiCTBUTEIbHBIl, BO3MOHHO HYIIEBOTO pamnyca
prr MBI HA30BeM 0a31COM CBA3KHU OKPY AKHOCTEIl.

JIerko TOHATB, YTO B IEPBOM ciydae KPYIH 3IIHITHYECKOIT CBA3KM.
KpyroB Ha cdepe IMaMETPAILHO HAPECEKAIOT TOT BEUIECTBEHHBIA KPYT 3TOi
je CBA3KM, 110 KoTopomy cdepa nepeceraercd ILNIOCKOCTbIO, MO.IAPHOI
OCHOBaHHIO NEePHeIKY/IApPA ONYLIEHHOMY 113 OIHOTO U3 MOJIIOCOB.

Brimoannm Tenepnh crepeorpeuyecKyio MPOeKLHIO 113 OXHOrO M3 I0TI0-
coB cepbl HA COOTBETCTBYIOUIYI0 HKBATOPHAIbHYIO INIOCKOCTH E, cdeps,
KOTOPY!0 MBI, OQHAKO, pacCIIMpPUM OFHON OeCKOHEeYHO-VIAJIEHHOW TOYKOIM,
CO3[AaB 3TUM ILTocKOCTb K,, KOTOPYIO Mbl y:ke BBedl. Ho ceityac Mpr no-
kameM B K, Homorpaudeckue COOTHOLUEHMIT, TPeOyOWNX NPOCTPAHCTBeH- -

. HOIi uHTepnperauuu B I1,.

~ IIpu 3TOM MBI IOJIyYMM BMECTO IIPOCTPAHCTBEHHON IIIOCKYI HOMO- .
rpaMmy, B NpOCTeiilleM ciy4ae u3 4eTblpex ,,HIKal1’’ — OgHOMapaMeTpH-
YEeCKUX TIpayHPOBAHHBIX CeMEHCTB KPYyroB, B YacTHOCTH — B cay4ae-
NPOCTPAHCTBEHHBIX NPAMOJIMHEHHBIX HMIKAJA — [lapaMeTPU30BaHHBIX, IMJIOC-
KKX MyYKOB KPYroB C cOXpaHeHueM Tuna nyura. [Ipm crepeorpaguuecroii -
IIPOEKLUH COXPAHACTCA U TUI CBA3KU.

ITosrb3oBaHite HOMOTPaMMOi#  CBEIeTCA K TOCTPOEHIIO OKPYAHOCTH
IIKaJbl, ,, MPUHALIeHaNed K IVIOCKOIlI CBA3KE ORPYWHHOCTei, ompejge-
JIAeMBIX TpeMsl HAHHBIMU OKPYHKHOCTAMI Z;, I, I Z;. TpH OKPY#HHOCTH
onpefeaAioT CBA3KY OJHOFO M TOIBKO ONHOTO H3 TpeX THMOB CBA30K. -

' B ciyyae saiMnTHYECKOM HANO MOCTPOMTH OKPYAKHOCTb Iy, OPTOTOHAIBHO- °
- IIepecexajoly 0 MHUMBI KPYr, OPTOrOHAbHBII K Tpem JAaHHbIM. Mbr He
Oynaem 3gech 3aepKUBATLCS HA 3TOM MocTpoeHuu. B cayvae runmepGosu-
" UeCKOll 'CBA3KU IOCTPOEHHE IPOCTO Ha®o M3 HeHTpa cfepsl HA .JaHHYIO .
IIOCKOCTB, YTO II03BOJIAET €€ IIOCTPOUTSH [0 TPEM OKPYHHOETAM COBEPUICHHD
- TIOR0o0HO TOMY, Kak Bce OoJibliie KpyriH cdepbl 00pasyioT Ha cdepe 4YacTHOro
BH/IA BJUIUNTHYECKYIO CBABKY 110 OTHOLIEHHMIO K T06OMY M3 3THX PaBHBIX'
MeKy €000l KPYroB, B Y4aCTHOCTH — MO OTHOWEHUIO K IKBATOPHAAbHOMY
- OonblIOMY KpYyry. 9Tta cBA3Ka (PaKTHYECKH OHA-3II/IUITHYECKAA CBA3KA
BOMBUINK Kpyros cdepst) maer o6pas GeCKOHeYHO-YIATeHHON FTOCKOCTH .
~Hawero npocrpancrsa-Il,, HOtheTHYIO MOJe]1b KOTOPOFO MBI onmb—m}\u
“B3ANN B BHIe E3°° , : :
. Jonoanuy sto 3ameyanue 00 nmepnpe*raumr TOYEK BHy'rpeHHm: K mapy
-I/Ix HOJIAPHBIE MJIOCKOCTH IEPECEKAIOT AP 0 MHUMOH OKPYHHOCTH. ITH'
_TOYKM- MOFKHO PacCMaTPUBATh KaK. BEWIECTBEHHbIE MHTEPHIPETAMHA ‘MHMMbIX .
OKPYHHOCTE!] - cephl, MO KOTOPHIM OMIHCAHHBIA OKOJI0 CPePHI- KOHYC ¢ Bep- ;
IMHOM Bo BHYTpeHHol Toure P chepsl Kacaeresn sToit cdepst, [IpoexTupya.
3 uen'rpa creperpaduyeckoit rxpoehum{ M’HHMyIO orcpymuocrb HA HIIOCKO- ;




KOCTh, Mbl B IINIOCKOCTH MOJIYYIJII MHUMYIO0 OKPY/KHOCTb, HO HEHTP ee Oyaer
feiicTBUTENIBHBI — 3TO MPOEKUHA TOYKH P Ha ILI0CKOCTH, Kak 3T0 ciaegyer
M3 CBOIICTB cTepeorpagnyecKoii NpoeKuun.

T. K. nmousApH TOUEK IIOCKOCTH 7 OTHOCHTEIBHOI cepbl NPOXOIAT Uepes
MOJIIOC IaHHOii INIOCKOCTH, nepecekasd cdepy IO TeHCTBUTEIBHBIM MM
MHHMBIM OKPY#HOCTAM (NMOJAPHBIE IUIOCKOCTH TOYEK ILUIOCKOCTH 7, IO-
najgalouuxX BHYTPL cephl, eciIi TaKue IMeKTCA), TO, €CAN 7 Ie:KIT BHE
cepsl, TO BCe NOAAPHBIE MIOCKOCTH TOYCK 7, IIPOXOJAT Uepe3 BHYTPCHHUI
K cepe moxioc w, a Cl1e0BaTeIbHO BeleCTBEHHBIE OKPYKHOCTH Iepeceye-
HUA 3THX IIOCKOCTEIl co cdepoii nuaMeTpajbHO NepeceKamT OKPYHRHOCTD,
10 KOTOPOii nepeceraer cepy nmoasapHad IIOCKOCTb OCHOBAHNA MepHeH -
KylifApa OMylIeHHOro 13 LieHTpa cdepbl Ha ILIOCKOCTH. Bes ke cBA3Ka
OKDY/KHOCTeil, OTBEYAIOIINX TOYKAM IUIOCKOCTH, Hemepecekawueii cdepy,
OyneT OpTOroHaJdbHO TepecekaTbh MHHUMYI0 OKPYIKHOCTh IlepecedeHnsd
IIIOCKOCTH 7 co cdepoii. MosHO paccMaTpHBATh BCIO 9TV CBABKY MIH
onpeneIA0mne ee TPH KaKkue HUOYAb OKPYHAKHOCTH CBA3KH He NpPHHAjIe-
’Kalle OAHOMY NYYKY, KaK Ha MHHUMYIO OKDY/KHOCTb, K KOTOpOii OHH, Bce
OKPYKHOCTH CBA3KH NEPHEHANKYIAPHb. TaknM o0pas3oM MBI onpenensem
MHHMYIO OKPY/KHOCTb C BELIECTBEHHBIM IIEHTPOM TPEMA MHIMBIMI HENpu-
HaJUIeKALIIMH  OHOMY NYYKY OKDYMHOCTAMI JJIJIMIITHYECKOII CBA3KH,
MEePNeHIMKYIAPHOIl K MHUMOH OKpy:xHocTH. MOKHO cMOTpeTh Ha Jua-
METPAJIbHO TepecekaeMyl0 BCeMH OKPYKHOCTAMM CBA3KHM TaK Ha3blBAeMYIO
9KBAaTOPHAJILHYI0O OKPYHHOCTb 3JNIHITHYECKOIl CBA3KI, KaK BelleCTBEHHYIO
MHTEpIpeTauo MHHMOH OKPYHHOCTH.

ITpu crepeorpaguyeckoM NMpoeKTHPOBAHUII HALIA JLINNTHYECKAs CBA3KA
‘TepeiiieT B 3IIHITHYEEKYIO Ke HA IUIOCKOCTH, a MPOeKINA MHHMOI OKpY K-
HocTH OynmeT OpTOroHajdbHA K IIPOEKIMAM OKPYIKHOCTEH 3IINNTHYeCKOi
CBA3KM HA c(epe, KOTOpas MNepeiiier B UIMNTHYECKYIO sKe CBA3KY HA
naockocT. Ho axBatopnanbHblii Kpyr cBsA3KM Ha cdepe cpoerTHpyeTcs
yie, BooGlle TroBops, OPAMHAPHBIM KPYroM 3JUIMNTHYECKOI CBA3KH:
B TUIOCKOCTH DOJIb IKBATOPHAIBLHOIO Kpyra CBA3KH OyleT yie urparhb
KaKoii TO KpYr CBA3KH, He ABIAWINENCA NPOeKIyeil 3KBATOPHAILHOTO
Kpyra CBA3KII.

Ecan ke niockocerh = mepecekaer cdepy, Mbl Ha cepe MOTYUIIH GBI
runep6oaNYecKyo CBA3KY, a IPH KacaHMM — Napaboianueckyio.

Haxkos ke paguyc kKpyra cepsl OpTOrOHAIBHOrO K OKPYH#HOCTAM 1aHHOI
nopatoanyeckoii, runep6oIIYecKoil U SIINNTHYECKOIl CBAZKI KPyroB?

KBanpar manHb KacateibHOIl K cdepe M3 TOYKH ¢ TOYHOCTBHIO 10 MOJIO-
RUTEJIBHOTO Ko3puuuenTa nogodnsA paBeH cTeneHn TOYKN P 0THOCHTeIBHO
cdepsl, T. €. paBeH HyJIO I NapaboInyecKoil CBA3KH, PaBeH MOI0KITelb-
HOMY NIPOH3BEIEHHIO CEeKYLIeli Ha ee BHENIHIO 4YacTh, Korjga Touka P BHe
cepsl, T. e. 11A rUNepoIIYecKoli CBA3KH, I, HAKOHEIl, PABeH OTPILATelb-
'HOIl BeMYHHE, M 3HAUNT — PajNyC MHIMBIA (cM. HizKe §1) Korza Touka
~HdXOOUTCH BHYTPH. s

JloxasatenbeTBo BhITEKAeT N3 TOTO: JUIMHA "KacaTedbHoil K cdepe ua
TOYKH P 1 ecTh ¢ TOYHOCTIO 70 HOJOKUTEILHOTO KO3QPUIlIeHTa moxo0us,
AIMHA pajuyca Npoekunn cpepbl Ha IIAOCKOCTh, YTO HETPYIHO NPOBEPHUTH
€ NOMOIBIO YepTeska. '
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3a PasaNyHBIMIL NOAPOOHOCTAMH OTHOCHTEILHO cBoiicTBa CBA30K KPYroB
MBI OTChITIaeM K padoran [9], [10], [11], [12].

Ecan oTBileuybcd OT TPHBIAIBHOIO Cay4asd napabosuyecroii CBA3KM,
KOTJ1A TN JIaHHbBie OKPY/KHOCTIL 2y, Ty, I3, MPOXONAT HEPES OIHY TOYKY,
TO EBIIOTHACTCA B IPIHIIMITE 0IHO II TOe MOCTPOEHIIE € TIOMOMIBIO IMPRY T
1 JnHeilkl, KOTOpoe MBI ceiiuac yRaskeM.

3amMeTIIM Opeskie BCero cieaylouiee.

PanukaibHoil OKPYKHOCTBIO 11000r0 nydka oxpysHocreli Ha cdepe
HA3BIBAETCsl OKPY/RHOCTb OOJIBLIOr0 Kpyra, HPHHALIEHALIEro TaHHOMY
nyuky. OHa ABIAETCA TeOMETPHYECKMM MECTOM N0JI0COB OpTOrOHAJIbLHOIO
nyuka. PaunkasibHblil KPYr NPOXOIUT Yepes MHIMbIC nan feiicTBUTEIIbHBIE
WIN COBNAXAloONe LeHTps nyuxa. Ilpn crepeorpauueckoM NPOEKTAPO-
BaHII HA TJOCKOCTH PAmHKaIbHasg OKPY/KHOCTh CTaHOBUTBCA, OIHAKO,
B0OOIIe OPANHAPHOI OKPY/KHOCTBIO CIIPOCKTHPOBAHHOTO IJIOCKOTO Iy4YKa.
PajgukaibHOil ke 0ChI0 ILIOCKOr0 IydyKa CIy:RHT crepeorpajuyecxas
npoekiwiA, TNpoxojsmeii yepes UCHTP crepeorpaguuecroii NpoeKIUN
opaIHAPHOIi, BOOOILE rOBOPA, OKPYKHOCTII IIyuKa Ha cepe.

‘Eci Mbl 1IMeeM TPH IPON3BOJIbHEIE OKPYHHOCTH Ha cdepe, TO OHU TTHOO
NpHHALIEHRAT OJHOMY YUKy (X MI0CKOCTH NPOXOLAT yepe3 OHY NMPAMYIO
npocTpancTsa) — 6o Her. B meppoM ciaydae COOTBETCTBYIOT TPU TOYKH
B IPOCTPaHCTBE CIydaiiHO JiesKaT Ha OJHOMH npsAMOii 1 onpe1e’IAloT My4oR
MII0CKOCTEIl. -

Basne cBA3kN Ha cepe B 3TOM clrydyae HEONpPEICIeH. Jli00asag OKpY:K-
HOCTb OPTOTOHAIBHOIO MNYYKa IIOCKOCTI OKPY#KHOCTelH 3TOro IMy4dKa
nepeceKaioTeA M0 TPAMON NOIAPHOI IPAMOIl Nepecedennsa IIOCKOCTeil
OXpYsKHOCTell JaHHOro NMy4Yka, MOKeT ObITb B3ATa 3a 6asuc CBA3KM, 130-
Gpasaroleii OHY 13 IIIOCKOCTEH NMyYKa. I[Myury maockocreii 6yner orBevaTh
My4OK CBfA30K.

Taknum 00pasoM, 13 PAcCMOTPEHHs STOrO NCKIIOYATEJALHOTO ciydas
HeOoNpeJIeJeHHOCTIR BHITERaeT, YTO BA OPTOTOHAIBLHBEIX nyyxa Ha cdepe
(opToronaibHasg Kpyrosas CeTb Ha cdepe) NPONBBOMATCA IBYMs MyUKaMI
IIOCKOCTEIl ¢ B3AMMHOIOIAPHBIMA OCAMH (OCH Iy4KOB). Kpaiinne racareib-

* HBle TIZIOCKOCTH OJTHOrO Iy4YKa ONpefensloT TOYKHM BCTpedH €O cepoit oci
OPTOTOHAABHOTO IYYKa. :

KacaTepHBIT K cepe KOHyC ¢ BepUIMHOi HA OJHOI M3 JABYX B3aUMHO-
NOJIAPHBIX NPAMBIX ONpefessAeT Ha cepe OKPYKHOCTH BTOPOTO Ty4Ka,
TIEpeCceKAIoIIyI0 OPTOroHAIbHO BCe OKPYFKHOCTI IEPBOro nydJka.

Bo BTOpoM ofuieM ciyuae TPH OKPY#HOCTH Ha cepe onpeneAioT TPH
TNyuka U COOTBETCTBEHHO TPU PaAuaJbHBIX Kpyra.

Tpu npaAMble TepeceyeHus nap IJI0CKOCTeli TpeX NaHHBIX OKpYy#HOCTeil
2y, Zg, Iy ONPEIENAIT OCH TPeX JTHX MYYKOB, KOTOPHIC npoiigyT Yepes
OIHY TOYKY — TOYKY BCTpeuu TIOCKOCTell TpeX NaHHBIX KpYyroB cdepsi,
KOTOpasi, OYeBHIHO, €CTh TOYKA BCTPEUH TPex oceii ByYKOB. ITY TOYKY MBI
HazBaaN crepeorpaduyecKnM pPajgMKalbHBIM IEHTPOM TPEX OKPY/RHOCTEI .
fIcHO, MKy IPOYMM, UTO IFIOCKOCTH PaiKaIBHBIX RPYroB olnpeneligeMblxX
TpeMs JaHHBIMIL OKPYKHOCTAMH cdepsi, NpoxXonsA uYepe3 OCH NYUKOB,
MOJKHBI NPOXOANTHL I uepes crepeorpaduyecknii paguKaiIbHHil LEHTP,
‘2 3HAYNT UMEIOT OGIIYI0 CEeKYILYI0, NPOXOIALIYI0 Yepe3 LHEeHTP cepsr. - ;

Touku nepecedenns aToii cexymeit co cepoit onpeaensier o6muit AuamMerp
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TpexX. pamMKaTbHBIX prros nylma u, Oyoy4u TOUYRAMIT nepeceqemm Tpex: .
pamuKalIbHBIX KPYrOB, MOIYT Ha3bIBAaTbCHA CepHYecKHMH PalHKaTLHbMH

LEHTPaMU TPeX TaHHBIX OKPYIKHOCTEil.

IlocTpoum Temepp MI0CKOCTB, MOIAPHYIO cTepeorpadiyeckoMy pagu-

' RaJIbHOMY LEHTPY.

B nepeceyerin ¢ mapoM (IelicTBHTEILHOM KPyTe ILTH TOYRE ILTH MHIIMOM
Kpyre) aTa ILTOCKOCTDH OMPeeIiT ORPYHKHOCTh MPHKOCHOBEHIIA OMHCAHOrO
OKOJIO LIapa KOoHYca ¢ BepluuHoii B ctepeorpadiyeckom unenrpe. Chepiruec-

- KHe paaHKa’bHble LEHTPbl CYThb MOMIDCHI 3TOif okpyHocTH. T. K. aTor .

LEeHTP HaXOIHTCA B TOYKe IIepeceyYcHIIA Tpex oceil Tpex map RpYros (I, =,),
(2 23)s (23, zy), TO 3TOT Kpyr cdepbl OPTOroHAIBHO IMepeceraer TPH
HaHHBIE OKPYHKHOCTHM Z,, I,, Z; U ABJAAETCA, CJIeI0BaTe;IbHO, 6a3CcoM -
OHOTO M3 TpPeX TUIMOB ONpegeaAeMoil dTHMH KPyraMil CBA3KH.

B cuay cBOMCTB HMKJIMYHOCTH 1 KOH(POPMHOCTH CTepeorpauyecKoi
MpOeKIMH, — B MPOERUHII TPH KPYTa I, I, I; 0TOOpa3ATCcA TpeMA Kpy-

‘TaMH, a OPTOTOHAJIBHO MepecekaloIIlil X KPyr — 0aciic cBA3KI, ceii4ac

MIOCTPOEHHBII HaMi, MepeiifeT B aHa’IOr4HBIT 0asuc II0CKOIl CBA3KI,
LLEHTPOM KoToporo (6asnca) GyaeT CiayHKHTb MPOeKUHA cTepeorpadiyecKoro
panMKajlbHOro LEeHTpa TpeX MaHHBIX OKpY:KHocTeil (chepnyeckuil ke
PanMKaJbHBI EHTP CTAaHET OPAIIHAPHOIl TOYKOIl MepeceyeH s TpexX ORPY K-
HOCTEif, OPTOrOHAIBHBIX K 0asncy i ABIAIOMIIXCA, OYeBHIHO, oOpasamu
TpeX pagHKaIbHBIX KPYroB). Rakoe ke mo.1oskeH1e 3aHuMaeT LeHTp 6a3ica
IITTOCKO#M CBA3KH, B KOTOPBIil IPOEKTIIpyeTcsA cTepeorpaduyeckuil paInKalib-
HBbIl 1IEHTP TpeX JaHHBIX KPYrOB, OTHOCHTEILHO MPOEKUHII TpPeX TaHHbIX

- OKpyHOCTei1?

“Yro06bl 3TO BBIACHITH, NpOBegeM Yepe3 KaxKaAylo 113 TpeX oceil MyYyROB
(zys 23)s (235 73), (Z3, 2;) U 4Yepe3 wUeHTP cTepeorpadiyecroii MpPoeKUUK
JOCKOCTH. ITH TPH ITIOCKOCTII HA cdepe onpegeaAaT TPU BCHOMAaratelIbHbIe
OKDY?KHOCTII HAIUMX IYYKOB, MPOEKTHPOBAaBUINECA BMeCTe C UX OCAMH Ha
IIpsIMBIe INIOCKOCTH NpoekuuH. [I70cKOCTII 3THX BCIOMOraTeIbHBIX OKPYIK-

- HOCTel1, IpoXoaAd 4Yepe3 OCH YKa3aHHbIX TpexX MYYKOB, HOJIHHBI l'lpOPITH

11 Yyepe3 TOYRY HX IepecedyeHud, T. €. yepes CTEpGOFpaq)H‘-IECHHﬁ PadUKAIb~

 HBbIA HEHTP TPeX MYYKOB. Ho Ha ocax MMYYKOB JI€HAT HEHTPHL COOTBETCTBEH-

HBIX IIyYKOB, T. €. Mapbl MHHMBIX, NEHCTBHTEIbHBIX (Pa3JIMYHBIX HIN
COBIABIUHMX) TOYEK MepecedyeHHdA KPYTOB I, M I,, I, M Iy, I3 1 Z,. Caegxo-

" BaTelbHO, OCH nytmoa Ha cepe CIPOCKTUPYIOTCA PAXHKAIbHBIMH OQCAMU
. IPORRUMH KPYTOB Z, 2y, Z3, A CTepeOrpaduyeckuii UeHTp TpeX KPYroB HA
‘cepe, qea B TOUKe NepeceveHHA MPAMOIMHEMHBIX oceil Tpex MyYKoB

(z1» 23)y (22, Z3), (23, 2;), CIIPOEKTHPYETCHA TOUYKOMN IepeceyeHIrss Fpex

. PAAMKAIBHBIX OCeil KPYroOB Z;, U Z,, I, M Z3, Z3 M Ty, T. €. UX PAXUKAIbHBIM
uentpom. basuc cBAsku Ha cdepe CHPOGKTHDPYETCs, TAKNM 06pa3om Gasuc-.

- HBIM KDPYTOM, BCET/la BEIWeCTBCHHBII LeHTP KOTOPOIO JeHUT B PAAHKAIBHOM =~
-, 1IeHTPe NpPOeKIHii TPeX MAHHBIX KPYIOB Z;, Iy, I3, NMPUYEM ITOT GABUCHbIA -
'(:Ahpyl’ IniepecekaeT OPTArOHAMBHO MPOEKIHI TpeX NAaHHBIX KPYTOB 7y, Z,, Z,.

-Tlocsie 3tero moctpoenne ueHTpa Gasnca B IUIOCKOCTH HPOEKUMH HE

npencraa.rme'r HIKAKOrO, TPYNa, KaK U CaMOro fasuca, ecan o meficTBm-
L TelieH.

-IeuTtp Kpyra — 0asuca CBAIKU Ha cd»epe, OYEBHAHO, rapmommecrm"

"'.'_:COIIpmkeH co crepeorpaquecml\i uem‘pom CBA3KI OTHOCHTEILHO nByx
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N0M0COB 6azuca, T. . OTHOCHTEFbHO KOHIOB AMavMeTpa cephl, MPOXomsA- -
mero yepe3 crepeorpaduyeckuii (1 2. pannKajibHbie) LEHTP TPeX JHaHHBIX -
okpy:Hocreii Ha cepe. CienosarelbHo, LeHTp 6a3uca ecTb OCHOBaHHeE -

_NEpPIEHINKYIAPa, ONYIIEHHOTO ¥ cTepeorpagi4eckoro paguaibHOro UEHTPa. . .

"Ha noaApHyl emy nuockocTb. (IIpi oToGpadeHMu MPOEKUUMA LEHTPA

‘Gasirca Ha cpepe, TakuM 06pasoM He NePEXOMNT B LEHTP Npoekuuu Gasuca, .-

.4 TIepeXOoJaUT B OPAHHAPHYIO TOUKY).

- Ecain MBI npuMem 1eHTp 6Ga3snca Ha cgepe (3TOT LeHTp B Hemapaboi-
YecKOM cayuyae He JeuT Ha cdepe, a BHYTPH ee — B Ciyyae runep6oin-
yecKoii 11 BHe ee — cJjyyae JLIHNTHYECKOHl CBA3KM) 3a LIEHTP MHBEPCHH, .

- cTemeHb KOTOPOIi paBHa cTemneHM lLieHTpa 6asnuca OTHOCHTENBHO cdephl,

(3HAYMT 3Ta CTeNeHb OTPHUATENBHA B Ciyyae TUNepOOIUYECKOi CBA3KI,
KOrJa IIeHTP BHYTPH J1apa 1 NOJI0KNTe/1bHA B CJ1yyae JNIMNTHYeCKO CBA3KH,
Korja neHTp 6asyca BHe llapa, M PaBHA HYIO B cjiyyae napaboiuyeckoii
CBAI3KN), TO TPH BBHINOJHEHNH WHBEPCHMM HUUYTO He M3MEHMUTCH U IOJIb3BI
OT 3TOil MHBEpPCHMH Malo, T. K. ee LEeHTP IPOEKTUPYETCA B OPAMHAPHYIO
TOYKy mirockoctH. Ho, ecann paceMoTpeTh MHBEPCHIO C LIEHTPOM B CTepe-
orpajnyecrkoM pajiiKa;IbHOM LIEHTPe TpeX OKPY#KHOCTeil CO CTeneHbio pas-
HOM CTerneHn 3TOi TOYKM OTHOCUTEIbHO cephl 3T4 CTENEHDb MOIOKUTENIbHA,
Korga crepeorpaduyeckuii paauKalbHBIi LEHTP HAXOAUTCA BHE LIapa,

paBHA HYJI0, KOIla OH Ha HIape, I MeHblle Hy.A, KOrla OH BHYTPH 11apa,
T. €. COOTBETCTBEHHO Korja 0asuc Ha cdepe HeBpIpamkjawmmicsa u aed-
CTBHTE/IbHBII (CBA3KA runepbonunyeckasn), Korga 6asuc, eCcTh BellleCTBEHHAR
Touka cepsl (cBA3Ka napaboiandeckas), HaKoHel, Korjaa 6asuc MHUMBI
(cBA3Ka 3IIMNTHYECKAA).

Mbl yTBep:gaeM, uyTo crepeorpadiyeckuii pamMKanbHblii LeHTp Oyner
B TO jKe BpeMA HHBepTIlPOBaTb B caMHX ce0dA U ¢ TOil sKe CTelleHbl0 HHBEPCUN:
1 chepy u OKPYIKHOCTH Z,, Z,, 23 Ha cepe u 6asuc CBA3KU H LEJIUKOM BCe
NYYKH OKPYJKHOCTH, NPHHAMIEKAIMUX TpeM Nydkam (z;, Z,), (Zz Za), -
(z3, 7;) M BCe OKPYREOCTH J1060ro my4yKa OKPY#KHOCTEH, ONpejesseMoro
- M00bBIMH IBYMA OKPY/KHOCTAMH CBA3KHN Ha cepe, KOTOpble KAK HETPYRHO

BBLIACHNTD, TaKe 00A3aTeJIbHO NPHHAIEKAT JTOll e CBA3Ke. ITO. IPAMO

. CJIE[lyeT U3 OTMEYaHHOTrO BhILIE H1EMeHTAPHOTO ¢axrra, uTo crepeorpaguyec- .
KMl paguKaIbHHBIE HeHTp 0asuca u ueHTp 6asuca, T. e. OCHOBaHMe mep= . =
NeHIUKYIApa ONYIICHHOT0 M3 1LieHTpa cepel HA IIOCKOCTb MOJAPHYIO .
‘cTepeorpaduyeckoMy pPaaMKalIbHOMY LEHTPY, FapMOHMYECKM CONPHAMKEHBI

 OTHOCHTEILHO KOHLIOB IPOXOJfLIEro Yepe3 3TH TOYKM JMAMETpa M, CIexo- =
- BaTeJIbHO, B3aMMHO 00OPATHBIX APYT APYTY B MHBEPCUM OTHOCHTEIbHO uapa,- -
M M3 TOro, YTO MpH cTepeorpaguyeckoil NPOEKIH aHTaPMOHUYECKO® OTHO~

' . II€HHE YeThlPeX TOYeK npﬂmoﬁ HIIM OKPYHKHOCTH HE HapyllaercsH. : »
-3HAYNT pajguKalbHBI LEHTP TpeX INPOEKUUA KPYroB z;, Z,, Zs HMeeT
'omocmem.no BCeX 3THX KPYroB, a 3HAYUT U OTHOCUTEILHO BceX npoeuunu-
KPYTroB CBA3KHU Ha cepe, ORHY U Ty #e CTeleHb NUHBEPCUM. -

‘TlonbsoBanue Homorpammoﬁ CBOONTCA K .ONPENeeHNI0 IMOMETOK 24 Tex -
KPYTOB ,,IUKaJb"" z,, VISl KOTOPHIX PajiKaAbHbLA UEHTP NPOCKUHH Tpex.
KPYTOB 2,, Z5, Z3, CIYKUT LEHTPOM MHBEPCHUH C TOIi K€ CaMoii CTeNEHbIO KaK
- ¥ [IIA NPOEKUMA KPYTOB Z;, Z,, Zg. Vlan uHave: 1. Hajno MOGTPOMTE B IIOC-
KOCTH NPOGKUMN OKPYAHOCTh — 6asuc ¢ uemp(m B PaiMRaIbHOM uempe...
"npoeuuvm Tpex nannux KpYTOB zl,zz, 23,2 HalTH TIOMETKH Tex ,,Toqen '
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— KpPYToOB ,,IUKalbl’’ Z,;, KOTOPblE OPTOTOHAJIBHB K MOCTPOEHIIOMY KPYTY.
JTO BTOpOe MoCTpoeHHe, Golee NMpaKTHYECKOE B clydae THIepOoIiYecKoi
(v mapa6omiryecKoii KOHEYHO) CBA3KH, HEIIPUTOIHO B CIy4Yae 3T TUNTHYECKOM
CBA3KH.

HerpynHo cuHTe3upoBaTh mpocToii mnpubop — ,,anHeiiky’ BbIpaB-
HUBAHUA B AHAJIOTMYECKOM MpOCTPaHCTBe I{,, ecIil He ;ReTAnT RaHIbIid
pas nesaTh NPOCTHIE MOCTPOEHHA HPKY.IeM H IHHeliKoii.

[TpocTpoenna ynpoiaoTcA eciau AaTh B IIOCKOCTI MPOEKUINT cTepeo-
rpaduyeckylo NpoeKuno 60abworo Kpyra cpepbl — 3KBATOPa, KOTOPBIi
IPOCTO NMPOEKTHPYETCA caM B ceGA ¢ HeHTPOM B Hayalde. ITOT KPYr BMecTe
¢ mpoekuieii BceX APYrHX OOJBLINX KPVIOB 00pa3dyeT 3IIHITHYECRYIO
CBA3KY U AEINTCA MMH IHAMETPabHO.

IToasaysace Teopemoii llITeiiHepa o reoMeTpiyecRIX MOCTPOEHUAX BTOPOil
CTeMeHH NPH HAINYHU B INIOCKOCTH IMOCTOAHHOIl OKPY/KHOCTI ¢ YRA3aHHBIM
LEHTPOM, 3HAYHTEJIbHO CHJIBHO YMNPOCTHT 3TH II €3 TOrG HeCcIOW#Hble IMO-
CTpPOeHNdA, MNO/b3yACh TOJbKO IHHEeKOil NI, HAR OCHOBAHII TeopeMsl
MackepoHH N0b3yACh TOABKO HIHPKYJIEM.

Jlerko Tenepb 0POpMHMTBL Bce CHHTETHYECKQE PacCMOTpPeHHe AHAIHMTH-
YecKM, T. €. 1cxond u3 onpegeauteasa Macco paa [I; namicaTs ypaBHeHH A
BCeX ,,lIKkaa’’ oToOpaeHHOlt aHoI0rMaTHUeckoii HomMorpamel B K.

AxKcuomsl®) : ,,mpAMad onpeneadercad ABYMA ,,TOYRAMI’’; ,,IIIOCKOCTD
ompepenserca Tpemda ,,Toukavi’’; ,,Toyka’’ ompezeaseTcs Tpemd ,,MTI0CKO-
cTaAMK’’ MOKa3biBaloTcA 0e3 ocoboro Tpyga, B odileM ciayyae, u0o my4er
(6o runepdoauyeckuii, aub0 JIIUNTHYECKUIl, 100 napadoauyecKiii)
ompeneiAeTcad ABYMA OKPYHHOCTAMH I COOTBETCTBEHHO cBA3Ka (Iudo
auIMNTHYecKad, aubo rumepGoanyeckad, 1100 mapabo:iiyeckas) omnpepe-
JAAETCA TpeMA Kpyramu Ha cdepe 1 COOTBETCTBEHHO TPU CBA3KH OOLIETO
HOJIO}KeHHA Ha cfepe ONpegesAlOT eJIHHCTBEHHYI0 ORPYKHOCTb HM BCEM .
NpUHAIIEKAIYIO.

ITocTpouth cHayaia BelleCTBEHHBII KPYT, Mepecekanliii OpTOroHAIbHO
TPH MaHHBIX U HAITH Te U3 KPYTOB I, KOTOPblE OPTOrOHAJIbHbI K IIOCTPOEH-
HOMY — IOCTpOeHMe He TpeOyeT noscHeHuii. B cavuae mapabo.amnyeckom
TPM JaHHbIe Kpyra NPOXOOAT uepe3 OIHV TOYKY I OTBETHBIMH Kpyramu
,sIIKaapl’’ z,, OYIYT Te, KOTOpble TaK/Ke 4Yepe3 Hee IPOXOAAT. Tarum
ob6pa3om Ha Oase mpocrpaHcTBa K, MBI DOCTPOWIN Apyroe ¢ ,,Toukamu’’
— Kpyrami NpPAMBIMH IYYKaMH KPYroB H ,,[IIOCKOCTAMH’’ —— CBA3KAMH
KpYyToB.

1lonyyenHsle HOMOrpaMMbl BeCbMa HHTEPeCHBl T. K. [JAOT ILIOCKHIt
9KBUBAJIEHT 1000 NMPOCTPAHCTBEHHOIl HOMOTPaMMbl, & CaMO OTOGpaKeHUe
JaeT HaM IiIockuit o6pas [I; B nmpocTpaHcTBe K, (pu 3T0M GECKOHEYHO —
yAalleHHasA TOYKa ABiAeTcA 00pas3oM Mojaioca MpPOoeKUui chepst).

BryTrpennne Touku cdepbl HMEIOT MHuMBE 00paspl. Mbl OBl MOIIHM 3a
ofpae3 NI0CKOCTH NPHHATH OKPYHHOCThH ee IepecedeHHA co cgepoit. Mol
NpefocTaBUM 3TO YUTaTedlo.. B HaweMm o0pase NMpOeKTHBHOI reoMeTpuu,
KOHEYHO, CIIpaBe[JINB IPUHLHUII IBOHCTBEHHOCTH .

Hame wu3norkeHue ananiIarMatmyeckoii Homorpaguu B NpOCTPaHCTBE
HACTOJILKO NPOXBHUHYTO AJA NMPAKTHYECKOr0 NPHMEHEHHH, YTO BO3HMKAeT

~ 5) 3mech UMEIOTCA B BUIY TOYKM, NIPAMbIE, INIOCKOCTH 0GINEro MoJIOKeHH A,
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HeoOXOXUMOCTh XOTA Obl BKpaTLle pPacCMOTpeTb BONpOC Ipeo0pa3oBaHHA
IIOCTPOEHHOr0 TPEXMEPHOro INPOCTPaHCTBA UHTepnperauun Ha 6asze K,,
BelllecTBeHHbIX HOMorpamm B I, u Bceii reomerpuu II;. JToit MHTEpHpeTa-
1ueil BHIABIEHA H3BECTHAA Iiy0OKasA CBA3b NMPOEKTHBHOl H KOH$OPMHOI
MeOnyCOBCKOIi reOMeTpHH.

Bopoc npeofpa3oBaHiA NPOCTPAHCTBEHHBIX HOMOTDAMM B CBA3H C aHall-
Jarmatnyeckoii Homorpadueit B K, MoskeT OBITH HCCIETOBAH JIHIIL IOCIE
KPaTKOro aHAJINTHYECKOro 0YepKa, K KOTOPOMY MbI ceifyac mepeiaem.

Bymem mas mpoctoTsl cyurtaTh, uto II; B3ATo B Buge E;.. Bosbmem
ypaBHeHne cfepbl B HEOJHOPOMHBIX MM OTHOPOXHBIX KOOPAHHATAX

4+t Et—nn=004 P+ 22—ttt =0 (1.14)

ITpumem ee Toury P (o; 0; r) 3a umeHTp crepeorpaduyeckoii NMpoexUuH
n roopauHatel npoekunn m (X; Y) tToukn chepot M (x; y; z) HA ITIOCKOCTD
XOY mnaiinyrea us ypasuenanda (1.14) u

X Y r

— =—= (1.15)
X y r-——z

Orcioga Haxogum oOmue (OPMYJIbl CTEPEOCKONMHYECKOIf MPOeKHUH Ipo-
crpaHcTBa Ha IUlockocTh XOY, rotopyo Mbl OyjgeM paccMaTpHBaTh Kak
INTOCKOCTh KOMILIEKCHOro nepeMeHHoro X + Yi = Z
. Ie I N r
X = , Y=", X4vi=
r—

r— r—2z

-~ (¢ +yi)

r—=z r—2

T = X, y= Y, atyi=""2 (X+Yi) (1.16)
r

IToncraBus B (1.14) Beipasenud giasa x 1y u3 (1. 16) [OJYy4YHM B YACTHOCTH
Qopmyinsl cTepeorpaguyeckoil IMpoeKLHH

X oy ,_ XY
Xrvire T Xeryvige X2 4+ Y2 412
r—z or? ) 2r2 7, ‘
= —_— Z l=— 1.17
r X2 4 Y2 412 Tty X2 4 Y2 42 ( )

BriBegem Tenepb (bOpMyJII:I IIOCTPOCHNA aHaJLIarMaTH4yeCrux H'OMOI'paMM
B INIOCKOCTH KOMILJIEKCHOI'O ITIEPEMEHHOTO Z.

VYpaBHeHue MoisApHOil Irockocty Touku P (xy, Y,, z;) NIpoCTpPaHCTBAHHOI
HOMOrpaMMel B E; ecTb

T 4+ Yy + 22 —1t =0 (1.18)

ITopcraBasaa B neByio yactb (1.18) Beipaskennda (1.16) gna x,y,z = z
r—z

U paspemias OTHOCHTEIBHO 2, MOJYYHM BHIpa:KeHUE IA 2 ‘H
' r
XX 4+ vy, Y —r? r—z r: —zr :
z=p R THT T 1 L (1.19)

XX +y,Y —zr r x1X +vy.Y —zr
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-HdnCTaBHB~TeHepb BHIDAKeHUA LI X,J i 2 n3 (1.16) u (1.19) B neny{o".'
gacTh (1.14) nocie npocTeX: NpeobpasoBanuii MONTyYnM ypaBHeHHe

(X o X, )2 3 (Y - rY, )2 — 1‘2(x12 + ¥.* + 2,2 —r?) (1 20) ’
r—z, r—2z, r—z,)? .

TeM caMblM IOJy4YeHbl (OPMYIBI i KOOPAMHAT LEHTpPa M pamuyca
OKPYKHOCTH, COOTBeTCTBYIoLieil Touke P (¥,; y,; z;) IPOCTPaHCTBA

f=—t, h=— e L Xy iz,
r—z, r—z; |r—2z,|
6 = £+ ih (1.21)
Jas peaibHOCTM MHTEpHpeTanuu HeoOGXOZMMO M JOCTATOYHO, YTOGHL
Zy+ r, 24y +z,2—r2zo (1.22)

Ilpu z; = r o6pasom OyaeM cunTaTh 0ECKOHEYHO YIAJIEHHYIO TOUKY KOH-
(dopMHOIi TITOCKOCTH Z.

N3 (1.21) BugHO, YTO BHYTPEHHUM TOYKaM cfepbl OTBEYAIOT MHUMBIE
OKPY#KHOCTH, HMellle OTHAKO BelleCTBEHHble LEHTPbI M OTPHIlATEJIbHbIE
KBaJpaThl PajuycoB, T. €. YNCTO-MHUMBIE paguycel. Mbl 6yaeM gomycKaThb
M 3TH MHUMBIE OKPYKHOCTH, XOTA NPAKTHYECKU MX BCEIJa, OUeHO, MOKHO
usbexarhb.

®opmyasl (1.21) Mo3BOIAIOT CTPOUTH HOMOTPAMMBI AHAJLIATMATIYECKOT0
IPOCTPAHCTBA, ' F€OMETPUI0 TI0Jb30BAHUA KOTOPBIMH MBI YiKe BCKPBLIN
paHbllie: NPAMOIl BBIpaBHUBaHUA OyleT OTBeYaTh HJLIMIITUYECKWii, rumep-
Gonmuyeckuit uiu napaboinyecKuit TYYOK OKRpYKHOCTei, OBITH MOIKET, -
YacThl0 MHUMOIO pajguyca, a IUIOCKOCTH — 3JJINITHYecCKas, runepboiu-
yeckas NIy napaboiuyeckas CBA3KH KPYroB Ha IIIOCKOCTH (cM. Bhime § 1).

ITocTpoeHnyio, TakuMm o6pa3om, HOMOrpaMmy B K, MOKHO NOIBEPrHyTH
Kpyrosomy npeoOpasoBanuio ¢ momomblo (1.1,) nau (1. 1,) ¢ nomocom

c
" C LIeHTPOM o M PaguycoM r,, cBa3aHHbX ¢ (1. 21) popmynamn

) - a .
z = — — (OTHOCUTEIbHO W NomTocoM byaer w = —|.Ilonxyunm oKpyHHOCTD
c

bc— ad E—}-i) bc—ad "
a c? c e 5
o=ty 3 , n=— . (1.23)
.c i . . oy
(c+—d~)(c+i)—r2 (a+i)(c+i)—r2 i

- C cC Cc C
- Ecan gannas OKpPYMKHOCTH He IPOXOAWIA uYepes IOMIOC z = — 4 0

s g

¥ npeofpasoBaHHas He NPOHAET Yepes IOIIOC W = 2 Ecan xe RaHHAA .

, c . :
' OKPY?#KHOCTh IIPOXOANJIA Yepe3 MOJI0C, TO HOJY4YUM NpPAMYIO, HAHECEHHYIO
14 1K OCH'HOA YIJIOM ‘ .




2 ¢ c

M TIPOXOINT Yepe3 TOUKY

d o
6, = 26 + — (1. 25)
¢
Ecan e nMeln He OKPYMHOCTb, a NPAMYI0 He IPOXOAAILYI0 Yepe3
d
TOUKY Z = -— —, TO TNOJIYYUM OKPY:KHOCTb NPOXOAALIYI0 4epe3 TOYKY
c
a e .
w = — . Ilycts Ha panHoii NpsAMoii B3ATH ABE TOYKH Z, M Z;, TO LEHTP
c

6, U paguyc r, OKpY/KHOCTH, COOTBeTCTBYIOICI 3T0ji nMpaAMoii Gyner

¢ bec —ad
a |’ c?
G = — + —
c d — d
5H+= L+=
¢ c
2 — 2y  Ey— Ty
bc— ad
a c?
rn=|6——\ = - . (1.26)
C d — d
‘ Zy +— Zy + =
c
Zv— %o Zi—Zs
»
d
Hakonen, ecann npaMas mpoXomuT yepes IOJIOC Z = — — , TO OHA IIpe-
P -
a
oGpasyeTcs B NpAMYIO, NPOXOALLYI0 Yepe3 HOJIC W = — . YFOI ¢, Ha-
¢

KiIOHA o06pa3a 1 yroi ¢ — HaKkIoHa opuruHaiaa K ocu 0 X cBs3aHbl ypaBHe-
HHeM
bc— ad

P = Arg ——— ¢ (1. 28)

It popmynsl nmoiayuyalorea m16o ¢ moMoumblo Toro akra, 4TO TOYKA
P (x,; y:; z,) nmeer cBoeii crepeorpaduueckoil mpoexuueii KaKk pas IEHTP
OKpYHOCTH Hn300paKkawoiueit Toury P(xy; y,; z;), 1160 ¢ NOMOWIBIO He-
NIOCPEICTBEHHbIX BBINOJHEHUH B MIOCKOCTH Z. AHOJOTMYHbIe (OPMYJIBI
A npeoGpaszosanua (1. 1,) MBI MOJIYYHM, €CIH. BCIOAY BHILE 3aMEHHM

a, b, c, duepes a, b, ¢, d a o, uepes .
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’
B aHantarmMaTudeckot HoMorpaguu nojiesHa TeopeMa, JIerko mnoaydaemMan

g a
u3 paBeHncrsa (1. 23), mocie nepeHeceHus B NEPBOM ~— BUEBO U MOWICHHOTO

a
6y ——
C | Ty
AeJeHNs BTOPOro HA NepBoe. — = H
- T
c + —.d—
C

Ho

- d d
c + — + ok OTcioga BHIHO, YTO PagNyCHl OTHOCATCA KaK
c
PaccTOAHMA COOTBETCTBYIOLIMX LIEHTPOB OT COOTBETCTBYIOLIMX ITOTIOCOB.
Jlerko BUAeTb, YTO W3IOKEHHAA HHTEPIPETALUA [POCTPAHCTBEHHBIX
HOMOrpaMM II03BOJIfeT BO3BPAIaThCA OT AHAIATMATHYECKHX HOMOIpaMM

K IPOCTPAHCTBEHHBIM HOMOrPaMMaM U3 BHIPABHEHHBIX TOYEK, T. K. POPMYIILl
(1 21) npu 3amaHHOM I AONMYCKAIOT OIHO3HAYHOE 06pamenne

|o|2 —r2p% —r? 2r2¢
Zl = I’ p ’ £y = ’
|oj* —r%p? - 1* |o]? —r2p? + r2
2
i - (1.29)

6|2 —r2p? 4+ r?
P

(DopMme npeobpasopanna (1.1) u (1.1,) BHIETAIOT WIECTHYICHHYIO
noarpynny 15-4jieHHO! rpynisl MPOCTPAHCTBEHHBIX aBTOMOPPHBIX KOTHHE-
anuit, coxpanaomux cpepy (1.14).

T. K. npu aBTOMOPQHBIX KoOJIMHeauus cepsl ee NMpAMOJIUHeliHble 06-
pasymoouiie U, U, FOJIKHHI NEPeXOANTh B TaKHe 3Ke, a C IPYroi CTOPOHHI
NJIA M3MEpPeHHA YriIoB Ha cfepe MeKAy JTIOOKMUM ABYMA HANpaBIeHHUAMHA
d, v d 5, NICXOTAWMUMH U3 OXHOMN TOYKH cPepbl MOHHO C IOMOLIBIO M30TPOMHKEIX
" IPAMBIX U, U U, HANIACATh POEKTUBHYIO opmy.ry Jlarepa

. ==—21—.1n (d . d; u, . uy) (1. 30)
1

TO OTCIO[IA BBHITEKAeT 3aMeYaTesIbHbIN GaKT, 4TO aBTOMOPPHBIE KOIIMHEAUNH
chepu ABIAIOTCA BMecTe C TeM ee KOHQOPMHBIMU Npeo6pa3soBaHMAMM.
IlockonbKy crepeorpaguyeckas MpoeKUUA COXPaHAET KOHPOPMHOCTb, TO
MeIy NlecTH4IeHHbIMH IpeoGpasoBanuamu (1. 1) u (1. 1,) u aBTOMOp —
¢upiME KonsuHeaumaMn ceput (1. 14) ycranasausaercA usoMopduam,
HKOTOPKLIM MEl BOCMOJIb3YeMA JIA NPeCTaBIeHHA NPOCTPAHCTBEHHOI IPynubl
aBTOMOpPQHHX KonauHeaunit cepn (1. 14), KoTopylo MH MIA yaoGcTBa
BO3bMeM B OHOPORHHIX KOOPXHHATAX. )

.90 Gyner, eciu ToIKOBATh { KaK BpeMs, a paguyc I cephl Kak cxopoch
cBeta ¢, o6man rpynna Jlopenna crenuamLHOM TEOPHH OTHOCHTEILHOCTH.

910 Gyner BMecTe C TeM noarpynna KOJLTMHEALMH MPOCTPAHCTBEHHOM
u(morpaumu.

“
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JTOMY COOTBETCTBYEeT B IIPOCTPaHCTBe cymec’rnonanne’ asToMopdHOMK

KOJuIMHeealwn, npeoOpasyiouieit napy BHEWIHHX (BHYTPEHHHX) TOYeK
B apy TAaKUX 7Ke, YTO CJIEeAyeT U3 TOro, YTO 3TAa rPyMNIa IeCTHYIeHHAA.

OnHako, BOMpOC MeHee MpOCT, yem KakercA. Ilapa okpyskHocreit B Ko
onpepneisAeT Ny4YOK M OPTOrOHAJIbHYI0 K NYYKY OKDY:KHOCTh, NpHYeM Ha
nocienHeli MoIyyaerca rpynna 4 Touex ¢ OnpeneieHHbBIM aHrapMOHHYECKUM
- OTHOILLUEHIIeM — HHBAPHAHTOM IIapbl OKPYHKHOCTERl OTHOCHTEIbHO I'PYNIHI
(1.1). Takum o6pa3oM, 1Be Nape OKPY#HOCTeH -omnpeneaaT mnpeobpaso-
BaHMe MU npeobpasosanusdA (1.1) (Hac He MHTepecyeT BO3MOKHOCTh IIpe-
o6pa3oBaTh 3aTeM OKpYKHOCTH B cebd, ubo y Hac B K, Toukoit aBiaAerca
OKPYHHOCTB) NPHU YCJIOBIAH PABEHCTBA X MHBAPHAHTOB (1 TPH NapPHl OKPYH-
HOCTe#l MOryT OBITh 3ajlaHbl, €CJIM IONAPHO PaBHBI MX 3TH MHBAPUAHTH).
9TO yKasbiBaeT M HA COOTBETCTBYIOLIME OrPpaHMYEHHA B IPOCTPAHCTBE,
cBA3aHHOE C TeM, YTO IlecTH4WIeHHaA rpynna Ju, mepeBoaAwmwas cfepy
(1.14) B cebA, ABIAETCA UHTPAH3UTHBHOM.

Ilaa Toro, 4To0bl 2 TOYKM MOMHO OBLIO aBTOMOpP(HOII KolauHeauuei
npobpa3oBaTb B [Be [Ipyrue HeoOXOAMMO M [OCTATOYHO, YTOOB 4 TOYKM
NONapHO MNPHHALJIEKAIN ONHOH M TOH e cHucTeMe -MHTPAaH3UTHBHOCTH.
Cama naHHaa cfepa oOpasyer O@HY M3 ceMeiicTBa NMOBEpXHOCTei#l BTOpOro
NOpAAKA, 00pa3yoIINX CHCTEMBI TOYEK HHTPAH3UTHBHOCTH OTHOCHTEJIBHO
HieCTUWIeHHOI rpynnei®) npeo6pasosannii chepot B ceds, T. €. OTHOCUTEIBHO
obuieit rpynnsl JlopeHua, reoMeTpuio KOTopoii 3a HEZOCTATKOM MeCTa MhI
N3yYMIH B HOMOrpa@uuyecKOM HampasiIeHun B 0coGolt crarbe, MOCBALICHHOM
npeo6pa3oBaHHAM aHAJOrMaTH4YecKoif HoMorpaduu.

CnenmaeM panbHelilide AHATUTHYECKUe 3aMa4aHHA OTHOCHTEIBHO Ipe-
obpasoBannii B I{,.

YpaBHeH1e
Azz+ Bz 4+ Cz+ D=0 (1.31)
WM i
% D (1.32)
Az + Az + C

rue A A1+Ale B, + B,i, C=C, + C,i, D =D, + D,i

ONpeNeIAeT, OUEBMAHO, XBOHHBIE DIEMEHTH JIMHEHAHOro KOHQOPMHOTO
npeo6pasoBanusa Broporo poxa (1.2).

Tlonryuaem
A, (@*+y?) + Bz _“Bzy + C1x> + Cyy + D, = i
A, (@4y") + By +Bx—Cy+ Cax+D, =0  (1.33)

Ecmm A = 0, vo B2 + B2 — C;® — C,;* = 0 umeeM ABOIHYIO TOUKY .
Ecim A + 0, To uMeem iBe pa3u4Hble WM XBE OCHOBHbIE IBOHHHIE TOUKH
UM COBCEM HeT ABOMHBIX TOYeK mpeoGpasosanus (ase OKPYHHOCTH (1. 33)
He UMeIOT O0IMX TOYeK U, 3HAYHT, T, J MHUMbIE). '

¢) Hazio uMeThb B BHIY, 4T0 pedb HAeT 0 NeHCTBUTENLHEX NpeobpasoBanuax. C Toux:
3peHMA KOMIVIEKCHON NpPOeKTHBHON reomeTpHd Takaa rpynna Gymer 12-unexHofi -
rpynno# npeo??aaonamm nepBoro poga (KOMMOHEHTA eIMHUIH, MO0 TEPMHUHAJOTHN
Teopuu rpynm JIn) u 12-yaeHHOro MHO¥KecTBa nMpeobpaaoBanui BTOpOro pona. -
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Ecan o6e 01%pymnocm (1.33) coBnamamT, nMeeM OKPYRHOCTb IBOIHBIX
‘ToyeK. I10 OyneT eciu, :

A, _By+Cy_Bi—GC_D,

Al Bl "‘}" Cl C2 I Bg Dl
re A 3HauYeHHe 3THX PABHBIX OTHOLIEHIIi.

— 9, @M)

9TH YCIOBHA MOTYT OBITH IepenucaHbl B opme

c_[BY, b_[D s

: A \a) a " \a KLty

Heoﬁxomﬁaocrb ux goraszana. IlokamkeM pmocrtarounHoctb. Haxomum,
npeanosnarag A; + O

A=A, (I+2), D=D,(l+ 1), ¢=2ULN)

11—
Vpasnenne (1. 31) npuMer BUJ, Mocie NPOCTHIX IPe0dpa3oBaHIil
., B [ B \—
A 2F +—2 2 ( \Z4+Dp, =0 (1.36)
14N 1+4+n
T. ©.
mzz-+nz+nz+e=0 (1.37)
TAe m u e — JIefCTBUTENBHE M M + 0, T. e. onpeneiAer OKPYHHOCTb,
3aBHCAINYI0 OT TpeX NapaMeTpoB. ITO — YypaBHEHHE ‘JeiicTBUTENbHON
n n.n—me
MIIM MHHMOI1 OKPYKHOCTH C IIEHTPOM B (_E{) N pajgnycoM V—mz—— .
Takum oGpazoM, npeodpasosaniue (1.1,)
PO <2 <L (1.38)
Az 4+ C
ITpu ycaoBuax (1.35) uMeeT OKPY;KHOCTH MABOMHBIX TOYEK € IEHTPOM
BC —AD

B "
B TOYKE 1—4— I C pagnycoM Az . 910 OKPYHHHOCTb C AEHCTBUTEIb-

HBIM MJIM YHCTO MHUMBIM B yeiaosuax (1.35) pagmycom (npu BC — AD = O
nosyyaeM TOYKY, HO 3TOT ciaydail uckmouaercdA).Msl uncto ¢opmMaizbHO
PacIpoCTPaHAM NOHATHE TOJCTAHOBKH UINNTHYECKON, TUIEPGOIIYecKoil,
napa6oMynCKoi 1 T0KCOXpOMIYecKoii Ha npeo6pasoBanus 2 pona.
ITockonbky rpynma mnoacranoBok (1.1) ecTh mieCTHYIEHHAA, MOMHO
napy OKpy:#kHocreil 0To0pasuTh Ha mapy ApYyTHX. '
- Mul monyuaem 6 ypaBHeHmii — jBe Tpoiikn ypasHenumii (1.23) ¢ 6 He-
d . ‘ .

a b.
W3BECTHEIMH — > — 5 — -

c c c

Oco0yio pons AJIA aHaIarMaTH4ecKoit Homorpaguu 1o ray6okoii cBA3U
€ TNPOCTPAHCTBEHHHIMM HOMOrpPaMMaMH M3 BHIDABHEHHBIX TOYEK MWIpaer
r — yHHUTapHoe npeoGpa3oBaHue. *
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r— yHIITaprIVI (r » 0) npeoGpa3oBaHneM NepBoOro WIK BTOPOro poga
Ha3bIBaeTCA JIHHeilHOe nmpeoGpasoBaHie, NPUBOOUMOe K popme

raw—>br: _  raw—br? ) .
= %bwar > T bw + ar ’ a=a,+ as, b=b1+b21 (1.39)
Ecan : ~
ad -+ b = £ . (1.40)

TO I — VHUTAPHOE npeoﬁpa3oBaHne Ha3bIBA€TCA HOPMHPOBAaHHBIM.

Jlerko mpoBepHuTb, YTO MNpeoOpasoBaHHE CONPAMKEHHOE I-yHUTApPHOMY
ecTh I-yHHTapHOe M 4YTO I -YHUTapHble IpeoGpa3oBaHHA MepBOro pona
00pa3yIoT ITpyIILy, a BTOPOro — HerT.

COBOKYIHOCTH BCeX I -YHUTApHBIX NpeoGpa3oBaHuii obpasyer obuyIo
r -yHUTaApHYIO TpYyIIy.

JIerrko npoBepuTh TaK#e, YTO HETO;KIECTBEHHOe I -yHHUTapHoOe Impeobpa-
30BaHHe IePBOro poja ecTh 3JLIHNTHYECKoe (IJIA JoKa3aTedbCTBa MOCTa-
TOYHO BBIYUC/INTH Tak Ha3biBaeMblii Koagduuuent IS)

JIBoiiHble TOURII I' -yHUTAPHOTO NPe0dpa30BaHIlA [IEPBOT0 poa CyTh

2 2 :
R E A s bltat (1.41)
OTKYA .
ZA.ZB = — 1‘2, —Z—A.ZB = — r2, (1 42)
Ecaun b = 0, t0 - :
z4 = o, zp = 0. (1.43)
Haszosem r -yHurapHoii mHBepcHeil, HHBEPCHIO OTHOCHTEJIbHO MHHMOIO
Kpyra (r — yHUTapHbIil KpyT) ' -
- ZZ = —1r , (1.44)

OueBigHO, 11002 ORPYHKHOCTD, IPOXOAALIAA Yepes M00yI0 Mapy B3auMHO -
NHBEPCHBIX OTHOCHUTEJIBHO [I-YHHTAapHOTO Kpyra TOYeK OpPTOrOHAaJIbHA
K I' -YHUTApPHOMY KpYTY.

HazoBeMm accouuMupoBaHHBIM KpPYroM HHBEpPCHH BellecTBeHHBL prr.
(acconnnpoBaHHBI I' — KPYT).

27 = r? | (1.45)

Teopema. JI1o6as okpymcHocmb, npoxodawas yepes al0byio napy e3aum-
HOUHEEPCHBIY MoYeK r-yHuUmapHol uHeepcul, nepecexaem Oua.uempa.fwuo
accoyuupoeaHHblil kpye. -

IleficTBUTENLHO, CTEIEHb HAYala KOOPAMHAT OTHOCHTENBHO ~ TaKOTO
Kpyra, O4eBHIHO OTpHUAaTe;ibHA U paBHa — r2. Ho, oueBumHO, TaKoBa ke
CTelleHb HAyajla OTHOCHUTEIbHO ACCOLUMPOBAHHOI0 Kpyra. 3HA4YMUT OHU
HMeT 061yIo XOpay, npoxonﬂmym yepe3 HAYaJI0, T. €. JUAMETP ACCOLM-
HPOBAHHOIrO Kpyra.

IIycTh z, M z,-JiBe TOYKM ILIOCKOCTH Z MHBEDCHbIE OTHOCHTEILHO I-yHH-
trapHoro kpyrd. Torma \

Zy By = —T% Z,Z) = —r? : $50:7 (1.46)
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CnenoBaTesibHO, COBOKYITHOCTh BCEX OKPY#KHOCTell IIIOCKOCTH, NepeceKa-
IOIIAX AMaMeTpPajbHO acCOLMMPOBAaHHHIN KpPyr o0pasyeT 3JJINNTHYECKYIO
CBABKY, MJIA KOTOpOIl acCOMMPOBAHHBIN KPYT CIYKUT 3KBATOPHAILHBIM -
Kpyrom.

OcHOBOe 3HaUeHHe 1A HAC NMeeT CIeNyomasn Teopema.

Heobxodumbilm u docmamouHulm ycaoguem 0.8 mozo, wmofvl obujee au-
HeliHoe npeo6pasosarHue naockocmu 6bl.10 I-JHUMAPHBIM, feagemci Mo,
4mo6ul 0HO Nepeeodu.10 r-yHUMAapHYIo UHEEPCUI0 8 I-YHUMAPHYI0 UHEePCUIo.
Jlokasxem 3TO

Ilpe:xxme Bcero 3ameTHM, 4TO Bcerga Mo;KHO ofmee npeobGpasoBaHue

aw +B
z=—", 3 — 1) 1.47
wrs’ 2PV - 4D
3amucats B opme
2 _ P 2
s arw -+ br . drz + br (1.48)
cw +dr cz—ar

Bcerna MokHO Temepb HOPMHPOBATh 3TO INpeoGpa3oBaHue JIBYMA CIIO-
cofaMu TaK, YTOOHI

ad — bc = r? (1.49)
9T0 MBI M OyJeM NpeanoaraTh.

IlonBeprueM Tenepn ABe B3aMMHOOOpasHBle TOYKM Z; M Z, NpeoGpa3oBa-
Hu1o (1.48,). OHN nepeiinyT B cllenylone TOUKA W, ¥ W,:

; R 2 P 2
0y = drz, + br e drzy,+br (1.50)
¢z, —ar cz,— ar :
nprYeM TOIHHE UMETh .
ww, = — r?, (1.51)
T. €.
-—er1+ br*.—;ilrzz—tbr:__rz' (152)
cz,—ar €z,—ar
Ipunuman Bo Baumanue (1.46) orciona nomyunm
—dz, + br —¢zy +ar B r? +aznr { ks
, cz,—ar  —dzg+ br  dry + bz,r (=)
13 aT0r0 TOMKIECTBA OTHOCHTENILHO Z; HAXOTUM
O Je e SR I (1.54)
; ‘ar ecrt  br drt '
M ; : '
d b c a :
ot s . R el . Sy 1.55
c c b d 5 : NS ( )

9T0 — Heo6XOIuMOe 1 JOCTATOYHHIE YCIAOBHUA I' ~-yHATAPHOCTH nopmnpoaan-
ﬂoﬁ noncTanoBrH (1.48). ;
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Orciona _ B _ L . :
a=uypd, b=—pc, c=—pb, d=pa (1.56)

CilemoBaTeIbHO, L
ad — bc = p2 (ad — bc) (1.57)
T. €.
=71, p=eg= 41 ~(1.58)
SHAYUT L B : _ _
a=-¢cd, b=—c¢cc, c=—c¢cb, d=ca ~ (1.59)

Torma (1.48) npumer Bun
raw — ecr?

z=————, Vv=c(a@+4cc) = cr? (1.60)
cw + =ar
OTcioga BHIHO, YTO ¢ = — 1 HEBO3MOKHO, T. K. IIPOTHBOPEYNT YCIOBHIO
(1.49) n nmeem
raw —cr?
z2=— , (1.61)
cw + ar .

T. €. MOJIy4UM HOPMUPOBAHHYIO I' - VHUTApHYI0 nmoxcranoBry (1.39), ecan
BMecTO ¢ HammcaTb b.
ITpocTbie U BaKHBIE IPUMEPHL I~YHUTAPHBIX OACTAHOBOK 3TO
2
r=w, z=—— (1.62)
w !

Teopema. Jluneiioe npeobpazosanue, nepegodaujee r-yHUMAapHyw o-
KpymcHocmb 6 ceba ecmb r-yHumapHoe npeobpasosarue.

Hoxasareascrso. T. k. auseiinoe mpeoGpasoBanue nepenonm TOYKH,
B3aMMHOOOpATHEIE OTHOCUTEIBHO Kpyra, B Takue je, a mpeobpasoBaHue,
o6Irajaoniee 3TUM CBOCTBOM €CTh I' -yHUTapHOe, TO KaK Mbl yiKe T0Ka3ali,
TeopeMa 0Ka3aHa.

Hak m mpenmpiaymas TeopeMa, 3Ta TeopeMa [laeT BHYTPEHHIOIO Xapak-
TEPUCTUKY I' - YHUTApHOro npeobpasoBaHus.

MosiHO 3Toii TeopeMe aTh M HEHOCPeNCTBeHHOe aHAJIMTHYECKOE NOKa3a-
TeJIBbCTBO.

IlycTh OKpPY:KHOCTb MMeeT ueHTp B TOYKE Z, H PajuyC ee paBeH Io, Ie
r>o.

Ecnn cnenats 3ameny z = z, + G, To moayunm popmyny mnpeoGpaso-
BaHus B ce0A 3TOro Kpyra, CoepsKallylo napamerp z,, KOTOPYI0 MBI Ha30-
BeM O00OOIEHHBIM I - YHUTAPHBIM I1peoGpa3oBaHMEM, COOTBETCTBYIOWNM
I - YHUTApHOMY KPYTY C UEHTPOM B Z,. JlIA 9TOTO Kpyra Takie AMeeTcA
acCOLUMMPOBAHHBII BeMEeCTBEHHBI KpPYT.

VI3 M310/KEHHOTO - BHITEKaeT NpocToli crnocod NMOCTPOEHHA OKPYHKHOCTH,
OpTOroHaNbHOH K MHMMOH. [1JIA 3TOro HOCTATOYHO MOCTPOUTE OKPYKHOCTD,
IepeceKaoIyl0 IUaMeTPaJIbHO JeHCTBUTEILHYI0 OKPYHKHOCTb C TeM e
LEHTPOM, aCCOIMNPOBAHHYIO C NAaHHOM.

Otciona BBEITEKaeT pellleHHe 3aJayu INOCTPOCHHA OKPYKHOCTH IHepece- .
Kaloumeil OpPTOrOHAJIbHO [Be€ NaHHHE (HAeHdcTBUTENbHbIE, MHHUMEIE, onna —
nelicTBUTENILHAA M OTHA MHUMAA )OKPYHHOCTH.



/

Otciona cienyer, 4To, HAPUMeEp, 1A MOCTPOEHUs OKPYHHOCTH (Bceraa
BelleCTBEHHOI) OPTOTOHANBHON K IBYM MHHMBIM OKPYHHOCTAM JOCTATOYHO -
ONnKCcaTh OKPYHHOCTh BOKPYT PaBHOOOYHOI Tpaneuun, BepuIHAMH KOTOPOii
CIIY#KaT KOHIIBI IMAMETPOB MX aCCOLMHPOBAHHBIX OKPY:KHOCTeil, IepneH-
OMKYIAPHBIX K JHHUM 1eHTpoB. [locTpoeHHada OKpYHHOCTH IepeceKaer
BEIIECTBEHHYIO JIMHMIO LIEHTPOB [BYX [aHHBIX MHHUMBIX KPYroB B [BYX
BEIECTBEHHBIX TOYKAaX, TapMOHHMYECKHU HeNALINX IBe Mapbl KOMIJIEKCHO
CONPAKEHHBIX TOYEK MepeceYyeHHdA JAHHBIX MHHMBIX OKPYKHOCTEl ¢ HMX
auHueil HeHTpoB. JI106aA OKPYKHOCTb MyYKA OKPYHHOCTEIl, ONpeeaseMoro
9TUMM [BYMA TOYKaMu OyJgeT OpPTOroHalbHA K ABYM IAHHBIM MHIMbBIM
OKDYHOCTAM, JMHHUA LEHTPOB KOTOPHIX CIYHHT HX PagMKalIbHONl 0CHIO
IJA IoCcTpoeHusA rumnepbosmnyeckoro nydka. Kpyr, omucaHHblil u3 j11060ii
TOYKM PafMKalbHOM OCH DAagMycoM, PaBHBIM IJMHEe KacaTelIbHOM, mpo-
Be[IEHHOM U3 B3ATOI TOYKM PafMKaJIbHOIl OCH K OTHOMY M3 KPYrOB rumep-
GonnyecKoro mny4yka, GyaeT OpPTOroHalleH KO BCeM OKRPYH{HOCTAM 3TOrO
nyuyka. Ho nma Todek paguKaiIbHOIl OCH, JTeKAMNX MeKIY IBYMA HeHTPaMu
ABYX MHHMMBIX KDYIOB, 3T OKPYAKHOCTH CTAHOBATCA MHHMBIMH H IIOTOMY
CTPOATCA MX ACCOUMHUPOBAHHBIE OKPYKHOCTH, KOTOpBIE TOIKHBI, B CHIY
U3JI0KeHHOT0 BHIlE, IEePeceKaTbCA IHAMETPATBHO BCEMIl OKPYKHOCTIMHI
runep6oanyecKoro nyyka. JloctaTo4Ho MoCTPOUTH OKPY/KHOCTh (C LEHTPOM
— MEMAY YKa3aHHBIMM ABYMA TOYKAMH) TaK, YTOObI OHA IHAMETPAIbHO
nepeceKkanach OJHON KaKOMHMOYDb H3 OKPYHKHOCTEeil THIIEPOOJIHYECCKOro
IyyYyKa ([peae BCero Toif, KOTOPOIl HEHTP TOMe JIeHUT Ha PAIHKaIbHOI 0CH
B CepellHe JIMHUM LUEHTPOB ABYX AAHHBIX MHHMBIX OKPYKHOCTE), 4TOOBI
OHA [MAMETPAJLHO jKe MepeceKaJach U TI000H APYroit OKPYKHOCTHIO
nyuka. JlokasaTeabCTBO BhITeKaeT u3 ciaenyiomero. Ecan A u B — uenTpsl
NBYX JNaHHBIX MHUMBIX OKpY#HocTeit, M — mi06asd TouyKa MeKIy HUMH,
ABJIAIIIAACA IIEHTPOM HEKOTOPOro MHHMOIO Kpyra, OpPTOTOHAIbHOrO
K runep6oIngecKoMy MyyYKy, WJIH 4TO TO K€ — LEHTPOM aCCOLMHPOBAHHOTO
C HUM BelleCTBEHHOr0 Kpyra, C/IeIoBaTe/ILHO NepeceKaeMoro THaMeTpaibHo
OKpYKHOCTAMH runep6oinyeckoro myuyka, 1 0 — HEHTP KaKoro HuGyIb
Kpyra runep6oiauyeckoro nydka (kpyr O). CoemmHUM OTp:3KOM HpPAMON
OCM wu yepe3 M neprneHIuKyIApHO K OM mpoBeeM XOpAY B OKPYHKHOCTH
0, xotopas BCTpeyaeT 3Ty OKPYHHOCTb B To4Kax P u Q tak uto 0 = 0Q
= A. Torna A He 3aBucuT oT Buaa kpyra O, T. K. B Kpyre O uMeeM cOOT-

Homenpe A* = AM.MB n » = VAM .MB. OKpy#HHOCTb C HEHTPOM
‘B M u paguyca A Oymer NHO3TOMY JMaMeTPAIbHO NepeceKaTbecA I060i
OKPYKHOCTBIO THIep60JIMYeCKOro Iyyka,T. K. [0 NpPUYHHE IIOCTOAHCTBA
A Bce paBHOyfajieHHble oT M Toyku P M (, NOCTPOEHHBIE A Ka:KAOro
‘kpyra O u3 runepGonuyeckoro my4ka OYIyT JeskaThb Ha OXHON U TOM e
OKDYHHOCTU pafuyca A ¢ ueHtpom B M, npuuem PM = MQ).

Muo:#@CTBO IPYTUX NMOCTPOEHMIT C MHMMBIMH 1 BEILECTBEHHBIMI KPyraMu,
HYKHBIX JIJIA aHQJUIarMaTH4ecKoii Homorpaguu, MBI He paccMaTpPUBAIIH
3M1eCh. - = :

Cnenaem ynurapHoe npeo6pasoBanue (1.39) Hajx r -yHUTapHBIM U r-acco-
nurpoBaHHbiMH Kpyramu (1.44) u (1.45) u mocMOTpHUM KaK OHM Ipeo6-
pasyiorca. O6venundasn (1.45) u (1.46) o6meit popmyoit '

ZT=crt. - (1:63)
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MOJIY YiM
raw — br* raw — br?
bw +ar  bw + ar

HJIM T10CJIe YIPOLIEHUit

:s[‘z (1.64)

r? (aa — ¢ bb) ww — (I+<) abr®w — (1+¢) abr® w+
+ (bb — e aa)rt = 0. (1.63)
Ilpu ¢ = —1 noayuum
ww = — r? (1.65)
T. €. I -YHUTapHbIA KPYT NHBEPCHM, KAK U CIeI0BAlI0 O}KMAATh, NEPEXOTUT

B ce0s NP I - YHUTAPHOI UHBEPCUH. ITO, eI YTOTHO, KPYT HEellOIBHHKHBIX
TOYEeK I' - YHUTAPHOTr0 Npeobpa3oBaHuA BTOPOro poxa

A, b (1.66)

'4TO YyKasblBaeT HA pe3Koe OTJauuMe IpeofpasoBaHuii BTOpOro poga oOT
1epBOro, rae GbITIO JUIIb ABE IBOWHBIE TOUKH.

Bepuemca k ypaBuennio (1.635) npu ¢ = + 1.
r? (aa — bb) ww — 2 abr3w — 2 abr*w + (bb — aa) r* = 0. (1.67)

- IToayuyuiin ORpPYHKHOCTB, B KOTOPYIO Ipeo0pa3syeTcA acCOLMHPOBAHHBINA
KpyT (1.45), KoTopBIii, CIIeI0BATEIbHO, HE COXPAHACTCA NPH I' - YHUPATHOM
npeo6pa3oBaHUH.

OnHako, HaiigeM ToYky nepeceyeHud 3Toro Kpyra (1.67) c HOBBIM Kpyrom
accolMNPOBAaHHBIM TI0 OTHOIIEHMI0O K Kpyry (1.635), T. e: mo oTHouEHHIO
K HeNHBAapHUAHTHOMY KpYTY. '

1

ww = r2 (1.68)
Pewas copmectHo ypaBHenus (1.67) u (1.68) merko nHaiitu
- e 420 | (1.69) -
ab

T. €. II0JIyYaeM [Be IMaMeTPaIbHO POTHBOMOJIOKHBE TOYKM Kpyra (1.68),
KOTOPBHIil Telmepb UrpaeT pojb 3KBATOPUAIBLHOTO KPyra, COOTBETCTBYIOLIEIH
AU THYECKON CBA3KH KPYIoB.

Bosbmem Temepp r -yHuTapHoe mnpeoGpa3soBanue BTOporo poaa (1.39)

Ero nBoiiHble 3716 MEHTHI CYTh PellleHUA YPaBHEHUA

7o raz—br | 1.70)
bz + ar ( ; )

UIIn L B
bzz + arz — arz 4 bz2 = .0 B (1.71)

Yro6bl cmemarh KO(PPUIMEHTH! NPU Z M Z CONPSHMKEHHBIMH COIJIACHO
(1. 37), npuuuIock Gl ele YMHOMKUTH HA HOPMUPYIOIUI MHOMUTEND
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IMonyuyum ypaBHenne Buaa (1.31). 3necn

A=b,B=ar, C=—ar, D = br? (1.72)
Briuncanewm, npexnosoras, uto b + 0
C_ar B a B\ ar D b, D)__b_2
v g 1l (T)‘T’ Z =3 (7)-3 am
_ Ilpusenem ycioBusa (1.33). meem
ar ar b b
—_—— = — 1_74 i —r2=—=r2 1.75
53 (1.74) 3 > (1.75)
HIIH
a a D b
O .. 1.74"), —_ == 1.75'
e ( ) 3 =3 ( )

Ecan b = 0, To (1.71) HeMenIeHHO JaeT NPAMYIO ABOMHBEIX TOYeK (KpyT -
GeckoHeyHOro paguyca)
az — az = 0. (1.76)

ITycts Teneps b + 0. Ilpu uccaemoBanun (1.74') u (1.75") pasnauyaem
ABA Ciayuas:

l.a =0.Torma b + b = —¢b (B meiicTBUTENbHOE MIJIM YNCTOMHMMOE),
rope e = + 1

Vpasnenne (1.71) npuaumaer Bug

— ebzz -+ br2=o
HIIH
7z = er? (1.77)

T. €. IpH ¢ = - I uMeeM BelleCTBEHHbIl KPYr NBOMHBIX TOYeK (He IPOCTO
HIBOHON Kpyr), a npu ¢ = —I uMeeM MHUMBI IBOHHON Kpyr, nmpuyuem

nepBHH# acCOMUPOBAH MOCIeTHEMY.

Jlerko HenocpeacTBeHHO yGequWTbCA, YTO NIpH npeoﬁpaaonamm (1.70)
B paccMatpuBaeMoM cayyae 1. kpyr (1.77) nepexonut caM B ce6s. 2. a + 0.

Torpa ua (1.74) umeem b = — b (b -uuCTOMHMMOE) M ABTOMATUYECKHU
yRoBieTBopsieTcA BTopoe ypanenue (1.75"). 11 Torpa ypasmenne (1.71)
IpUMeET BHJ ' )

—  a - a
2z +—E-\rz —Trz-—r2=0 (1.78)
a
¥ onpefelAeT OKPY:KHOCTh [BOMHBIX TOYEK C LEHTPOM B TOYKe 5 ' pa-

nnyca

_E_____al——a,l a;,-i-la1 —aa b’+a1+a,

.. .Bo Bcéx ocTanbHHEIX cIyYaAX uMeeM JBe nencmmenbnue UJIM JBe MHUMEIE
. TOYKM.




Herpynno aTo noxTBepauth npaAMoii BHIKIAIKOIM.
Vpasuenne (1.71) pacnagaerca Ha 1Ba

by (x*+y®) + byr* =0 :
b, (x24y%) — 2 a,xr — 2a,yr — byr2 =0 (1.80)

Ecan a = 0, To nonyyaeM Kpyr auumb b, = 0, T. e. korna b = —b, nubo
npu b, = 0, T. e. npu b = b. Ito Haw cayyaii 1.
Ecmn a + 0, To o6sa3areasHo b, = 0, T. e. onate b = —b cayyait gucro

MHuMOro b (u Kpyr nmaerca onuum BTOphiM ypaBHennem (1.80), xoropoe
MOJKHO Iepenucarhb Tak, eciau b, +0) ecaim npu by =0u b, =0 Hoa +0,
TO ¥IMeeM NPAMYIO IBOIHBIX TOYEK, KOTOPYIO MBI YH€ YKa3all PaBeHCTBOM

(1.76). v
a2 2 al 2 5 b22 + a12 + a22
xr — —r — —=r| =r 1.81).
=)+l —37) b (80
Ortciona KoopanHaTH LeHTpa i paguyc R 6yayT B coraacuu ¢ (1.79)
_ 4 _ 4 —rlfaltattas 1.82
g—_b2r, h_bzr, R—rV e ( )
ITycts Teneps b; + 0. Torpa (1.80) npumer Bug
x2 + yz Y &
by (@ + y?) — 2 ay xr — 2 ayyr — b,rt = 0. (1.83)

_ B takom cl1yuyae HE UMe€eM OKDPYHHOCTU U HEeT HefCTBATEJIbHBIX NBOWHBIX
TOYEH.

MHuMBbIe ;Ke. JBOIHbBIE TOYKH NPUHAJIIEHKAT BCe TOMY jKe I' - YHUTAPHOMY
kpyry (1.83) nanu (1.44) u BelecTBEeHHOU NPAMOIA

ast + &y + byr = 0 © o (1.84)
W L _

az—az+ (b—>bdr=0 » (1.85)

i az + br = az + br. ©(1.85")

Nrak, umeercA 1Be KOMIIEKCHO CONpPAKEHHBle TOYKH IlepecedyeHus
npsamoii (1. 84) u oxkpyxnoctu-(1.83) uiu, uro Toxe camoe, npamoit (1.85)
M okpymHocTH (1.44).

Ionyuaem
s — =2ed Va12+ e LA (1.86)
Ouciona monyyaem
A,B — ——alb!ﬂ:azi vdli +aag + b.a
! - aa |
e =S Yz%‘a et ., (1.87)
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Camo co6oii pasymeercs, 4TO NpPaKTHYeCKad peaau3alusd MHOTOMEPHBIX
HOMOI'PaMM, C O[THO# CTOPOHBI, NOTpedyeT pa3paGoTKH TeX HHBIX MOCTPOEHM I
B IUIOCKOCTH € MCIIOJIb30BAHMEM TEODHH 3JIeMEeHTapPHBIX reoMeTpHYecKUX
MOCTPOeHNii M HayepTaTeJlbHO reoMeTpuu, B IIMPOKOM CMBICIE, C MCIOb-
3oBaHueM ufeit u3 nukaorpadguu dunaepa nu Pegoposa.

Ho eme B Gonbwoii creneHn 3@@eKTHBHOCTH MHOrOMepHOil HoOMoOrpa-
¢uu cBA3AHA C OCYLIECTBJIEHHEM CCOTBETCTBYMOIINX MHOFOMEPHBIM HOMO-
rpaMmMaM — HOMOIPaMM-IpHOOPOB, Kak HOMOTPa(UYECKI CHHTE3MPYeMbIX
BHIYHCIIMTEIBHBIX YCTPOMCTB, KOTOPbIE, XOTA H HMEIT B CBOEIi OTIaIeHHOI
OCHOBe CTaphble ILIOCKHE HOMOTPaMMbI H3 BHIpaBHEHHBIX Touek 1'Okaus,
HO IPAKTUYECKH OT/IMYAIOTCA OT HHX 3HAYHTETbHOIl CIIOHHOCTHIO MPOCTPAH-
CTBEHHOT0 MeXaHN3Ma, IPU MOCTPOEHH K KOTOPOT0, KAK MBI BIIEIH, HCHO. b~
3yI0TCA BecbMa aGCTPAKTHbIe CBOIICTBA MHOIOMEDHBIX T€OMETpPHii, KOTOpbIe
paHee Ka3alnCh COBEPILEHHO YIAIeHHBIMH OT BCAKOIl HEIOCPEICTBEHHOI
IPaKTHKHU.

Taxknum odpasom, MHOromepHada HoMorpagua — W Jamke B MHIIMOM npo-
cTpaHcTBe (MHUMaA Homorpagua) B OyKBalbHOM, HO He B IIePEHOCHOM
CMBICTIE CJIOBA, (KAaK 9TO BUAHO U3 IPENBIAYIero), NoCTPOeHHAA B KOHEYHOM
cyere Ha 0ase BeLIECTBEHHOro mnpocTpaHcTBa [I; I ero KOHKPeTHOM
mopeinu E;. -He MpocTo reomerpuyeckuii A3blk, a 00.1acTb MHOroobeularo-
IIMX TEOPeTHYECKNX M MPAKTUYECKHX HCCiIefoBaHUil MMelleil MHOKECTBO
6oJjiee MM MeHee riIyGOKUX CBsA3eil ¢ pa3IMYHBIMHU OTIeJaMH MaTeMaTHKH,
B TOM YHCJIe CO CHelHAJbHOIl Teopneil OTHOCUTEIbHOCTH I HeeBKIHIOBBIMHU
reoMeTpUAMU.
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Zaklady analagmatickej nomografie

I. A. VILNER, P. GALAJDA
Resumé

V praci sa autori zaoberaju obecnymi geometrickymi zakladmi ana'agmatickej
nomografie. VySetruji nomogramy vo viacrozmernom priestore a k tomuto rozboru
pouZivaju teériu grup a topoldégie. Pomocou tejto tedrie davaju nomografii zaklad
pre vSetky mozné interptetacie.

Urcuju vzajomnu suvislost analagmatickej nomografie s nomografiou v troj-
rozmernom projektivhom priestore a dostavaju rovinné obrazy prislu§nych prie-
storovych nomogramov. Sleduju obecnu ideu zovieobecnej nomografie I. A. Vilnera
a tesne ju spajaju s jej zodpovedajucou geometriou a grupou transformacii. Takyto
spdsob zbliZzenia nomografie s geometriou, ako je ukazany v praci, doteraz v nomo-
grafii nebol.

Grundlagen der analagmatischen Nomographie

I. A. VILNER, P. GALAJDA
Zusammenfassung

In dieser Arbeit behandeln die Autoren die allgemeinen geometrischen Grundlagen
analagmatischer Nomographie. Sie untersuchen Nomogramme im mahrdimensiona-
len Raum und zu dieser Analyse benutzen sie die Gruppentheorie und Topologie.
Mit Hilfe dieser Theorie geben sie der Nomographie den Grund fiir alle moglichen
Interpretationen.

Sie zeigen den gegenseitigen Zusammenhang analagmatischer Nomographie zu der
Nomographie im dreidimensionalen Raum und erhalten Abbildungen der entspre-
chenden Raumnomogramme in der Ebene. Sie folgen dem allgemeinen Grundge-
danken der verallgemeinerten Nomographie von I. A. Vilner und sie verbinden
erng mit ihrer entsprechenden Geometrie und Transformationsgruppe. Eine solche
Annidherung der Nomographie mit der Geometrie, wie in der Arbeit gezeigt wurde,

war bisher in der Nomographie noch nicht erschienen. . -
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XV, 1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UHIVERSI'I'A'I'lS COMENIANAE
MATHEMATICA XV - 1967 '

O rieSeni integrilnych rovnic ortogondlnymi radmi

J. SAJDA

1.

Budeme sa zaoberat problematikou rieSenia homogénnej Fredholmovej
integralnej rovnice ' .

o(x) = fo.(x, i) ¢ (1)dt, (1.1)

pri¢om budeme predpokladat, Ze jadro K (z,!) je realna funkcia definovana
a kvadraticky integrovatefna v oblasti D = (a, b) x (a, b) a A je jeho vlastna
hodnota. Dalej budeme prepokladat, Ze rieSenia ¢ rovnice (1.1) st funkcia-
mi z priestoru L, (a, b) = L,, pritom pojem integralu budeme pouzivat
v Lebesgueovom zmysle. Pritom poznamenavame, %e pod funkciou f e L,
budeme rozumiet Tubovolny prvok z triedy funkcii ekvivalentnych s funk-
ciou. f. Preto pri dvoch funkciach f ¢ L,, g < Ly budeme pisat [ = g vtedy
a len vtedy, ked f sa li$i od ¢ nanajvy$ na mnozine nulovej miery.

Dalej poznamenajme, Ze z Fubiniho vety ([2], str. 379) o rovnosti dvojného
a dvojnasobného integralu po pouziti Schwarz-Buiiakovského nerovnosti
dostaneme, ze pre kazdu f ¢ L, tak '

(K, Ofibdt e L, ako aj | K(@bf@)dz < L.

Nech A je dana vlastna hodnota jadra K(r,!) rangu m. Nech integi'é.lna
rovnica

\ )
$(@) = M K(t) y(bhat, , - (1.2)
adjungovana k rovnici (1.1), ma pri vlastnej hodmote A bazu rieseni :
‘ Yomr(®)s  Yomia(®)s .- dol)- (1.3)
Oznaéme symbolom S systém realnych funkcii

i@, 0, ..., fa@), ... (1.4)
s tymito vlastnostami: - L rgsurl ' =
1.fo@eLy, n=13, ...
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2. [, tvoria linearne nezavisly systém,
3. neexistuje linearna kombinacia

N
2 Cpfa(x), N <o
n=1
ktora by bola riesenim rovnice (1.1),
4. systém (1.4) je uplny v priestore L,([1], str. 58).

Definujme zobrazenie g systému S ¢ L, do L, vzorcom

o) = 90 = [(® — 2 [ K@OLOd n = 1,2 ... (1.5)

Systém funkeii
(@), 922); . -5 Gn(®), ... (1.6)
ktory oznac¢ime symbolom T, m4 tieto zrejmé vlastnosti:
l.gpu(@)eLy,n=1,2, ...
2. gn(x) s linearne nezavislé, ¢o vyplyva z tretej vliastnosti systému (1.4).

Lema 1.1. Nech g,(x) ¢ T a F(x) = L,. Pre skaldrny suéin

[ @F@dr = g, F)

plati
(g,,,F):O,n=1,2,

‘vtedy a len viedy, ked F (x) je rieSenim adjungovanej rovnice (1.2).

Dékaz. Ak na definiciu (1.35) pouZijeme Fubiniho vetu na zdmenu poradia
integracie, dostaneme rovnost

b b
(gn: F) = jfn(t) [F(i) _ 7‘.,'. K(.t, l)F(.l‘)dJL’]dl, n=12.
z ktorej je spravnost tvrdenia s ohfadom na uplnost systému (1.4) v L,
zrejma.
Lemma 1. 2. Systém T doplneny funkciami (1.3), . j. systém
qf—m:}l(x), ¢—m+2(x); . v ey ‘I’o(x)’ gl(:l:)’ 92(‘t), LEALE ] gn(x)’ LU (1 '7)

ktory oznacime symbolom R, je v priestore L, 1iplny.

- Dékaz. Nech ¢ = L,. Ozna¢me Tubovolny prvok systému R symbolom
r(x). Mame dokazaft, 2e zo vztahu (r, g) = 0 vyplyva g = 0. Podla lemmy
1.1prer =gn,n=1,2, ... vztah g = 0 sa splni len vtedy, ked

9(x) =1fl Ci—myi(T), , (1.8)

kde C; st Tubovolné konstatnty a ¢_n.i(x) su prvky bazy (1.3).

Staci preto vySetrit hodnotu skalarneho sudinu (r, g) pre r = ¢—m+/.,
k=1,2,...,magdané vzorcom (1.8).
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Nech plati
m
(l‘, g) = (4’—m+k, ) Ci ‘p—m+i (J?)) = 0, 1<k<m
i=1

Potom z tejto podmienky dostaneme pre Cihomogénny linearny algebraicky
systém

S Ci (Yomprr bomid)) = 0, 1<k <m (1.9)
i=1 .

pre determinant ktorého musi platit vztah

(@—m+1, “P—m+1) (‘l’-—m+1’ ‘P—mi-z), AL (‘-l»'—mf-l: ‘«Po)
(Y—my2> 4»—m+1) (¢—m+z, Yomi2), - (¢—m+z, %) —0

.........

(%: "P—m-{—l): (“I“O' “I"—m+2); ve ey (%’ 4‘0)

Avsak to je Gramov determinant od funkcii bazy (1.3), ktoré su linearne
nezivislé, a preto sa ich Gramov determinant nemdze rovnat nule. Ma
preto algebraicky systém (1.9) len nulové rieSenie C; = 0, i = 1, 2,.

m, z ¢oho vzhladom na (1.8) vyplyva, Ze ¢ = 0, a teda systém R jev pne-
store L, uplny, ¢im je lemma dokazana.

Lemma 1. 3. Systém R je linedrne nezdvisly.

Déokaz. Nech plati opak, t.j. nech existuju konstanty P;, Q;, nie vSetky
rovné nule, také, ze pre vhodné n plati

S Pdi@) — £ Qi) = 0. (1.10)
i=—m-1 j=1
Potom plati aj ro‘vnost
Z Pi(gs, 4) = ZQJ(gS’ 9i), 9seT. (1.11)
i=—m-1 _

Avsak podla lemmy 1.1 je
(gs) ¢i)=O,S=1,2, » %
takze rovnost (1.11) sa redukuje na
.EQf(gs, 9)=0,s=12 ... (1.12)
j=1

Tento vztah predstavuje pre Q; homogénny algebraicky systém linearny,
ktorého determinant je Gramov determinat od prvych n funkcii systému
T. Systém T je vsak linearne nezév1sly a preto algebraicky systém (1.12)
ma len nulové rieSenie Q; = 0, j = 1, 2, ..., n. V dosledku toho podmienka
(1.10) sa redukuje na vzfah
- - o :
Z Pui(x) =0,

¢o vzhiadom na linearnu nezavislost funkeii (1 .3).znamena, ze tiez P; =0,
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—m+41 < i < 0. To je viak v rozpore s predpokladom, %e nie vietky
P;, Q; st rovné nule, ¢im je lemma dokézana.

' Systém R ma teda tieto vlastnosti:

1. pre kazdé r < R plati: r ¢ L,,
2. Je uplny v priestore L,,
3. je linearne nezavisly.

Prva a tretia vlastnost systému R umoZiuji zobrazit tento systém na
ortonormalny systém

F_m+1(1,‘), F_n,+2($), e s o0y Fo(x), Fl(x), Fa(x), “ ey Fn(.l‘), o (1 . 13)
pomocou Schmidtovej ortogonalizaénej metody ([1], str. 77) podla vzorca
z am%(x), _m+1 0
i=—m
Fo) = G (1.14)
2 anidi(x) + 2 a,.,g,(x) n>1
ci=—m+1

kde koeficienty a,; si vybrané tak, aby
0,n #
(Fa, Fy = {070
y It == P
Poznamenajme, Ze F, (x), n < 0, ako linearne kombinacie prvkov bazy
(1.3) su rieSeniami adjungovanej rovnice (1.2).
Lemma 1.4. Pre ortonormalizacné koeficienty an; vo vzorci (1.14) plati
aGi=0,n=12,...;i=—m+1, —m+2, ...,0
Dékaz: Z podmienok ortogonality
(Fn, F—m+1) = (Fn, F——m+2) = e = (Fn, Fo) = 0.
funkcie F, (x) s indexom n > 1 a funkcii F), s indexom p < 0 definovanych
vzorcom (1.14) dostavame

0—(Fn; Fp)‘-( z+am¢'1+ E Anigi , Fp)-—( Z Qnidi, Fp)

i=—m+41

-alebo

0
2 (@niYi, Fp) =0, n>1; —m+4-1=p<0 (1.15)
=—m+1

pricom sme vyuzili lemmu 1.1. Vztah (1.15) predstavuje homogénny
linearny algebraicky systém, ktorého determinant D, je

i '(¢—m+1; F‘m+l), (‘I"—-m-i-z’ F—m+1)’ sRefe’d (q’o: F—m+1)
D°= (¢—m+1: F—-m+z): (‘p~m+2: F-—-m+2)’ sy (%’ F—-m+2)

.......................

("l-‘—m+1 ’ o) ’ (‘l’—mu: Fo) °y (4’0 s )

ﬂ Dokﬁieme, Ze D, # 0. Naozaj, ak vynésobxme r-ty stlpec tohoto de-
termmantu koeficientom ay,—mye, r = 1.2,..., m a potom pri¢itame
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prvych m—1 stipcov ku poslednému, dostaneme po rozvedeni takto
ziskaného determinantu podla prvkov posledného stipca

(‘I’—m+1’ F‘m+l)’ (‘I"*m+2’ F—m+1-)’ si % 4y (‘I’—l: F—m+1)
Do.= __(F"’ Fo) (Y—my1> F_mys), (Y—my2» Foms), -0y (Y1, F—m-{-s)
(b-mi1s F-1)y omiz F1)y ooy (Yop Fy)
alebo
p, — Fo By py
oo

kde D_, je oznacenie determinantu na pravej strane. Je jasné, Ze podobne
bude dalej ‘

kde oznadenie D_, m4 podobny vyznam ako vysSie D_, .

Vo vseobecnosti bude platit

Ds:.(F‘s—(’lI:QDs_l’ $=0,—1,-.-,—m+2

pricom D_,, ; = (Y—m41, F,). Je preto -
(Fov Fo) (F—ly F—l) s's . (F—m+1: F—m+1)
Ago A—y, —1 «+« A—m+1, —m41

V tejto suvislosti poznamenajme, Ze podmienka vytvorenia funkcie F,(x)
v postupnosti (1.13) je ([1], str. 79), aby koeficient a,, vo vzorci (1.14)
bol rézny od nuly, pretoZze v opaénom pripade by funkcie F,(z) a F,—(x)
boli linearne zavislé a teda neortogonalizovatelné. Je preto Specialne

s # 0, s = —m+1, —m+2, ..., 0.
Taktiez je zrejmé, ze .
(Fs, F) # 0,s = —m+1, —m+2, ..., 0

¢o vyplyva z linearnej nezavislosti systému R. Preto z rovnosti (1.16)
vyplyva, Zze D, # 0. Dostavame teda, Ze systém (1.15) ma len nulové
riesenie a,s = 0, —m+1 < s < 0, a to pri kazdom n > 1, ¢im je lemma
1.4 dokazana. :

Na zaklade lemmy 1.4 méZeme vzorec (1.14) napisat v zjednoduSenom
tvare

D, =

(1.16)

Y auli(@), —m+1<n<0
l=—m+1

E n(x) == )

n

Z angi(x), n>1
i=1-

Z vlastnosti systému R vyplyvaju na zéklade definicie (1.14) pre orto-
norméalny systém (1.13) tieto vlastnosti: : :



4

1.F,(®) e L, n = —m+1
2. systém (1.13) je uplny v priestore L,, ([1], str. 79).

2.
Nech f ¢ L,. Nech
A, = (f, Fp),n 2 —m+1 (2.1)
su jej Fourierove koeficienty a
S AF) 2.2)
n=—m--1

jej Fourierov rad vzhfadom na ortonormalny systém (1.13). Pretoze
ortonormalny systém (1.13) je v L, uplny, podla znamej vety ([1], str. 73)
Fourierov rad (2.2) Iubovolnej funkcie f e L, konverguje podla stredu
k tejto funkeii, t. j. plati '

lim(S,—f, Sh —f) =0, (2.3)
kde T
Se=S8(N=_X AF@. (23)
i=—m-1
Lemma 2.1. Nech f e L, a p ¢ L, st také funkcie, pre ktoré plati
f@ = p@ — A K@Op@ L 2.5)

kde x je dand vlasind hodnota jadra K(zx, t). Polom Fourierove koeficienty

A, = (f, F,) funkcie f definovanej vzorcom (2.5) vzhladom na ortonormdlny
systém (1.13) maju vlastnost

A, =0,—m+1 < n<O.
Dékaz. Zrejme plati

A, = (f, F) =af [p(z) — xaf K(x), )p())di] Fo(x)da=

b b
= [ p(t) [Fn(t) — » § K(z, t)Fn(x)dx]dt.
AvSak pre n = —m+1, —m+2, ..., 0 st F,(2) rieSeniami adjungovanej
rovnice (1.2) pri vlastnej hodnote A. Z toho dévodu
A, =0,—m+1<n<0,
¢im je lemma dokazana.

Nech f ¢ L, ma vlastnost (2.5), t. j. existuje k nej taka p ¢ L,, Ze plati
vzfah (2.5). Nech (2.2) je Fourierov rad funkcie f vzhladom na ortonor-
mélny systém (1.13). V désledku lemmy 2.1 nadobudne tento rad tvar

3 A, Fo(@)
n=1



s ¢iastoénymi stétami

S. = £ AiFi(2).
i=1
Pre tato funkciu f vzorec (2.3) bude

lim [ [fx) — £ AFx)Prdz = 0. (2.6)

nNsoco @ i=

Veta 1. Nech f= L, md vlastnost (2.5) pri funkcii p ¢ L,. Polom postupnos{
funkcii ¢, (x) definovanych vzorcom

ou(r) = p(x) — = AikE aifi(x), n =1, 2,... 2.7)
i=1 =1

konverquje podla stredu ku rieSeniu integrdlnej rovnice (1.1) patriacemu
ku danej vlastnej hodnole X.

Déokaz. Vzhladom na doterajSie definicie plati

@) — £ AF@) = @) — £ A E auge () =
— p(@) — 1§ K@, Dpdt — 2 At & au[fix) —  § K(z, Of e(ydt] =
a i=1 k=1 a

— [p@ — £ A ¥ aufi@] — 1 [ K@ 0 (O — 4 2 aufildt
alebo po zavedeni oznacenia (2.7)
@) — £ AF@) = o) — 1§ Kz, 0 w00
Preto vztah (2.6) mozno pisat v tvare

lim | [ou@) — 2 [ K@, 1) pa(0dtidz = 0. 2.8)

a—-» oo

To znamena, Ze postupnost funkcii

b .
D, (x) = pn(x) — A | K(x, §) @p(tdt, n =1, 2,. ..

a

konverguje k nule v zmysle konvergencie podla stredu, alebo Ze postupnost

funkecii
(), (X)), .. .s Pa(), ... (2.9)

konverguje podla stredu ku rieSeniu ¢(x) rovnice (1.1) patriacemu ku
vlastnej hodnote 2. Tym je veta dokazana.

Veta 2. Riesenie ¢(x), ku ktorému postupnost (2.9) konverguje podla stredu,
nie je vo vieobecnosti nulové.

‘
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- Dékaz. Pretoze A; si Fourierove koeficienty funkcie f(x) danej vztahom
(2.5), plati

A= ([, F) = { Ip@)—» | K(@, ) p)alF (o) da.

- Nech p(z) je nenulovym rieSenim rovnice (1.1) patriacim ku vlastnej
~hodnote A. Potom je zrejme A; = 0 pre vetky i a-teda aj

S AT aufu@ = £ A S aufi(@) = 0,
= k=1 i=1 k=1

- takZe zo vzorca (2.7) zostava

¢n(®) = @(x) = px),n =1, 2,...
¢o zngmené,'ie postupnost (2.8) nekonverguje vo vieobecnosti k nulovému
rieSeniu. 5

3.

Priklad 1. Nech f(z) definovana vztahom (2.5) je
flx) = Fuz), r > 1 3.1)
kde Fi(z) je ubovoIny prvok zo systému (1.13). Potom p(z) prisluSna
~ ku f(z) podla vzorca (2.5) je rieSenim nehomogénnej integralnej rovnice
b
P() — A J K(z, hp(h)dl = Fi() 3.2)

kde 2 je vlastna hodnota jadra K(z, {). Pretoze F, (z) je ¢lenom ortonor-
malnej postupnosti (1.13), spliia podmienku riesitefnosti tejto rovnice;
jej prava strana ma4 totiz byt ortogonalna ku vsetkym rieeniam adjun-
govanej rovnice homogénne] patriacim ku vlastnej hodnote ). AvSak pre
Fourierove koeficienty funkcie (3.1) plati

An__i(Fr,Fn):{lprenzr

Opren # r
a preto vzorec (2.7) da priblizné rieSenie

(@) = p(@) — = anfi(a)

v tvare rozdielu TubovoIného z rieSeni rovnice (3.2) a istej linearnej kom-
binacie prvych r funkcii systému S. ;

Priklad 2. Najst nenulové rieSenie integralnej rovnice
p(x) = 4n— }t:ct’ @ (Hdt
0

8 nesymetrickym jadrom K(z,) = af?, patriace ku vlastnej hodnote
A =4 n*vintervale (g, b) = (0, =).

88 .



Ako je zrejmé, rieSenie ma tvar . -
px) = cx (3.3)
kde c je tubovoIna konstanta. Za systém (1.4) vezmeme postupnost

sin z, sin 2x, ..., sin nzx, ...

ktory ma pozadované vlastnosti v intervale (0, =). K nemu patriaci systém
(1.6) bude
gi(x) =sinx —4 w4 (n?—4)x

z ktorého po ortonormalizovani dostaneme systém (1.13) v tvare

Fi(@) = || ¢ || 7 9:(2)
....... atd .......

p(x) = Fy(x)
potom podfa prikladu 1 bude

A, — lpren =1
Opren >1

Ak polozime

Preto rieSenim danej rovnice bude

¢@) = — || g |7 (=
¢o suhlasi so vztahom (3.3).

4)x -
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O pemieHUH MHTerpaJbHBIX ypaBHEeHMit
OPTOrOHAJIBHBIMYU PAXAMMU

. LIANOA
BbiBOIBI

I'naBHEIM pe3yabTaToOM 3TOH PaGOTHI ABIAETCA METON NMPHOJHKEHHOTO pPelleHHs
HMHTErpajbHOro ypaBHeHusa Tuna ®pexroasma

#(®) — 1 [ K@, ) o(t) dt = 0

¢ agpom K ¢ L, npu 3aJaHHOM COGCTBEHHOM 3HAYEHMHM A M [OKA3BIBAETCH, YTO IIO-
CJIe0BATEJbHOCTDh ANPOKCUMMPYIOMUX PYHKIMI ¢n CXOAUTCA B CPEIHEM K PELIEHUIO
¢. Ha koOHCTpYKUMIO PyHKUUN @n MCIONB3YeTCA HEKOTOPAA JIMHEHO He3aBHCHMAas
cucreMa GyHruuit fhel, moanana B L,, kK Hell onpefensAeTcas HEKOTOpasA OPTOHOPMM-
poBaHHaA cucreMa QyHKUMN Fnp u u3 paBeHcrBa IlapceBasa HexoTOpoii pyHKIUM
fcL ; OTHOCHTEJIBLHO 3TOI CUCTEMBI NOIy4aeTca M PyHKUMI pn CBONICTBO CXOXMMOCTH
B CpeHeM K PEeIIeHHI0 ¢.

Uber die Losung der Integralgleichungen mit Orthogonalreihen

. J. SAJDA
Zusammenfassung

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist ein Ndherungsverfahren der Losung einer
Integralgleichung des Fredholmschen Typus

#(@) — 1] K@ 0 o0 dt = 0
: |

mit einem quadratisch integrablem Kern K(x, ) bei gegebenem Eigenwert A und
bewiesen ist, dass die Folge der Niherungsfunktionen ¢,(x) zur Losung ¢ (z) in der
Mitte konvergiert. Zur Konstruktion der Funktionen ¢n(x) benutzt man ein linear
undbhiéngiges Fumktionensystem fn(x) ¢ L,, das vollstindig in L, ist, zu diesem
Funktionensystem ist ein Orthogonalsystem der Funktionen Fp(x) ¢ L, definiert
und mit Benutzung der Parcevalsche Gleichung fiir eine Funktion f ¢ L, gewint man
die Eigenschaft der Konvergenz in der Mitte fiir Funktionen ¢u(x) zur Losung ¢(x).

40



(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMAT!CA XV, 1967}

ACTA PFACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XV — 1967

3ameTka o KpuBoii B P,

M. TENHBI

IIpoekTuBHYI0 HOpPMadb M KPHUBU3HY IPOEKTHBHOI IIJIOCKOIl KpuUBOi
CTPOAT OOBLIKHOBEHHO IIPU IIOMOIM IIyYKa CONPHKACAIOIIUXCA KPHBBHIX
TpeThero mopsAnaka. B 3aMeTke moxkasaHo, KaK MOMKHO BBECTH 3TH MOHATHA
NOJIb3YACh OXHOH KBagpaTH4YECKOH KOppECHOHAECHLUHEH IIIIOCKOCTH P,.

IMycre C = M, (f), t ¢ T miockaA nNpoeKTUBHAA KpUBadA (He cogepramiad
HU TOYEK Mepernda HU CEKCTATUYECKUX ToueR) nuddepeHupyemMan BILIOTH
mo ceapmoro nopanka. Ilycts M,, M,, M, conpoBOKIAIOMHNIl TPEYrOIHUK
kpuBoii C 1y1d KoTOpoOro:

Mo = M,
M, = kM, + M, (1)
M, =M, + kM,

(cm. HanpuMmep [1]).Toukoli 3gech 0603HAYAIOT IPOU3BOXHYIO 10 TapaMeTpy

{ AaBnAOIIerocs MPOEKTUBHOI Ayroit, GyKBoit k 0003HAYAIOT NPOEKTUBHYIO
KpUBH3HY. BMecre ¢ ypaBHeHHeM conpuKacaloueroca KOHN4eCKOro cCoueHud

O0=(X,X)=z,2—2z2,=0 - (2)
OyneM MoIb30BaThCA ellle COOTBETCTBYIOIEH MoaApHoit GunuHeiiHOM GopMoit
(X, Y) = —xy: + TY1 — TalYo.

ITycts Tenepnb Q mi06as HeMOXBUKHAA TOYKA MIOCKOCTH U ¢(f) ee-moaApa
OTHOCUTEJIbHO COINpUKacalolieroca KoHudyeckoro cedeHna O(f) Toukm
M, (t). Yepes P(t,) o603HaunM TOYKY KacaHuA npamoit q({,) n orubatomeit
P cemericrBa npaMbix q(f), teT. Tem cambIM nocTpoeHa To4eqHasd Roppecnou-

OEeHIUA
K:Q-P

w1 Kamporo {y ¢ T. Uro6sl HalMMcaTh aHAIUTHYECKOE BHPAHEHMNE OMHCAH-
1:00)1 Hoppecnouneﬂunn K, o6o3naunm

P =pM,+ pM, +p,M,
u Q= qM, + q M, + q.M,.



13 nenonsuxnocTn Tovek Q caenyer Q = A Q. e.
(l:o = A Qo — K¢y — ¢,
Bh=—"% + Ay — Kq, 3)
4s = — 1+ 2q,

Vpasnenne (Q, X) = O aBaserca ypaBHeHneM NOJIAPH TOYKHN () OTHOCUTENb-
HO KoHnyeckoro ceyeHusa O. Touky wracanmsa P orubawueii P cemeiicTBa

q(1) 1 ipsMoit q(t,) mMonyunM pemienneM ypaBHeHHH 0, X)=0u(0,X) =
=0. Ilpocroe BhUNCAEHNE FaCT

Po = Kq:®— qo* + q,9. — Kq,q,
Pr= ¢2® + Kq:19: — qoq, 4)

P2 = Kq:>— 4:* + o4
niIA Kamporo ty T

ITM ypaBHEHHA ONpeNeIAl0T KoppecHnoHmeHuuio K u OyneM mnx cKato

nucarb

P =K (Q). (4"
Hanbreilimee paccy:nenna npeamoiaraior mapamerp f, (QUKCHPOBAHHBIM.
Teopema 1. Ecau mouka Q npobezaem npamyio M M,, mo

1) mouka K (Q) npo6ezaem gce mouru konuueckozo cewenus
H=z2—kx,2—24, =0,

2) mouku Q, K (Q) u mouka V (k; 0; —1) aewcam na 0dnoii npamoit,

3) mouxa V seasemcs moukoit nepecevenus npasoiit MM, u kpueoti H

4) npamas M,V aeasemcs kacameavbnoll koHuueckozo cevenus H.

Hoxasateabcrso. Iloabaysnacs ypaBHeHHAMM (4) moaryyum mapamerpu-
4ecKoe ypaBHeHMe Kpuoii H:

H=K(Q) =P (xq:®>— ¢o% —qoq1; —q:%) ()

oTBevaloleil kacareabHolt Q = ¢,M, + ¢,M, 8 Koppecnonnenuuu K. ck-
No¥an napameTp ¢,:¢, MOHO KpuByio H Bripasurs cienymomum o6pasom:

H = 2, — Kz — x0v, = 0. : (6)

Ecin Hao6opor B3sATh 1106y10 TOYKY KOHMYECKOTO CEYeHMA (6), To MomxKHO
HaliTH Yncaa g, ¥ ¢, Tak, YTOGH ee 3amUCh COBNANAIA C 3aMHCHIO (5). Tem
MH noxasanu nysKT 1). Ilpavoe suiuncaenne onpegeanrens [V,K (Q),0],
BeJINYHHA KOTOPOro POBHA HYJII0, I0Ka3bIBAET NYHKT 2). 3aMeTHM 4TO TOYKHU
- Q u K (Q) coBnanaior mmub B oaHoM ciayuyae: Q = M,. [lajee oueBMIHO
uto K (M,) = V u ocraTok 10Ka3aTéInLCTBA HAKIALEH.

Teopena 2. Ecau _tgmenmucuaﬂ kpususna kpueoit C pasna Hyawo, mo ko-
Huueckue cevenus O u H kacaiomea xpome mouku M, ewe ¢ mouxe M,..
Ecau npoexkmusnas xpususna xpusoii C pasaudHa om HYyad, mo kKoHuueckue

- cedenua O u H xpome mouxu M, nepeceraiomes ¢ deyx paszauvusiz mourax

U u W aescawuzx c mouroli M, na odnoit npamoii.

P .
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HDokasatenbcTBo. IloxcraBasasa (5) B ypaBHeHHne (2) NONyYUM KpoMe
Touku M, nanHeiiniee gBe TOYKH mnepecedenusa KpuBbnix O m H a umenno
U (x; V2k; 1) u W (k;— V2k; 1). flcno, uro mas COBNAICHUA TOYEK
U n W HeoGxonnMo 11 goctaTtouHo yTobbl ¥ = O. Ecau k¥ + O, To ToukH
U u W pazanunnl u ypasnenne det | M,,U,W| = O Bueuer ciemyiouiee
yTBepIiKeHe TeopeMbl.

Teopema 3. Ecau npoekmueHas kpueusHa k kpueoli C 6 mouke M, He
poeHa HYaio, mo 042 mouer L.u N ¢ komopbix npamvie V(M ;) u VU nepe-
cekaiom kacameavHyio M M, 6binoaHeHoO:

3
V2, My, N, L) = & 0

NoxaszartenbcTBo. Herpyaso Beruncantb 4to L (k2; 1;0) u N (V2% ; 1; 0).
IlogcTaBuB 3TH KOOPAMHATHBIE BHIPA’KEHNHA, IPOBEPHM MIHOBEHHO (7)
[TonyuyeHHsle pe3yabTaThHl MOKHO HCIOIbL30BaTh [JA MOCTPOCHU A KAHOHH-
YeCKOro pemepa KpHBOIi.

Jlurepatypa:

[1] ®unuxos: IIpoeKTUBHO-IMPEepPEeHIMATIbHAA TeOMeTpHUA
[2] Bol: Projektieve Differentialgeometrie I.

Adresa autora: M. Hejny, Katedra geometrie PFUK,'Bratislava, Smeralova 2.

Do redakcie doslo 15? 10. 1965.

Poznamka ku krivke v P,.
M. HEJNY
Stuhrn

Nech je dand projektivna rovinna krivka C = M, (!), t ¢ T bez inflexnych a sexta-
tickych -bodov; . k(1) &rmektivna krivost; O(f) oskulaéna kuZelose¢ka a M,M,M,
sprievodny trojuholnik s pohybovymi rovnicami (1). Nech Q je pevny bod a q(f)
jeho poldra voéi O ({). Bod, v ktorom sa obalka systému ¢(f) dotyka pevnej priamky
q(t,), oznaéme P ({,). TakYm spdsobom je ku kazdému pevnému {; ¢ T priradena
jednaznaénd koreSpondencia.

K: Q - P,
ktora je popisana rovnicami (4). Pre uvedenu kore$pondenciu plati
Veta 1. Nech bod Q prebieha priamku M,M,. Potom v

1. bod K(Q) prebieha kuZelose¢ku H danu roynicou (6),
2. body O, K(Q) leZia s bodom V(k;0;—1) na priamke,
3.bod V je Elrleseénik kuZelose¢ky Ha priamky M M, a
4. priamka M,V sa kuZelose¢ky H dotyka v bode V.

Veta 2. Okrem bodu M, maji kuZelose¢ky 0 a H bud dva roézne spolo¢né body ak * 0,
alebo jeden dal§i dotykovy bod (a to bod M,) a k = 0.

Veta 3. Ak je k + 0, potom plati (7), priom L a N su prieseéniky doty¢nice M.,Ml %
s priamkami VK(M,) a VU po rade. -
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- Bemerkung zur Kurve in P, .

M. HEJNY

-

. Zusammenfassung

Sei C = M, (#), t = T eine projektieve ebene Kurve ohne Wendepunkte und sexta-
tische Punkte; k(f) die projektieve Kriimmung; O () die Schmiegkegelschnitt und
M, M, M, begleitende Dreieck mit Bewebungsgleichungen (1). Der Punkt, in dem
die Hiillkurve einen Polarestreifen q(?) von festen Q beziiglich O () von der geraden
Linie g(f,) beriihrt wird, bezeichen wir P(t,) . So, jedem festen Parameter ¢, = T ist die
durch Gleichungen (4) beschreibene eindeutige Korrespondenz '

K:Q + P
zogeordnet.-Nun gelten folgende Siitze:
Satz 1. Wenn Q sich auf der Gerade M,M, verschiebt, so

1. bewegt sich der zugehorige Punkt K(Q) auf der, durch die Gleichung (6) gegebene
Kurve zweiter Ordunng H, '

2. die Punkte Q, K(Q) mit V (k;0; — 1) in einer Gerade liegen, he

3. der Punkt V ein Schnittpunkt der H und M,M, ist, und .

4. die Gerade M,V der Kegelschnitt H in V beriihrt.

Satz 2. Auserden M, haben die Kegelschnitten O und H entweder zwei anderen, von
M, verschiedenen Punkten U +V und k + 0, oder einziger, von M, verschiedener
Beriithrungspunkt (und also M,), und k = 0.

Satz 3. Ist &k # 0, so gilt (7), womit L und N die Schnittpunkte der Tangente M,M,
mit VK(M,) und VU bezeichnen sind.

e ;



(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — MATHEMATICA XV, 1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
MATHEMATICA XV — 1967 *

Poznamka k hyperholickému paru komplexov priamok v P,.

A. DEKRET

Uvod

Clanok uzko suvisi s ¢lankom [2]. Hyperbolicky a parabolicky par
komplexov sa chape vo zmysle definicie 2 ¢lanku [2]. Miesto oznacenia
K-fleknodalne body pouzivam oznacenie T-body ako Kovancov v [1].
Z uvah o hyperbolickych, parabolickych a T-paroch komplexov su vylicené
Specialne komplexy. Symbolom (M, M’) oznaéujem odpovedajice si
T-body laéov [, I’ (rovina odpovedajuca v hlavnej korelacii pozdlZz luca
I bodu M pretina lu¢ I’ v bode M’ a obratene).

Nech K, K’ su komplexy priamok v P, medzi lu¢mi [, I’ ktorych je vza-
jomne jednoznacné zobrazenie, pri ktorom odpovedajtce si lii¢e si mimo-
bezné. Nech A,, A, A; A, su vrcholy repéra, ktorého infinitizimalne
zobrazenia su dané vztahmi

dA; = o*Ax (i, k = 1,2,34,) (1)

pricom diferencialne formy ;¥ vyhovuji rovniciam S$truktury projekti-
vneho priestoru

do* = [wismsk] (i,k,s = 1,2,3,4) ' (2)

Pre Kleinove obrazy priamok repéru volne oznacenie:
H1 = A1A4: H2= A2A4: Hs == AaAv H.a = AzAa’ H5 = A1A3: Ha = A1A2
Potom

dH; = o®Hg + 03 H; + (04 + 0¥) H, + *H, + «?H,

dH; = o', H, +A(°°22 +o')H, + 0 Hy +0* H,— o' Hy

dHy = — o' H; + o'sH,; + w%H; + (0% + ) H,—mﬂH_‘

dH, = — o3Hg + o, Hg + (0% + o) Hy + o H; —w'yH, (3)

dHg = (o' + 0%) Hy + o, H, — o' H; 4 o’ H, + m‘aH;

dH, = (0! + w?) Hg + o%H; + o,H, —o 3 H, — 4 H,
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Kleinova nadkvadrika v repére H,HyHy,H,,H,H v projektivnom prie-
store Py ma rovnicu: _ :
hih, — hahg + hehs = 0 (4)

Kanonizujme repér tak, Ze umiestnime A, A, na la¢ [ a Aj; A, na lac
l’._\_’tqdy 931, w"l, 03, iy, wl?, 0%, 0l, w?, si hlavné formy, medzi ktory-
mi existuje 5 linearnych zavislosti. Nech

0¥ = aw?; + bw!, + cwl,
ol =ad'w, + b + ey (6))

Oznaéme K, K’ Kleinove obrazy komplexov K, K'. Je zrejma veta
Veta 1. K, K’ tvoria a) T-pdr; b) hyperbolicky par; c) parabolicky pdr vtedy
a len vtedy, ked trojdimenzné dotykové linedrne priestory variet K, K’, v odpo-
vedajucich si bodoch sa pretinajii a) v rovine; b) v priamke d, ktord pretina
Kleinovu nadkvadriku (4) v bodoch, ktoré su Kleinovymi obrazmi priamok
prechddzajucimi odpovedajiicimi si T-bodmi liiéov 1, I'; c) v priamke d, ktord

. sa dolgka Kleinovej nadkvadriky v bode, ktory je Kleinovym obrazom priam-
ky prechddzajticej odpovedajiicimi si T-bodmi liicov I, I'.

Dékaz: Z (3), (5) V)Ir})l)'rva, ze dotykové linearne priestory variet K, K’ st
urtené bodmi (H, Hy — aH,, H,+bH, H,—cH,), (H,, H—a' H;, H,+
+b0'H,, H—c H,). Tvrdenie a) plynie z (6), z [1], strana 139 vztah (4.9)

- a z poznamky o vylieni Specialnych komplexov. Tvrdenia b), c) plyni
z (6) a z [1], strana 138, vztahy (4.6), (4.7), ked vylu¢ime 3pecialne kom-
plexy. :

V dalSoim sa budeme zaoberat hyperbolickym parom komplexov. Vtedy
rovnice (4.6), (4.7), strana 138 [1]

(b’—bc')2 + (ab—a’b+cc’—1) t+ac—a =0
(b—b o)’ 4 (@b—ab’ + cc—1)t + ac—a’ =0 6)
maji po dvoch réznych korefioch, uréujicich T-body M=A, + (A,
_M’ =Aa + t’A‘ lliéOV l, l,. B )
- Kanonizujme repér tak, aby (4,, A,), (A, A,) boli odpovedajuce si T-body
lacov [, I'. Vtedy zo (6) plynie

b’—bc’ =0 ac—a=0
b—be=0 ac—a’ =0
Kedie K, K’ netvoria T-par, t. j. cc—1 +0, preto zo (7) plynie
: ‘a=b=a =b =0 )

Tym z (5) dostavame: ©?, = cw,t, wl; = cw,.

Volme w!,, w3, »? za bazové fonny. Viedy
Sy o = a* 0, + b*e + cfudprei +k : 8)
Vonkajsim diferencovanim z (8) dostavame '

do* = [ddik(l)‘x] + aikd‘;)‘l + [dbikwss] + bi¥dw?+ [dcikw’a] 4 C,-kdm’;
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Z toho pouzitim (2) a Cartanovej lemmy dostavame pre sekundarne para-
metre:

bty (% —ety) — 8b%y = b3 (fy — 2% + %) — 8b% =
= bzl (Ell —"2522 + 333) see= Sbgl _ 0 .

Normujme vrcholy repéra vofbou b4, = b2, = b2, = 1, |A,4,4;A,] =1
Z toho €% —e? =0,y —2¢e% + % =0,¢, —2¢c2 + 3% =0

oy + 0% + 0% 4+ oty =0
Tym pre infinitizimalne zobrazenie dostavame:

= (a;¥w?; + bifwd, + cifw?) Ak, kde k, i = 1,2,3,4 9

pricom a® = b3 a%, c3, = b3k, a'y = bYya?,, ¢y = blyc?,

== =d =P ==lV=0cd=s=h=0=

=b% =0, a, +a% + a% + at, = by, + b% + b33 + b‘ =, +

% + ¢35 + 4, = 0, b3 by (b3, b ——1)#0

Kongruencie (H,d), (Hyd) v Ps.

Klicom , I’ je v Py jednoznacne priradéné dvojica rovin (Hg, d), (H,, d).
Tym je v P; dany par kongruenciy rovin zavisly na troch parametroch.
Hfadajme v rovine (H, d) body X-ohnisk4 kongruencie, ku ktorym
existuji tzv. fokalne smery t. j. smery, pre ktoré dX leZi tiez v rovine
(Hq, d).

Zo vstahov (6), (7) dostavame d = H,H;. Nech X = heHq + hoH, +

6445
P0t0m dx = HG [dhe + he (0)11 + (l)22) —hz (1)14 + h5 (1)23] + H’ [dh2 '—he 0)41"}_
+ hay(w% + w*y)] + Hy [dhs + he 0% + hg (0, + 0%)] + H, [hsw*y + by o'+
+ hs % ] + Hj [hy 0% — hy 0’41] + Hy[ — hg 0% + hy 03 + hg o?]. )

Teda X je ohniskom vtedy a len vtedy, ked

he(\)‘z + hzﬁ)lz + hs(l)‘a = O

hg‘&)sz = hso.)‘l = 0

—hgw?, + hw3, + hy? = 0. Z toho dostavame:
oy (heaty +h2ala+hsa" s) 1 0% (heb%y +hobls +hybt) + w?y (hecty+-hatly+hscty) = 0
oty (—hs) +w? (hy) =0 (10)
o'y (—he@® + hya®y + het?y) + 0%(—heb* + hed3 + hsb%) + o (—hee®, +
+ hy® + hye%) =0
Systémom (10) st uréené fokalne smery vtedy a len vtedy, ked
—h hy 0 .
heaty+hea's +hyaty hebts+heb'y+hbts  hecty+-hycty+hycty | =0
—h,a’l +hya®,+hya?,  —heb* +h,b"‘+h5b’ —hec® +hye® +hychy
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Z toho pouzitim (9) dostavame

heh?, (QSAC‘ g — @4e3, + alyc® — 1,a%) + heh®(b%c? — 43 - b2t — cBby).
+ hghghg (b33 — 1,03 + 40 — a%yc% + b3ty — c34b%, + atye®, — chad) +
+ h3; (a'3c®, — 5a®,) + h3; (bhc? —ct3b?) + h%hy (Blyc®, — b3, 4 alyc?, —
—Cha% + aycdy —c4hady) + hoh?g (bhyc®, — b3y 4 bYyc? — chb? + ctaty —
—aichy) =0

(11) budeme stru¢ne pisat:

F=DazzHchzz+D855h6h25+Dszsheh2h5+D222h32+D555h35+D2251122h5+
+D255h2h25 =0

Oznaéme har = Fx. Potom

Shi
F6=Dezzh22+Dsssh25+D[25h2h5
F2=2D622h8h2+D625h6h5+3D222h22+2D225h2h5+D255h25
Fs=2Dg5shehs+ D g25hehs+3D 555h% + D ya5h* +2D 555h,h 5

Z toho plynie: Hg je dvojnasobnym bodom kubiky (11). Tym dostavame

Veta 2. Ohniskd kongruencie rovin (Hg, d), leZiace v rovine (Hq, d) lefia
na kubike rodu 0.

Podobnym postupom dostaneme vetu

Veta 3. Ohniskd kongruencie rovin (H,, d), lefiace v rovine (Hg, d) lefia
na kubike rodu 0, klord v nasom repéri md rovnicu

hsh?, [ty (B3 — cl3b%y + b3icty — €3b%) + by (@Pycty — 340y + a'y?y —
— chat(+ ) a'ghd, — byad, 4 bha?, — alhb?)] + hsh?y(atsh?, — bha?, +
+0%3 a* — a'3b*) + hshohs [@ly(Bsc? — '3 0% + b%4ct — 2y bYy) + by (aPyc's —
—c% @'y + a@tye?y — 3a2,) + g (5% — bYah + bha?, — atyh?y) + a'hb? —
— a2, + byad, — aigh3,] + h3, [, (bye?, — c1,b3,) + b, (aPycl, — cBaly) +
+ cy (@'gb% — 0,a3,)] + h¥; (@%b — bhats) + hihg [ay (B — chob? +
+ blcdy — chb%) + by (@Bt — cBaty + @ty — chaly) + Ay (Bt —
—bad, + al,b?, — bLha%) + adb'y, — b3,a'] + hoh?s [aty (b%e2 —chb%) +
+ by (@t — chaty) + Oy (a%h? — bha?y) + bha? — abb? + b4ha, —
—a4b3,] =0 (12)
Poznamka: Bolo by vhodné previest triedenie hyperbolickych parov kom-

plexov v zavislosti od klasifikacie kubik (11) a (12). V dalSom sa budeme
zaoberaf len dvoma geometricky vyzna¢nymi pripadmi.

HH a HT pary komplexov
Priamky A,A,, A;A, uréené odpovedajﬁcimi si T-bodmi lucov [, I’ tvoria
vo vSeobecnosti par komplexov

- Definicia: Symbolom HH oznaéme hyferbolicky pdr komplexov, v ktorom
priamky A,A,;, A;A, tvoria hyperbolicky pdr s odpovedajucimi si T-bodmi
(Ay, A9, (s, 4.
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Symbolom HT oznacme hyperbolicky pdr komplexov, v klorom priamky
A1A3, A A, voria T-par komplexov, pricom (A,, A,), (A3, A,) st odpovedajtice
st T-body.

Veta 4. HH pdr komplexov je vo v§eobecnosli uréeny prirodzenymi rovnicami :
@b = ai by, b = by, a,b3, = bLad,, cLb3, = c3bYy, (13)
pricom b%bib1,b3, (b3 b, — b%b3,) =+ 0

Dokaz: Z definicie HH paru komplexov, vylidiac e w?wie!, = 0 a po-
uzijic vetu 1, plynie ©? = s 0%, w's = pw3, kde sp(sp—1) =+ 0. Z toho
uz plynu rovnosti (13). Obratene, ak platia rovnosti (13), tak na zaklade
b2,b13b%,b3, (b2,b3, —bi3b3,) £ 0 mozno pisat w? = su%, of, = pw? pricom
sp (sp—1) + 0. 7 toho je zrejmé, ze uvazovany hyperb. par je HH par.

Veta 5. T pdar komplexov je vo vseobecnosli urceny prirodzenymi rovnicami :
@sh? = aibly, Bty = b, db?y = 01,03, 1,03, = 3D, bYb% = Db, (14)
pricom b%b%b,b%, + 0.

Dokaz: Z definicie HT paru komplexov, vyluciac pripad w?w?w!nly =

a pouzijuc vetu 1, plynie w? = sw%, o'y, = p o3, kde sp # 0, sp—1 = 0.
Z toho uz plynie tvrdenie.

Vety o existencii HH, HT parov

Obdobnym postupom ako v [2] dostaneme vztahy podobné vztahom

(36), (37) (38), (39), (44), (45), (46), (47), 48 v [2]. Diferencovanim (13)
dostaneme

adh = bt a2h 4 a2 Bin y4 — b y2h 4 (2 Bt
Ollh bi + al B'Ih = Blh 13 + b] a'%h féh bz + (zé BZh = Yih b‘.lz + (-i B12h (15)
Z toho obdobnym postupom ako pri vyvodeni (44) dostaneme
(3 + @'y + ba® + bhye2y — (B + by 4 @bty - b)) =0
a'y (B3¢t + blyedy — c3,b%—c1b%) + by (c3aty + 0% — adycth—alycd) +
+ 1, (@304 + @b — b3, at, — bY,a3)) — c3,aly — a2, + ad,cly + alye2, =0
Z toho diferencovanim dostaneme nezavislé vzfahy medzi i, git, y
tvaru: fu («f, B;f‘ ¥ =0 _
th (a k’ Yih) =0 (17)
Poznamka. V (15), (17) a v dalSich vzfahoch pouzili sme (pouZijeme)
oznalenie: da} = allw} + ai203 + aldw?
db;‘ = B (.04 + Bl2m3 + 6.3(‘)2
del = yllot + yi2603 +Y'3m2ah—123
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Rovnice (15), (17) uréuji pre «it, @it yit 18 nezavislych vztahov. Z (16)
plynie, Ze polet nezavislych vztahov uréenych (47) je o 2 menSi ako pri
vSeobecnom hyperbolickom pare. Preto pocet nezavislych parametrov,
na ktorych zavisi vSeobecny trojrozmerny integralny element je N = 47—
(18—2) = 31. Podobnymi uvahami zistime: r,=27—6=21, r,=15—6=9
ry=5—4=1. Tym dostavame: s,=r—r,=12, s,=r,—r;=8, ry=s;=1.
Q =s, + 25, + 3s3 = 31. Teda Q = N. Tym sme dokazali vetu

Veta 6. HH pdr komplexov urceny rovnicami (13) existuje s [ubovolnostou
jednej funkcie troch premennijch.

Nech teraz je HT pdr urceny rovnicami (14). Preto platia vzfahy (15),
(16), (17). Diferencovanim b?,b*, = b%b? dostaneme
' By = B0} + by (18)

Tym dostavame: N =31—3=28, r,=21—1=20,r,=9—1=8, r;=1—1=0
a teda s,=r—r,=12 s,=r,—r;=8, s53=r;=0. Tym Q=s,+2s,+3s;=28.
Teda Q=N. Tym sme dokazali

Veta 7. HT pdr urceny rovnicami (14) existuje s [ubovolou 8 funkcii dvoch
premennych.

Kubiky (11), (12) v pripade HH, HT parov.
Z( 13) plynie: a* ¢t = a'yc?, alyc®;, = chad, (19)
Vztahy (44) v [2] v naSom repéri maju tvar
b3,ct — 3, + blycd — L%, 4 Aha? — @y + atyed —chad, =0
a'y — bya?y + 030, —alsh?, + @y (¢t — biyc? 015 — c'5b%) + by (Pt —
@y + Cya? — a'yc?) + oYy (@%b —aby + a'zh? — bla?) =0 (20
Z (13), (19), (20) plynie: Kubiky (11), (12) v pripade HH paru maja
v naSom repéri tvar 4
D g35hi6h® + Dgssheh®s + D_225h22h5 “+ Dy55hsh* =0 v (21)
D’322h31122 + D,355h3h25 + D,225h22h5 + D’255h2h25 == 0 (22)
Kubiky (21), (22) prechadzaju bodmi H, H;. Pre doty¢nice v dvojna-
sobnom bode kubiky (21) dostavame vztah Dg,,h% + Dg;:h% = 0, ktorym
si vo vSeobecnosti urcéené dve dotycnice, ktoré pretinaju priamku H,H
v bodoch, ktoré siu bodmi H, H; harmonicky oddelované. Ak kubika

degeneruje, tak D?%,,Dq55 + D?%55D4,. = 0, ¢o vo vSeobecnosti neplati.
Podobné uvahy platia aj pre kubiku (22). Z toho dostavame vetu.

Veta 8. V pripade HH pdrov komplexov kubiky (11), (12) su kubikami.
s uzlovgmi bodmi a maju dva spolocné body, ktoré leZia na priamke d.

Poznamka. Ked P; je projektivny priestor, tak v pripade Dgy,Dq55 > 0 je
bod H izolovanym bodom kubiky (21).
V pripade HT paru zo (14) plynu dalSie vztahy

razlblz = a*b?, by = b3, a'yb% = adyb, chb% = bt
:
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a4, = a4ad, c3cl, = e’y a’cl, = a3, ckal, = cha?®, na zaklade
ktorych kubiky (11), (12) ziskavaju tvar

D622h6h22 + D555h6h25 = 0’ D’322h3h22 + D’355h3h25 = 0
Kedze Dgy3D 55D’35,D 355 + 0, preto plati veta.

Veta 9. V pripade HT pdru komplexov kubiky (11), (12) sa rozpadaji na
Iri rézne priamky. Obe kubiky maju spoloénu priamku d.

Poznamka. Kazdym bodom priamky d v pripade HT paru komplexov
prechadzaju dve fokakne Kkrivky ¢,c, dvoch kongruencii rovin (H,,d),
(H,, d). Krivky ¢,,¢, splyvaju najviac v troch bodoch priamky d (vid [1]
strana 148).
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3amMeTKa K runep00InMuecKoil nape KOMNJIEKCOB.

A. JEKPET
Boiooanl

ITycts K, K’ runepdoaunyeckas napa koMmiaercoB. O6pasom HienHa KOMIJIEKCOB
ABJAIOTCA TPeXMepHble MHOroo0pa3usa B P;, KOTOPHIX JUHeliHble TpeXMepHble KacaTe-
TeJlbHble NpocTpaHcTBa B Toukax H,, H, (KOTOpBIe cede OTBEYalOT B JaHHOM COOT-
BercBun K—K’), nepecexkaiorcs B npAMOii d. TTotoM oKyCHI, HAXOIALLIMECH B MJIOCKO-
ctu (H,, d), koHrpyeHumnn- naockocreii (H,, d), HaX0aATcA HA KpUBOil 3 mopAnka
¢ nBOIiHOIi TouKofi. Toske caMoe MO¥HO CKasaTh 0 KOHIpyeHUUHM NJocKocreit (H s, d).
ITyctb ayy 1’ oTBeyaer J ’Iyqy 1 B cootBercTBuM K — R’. Ilyctb 1 = A A,, 1’ =A,A,,
rae (A, A;), (A, A,) T-Tourn ayueit 1, 1’. B cayuyae rnmepooanyecKoli maps, I
KOTOpPO#i npsAmble A,A;,A,A, ONUCHIBAMT runep0oJHYecKYI0 Napy IJA KOTOpoii
(A,,A;) (As,A,) -T-TouKkH, KpbIBbie (JOKYCOB ABJIAIOTCA KPUBHIMH 3 NMOpPARKA C y3J0-
BBIMH TOYKaMM. B cayuae runep6osnyecKoil nmapsl, A7 KOTopoil npAMble A,A;,4,4,
onucuiBaloT T-napy ¢ T-tourkamu (A,,A,), (A;,A,), Hpmme (pOKyCOB NereHepupyIoT
B 3 pa3Hble NpAMble Henepexoasiuie 0JHOI TOUKOM.
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Bemerkung zum hyperbolischen Paar der Komplexe

A. DEKRET
Zusammenfassung

Es sei K, K’ ein hyperbolisches Paar der Komplexe. Die Klein-Bilder der Komplexe
K,K’ im projektiven Raum P, haben in entsprechendem Punkte H,, H, dreidimen-
sionale lineare Tangentialriume, die in Gerade d sich scheiden. Denn die in Ebene
(H,,d) liegenden Fokale der Kongruenz der Ebenen (H,,d) liegen auf einer kubischen
Kurve mit einer Singularitéitsstelle. Ahnlich gilt itber Kongruenz der Ebenen (H,,d).
Es seien [, I’ entsprechenden Strahlen der Komplexe K,K'. Esseil = A A,, '=A;A,,
wo (A,,A,), (As,4,) T-Punkte der Strahlen [, I’ sind. Im Fall des hyperbolischen Paars,
bei welchem auch die Geraden A,A,;, A,A, hyperbolisches Paar mit T-Punkten
(A, A,), (As,A,) bilden, hat die kubische Fokalkurve weinen Knoten. Im Fall des
hyperbolischen Paars, bei welchem die Geraden A,A; A,A, T-Paar bilden, wobei
(A, Ay), (A;,A,) T-Punkte sind, degenerieren die kubischen Fokalkurve in drei
verschiedene Geraden, welche keinen gemeinsamen Punkt haben.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. — 'MATHEMATICA XV, 1967)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE :
MATHEMATICA XV — 1967

O usmérnénosti mnoZiny kvazimetrik
A. SETTARI

1. Zakladni pojmy a definice

_Necht P je topologicky metrisovatelny prostor. Ozna¢me D (P) mnozinu
vsech téch metrik na P, které indukuji v P danou topologii. Mezi prvky
mnoziny D (P) definujme tyto vztahy (stejné jako v [1] definice 1.4):

Definice 1: Nechf e D (P), oc D (P). Je-li pro kaZdé dva body xcP, ycP
p(x,y) < a.o (x,y) (o(z,y) < Be (x,y)) pii vhodném pevném o >0 (B > 0),
piseme ¢ < 5 (o < p).

Definice 2: Metriky .o ¢ D (P), <D (P) nazveme ekvivalenini a oznacime
¢ = o prdvé tehdy, plati-li souéasné p < o, 5 < p.

Na zakladé definice 2 1ze provést rozklad na D (P). Ozna¢me nyni jako
D, (P) mnozinu viech tiid ekvivalentnich metrik na P. Pro tyto tfidy byl
zaveden v praci [1] pojem ,kvazimetriky” a vlastnosti prostoru, které
se neméni pri prechodu k metrikam, patticim do téze tfidy, byly nazvany
kvazimetrickymi. Definici 1 je v D, (P) dano ¢aste¢né uspofadani, nebot
plati: ‘

L e<p
I. p<o,6<p=>p0=c0

III. p<o0,6< 7 =>p < 1, kde g, o, 7 znadi representanty jednotli-
vych tirid (kvazimetrik). ) ;

Poznamka: Je jasné, ze pii takto definovaném uspoiadani nezéalezi
na volbé vybérového pravidla v D (P).

V praci [1] jest poloZena otazka, zda je D, (P) usmérnéna vpravo, resp.
vlevo (¢lanek 2. 8). Pro uplnost uvedme definici usmérnénosti - vpravo,
resp. vlevo: '

'Definice 3: Cdsteéné uspofddand mnozina M je usmérnénd vpravo (vlevo),
kdy# pro libovolnd x ¢ M, y « M existuje z eM tak, Ze plaliz > x, z 2 y
(z<x z<y). . -

PonévadZ maximum ze dvou metrik je opét metrika, plyne odtud
bezprostiednd, Ze Dy(P) je vidy usmérnéna vpravo. V citované praci
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je dale uveden priklad proétoru, pro ktery je D, (P) usmérnéna vlevo.
Jedna se o spoetny kompaktni prostor s jedinym hromadnym bodem.
Ukazuje se vsak, Ze obecné tento vysledek neplati, jak bude dale ukazano.

2. Prostory s koneénym poétem hromadnyeh bodi.

P#i vySetiovani tohoto typu prostortt nam bude vychodiskem jiZ zminé-
ny piiklad z prace [1]; zde jej podrobnéji rozvedeme v 2.1.

2.1. Vétal: Nechl P je melrisovalelny proslor, klerj md prdvé jeden
hromadnyj bod. Pak D, (P) je usmérnénd vlevo.

Dikaz: Oznaéme a hromadny bod prostoru P. Necht gz D (P), 62 Dy (P).
Poloime o, = inf min [p(X,y), 6(X,y)] [yzP, y + X,y #a]
a definujme: 7 (x,y) = % (2z+ay)prox +y

T(x,Xx) =0

a) 7 je metrika na P, nebot plati axiomy
(Ip) 7(x,x) =0
(IIp) = (x,y) >0 prox +y

(ITTp) = (x,y) = 7 (¥,%), (IVe) = (x,y) + = (y,2) > 7 (X, 2).
(Ie) — (I1Ip) je ziejmé, nebot x, > 0 pro kazdé x =+ a a dale

aq = 0, takie =(x,a) = 5 %z > 0
(IV)p) pak plyne z nerovnosti

1 1
5 Gty > 5w, o+ 20y + oz > oz + a:

b) 1 < p, T < 6. Ziejmé je t (x,a) < p (X,a), nebot jinak by z «, > 2p(x,a)
plynulo, ze pro vSechny ostatni body yzP je p(x,y) > 2p (x,a). Podle troj-
uhelnikové nerovnosti by muselo platit p (x,a) + p (a,y) > o (X,y) > 2p (x,3),
p(a,y) 2 p (X,¥) — p (x,a) >p(X,a), takZe a by byl isolovany bod. z(x,y) <
< p(x,y). Plati a: < p (X,¥), ay < p(X,y), sectenim dostaneme 21(x,y) =
= ar+ ay <2p (%,y). Totéz plati pro metriku o.

¢) = indukuje v P tutéz topologii. Snadno se vidi, Ze vsechny body kromé
a jsou isolované.

Véta 2: Nechf P je diskretni prostor.
Pak D, (P) je usmérnénd vlevo.

Dilkaz véty je zcela stejny jako u véty 1, vynechame-li v konstrukci
hromadny bod.

2.2 Nejdrive uvedeme tato tvrzeni:

(1) Necht (P,, ¢,), (P 9,) jsou melrické prostory, Pyn P, = 0, ¢, 0
ohraniéené metriky. Nechf ~(x,y) = o, (2,4) pro (z,y)c P, X Py, v (x,y) =
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1
=ps (T,y) pro (x,y) € P, X Py, t(2,y) = v = 5 max (A, B) pro x<P,,

yeP, nebo x <Py, yeP,, kde A = sup ¢, (x,y) [(v,y)eP, XP,], B = sup p,
(x,y) [(2,y)cPy XPs). Pak ~ je melrikana P = P, v P,.

(Ie) — (IIIp) ziejmé, nebot z ohraniCenosti metrik plyne A, B< + .
Ovérime (IVp). Prox,y e P, ze Pyje o, () + v 2 v, 2 v > o1 (X,¥),
nebot 0 < g, (x,¥) < 2. Podobné pro x, y < P,,zcP,.

(2) Necht P je kompaktni metrisovatelny prostor, kterj md prdvé dva
hromadné body a, b. Necht X, Y jsou libovolné (uzavrené) mnoZiny takové,
Ze X je okolim a, Y okolim b, XnY = @, Yuv X = P. Pak plati pro libovolnou
vylvarejici metriku ¢ : o (X, Y) > 0.

Mnoziny X, Y existuji, nebot body a, b jsou H- oddélené podle [2].
Existuje ¢ > 0 tak ,ze jsou-li U, V e-okoli bodu a, b, je UcX, VcY. Pred-
pokladejme nyni, ze existuji posloupnosti {x;}, {y:} takové, Ze x; ¢ X,
yvie Y, Inf p (X, yi) = 0, takZe p (X,Y) = 0. Lehce se vidi, Ze miZe byt
jen kone¢né mnoho x; + U ay; + V. (Vytvofime pokryti, které tvofi
U, V a vSechny ostatni body, nacez uZijeme Borelovy véty.) ‘

Tedy existuje iy tak, Ze proi > iyje p (X;, yi) < &, x;e U, y;e V. Postupnym
pouzitim trojahelnikové nerovnosti dostaneme ¢ (a, x;i) + ¢ (Xi: Yi) +
+ o(vi, b) > e (a, b), tedy 3= > p (a, b), coz je spor proti (1Ip).

Véta 3: Necht P je kompaktni melrisovalelny prostor, klerj md prdvé
K hromadngjch bodtt (K pfrirozené cislo). MnoZina D, (P) je usmérnénd
vlevo.

Dikaz: Ozna¢me hromadné body prostoru P jako ai, i = 1,2..., K.
Existuji okoli Ut bodu ai takova, ze Uin U" = @ pro i +1i a tedy téz
K

takové uzaviené mnoziny Xi{ ze U X! = P, Xin X" = @ proi=+ i

1
a Ul ¢ Xi. Podle (2) plati nyni p (X{, X¥) >0 proi i a libovolnou
vytvarejici metriku p, nebot podle [2] je X" U X! kompaktni prostor.
Necht nyni pe D, (P), 6= D, (P). V dalSim bude vZdy index i pro bod x!
znadit, ze x' ¢ X!, Ozna¢me nyni proi = 1,2, ..., K a«f = infmin [p
(x4, y9), o (xi, y)] [y! # x!, yi + ai] a polozme:

T (x4, y) = ry (o + o) pro x' +yi, <l (x,xi) =0
Z 2.1. plyne, Ze «t je metrika na X, v < p| Xi x X, 1 < o| X! X XI. Pro-
toZze P je kompaktni, je t' ohranicena a existuje éislo yi = sup =i (x, yi).
[xi, yi e Xi]. , ’
Oznaé¢me y = max {yi} i = 1,2,..., K a definujme t takto:
T (x5, y) = < (x5, ¥)
v (xt, xt) = —é—ypro i+

T (xi, xf) = 0
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7 je metrika na P, ]ak plyne snadno z (1). Oznaéme proi #i ¢t = min
[p (Xi, X¥), & (X, X©')]. Podle (2) je ¢t >0 a také ¢ = min { ¢t} > 0.

Je-li nyni ¢ > %— je 7 < p, T <o. Ve vnoienych prostorech je to jasné
at(xi,xi)<c. Jelic< —;—, polozZime « = -ZY— > 1, pak je opét = (xi, xI')=

;7<ap(x' xi), (x},x") < a.o (X, x')atedyf p, 7<o. Koneéné

se snadno vidi, Ze ~ indukuje v P danou topologii, takze t = D, (P).

3. Prostor <0,1) s prirozenou topologii

Tento prostor je prlkladem kompaktniho prostoru, jehoz mnozina
hromadnych bodi neni kone¢na. DokaZeme nyni, Ze prisluSnd mnoZina
D, (< 0,1 >) neni usmérnéna vlevo.

3.1. Nejprve zkonstruujeme mnoziny A, B, které budeme dale po-
trebovat. Necht J = <a, b > je libovolny interval. Vytvoiime na J diskon-

tinuum takto: Rozdélime J body a + % mJ, a + -2— m J na 3 ¢asti a vy-

nechame interval (a +% mJ, a 4+ %m.] . Zbylé intervaly rozdélime na

. . 5 7 15
3 ¢asti a vynechame intervaly a4+ — mJ, a4+ — mJ), a4+ — mJ,
y y ( +o + = ) ( +

a4+ ;—; mJ) o délce % mJ. V dalSim kroku kazdy ze zbyvajicich intervali

rozdélime opét na 3 ¢asti a odstranime z néj stiedni interval délky —1—3 mJ

atd. Po odstranéni spocetné mnoha intervali obdriime podle [3] diskon-
tinuum, které oznatime D(J) Polozme D, = D ( <0,1 >) v pravé vyloZeném
smyslu. Oznaéme S; mnoZinu viech doplnkovych intervali J; k D,. (Ztejmé
jsou to vSechny mtervaly, vynechavané pfi konstrukei D,). Poloime D, =
=UD (Jy [J, £ S, ]. Pritom je-li J, = (a,b), vytvarim dlskontlnuum na
<a,b>,aleanone D (J1),bnone D (Jl) Ozna¢me S, mnozinu vsech dopliiko-
vych intervalii ke viem diskontinuim z D,. Kone¢né je-li uz dana mnoZina
Sn, polozme D,y =UD (J,) [J, € Sn] a oznaéme S,,; mnoZinu vsech
dopliikkovych intervali ke vSem diskontinuim z D,,,. Tim je definovana
mnozina D; pro libovolné i. Snadno se vidi platnost nasledujicich tvrzeni:

(1) Pro libovolny interval J jem D (J) = —;—-mJ.
Necht Gy = J — D (J). Pak jem Gy =m J (%+~3+...)=% mJ

. takze m D (J) = % mJ.



(2) Nechf E = < 0,1 >—UDy. JestmE = 0.
‘Podle (1) jem D, = —;—, pro kazdé J, ¢ Bl jemD (J)) =% mJ,. Ponévadz
UJ, = G, a vSechny mnoziny D (J,) jsou navzajem disjunktni, je podle [3]
mD, = EmD Jy) =% m G, =%-

F

Zcela analogicky se zjisti, ze mDy = 7)17 pro libovolné k. PonévadzZ jsou
1
2n

vSechny mnozZiny Dj, Dy, diskjuntni prok +k’, je mf.l° D, = § =1
1 1

atedymE = 0.

(3) Necht I je olevieny interval lakovy, Ze existuje Jyx = Sk, I = Jr. Pak
existuje bod xs I, xnone D;, i = 1,2,..., k +1,x non = E.
Pro i < k zrejmé. Je-li Jx = (a,b), existuje prosté zobrazeni Jx na (0,1),
takze staci ukazat: Je-li I < <0,1 >, je I n G; # 0. Ozna¢me F, mnoZinu,
kterou obdrzime pri vytvareni diskontinua po n -tém kroku. Je F, =
= U F,}, kde F,! jsou diskjuntni uzaviené intervaly a m F,! - 0. Pak
existuje n, tak, Zze m (I — Fi,) > 0 a tedy im (I — D,) > 0. Podle (2) pak
plati také m (I — D, — E) > 0. KaZdy bod této mnoziny jiz ma pozadova-
nou vlastnost.
Polozme nyni A = U Dy, B=<0,1>—A

=0

Lemma 1: Nechf I < < 0,1 > je libovolny uzavieny interval.
Pak plati: m (Anl) >0, m(Bnl)>0. )

Dukaz: Obé mnoziny jsou méritelné, takze nerovnosti maji smysl.
Oznac¢me C = B Dy.. Je C < B. Misto m (BnI) > 0 sta¢i ukazat m (CnI)
> 0. Necht xz-:lI——E je vnitinim bodem intervalu I. Pak existuje pravé
jedno k tak, Ze je xe D, a pravé jeden interval Ji_, £ Sx—,, Ze Xe D (Jx—,).
Jeli nyni Jey < I, pak jeD (Jep © T a m D (Jiy) =% m Jey > 0.

Dale z (1) plyne, ze m (Dyy, 0 Ji—y) = mR = % m Jg—, >0.

Nyni je bud D (Jxk—;) € A, R = B nebo naopak, z ¢ehoz jiz plyne tvrzeni.
Neni-li J,—; < I, pak existuje podle (3) vnittni bod x, intervalu I, pro

ktery x; e D (Jx,—;), kde k, > k. Ponévadz lim m J; = 0, dostaneme po

i—+> oo '

koneéném poctu krokiu bod X, e D (Jkp—y), kde Jyp—y = 1.

Lemma 2: Nechf A’ (resp. B’) je mnofina bodu hustoty mnoeZiny A (B)
ve smyslu [3]. Plati:

a)m|[<0,1>—A UB]=mQ=0.
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b) Je-lixeA’ (B’ ), je bodem nulové hustoty B (A ), L. j.
m[(x—h, x4+ h) n A] _ m [(x—h, x4+ h) nB]

lim 1 =>lim 0

) 2h Rt 2h
lim m [(x—h, x+ h)nB] — 1 —> lim m [(x—h, x4+ h) nA] _ol.
hs0 2h R0 2h

m [(x—h, x+ h) nA]
2h

2h > m [(x —h, x4+ h)nA] > 1 —c. Lehce se vidi, Ze m(x—h, x4+h) =m

{[(x—h, x +h)a A]U[(x—h, x + 1) n B]}

kde obé mnoziny vpravo jsou disjunktni, takze lze psat 2h = m [(x—h,

x+h)n Al +m[(x—h,x+h)nB]. Srovnanim s hotej$i nerovnosti plyne

0 <m [(x—h, x+h) n B] < c. 2h, tedy™[(x—h «)? +1) Bl ¢ ¢ Pro xeB’
i

Dikaz: b) Ke >0 existuje h tak, ze 1 > >1—¢,

je dikaz obdobny.

a) Plyne z méritelnosti mnozin A, B, nebot pak podle [3] je m A’ = mA,
m B = m B.

2.2 Véta 1: Necht P = < 0,1 > je topologicky prostor s prirozenou tapo-
logii. MnoZina D, (P) neni usmérnénd vlevo.

Dukaz: Necht A,B jsou mnoziny danych vlastnosti (2.1).
Polozme: o(X,y) = m|[ <x,y >0 A],6(x,y) =m[ <x,y > nB]j
prox <y, p (X!Y) = p(¥,X), G(X'Y) = 6 (V,X).
p a ¢ jsou metriky na < 0,1 >. (IIp) plyne z lemmatu 1. (IVg) plyne z m
[<xz>0A]l =m [ <x,y >nA]+m| <v,z >nA] pro x <y <z Ostatni
je ztejmé. p a ¢ indukuji v < 0,1 > prirozenou topologii. Snadno se vidi,
ze okoli kazdého bodu je otevieny interval. Zbyva ukazat, ze g a ¢ nejsou
ekvivalentni. To plyne lehce z lemmatu 2. Necht a ¢ A’, existuje okoli
(x,y) bodu a tak, zZe pro libovolné ¢ < 1 je p (x,y) > (1 —¢) [x—y/, a(x,y) <
<e¢/x — y|. Ma-li byt nyni pri pevném « o (x,y) < «.6(X,y), dostavame

=g

1—e< .z, tedy a> coZ neni mozné.

€

Predpokladejme nyni, ze existuje metrika r, ktera indukuje v <0,1 >
prirozenou topologii, <9, t<o. Pak existuji ¢isla «, B tak, ze ~ (x,y) <
< a.p(X%,Yy), ©(xy) < B.o(x,y). Necht I = < x,,y, > je libovolny interval,
Ic <0,1 >. Ukazeme, ze musi byt (x,,y,) < € pro libovolné ¢ a tim dojdeme
+ ke sporu. Podle lemmatu 2 je m Q= 0 a existuje G oteviena tak, Ze je

GoQamG< Kolem kazdého bodu xeA’ zvolme okoli U=

€

2min [a, B]
mURB] o@D} . ¢ podobnd kelsmkagdshe
mU la—b| 48 .

m[VaAl _ e(d) . ¢

== < ==,
mV lce—d| 4a«

(a,b) takové, ze je

xeB’ zvolme okoli V = (¢, d) tak, Ze
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tato okoli existuji pii dostatecné malém =, plyne,z lemmatu 2. Proto¥e
G je oteviena, je G =UG;. Ozna¢me nyni U = {U;} U {Vi} U {G;} sys-
tém, ktery tvoii okoli U, Va G;. U pokryva < 0,1 > a podle Borelovy
véty z néj lze vybrat konecné pokrytl U, intervalu <x,, y, >. Toto pokryti

lze vybrat tak, ze oznacime-li U, = U A=0 (xi, yi), plati x; < x, < X,,
1

Yo—1 < ¥o < ¥ur Xit1 <Y¥i < Xit2 < Yipq- Ma-li byt nyni 1 <p 7 <o, musi
B.e.mA; em A;j

bit pro & < (U} <(x. ¥) <8 () < 55 = SHAL apro
Ar el Vi) (X, yo) < @ p(Xk, Yo) < a':m o = s'lz e - Dale je vidy
[ 4

(X, y) <ym <X, ¥ >, kde y = min ['3 a], takZe pro A, € G je (Xm, Ym) <
< ymA,, . Necht n_vm na priklad A, < {U;}, A, ¢ {Vi}. Mame = (x,, X,) <
< a.p (X, Xy) < . 5(X;, yy) a dale ~ (\0, X3) < (X, X2) + T(Xs, X3) < a.p

(x, ¥) + B.o(Xey X3) < 2.0 (X, Y1) + B.o(Xp, Yo) < ‘2‘ [mA; +mA,].
Pokracujeme-li takto dale, postupnym pouzitim trojihelnikové nerovnosti
nakonec dostaneme =(x,, v,) < i [EmA; + ZmAi] 4+ vEmA,, . Je ziejmé,
ze ZmA; + ZmA; <2 prolibovolné ¢, EmA,, < mG <= . Pak dostavame

2Y
7 (Xo, Yo) < g, coz je spor proti (IIp).
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o HaNnpaBII€HHOCTI MHOM€CTBA KBa3uUMeTpPHUR

A. CETTAPH
ConepsaHne

Caenywmasa paGora 3aHMMaercsa BONPOCOM, NPH KAKNX YCI0BUAX MHOMKECTBO
KBasuMeTpuk D, (P) TONOJOrHYeCKOro MeTpu3yeMmMoro mnpocrpaHcrBa P (¢uabTpu-
pyerca BJeBo. HBasauMeTpMKaMH nofpa3yMeBaeM KiaacChl MeTPUK, OnpenesEéHHBIM
€roco6oM €HBUBAJEHTHBIX.

OcHoBHbIe pe3dyabTaTbl paboThi:

1. B npocmpaHcmee ¢ KOHEYHbIM HUCAOM HeU30AUPUBAHHBIY MOUek (fuabmpupyemes
D, (P) saeso.

H n1100651M IByMA MeTPHKaM g, 6 KOHCTPYHpYeTCA MeTpuKka 7, 7 < g, T < O.

2. B npocmpancmee < 0, 1 > ¢ ecmecmeenHoli monoaozueit D, (P) He (fuabmpupy-
emcs eae60. HOHCTPpyNpyloTesa onpejeaéHHble METPUKH p, 6 U NMOKa3blBaeTCA, YTO He
€CTBYeT MeTPUKa 1, T < p T < O.

Uber die gerichtete Menge der Quasimetriken

A. ' SETTARI
Zusammenfassung

Diese Arbeit befaft sich mit der Frage, ob die Menge der Quasimetriken D, (P)
eines topologischen metrisierten Raumes P nach unten gerichtet ist. Unter dem
Begriff der Quasimetriken meint man die Klassen auf bestimmte Art idquivalenter
Metriken.

Die Hauptresultate sind:

1. Fiir den Raum mit endlich vielen Hdufungspunkten ist D, (P) nach unten gerichlet.
Zu den beliebig erwihlten Metriken p, ¢ konstruiert man die Metrik 7, = < p, T < o©.

2. In dem Raum < 0,1 > mit natiirlichen Topologie ist D, (P) nicht nach unlen
gerichtet. Die bestimmten Metriken p und ¢ werden konstruiert und wird bewiesen,
daB keine Metrik r existiert, fiir welche T < p, T < o gilt.
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ACTAFACULTATIS RERUMNATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE

st fakultny sbornik urceny na publikovanie vedeckych prac internyeh a externyeh
ucitelov nadej fakulty, internych a externych adpirantov a nasich studentov. Absol-
venti nasej fakulty mozu publikovat prace, v ktorych spraciuvaji material ziskany
za pobytu na nasej fakulte. Redak¢éna rada si vyhradzuje pravo z tohto pravidla
urobit vynimku.

Prace musi odporacat katedra. Prace Studentov musi odporacat Studentské
vedecka splolo¢nost a prisludna katedra.

Publikovat mozno v jazyvku slovenskom alebo ¢eskom, pripadne v ruskom alebo
anglickom, franctizskom alebo nemeckom. Priace podané na publikovanie maju byt
pisané strojom na jednej strane papiera, s jednoriadkovou medzerou, tak aby jeden
riadok tvorilo 60 uderov a na stranku pripadlo 30 riadkov. Rukopis treba podat
dvojmo a upravit tak, aby bolo ¢o najmenej chyb a preklepov. Nadmerny pocet chyb
zdrazuje tlac a ide na autorov tucet.

Rukopis upravte tak, ze najpryv napiSete nazov prace, pod to meno autora. Pra-
covisko, pokial je na nadej fakulte. sa neuvadza. Iba tam, kde je viac spolupracov-
nikov a niektory z nich je z mimotakultného pracoviska, uvadzajua sa vietky praco-
viska. Aj tam, kde praca bola vypracovani na dvech pracoviskach, treba obidve
uviest.

Fotografie treba dodal na ¢iernom lesklom papieri a uviest autorovo meno, zimen-
Senice a text pod obrazok. Kresby treba urobif tuSom na prichladnom papieri (pauzak)
alebo na rysovacom papieri a taktiez uviest meno autora, zmenSenic a text pod
obrazok.

Kazda praca musi mat resumé v ruskom a nicktorom ziapadnom jazvku. I< pracams
publikovanym v cudzom jazvku treba pripojit resume v slovenskom (ceskom) jazyku
a v jazyku zapadnom (ak ide o ¢lanok v ruskom jazyku), alebo v ruskom jazyvku,
(ak je ctanok v zapadnom jazyku). Nezabudnite pri resumdé uviest vzdy nazov préace
a meno autora v rovnakom poradi ako v zikladnom texte. Za spravnost preldadu
zodpoveda autor.

Autort dostavaju stlpcové a strankové korektiry, kloré treba do 3 dni vratit.
Rozsiahlejsie zmeny pocas korektiury idd na tarchu autorského honordra. Kazdy
autor dostane popri prisluinom honorari aj 50 separditov.
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