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Generalisation of the correspondence of relative normal of the surface
into space with the projective connection

M. HEJNY

1. Let = be a surface in the three-dimensional (straight) projective space P3
and let R € = be the regular point in which there are two different asymptotics.
By 7(R) we denote the tangent plane to the = at the point R. By first relative
normal of m we call an arbitrary line a, if only R €a & 7(R); the straight
line b for which is B ¢ b = 7(R) we call the second relative normal of w at
a point R. We say, that the first and the second relative normals are in normal
correspondence if they are polar to the Lie’s quadric of the surface m at
a point R. In this paper we shall get one generalisation of the above normal
correspondence for a space with projective connection. We shall use the
metod introduced by A. Svec in [1].

2. Let P3be a three-dimensional space with projective connection. In this
space we consider a surface m with the asympeootic net %, v on it. Then it
18 possible to take a moving frame 4g, 41, A2, A3 so, that (see for instance [2])

dAo = ngo + duA1 —|- dvAz

d4, = w(l):’lo -+ wiAl -+ ﬂd’qu + (1 — k)dvA:;

dAz = 034 + ydvA; + w24s + (1 + h)duds (1)
dAs = w)dy + wéAl -+ ngz -+ nga

ol = o)+ ol 0+ ol =0;, o =aldu+ bldv

du A dv #0; ) = du, 0f =dv, 0} =0; (u,v)eQ

The functions g = B(u, v) and p = y(u, v) are the relative invariants of the
weights (2;—1) and (—1; 2) respectively. The function & = h(u,v) is the
invariant called torsion of the m. It is known, that equation § = 0 (resp.
y = 0) holds if and only if an asymptolic dv = 0 (resp. du = 0) be the geode-
tic. In the case f % 0 the equation & = 1 (resp. A= —1) holds if and only if
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an asymptotic dv = 0 (resp. du'= 0) is developed in local space as a plane
curve. We omit these singular cases and we shall consider

By(h2 — 1) #£0. (2
Let us denote yet
a=a)—a —al+al; b=2>b)— b} — b+ b3 (3)

3. By dualisation of the surface m we understand the following Konig's
manifold (see [3]). Let R € = and let P3(R) be the local space assigned to
the point R..The space of all planes in P3(R) we denote by P3*(R). We put
still 7(R) = R*. Then it is R* € P3(R). Now the dualisation ©* of = is & mani-
fold R*(u, v) = =¥, (u, v) € Q and a local space assigned to the R* is P3*(R) =
= P3(R*). On the n* a following frame will be taken:

EO = [A]) AZ) As] El == ~[-‘40’ A27 A3]
= [AU, Ala A3] E3 = —[AO) Al, AZ] . (4)

From the equations (1) and (2) we obtain
dB' = —olB’ , i,j=0,1,2,3
and in particular for i = 3 .
dE = —oiE® — (1 — h)dvE! — (1 + h)duE2. (5)

Let p e be a curve passing through the point 4, and having the line
t = [Ao, d4,] as its tangent at this point. The dual curve p* assigned to the p
has in the E3 the tangent t* = [E3, dE3]. This line can be considered as an
element of the local space P3(4o). Using (5) it is easy to show that t* =
= [, (1 + h)duAd; — (1 — h)dvAs]. The lines t and t* are said to be con-
jugated. The asymptotics are self-conjugated. The curves of the surface,
whose tangents at R are conjugated are called conjugated at the point Z.

4. Let p and q be the curves upon a w. Their developments into the local
space P3(4o) we shall denote by p and q respectively. About the curves p
and q we shall consider that

(a) both pass through the point 4o,

(b) none of them tangent the asymptotic at 4o and

(c) they are at the point Ao conjugated.

The quadratic conic g, whose order of contact with both curves p and q
is three we shall call the main conic and its vertex the main point of the
couple P, q (or also p, q). It is known (see [4]) that to each fitted couple p, §
there exist exactly two main points M; and Mz. It is not necessery to discus
the word ,fitted“ because we are not concerned about non-fitted couples
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Let p and q be described by the equations - _
p: du = pldr; dv= p2dr; w} id’r 4
q: du = qlds; dv=q%s; ;= q]ds o (6)

and initial conditions (a). For the situation at the pomt Ao from the (b) and (c)
it follows

P'p*q'e? # 0; ¢ = (b4 1)p4 q2‘= (h —np i)
Taylor's expansion of the p = P(r) is

1 1 ‘ _'
P(r) = Ao + r(do): + '2_7'2(140)" — 13 Ao)err + _ |

where by (A4o)r or (Ao)rr is denoted the first or second derivative of variable
point 4o with respect to r at the fixed point 4o. There is some discrepancy
in our symbolic; the point Ag is on one hand taken -as a moving and on the
other as a fixed point of w. But we suppose that this shall not contribute to
a misunderstanding. The symbol |4| stands for the rest of the expansion starsing
from the term 7. The same symbolic will be used too for the variable s.:
From (1) and (6) we obtain

(Ao)e = iAo + plds + p24s

(Ao)er = (.)Ao + [pU(p) + p1) + p! + ()41 +
+ [p2(p) + p3) + pE + (p1)%]A2 + 2p'p2A4s

(Ao)err = (.)Ao + ()41 + ()42 + {pp%(p] + P3) + 3(pp): +
P3B + (p2)%y + hlpp%p; — p}) + pIp* —
— pip? + (p1)36 — (p2)3y]} 43

- Substituting these expressions to the above expansion we obtain

P(r) = (1 + rp + [2])4o + |
1 . -
+ {fpl + »~2—72[p1(p8 + p1) + ! + (¥2)%] + ‘i‘}Al +

1 . : o D s
+ {rp® 4 ?rz[pz(p?) + p3) + P + (pY)26] + m}Az + (8)

1 : S U
+ (rzplzfﬂ + Fﬁ{plpz(pg + 25) 3(10110 (P38 + (%) +

+ hlp'p¥p; — p1) + pipt —fp:'pz + (P — @2)371} - E)Aa.



Similarly as in (4o)r, the symbol p! denotes the derivative of p! taken at
the point Ao. ,

It is unnecessary to write the similar extension for the curve q. This may
be obtained by application of the scheme

IDTP(r)pj‘ P By
9 s Qs q ¢ B v

h a b [n]*4
h a b In]}

(9)
on the {8).

5. In the following we shall find the conic . We work in the local space
P3(4e). As we had supposed the order of the analytic contact of P(r) and
Q(s) with i :

p=XX)=cpled =0; cy=c¢y; i,j=0,1,2,3 (10)

is equal to 3. This implicates the equations

(P(r), P(r)) = 0+ [4], (Q(s), Q(s)) = O + [4].

Hence, after the substitution from (8) to (10) the coefficients of the expansion
by 79, r1, 72 and 73 must vanish. The similar situation holds for the coefficients
by s°, s, s2 and s3.

There are the same coefficients cop by 70 and s0. Hence

coo = 0. : (11
Since the coefficients by r and s must be zero, it is

coip! + coap? = 0
co1q! + co2g2 = 0

and in consequence of (7) and (2)
co1 = Coz = 0. (12)
If we continue in this way with the coefficients by 2 and s2 we obtain

c11(pl)? + c22(p?)? + 2(cos + c12)p'p? = 0
cu1(g')? + 22(9%)* + 2(cos + c12)g'¢q® = 0
For a suitable choice of homogeneous factor we are able to put
cu = (p?)2(h — 1) = (¢)%(h — 1)71 .
ez = (p1)2(h + 1) = (¢1)%(h + 1)1 (13)

and
co3 + €12 = —hplp? = —hqlq?(h? — 1)~L (14)
In comsequence of singularity of a conic p. we have
' det |ey| = 0.



Using (11), (12) and (13) we obtain

1 6?2 = C13Ca2
an
(c12)1,2 = & plp?(h% — 1)F = + qlq2(h% — 1)7%, (16)

Now we need to give two remarks. Firstly we shall make an agreement
that the index by ci2 will be 1 or 2 according to the use of the upper or lower
sign. Secondly, we shall not consider the expression

(2 — 1)t

as two-valued; we take an arbitrary, but from now on fixed branch.
From (14) it follows

(cos)r,2 = —Hplp? = —Hqlq?(h? — 1)1
where (16
H="hn+4 (k2 — 1)

Remark. We should correctly write Hi,s, but this inaccuracy will not
contribute to a misunderstanding.

Let us go on with the coefficients by 3 and s3. There are too complicated
and their adjustment needs som patience and time. In order to simplify
we shall designate

D(p) = B(pP® + y(®*)?; S(p) = B! — y(p?)?
G(p) = p'p*p — D(p); p = ap' + bp? (17)
F(p) = p'p*(ps — p}) + 0'0} — »°p} + S(p)

and similar

D(q), S(q), G(q), F(q) and ¢

using the scheme (9). Now we cap more simply write the conditions of the
vanishing of the coefficients by 73:

ey '[P (00 + 1) + v(@°)? + P11 + conp® [P (0 + P3) +
+ B + 3] + c[0'P° (0] — p3) + (@'P%): + D(p)] +
1 > 1 1
+ co| 2000'P" + (0'P°): + PP W0 + p}) + 5 Dlp) + 5 hF(p) [ +
+ 2013(P1)2P2 + 2 231’1(1’2)2 = 0.

An analogical equation holds for q too; this one we obtain using the scheme (9).
These two equations may be in accordance to (13), (15), (16) and (17) reduced to

5



1 1 1
ci3pt + cx;p? = — ?F(p) (1 = —3—hH)+ —3“ G(p)H

. . 1 1 1 .
W—MMWMM=7%*+?W%?%M- (18)

A computation of the ci13 and cg3 is not necessary.

6. In this section we shall find the coordinates m! (i = 0,1,2,3) of the main
point M = m!4;. From the two-valued of some coefficients (co3, €12, €13, C23)
it follows, that there are two main points M; and M,. According to our
symbolic ‘we shall write simply M instead of M,s. To compute the coordi-
nates m! we see, in consequence of (2), (7) and inequalities H = 0, that the
first, third and the fourth rows of the matrix

0 0 0 —pip2H
ol — || 0 @R=1  Eppe—1E e
0 +p'p2h? — 1) (pH)*h + 1) c23
—plp2H c13 c23 C33

are linearly independent. Alse, we are able to put
mi = Cnuld, i=0,1,2,3,
where C3; denotes the cofactor of the element c; in the matrix |j¢y)|. Taking

A= [(pY)2p2H(h + 1):]7

we have

mo = ci3p*(h + 1)* F caap?(h — 1)}

ml = (p)2H(h + 1)} = (¢")°%2H(h2 — 1)"Y(h + 1)=& (19)
m? = Fpl(p2)2H(h — 1)+ = Fql(g?)2H(h? — 1)1 (h — 1)+
md=0.

The roots of (b — 1) and (k + 1)+ are fixed in such a way, that their product
must be equal to the value (A% — 1)¥ which was in the 5. section fixed. The
coefficients .013'&nd c23 may be eliminated from mo9. It is possible to replace
the right-hand member in the first of the equations (19) by the linear combi-
nation of the left-hand members of the equations (18). In fact, denosing

1
= F 5 (12— DH(h + 1} £+ (b — 1)}]



' 1
y =5 (B = )7k + 1} £ (b — 1)3]

we obtain

cuspl(h + 1)7 T cosp?(h — 1)¥ = p(c1sp? + cosp?) +
+ plesg! + czsg?)(h® — 1).
Therefore the coordinate m0 is the same combination of the right-hand mem-
bers of the equations (18). Seeing that we obtain

m = g l—%mp)(l — 5 HR) + o HG(p) ]+

1 1 1
+ 9 [TF(q) (1 + ?Hh)-!-—é— HG(q)] : (20)

The only geometrical consequence of the equations (19) is M e7(4o).
But this result is well-known; see [4]. In order to establish a new geometrical
result, we shall specialised curves p and g.

7. About the curves p and q we considered the conditions (a), (b) and (c)
from section 4. Now, in addition, we shall consider

(d) the osculating planes of the curves p and q have a common fixed
straight line a = [49, W], where

W = fA; + gAs + As.
This condition may be written in the form

[4o, dP, d2P, W] = 0
[4o, dQ, d2Q, W] = 0.

Applying (8) and (8) with (9) to this we obtain

F(p) = 2(p'g — p%)p'p?

F(q) = 2(¢'9 — ¢*)a'q> (21)
Let us consider the set of all couples p and q which satisfy the conditions
(8) — (d). Let us denote the set of all main points M; by m; (i = 1,2). We
shall see, that m; and m. are cubical curves lying upon the tangent plane
7(Ao). In order to prove this result, we eliminate the quantities p!, p2, ¢!, ¢2,

p and ¢ from the equations (19). From the second and the third of equations
(19) we have

()7 = mHAh + 1) ()% = miH(h2 — 1)(h + 1)t
PR = FmAH b — 1) qiq?)? = FmeH-1A2 — 1)(h — 1)}



(1 = F (mAnYH-1Gh + 1)7106 — 1E
¥

(@ = F (mRm)H(R + 173k — 1) |
Y = (m2)m)H-(h + D} — 1) (22)
@R = (m2)xm)H(h + 1)Hh — 1),

Substituting (17), (21) and then (22) to the equation (20) we obtain the equa-
tions of my and mg:

e = [B(@1)? + (2] [1 & 2h(h? — 1)=%] +
+ x'a?[x1(3g + kg + a) + «2(3f — Af + b) — 320] = 0. (23)

Therefore both curves m; are cubics. A necessary and sufficient condition
that m; = m; be a torsion & of surface = at the point 4o will be equal to zero.

We shall discuss the character of these cubics. It is known, that the cubic
with the equation (23) has one knot-point and three inflex points on one
straight line. A knot-point is common for m; and ms; it is Ao. At this point my
and m: have moreover common tangents; they are asymptotic-tangents of
the surface 7 at the point 4o. We shall find three inflex points as intersections
of m; and its Hesian

b1 = 3[B(21)3 4 p(«2)*] [1 & 2R(R% — 1)71] —
— 2122[21(3g + hg + a) + 2(3f — hf + b) — 3a0] = 0. (24)

Disregarding the point 4o as a solution of the equations (23), (24), this system
of equations may be reduced to

@4(3g + hg + a) + 22(3f — hf + b) — 320 = 0
@) + y(@?) = 0. (25)

The first .of the equations (25) is evidently an equation of the straight line
with three inflex points on it. This one will be denoted by b — it is the same
line for m; as for mz. From the second of equations (25) it follows, that the
inflex points J1, J2 and J3 are the same for m; and mz and moreover that the
straight lines [4o, Ji] (i = 1,2,3) don’t depend on the choice of point W.
Therefore, these straight lines have an invariant character — they are
Darboux-tangents of = at 4o.

8. In section 7. we defined two straight lines @ and b and we described
a construction of b (considering a). From the algebraical expression of a and b
follows, that there is a one-to-one correspondence between a and b. Lines
a and b are called the first and the second relative normal of 7 at 4o respec-
tively. This correspondence we shall call a normal correspondence of 7 at Ao.
It is a question now, whether in a local space P3(4o) there exists a quadratic
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surface, with respect to which, the normal correspondence will be a polarity.
To work out this question let

G = wijxlxl = 0; l,] = 0,1,2,3; Wiy = Wiy

be a possible searched for quadratic surface. A polar plane of 4o with respect
to ¢ pass throught the straight line b (for arbitrary f, g). Hence

woo = Wo1 = woz = 0.
Similarly a polar plan of the point W
wnzlf + wisxlg + wisal = 0
must be incident with the line b too. Therefore

UWoz — —31
wif + wieg + wiz = (39 + hg + a)i
wizf + weeg + wes = (3f — Af + b)4,

for an arbitrary f and g. From this, it follows immediately
w1 = Wez = 0
and the above system has a non-trivial solution if and only if
h=0. ' (26)
In such a case, each surface of a one-parametric set of quadratic surfaces
2 = 3xla? — 32023 4 axlad 4 bx2x3 + C(23)2 = 0 27y
has the looked for property.

Theorema. The normal correspondence of & at a point 4o seems a polarity
with respect to a quadratic surface if and only if the torsion % in this point
vanishes. In this case there is a bundle (27) of quadratic surfaces each of
which has the above property.

9. In the end we shall apply our results upon a straight space. It follows,
that the integrability conditions

do} = of A w}
will be in force and equation (26) holds identicaly. Using this we have

0 = d[du] = doj = (0} — o) A wo
0 = d[dv] = dwo (@) — w3) A wo
0 = d[du] = = (wj — @}) A wo
0 =d[dv] = dwf = (0] — ®3) A wp.



In consequence of this and Cartan’s lemma we obtain
o) — ol = 4oy ;  0F — o) = Cwyp
) — 0} = Bo}; o} — o} = Do} .

Substracting two and two underlying equacions we obtain

1 2 __ 2 1 __ Ol 2
Awy — Boy = 05 — w; = Cwy — Dwj .

But in consequence of the independence of the forms w}, o} it is

A=C; B=D
and hence
0) — 0] — o + i = 0.

Seeing (1) and (3) the last equations imply
e=b=0. (28)

Hence, in straight space there is m; = my and bundle (27) will (according
to (28)) be Darboux-bundle

2 = xlx? — 2023 4+ C(23)2 = 0.

The normal correspondence will be identical with the polarity with respect
to each of the Darboux quadratic surfaces. Therefore our construction of the
normal correspondence can be looked at as a generalisation (one of various
possible) of a polarity with respect to a Darboux quadrics.
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Zovseobecnenie koreSpondencie relativnych normal plochy
do priestoru s projektivnou konexiou

M. HEJNY

Sduhrn

Nech m je plocha v trojdimenznom (rovnom) projektivnom priestore, R € & bod,
v ktorom existuju 2 asymptotiky a t(R) dotykova rovina plochy & v bode R. Priamky
a, b, pre ktoré R €a & 1(R) a R ¢ b — t(R) nazveme prvé a druhé relativna norméla
plochy &t v bode R po rade. O priamkach a, b hovorime, Ze s v normélovej koreSpon-
dencii, ak su polédrne zdruzené voéi Lieovej kvadrike. Danti koreSpondenciu zovseobec-
fujeme na priestor 2, s projektivnou konexiou. Pracujeme metédou A. Sveca — pozri [1]:

Bud 40 € ® = £,. Nech p, q su dve krivky plochy = a p,q ich rozvinutia do lokédlneho
priestoru Py(4o) tychto vlastnosti

(a) krivky P, q sa pretinaju v bode 4o, °
(b) ziadna z nich sa v bode 4o nedotyka asymptotiky,
(¢) ich dotyé¢nice v bode Ao st konjugované.

V lokéalnom priestore P,(4o) hladdme kvadraticka kuzelova plochu p., ktord mé s oboma
krivkami styk tretieho rddu. Takt plochu budeme nazyvat hlavnou (kuzZelovou plochou)
a jej vrchol hlavnym bodom dvojice P, q (resp. P, q). Je zndme — pozri [4] — Ze ku kaz-
dej dvojici kriviek uvedenych vlastnosti existuju prdve dva hlavné body M, a M; leziace
v rovine t(4o).

Fixujme prva relativhu normdlu a plochy w v bode 4o a na dvojicu p, q polozme
dopliiujcu podmienku

(d) oskulaéné roviny kriviek p, q v bode Ao sa pretinaju v priamke a. Ak uvazujeme
vSetky dvojice kriviek p, q vlastnosti (a) — (d), potom odpovedajice hlavné body M,
a M> prebehntu v dotykovej rovine t(4p) isté mnoziny mi, mz. V préci je dokézané, ze
uvedené mnoziny st (az snad na vynimoéné body) kubické krivky popisané rovnicami
(23). Kazda z kubik mi1, mz mé jediny uzlovy bod a tri inflexné body leziace na priamke.
Vietky tieto body su pre obe krivky spolo¢né. Uzlovym bodom je bod 4o a dotyénice
v iom ku m; aj mz st asymptotiky plochy. Inflexné body J; i = 1,2,3 st dané ako spo-
lo¢né riesenie rovnic (25). Smery AoJ; st nezdvislé od volby priamky a — su to Dar-
bouxove smery plochy 7t v bode 4o. Ozna¢me priamku, na ktorej lezia body Ji symbo-
lom b. KoreSpondencia

a—b

je vzajomne jednoznaéné a v pripade rovného priestoru je totoznéd s polaritou voéi
ktorejkolvek reguldarnej Darbouxovej kvadrike plochy 7t v bode 4¢. M6Zeme teda uve-
dent korespondenciu povazovat za zovSeobecnenie korespondencie relativnych normal.

Konet¢ne je ukézané, ze nami konsStruovand kore$pondencia je polaritou vodi akejsi
kvadratickej ploche ¢ prédve v tom pripade, ak torzia A v bode Ao je nulové. Potom
existuje cely zvizok (27) pléch pozadovanej vlastnosti.
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O6o06meHne KOppPeCIOHeHIINN OTHOCUTEIbHEIX HOpMaJIel
MOBEPXHOCTH B IPOCTPAHCTBO ¢ MIPOEKTUBHOI COABHOCTIO

M. TENHBEI
BuBogH

Ilycts 7 HOBEPXHOCTH TPEXMEPHOrO (NIPAMOT0) NPOEKTMBHOTO mpocrpamcrsa, R € 1
TOYKA C [ByMA aCHMIOTOTHYECKUMH JMHUAMY U T(R) KacaTelbHAaA MIOCKOCTH MOBEPXHOCTH 7T
B Touxe R. Ilpamuie a, b Bumonnsioume ycuosua R e aet t(R) u R ¢ b = (R) Gynem
HA3HBATh MEPBOH M BTOPOM OTHOCUTENHHO! HOpMaJlelt moBepxHocTH 7t B Touke R. 'oBopum,
YTO MPAMHE @, b HAX0AATCA B HOPMAJIOBON KOPPECTIOHIEHIIUN €CIIU OHM MOJISAPHO COMPAKEHB
OTHOCUTENbHO KBampuKu Jlu. DTy KoppecnoHAeHIuI0 06o6ImM Ha cIydali mpocTpancTsa Py
¢ NpOEKTHBHOM cBABHOCTBI0. Bocmombayemcs meromoM A. IllBema — [1].

Mycrs Ao € ® = £, . Ilycrs P, § Hapa KPUBHX IOBEPXHOCTH 7t U P, § UX PAZBUTHE B JI0-
KasibHOe mpocTpaHcTBO P,(A4o) ciepymomux cBOHCTB

(a) xpuBHe P, q mepecekaoTcAa B Touke Ao,

(6) HM opfHA M3 KPMBHX He KacaeTCA ACHMIOTOTHYECKOH IMHUM,

(c) uMx KacarenbHEIE CONMpSMKeHH B Touke Ag.

B noxanbHOM mpoctpaHcTBe P,(Ao) mineM KBajpaTHYecKuii KOHYC W@, CONPUKOCHOBEHHE
KOTOpOro K P W § sABisercd Tperbeit cremenu. IloBepxHocTh @ HasmBaeM IIABHOH X ee
BepUIMHY IJIaBHOM TOYKOH mapw P, q (mam P, q). Wssecrno (cM. [4]), uro maus moGoi
YOOMAHYTON MAPH CYIIECTBYIOT TOYHO fiBe TIIaBHEIE ToukM M1 u Mz, HAXO#AUMECHd B IIIOC-
Kocta t(Ao).

QuUKCHpYEeM IEPBYI0 OTHOCUTEIbHYIO HOPMAlb @ TOBEPXHOCTH 7t B TOUKe Ao U HA mApy
P, q HAIOKHUM ClIefyiolllee HOIOJHUTeIbHOe TpeGoBanue,

d) compuKacaomuecs IJIOCKOCTH KPUBHX P, § B Touke Ao IepecekanTcs B IPAMOM a.
Ecnu paccMOTPUTb MHOMKECTBO BCeX Iap KPUBEIX P, § MMeOIUX cBolicrBa (a) — (d) To
OTBEYAIIMe MM TIAaBHHE TOUYKM M1, Mz mpobGerHyT KaKuUe-TO MHOMKeCTBA i, Mz Kaca-
TeabHOM miockoctn T(Ao).

B craTbe NMOKAa3aHO YTO STM MHOKECTBA (32 MCHKIIIOUEHUEM MOKET OHITh KAKMX-TO CHH-
TyJAAPHHX TOYEK) ABIAIOTCA KyOuyeckHMu KpuBHIMU (23). ¥V 1060l M3 9THX KPUBEIX OJHA
Y3JI0Bas TOYKA U TPH TOYEK mepernGa JeKalyx Ha ofHoil npsamoii. Bee aTH TOYKM ABIAOTCA
OoOIVMY [I7IA My U Mz . YBII0BOI ABIAETCA TOYKA Ao 1 KacaTelbHbie KPUBEIX i1 U Mz B 9TOMI
TOUKE SABIAIOTCA ACUMOTOTMKAMu moBepxHocTu. Touxm mepermba Ji i = 1,2,3 Haxomum
Kak obmee peulenue ypasaenuit (25). Ilpsambie AoJi OKA3HIBAIOTCA He3aBUCHMMHU OT BhGOpa
npsamoii @ — 370 npsamse [lapGy moBepXHOCTH 7t B Touke Ao. IIpAMyIo cofiepKallyio TOYKIL
neperu6a J; o6osnaunm b. Hoppecnonpennus

a<b

B3aMMHO OfHOBHAYHA U B CIydyae NMPAMOro NPOCTPAHCTBA OHA CTAHET IOJISIPHOCTHIO OTHO-
cuTenbHO J06oit perynApHoil moBepxHocTH ap6y mpucoeqnHeHHON MOBEPXHOCTH Tt B TOYKE
Ap. U3 sToro cienyer, YyTo IOCTPOEHHYI0 KOPPECHOHJEHIINIO MOMHO PasCMATPMBATL KaK
06001[eHe KOpPPEeCHOHeHIIMM OTHOCHTENbHBIX HOpMAaJei.

KoneuHo mokasaHo, YTO IOCTOEHHAas KOPPECHOHMEHIUA ABJAETCA IMOJAPHOCTHI0 OTHO-
CHTEJBHO KAaKON-TO KBafipaTHMYeCKOll MOBEPXHOCTM B TOM M TOJBKO B TOM Cily4ae, KOrga
KPHMBHUBHA h B TouKe Ao OKaKeTCs HyJeBoit. B ToM ciyyae cymiecTByeT Ny4OK IOBEPXHOCTeH
(27) ymoMAHYTHX CBOKCTB.
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ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X,5 — MATHEMATICA, XIII, 1966)

| ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V. MATHEMATICA XllI 1966

Bemerkung zur Konstruktion des Masses aus dem Inhalt

B. RIECAN

In seiner Arbeit [2] verallgemeinerte T. Neubrunn die bekante Metode
der Konstruktion des Masses aus dem Inhalt, welcher auf allen kompakten
Teilmengen des lokal kompakten Hausdorffschen topologischen Raumes
gegeben ist. Der Verfasser der vorliegenden Arbeit gebrauchte in der Arbeit [3]
eine dhnliche Metode zur Konstruktion des Masses aus der auf Kugeln defi-
nierten Funktion. Das Ziel der vorliegender ,,Bemerkung‘ ist zu zeigen, dass
die Metode von Tibor Neubrunn derart modifitziert werden kann, dass sie
auch zur Losung des erwahr.ten Problems aus der Arbeit [3] verwendet werden
kann. Diese Modifikation ist im § 1 angefiihrt. Im § 2 leiten wir kurz einige
Frgebnisse der Arbeit [2]ab. Im § 3 verwenden wir unsere Ergebnisse auf
die Systemwe der Kugeln, wodurch auch in dieser Richtung einige neue Ergeb-
nisse erzielt werden.

1.

A,B seien Systeme der Teilmengen des abstrakten Raumes X. Im weiteren

werden wir nach und nach die folgenden Eigenschaften von (A,B) voraus-
setzen:

1.1.1. 0 €A, ) €B.
2. E1€A, EzEA, ElnEz—:@ =>E1UE2§A
3. FieB (l= 1,2,...) = y F;eB.
1=1

4. FEeA, FeB > FNnE e€B

Weiter sei A eine endliche reale auf A definierte Funktion mit diesen Eigen-
-schaften:
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1.1.5. Fiir £ € A ist A(E) = 0. ¢
. 8. B1€A, BreA, BEin B =0 = ME10U B) = ME)) + MEx).
1. E1€A, BreA, Bi = By = AE) = MNE2).

oo

8. EcA F;eB(i=12,...),EcuUF; => VYe>03E €A:

i=1

i=

B Fi, ME) — ¢ < Z ME)).
i=1

1.2. Lemma, (A,B) und die Funktion A sollen die Bedingungen 1.1.1. 1.1.5.
1.1.6. und die folgenden Bedingungen erfillen:

1.19. F1, F: €B = F1 U F:eB
o N
10. VEeA, VF,eB(i=12,...),EcUF;3IN:E =u I

i=1 i=1
A1. Ee€A, F1,F2eB, EcF1UF; = 3c>0VE, EeA:
E:<=F,, Es =Fs, ME) — e < ME1) + AME?).

Dann erfullt 1 die Bedingung 1.1.8.

Beweis. Aus den Bedingungen 1.1.9. und 1.1.11. kann durch Induktion
diese Behauptung leicht bewiesen werden: Wen £ € A, Fi e B (1 = 1,2, ... N)
N

E =u F,, dann existieren zu einen beliebigen ¢ > 0 die Mengen G; =Fj,
i=1
GieA (i= 1,2,.... N) derart, dass
N
ME) — e <2 AG) . (1)
i=1

Aus 1.1.5. und 1.1.6. folgt, dass 4(0) = O.

Die Voraussetzungen der Bedingung 1.1.8. seien erfiillt, ¢ > O sei eine
beliebige Zahl. Wihlen wir N nach 1.1.10. Setzen wir E; = Gi, fir ¢+ =
=12,....,N,E; = 0 fiirt > N. Ersichtlichist E; € A, E; = F; (i= 1,2,....).
Nach (1) ist ' '

ME) — e <E (G = Z AE) .
i=1 i=1

i=
1.3. Die Konstruktion des Masses u. Fiir F € B setzen wir
MF) =sup { ME):F DE € A}.
Fiir ein beliebiges G C X setzen wir,

u*(G) = inf {A(F): GCF B} .

14



1.4. Lemma. (A, B) und 2 sollen die Bedingung 1.1.11. erfillen. Dann ist A
eine subaditive Funktion auf B. Wenn daritber hinaus auch die Bedingung 1.1.9.
erfallt ist, dann ist A endlich subaditiv. Wenn auch 1.1.2. und 1.1.6. (1.1.2.,
1.1.6. und 1.1.9.) gilt dann ist A aditiv (resp. endlich aditiv).

Beweis. Es sei F;, Fz € B. Nach der Definition existiert zu dem beliebigen
e > 0 die Menge E €A, E CF,u Fg derart, dass

MFy U Fo) — e < ME). (2)

Aus 1.1.11. folgt die Existenz solcher Mengen E;, E; €A, dass E; = F;
(i=1,2) und

(&) + AEs) =

(F1) + A(F?). (3)

Dol Do

Aus (2) und (3) folgt

AF1U Fa) < A(F1) + A(F2) + 2¢

fiir jedes ¢ > 0 und daraus die Subadivitit .

Jetzt sei F1, FoeB Fi1n F; = F1uU Fs €B. Aus der Definition folgt
die Existenz solcher Mengen B, B> € A, By = F1, Es = F3, dass A(F1) —e <
< A(F;) (¢ = 1,2) wo & > 0 eine beliebige Zahl ist. Daraus und aus 1.1.2
resp. 1.1.6. folgt

AF) + A(F2) — 26 < AB) + MEa) <
S MLV Bp) < A(F1 U Fo).

Da die letzte Ungleichkeit fiir jedes ¢ > 0, gilt, gilc auch die Ungleichkeit
A1) + A(F2) < A(F1 U Fz). Daraus und aus der Subaddivitit folgt die
Addivitdt 4. Aus der Addivitdt (Subaddivitit) und aus 1.1.9. folgt die endlich
Addivitit (endliche Subaddivitit) A.

1.5. Lemma. (A,B) und A sollen die Bedingungen 1.1.1.—1.1.2., 1.1.5.—
1.1.8. erfillen. Dann ist 4 nicht negativ, monoton, in einer leeren Menge gleich 0
und eine o — subadditive Mengenfunktion. Wenn dariber hinaus 1.1.9. gilt
(speziel wenn 1.1.3. gilt) dann ist A o-additiv.

Beweis. Die ersten drei Behauptungen sind selbstverstandlich. Es sei

FieB (1 =12,....), U FieB Zu einen beliebigen ¢ > 0

i=1

existiert die Menge F € A, E = U F; derart, dass
. i=1

ME) + ¢ > WU Fy). (4)
i=1
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Nach 1.1.8 existiert die Menge E; € A Ey = F; derart, so dass

ME) — e < z MEY). ()

=1
Weil E; = F; (i = 1,2, ....), aus (4) und (5) der Definition 7 folgt
Z(UFl) — 2 < Z Z(Fi) ,
i=1 i=1
und daraus folgt unmittelbar die Subaddivitit.
Es gelte endlich 1.1.9. und es sei F;€B (i=1,2,....), Fin F; = (¢ #J)
und u F; eB. Aus dem Lemma 1.4 und aus der Monotonie von 1 folgt die

i=1

Ungleichheit

I M#

AF) = MOF) < AOF)
1 i=1 i

und daraus

CZAM) = l(uFi)
i=1 i=1

Die entgegengesetzte Ungleichheit folgt aus der o-Subaddivitit von A.

1.6. Satz. (A,B) und A erfullen die Voraussetzungen 1.1.1 — 1,1.3, 1.1.5 —
1.1.8. Dann ist u* ein dusseres Mass und fir F € B gilt p*(F) = A(F).

Beweis. Es geniigt den Beweis des Satzes 4 aus der Arbeit [2] (Seite 307)
‘zu wiederholen, in welcher nur die im Lemma 1.5 bewiesenen Eigenschaften
von 4 vorausgesetzt werden und die Eigenschaft 1.1.3 des Systems B.

1.7. Satz. (A,B) und A sollen die Vorausset:ungen 1.1.1 — 1.1.8, erfillen.
Dann sind alle Mengen E € A u*-messbar.

Beweis. Es geniigt den Beweis des Satzes 5 aus der Arbeit [2] (Seite 308)
‘unbedeutend zu modifizieren. Es sei 4 € A, B € B beliebige Mengen. Es sei
Dy, DoseA Dy =BnNn A" Ds = Bn Dy'. Ersichtlich ist Dy n Ds = (). Nach
1.1.6 ist

#*(B) = MB) = AD1yU Dy) 2 UD1) + AD) .

Weiter kann man den Beweis des Satzes 5 ([2], Seite 308,12. Reihe von unten)
wiederholen.

1.8. Satz. A habe die Eigenschaften 1.1.7 und diese Eigenschaft:
AME)=inf {A(G):Ge€A,IFeB, ECFCG}.
Dann u*(E) = A(E) fiur E € A.
Beweis. Es sei EcA, ECF €B. Ersichtlich ME) < A(F). Also ist auch
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AME) <inf {A(F):ECF €B} = pu*(E). Beweisen wir die entgegengesetzte
Ungleichheit, ¢ > 0 sei eine beliebige Zahl. Ersichtlich existieren G € A,
F B derart, dass ECF C @G und

ME) + & > MG). (6)

Essei He A, HCF. Weil F C G und also H C G, gilt nach 1.1.7 A(H) < AG)
und also auch A(F) < A(®). Durch Verbindung der letzten Ungleichheit mit (6)
erhalten wir

AE) + & > MG) = UF) = p*(F) = p*(E).*
Da, die letzte Ungleichkeit fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt, gilt auch A(F) = p*(E).

2.

Die Konstruktion des Masses aus dem Inhalt, welche in der Arbeit [2]
studiert wurde, ist tibereinstimmend mit der in 1.3 angefiihrten Konstruktion.
Nur die Voraussetzungen iiber das Paar (A,B) sind etwas anders.

2.1.1. 0 €A,  €B.
2. AleA, AzEA = A1U AzGA; BleB, BzEB = B1U BzEB.
.3. AEA,Bl,Bg EB,A cBluBg = 3A1,A2 EA,A1 CBl,AzCBz,

A= A0 As.
oo n
4. Wenn 4e€A, A=vu By, BieB(i=12,...) = ind =u B;.
i=1 i=1
b. BieB(i=12,...) => u B;jeB.
i=1

6. AcA, BeB = Bn 4’ eB.**

Die auf A definierte Mengenfunktion A wird Inhalt genannt wenn folgende
Voraussetzungen erfiillt sind:

2.21. A =B = MA4) < AB).
2. (4 u B) = A(4) + MB).
3. ANnB=0 = ANA) + AB) = A(Au B).
4. M(A4)=0

2.3. Satz. Das den Bedingungen 2.1.1 — 2.1.6 entsprechende Paar (A,B)
7resp. der den Bedingungen 2.2.1 — 2.2.4 entsprechende Inhalt, entsprechen auch
den Bedingungen 1.1.1 — 1.1.8.

*) Zum Beweis der Gleichkeit A (F) = u*(F) fir F € B geniigt es die monotonie
von ] zu verwenden und diese aus der monotonie von 4 auf A folgt.

** Diese Voraussetzung kann abgeschwécht werden. Siehe [2] Satz 5, Seite 308 und
die Bemerkung vor den Satz 9 auf Seite 310.
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- Beweis. Die Bedingungen 1.1.1 — 1.1.7 sind in 2.1.1 — 2.2.4 enthalten.
(1.1.2 und 1.1.6 sind um etwas schwicher). Es geniigt also wenn wir 1.1.8
beweisen und dazu verwenden wir abermals das Lemma 1.2. Die Voraus-
setzungen 1.1.9 und 1.1.10 des Lemma 1.2 sind in den Voraussetzungen 2.1.2
resp. 2.1.4 enthalten. Um auch 1.1.11 zu beweisen wihlen wir ein beliebiges
e>0, EeA, F1,FoeB, ¥ =« F,uU Fs. Nach 2.1.3 existieren E;, E>c A
80, dass By = F1, By = F3, B = E1 U Ez. Nach 2.2.2 gilt AE) — e < A(E1) +
T ABs — & < ABy) -+ A(Bs).

Bemerkung. Aus dem Lemma 1.5 den Sétzen 1.6, 1.7 und 2.3 folgen un-
mittelbar die Satze 3.4 und die schwichere Fassung des Satzes 5 aus der
Arbeit [2].

3.

X sei ein n-dimensionaler euklidischer Raum, K sei ein System aller ge-
schlossener Kugeln in X. Wir vollen die hinreichenden Bedingungen dazu
suchen, dass irgendeine auf K definierte Funktion o das Mass auf die Borel-
schen Mengen induziert.

3.1. 4o sei eine auf K definierte Funktion. Bezeichnen wir mit A das System
der endlichen Summen der gegenseitig disjunkten Mengen aus K, mit B das

System aller offenen Mengen. Fir £ € A, £ = u K;,* — K; ist gegenseitig
i=1
disjunkt, setzen wir

Weiter definieren wir 4, u* nach 1.3.

3.2. Fir E €K bezeichnen wir mit K(#) die Menge aller Systeme L =K
mit diesen Eigenschaften:
321 FeL = F cE.

2.VeeEVYVFeK, FcFl,xeFiGel:zeGc=ENnF.

3.3. Satz. A, ses eine auf dem System K aller geschlosenen Kugeln des eukli-
dischen Raumes X definierte Mengenfunktion. Ao erfilte die Bedingungen:
331 p(E)=0VY E€K; 1o(0)=0.

3.32. E> uEi,E,EieK(i = 1,2,...), Eanj =0 (’l/ #j) =
i=1

M(E) = Z o (Bi).
ot

1

* Ein solcher Ausdruck ist ersichtlich eindeutig.
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333 EcK,LeK(E) = Ve>0,3Ln,...., LyeL, Lin L = 0 (i # j)
Ao(Li) > Mo(E) — ¢
i=1

i=
Dann ist p* ein auswendiges Mass, alle borelsche Mengen sind u*-messbar

Beweis. Die Voraussetzungen 1.1.1 — 1.1.7 sind sichtlich erfiillt. Ahnlich
gelten 1.1.9 und 1.1.10. Es bleibt uns 1.1.11 zu beweisen. & > 0 sei eine be-

K
liebige Zahl. Es sei E €A, F1,F:€B, E = F1,F;, E =0 G, G;eK (j =
et '
=12,...,k), Gin Gi =0 (¢ £ 7). Zu einen beliebigen xje G; N F; existiert
die Menge G € K derart, dass z € G = G; N F;.* Bezeichnen wir fir 4 = 1,2
und z € G5 mit dem Zeichen F! (z) die Menge aller solcher K e K dass x € K =
=GN Fi. Setzen wir Fl =y {Fix) :2 e Gy}, FI = Fi U F}. Es ist leicht
ersichtlich, dass Fi e K(G;) (j = 1,2, ..., k). Deshalb existieren nach 3.3.3

. s . n” :
gegenseitig disjunkte Mengen L}, L}, ..., L} € F so, dass BAo(L]) > 20(G;) —
i=1

— ¢lk. o sei eine Menge dieser Indexe m, fiir welche LI = F,. Setzen wir

k k
Ey=v Ul E2=yv UL, Dam ist B; = F;, E;€A (i=1,2) und es
ji=1 meozj1 i=1 msa:j2

k n;
gilt AH) + A(B2) = Z Z Jo(Li) >

j=1li=1

X
> Z M(Gg) — e = MH) — e.
i=1

3.5. Satz. K sei ein System von geschlossenen Kugeln, Ao eine auf K defi-
nierte Funktion welche den Bedingungen 3.3.1 — 3.3.3 wund der Bedingung:
A(E) = inf {Ao(F) : £ = F°, F €K} entspricht. Dann ist p* ein Mass auf
borelschen Mengen, welches eine Erweiterung der Funktion A ist.

Der Beweis ergibt sich aus dem Satz 3.3 und dem Lemma 1.8.

3.6. Im Satz 3.3 ersetzten wir die gevohnlich geforderte o-Addivitédt (welche
in diesen Falle nicht verwendet werden kann) mit der Bedingung welche von
allen Massen erfiillt wird, fiir welche der Satz von Vitali gilt. Im Satz 3.7
zeigen wir hingegen, dass alle solche Masse in der angefiihrter Weise kon-
struiert werden konnen. Zum Zweck einer kurzen Ausdrucksform fiihren
wir einige Bereichungen und Definitionen ein.

K sei ein System allen geschlossenen Kugeln in E,. Wir werden sagen, dass
das System L =K die Menge 4 = E, auf Vitalische Art bedeckt, wen zu

* An dieser Stelle und nur hier beniitzen wir die Eigenschaften des Euklidischen
Raumes.
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dem beliebigen € 4 und zu beliebigen offenen x enthaltenden Menge U ein
solches F € L existiert, dass x € F = U ist. Beobachten wir, dass das beliebige
System L € K(E) die Menge E auf Vitalische Art bedeckt. '

Mit dem Zeichen D werden wir alle dusseren Masse in £, mit der folgenden
Eigenschaft bezeichnen: Aus dem A = E, auf Vitalische Art bedeckenden
beliebigen System L — K kann man ein abzdhlbares Teilsystem gegenseitig
disjungierter Mengen {L;} derart auswihlen, dass u(d —uU L;) =¢, wo &

i=1
eine vorhergegebene positive Zahl ist. Das dussere Mass x nennen wir regulir,
wenn zu der beliebigen borelschen Menge E und zum beliebigen ¢ > 0 eine
solche offene Menge U existiert, dass £ — U und u(U — E) < &.

Schliesslich wird das dussere Mass u als Caratheodorisches dusseres Mass
bezeichnet, wenn aus der Bedingung A N B = ¢ die Gleichheit uwdu B) =
= u(4) + u(B), folgt.

3.7. Satz. u sei ein Caratheodorisches dusseres Mass, u<D. Fir EeK
setzen wir Ao(E) = u(E). u* sei ein durch die Funktion Ao induziertes dusseres
Mass. Dan ist u*(B) = u(B) fir eine beliebige borelsche Menge B. '

Beweis. Die Funktion o erfiillt die Voraussetzungen 3.3.1 — 3.3.3 des
Satzes 3.1, also ist u* ein dusseres Mass und alle borelschen Mengen sin p* —
messbar. Aus der Regularitdt des Masses u folgt die durch den Satz 3.5 ge-
forderte Eigenschaft Ao.

Deshalb Ao(E) = u*(E) und also ist fir £ e K u*(E) = u(E). U sei eine
beliebige offene Menge. Weil u € D existiert die Folge {E;} der gegenseitig
disjunkten Mengen aus K derart, dass By = U (i=1,2,...) und es gilt

w(U —u E;) = 0. Ersichtlich ist

i=1
pU)= WU —v E) + /4(u1 Ei) = l211;»(1”11)- (7)
i=1 i= =

K k
Weil U E, = U fiir jedes k ist, gilt auch Z u(E;) < w(U) fir jedes k, daraus
i=1 i=1

folgt

M8

w(E) = A(0). (8)

i=1

Aus der Ungleichheit (7), (8) und aus dem Satz 1.6 folgt w(U) =< u*(U).
Anderseits fiir £ € A, E = U gilt A(B) = u(B) < u(U). Also u*(U) = AU) =
=sup {A(E):E = U, E €A} < u(U). Aus beiden bewiesenen Ungleichheiten
folgt u*(U) = u(U), wobei U eine beliebige offene Menge ist.

Schliesslich sei B eine beliebige borelsche Menge. Erinnern wir uns, dass
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die Masse u* und u regulir sind. Also zu einen beliebigen & > 0 existiert
die offene Menge U = B derart, dass u*(U) — u*(B) < e. Daraus folgt die
Ungleichheit p*(B) > u*(U) - ¢ = u(U) — e = u(B) —e. Da die letzte
Ungleichheit fiir jedes & > 0 gilt, gilt auch p*(B) = u(B). Es ist gut bekannt,
dass das Caratheodorische dussere Mass in E, regulir ist.

Die umgekehrte Ungleichheit wird analogisch bewiesen.

3.8. Bemerkungen. Die Arbeit [3] enthilt die Sitze, mit deren Hilfe man
das borelsche Mass konstruieren kann, mit Hilfe der auf offenen Kugeln
definierten Funktion. Im Satz 3.3 resp. 3.5 zeigten wir die Konstruktion des
Masses mit Hilfe der auf geschlossenen Kugeln definierten Funktion.

Bemerken wir noch, dass wir im Satz 3.5 anstatt des Systems geschlossener
Kugeln, ein System von offenen Kugeln erwigen kénnten. In diesem Falle
gelte nicht 1.1.10 aber dhnlich wie im Lemma 3.4. wiirden wir 1.1.8 beweisen.
Dariiber hinaus wiirde die Behauptung des Satzes 3.5 bei den Voraussetzungen
des Satzes 3.3 gelten. Trotzdem werden wir einen Satz, welcher zum Satz 3.5
analogisch ist nicht beweisen, da sein Beweis keinere weiteren Methoden
erfordert und das gehérige Ergebniss in viel stirkerer Form in [3] bewiesen ist.
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Poznamka ku konstrukeii miery z objemu
B. RIECAN
Sthrn

V préci [2] zov8eobecnil T. Neubrunn znému metédu kon3trukcie miery z objemu.
V tejto préci je dané istd modifikdcia Neubrunnovho zovseobecnenia.
Nech A,B st dva systémy podmnozin abstraktného priestoru X a A mnoZinové
funkecia spliujica podmienky 1.1.1 — 1.1.8.
Pre F € B polozme
A(F) = sup {A(E): F = E e A}

a pre Iubovolné G = X polozme
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#*(G) = inf {E(F) :G=F eB}

Platia nasledujtce vysledky: u* je vonkajsia miera (veta 1.6) a kazdéd mnoZina B € A
je u* meratelnd (veta 1.7). )

Pri splneni nejakych dalsich podmienok je u* predizenim A (veta 1.8).

Z uvedenych vysledkov vyplyva okrem vysledkov ktoré im zodpovedaja préce [2]
tie veta o predfZeni miery z funkecie definovanej na systéme vietkych uzavretych gal
v euklidovskom priestore.

JaMeTKa K KOHCTPYKIMM MepH U3 o0bema
b. PUEYAH
BriBogn

B crarse nsydaerca mogupurannsa ganHoro HoitGpyHHOM 00061eHNA NBBECTHOTO METO/A
KOHCTPYKINN MepH u3 obbema (cM. [2]).

Ilycts A, B — KnaccH IOAMHOMecTB abcTpaxTHOro mpocrpancrsa X, 4 — QyHrnnsg
MHOKecTBa, onpenieaennas Ha A. [Iyers A, B u A ynosunersopsor ycaoBusam 1.1.1 — 1.1.8.
Haa moGoro F € B onpenenum '

A(F) = sup {A(E) :.F = E e A}
u s ao6oro mogmuoxkecTBa I' = X mosomkum
p*(I') = inf {I(F) :I'=FeB}.
Torpga u* aBaAerca BHemHel Mepoit (Teopema 1.6) u Bce MHOkecTBA E € A p*-n3mMepuMsl
(reopema 1.7). Ecau, kpome Toro, mis Beskoro E € A
AME) = inf {Z(I‘) :I'e A, cymectByer FeB, EcF < F})

To u* ABAAeTCA MpofoinKeHMeM A (Teopema 1.8).

13 nmpuBefileHHEIX Pe3yJbTATOB BHITEKAET, KPOME COOTBETCTBYIOIIUX TeopeM paloTs [2],
TaKM¥e TeopeMa O NMPOJIOJHEHN MepHl M3 YHKIUH OIpefielIeHHOM Ha Kjacce BCeX BaMKHY-
THX [IAPOB B HBKIN0BOM IIPOCTPAHCTBE.

22



(ACTA F.R.N. UNIV. COMEN. X,5 — MATHEMATICA, XIII, 1066)
ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X.,, FASC. V., MATHEMATICA XIlI1I 1966

Ilocrpoenne Beex 9acTHYHO YIOPSIOYEHHBIX MHOKECTB,
TOMOMOP(HO 0TO0PaKAEMBIX HA JAHHO® YACTHIHO YIIOPAT0YCHHO®
MHO:KeCTBO

. HOPEIL,

B. B. Ilamenros B crarse [1] pemaer safauy: ITycrs gana Byumesa anreGpa K,
nycrb Beakomy x € K comocrasieHa crpykrypa Ly, mpuuem HaliMeHbIeMy
u Haiibonbmemy siemenTy u3 K COMOCTABIEHE OJIHOZJIEMEHTOBEIE CTPYKTYPHI.
Haiitu Bee (c Tourocthio 10 m3omopdusma) crpykrypst L, romomMop¢$Ho oTobpa-
saemble Ha K rar, uro0bl i Beskoro x € K MHOMECTBO Beex apryMeHTOB
9JIeMeHTa & (C YaCTHYHBIM YHOpsjodeHueM Kak B L) Gwio msomoppuo L.
B craree B. B. IlamenkoBa Hewotopsie mesicmocrn (1). B aroit crathe Mul
Pa3pemnM  QHAJIOTMIHYIO Bajady s YacTHIHO YHOPANOYEHHHIX MHOMKECTB,
CTPYKTYD ¥ HOJHBEIX CTPYKTYp.

1. OGo3HaYeHne W HEKOTOPHIE IOHATHSA

Mgur Gynem moJIbB0BATHCA HTUME JIOTHYECKUMH OGO3HAYCHMAMH: = BJIEYerT,
<> OKBUBAJIEHTHO, . I, + wiH, (V) aus Beex z, (Iz) cymecrsyer x. Kpanrops
o6mHuOCTH B Havase GopMyIsl MBI GyIEM ONMyCKATD. :

xr € X 00603HaYaeT T ABJIACTCA HIEMEHTOM MHOMSECTBA X, z V y, coorser-
CTBEHHO Z A Y 0003HAYaeT MHOMKECTBEHHYI0O CYMMY, COOTB. MHOXECTBEHHOE
Iiepecedyenite MHOMECTB Z, ¥; {Z : @(Z)} BHAYNT MHOKECTBO Bcex z 06JIafalomux
cBoiictBOM @(z), {re A :@a)} ={x:zxec A. ()}, {4z, Bz : ¢(z) =
= {4z : (@)} V {Bz: ¢(2)}, {a,b}=f{r:z2=a+ 2= b}.

V M, coorB. A M oGo3HaYaeT MHOMECTBEHHYIO CyMMY, COOTB. MHOKECTBEH-

Hoe mepeceuenne cembnm Muomects M, VA; = V{dz:z€ X}, A Ay =
xeX xeX
AN{Az :x € X}; 0 smaunr mycroe muomectso. X = Y smaumr X ecth HoA-

MHO$eCTBO MHOKecTBa Y. '
OGpas siementa z B oToGpasenmm f Mbl Gymem o6osnagars zf; zf-! =

{1) Cmorpu Math. Rewiews 25 (1963), N 3872.
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= {y :yf = z}. Ecim f — oroGpamxenne muoxectBa X B ¥, A = X, To
Af ={xeY : (R)ze A .z =z} _

a < b(R), cooTB. a < b(R) 3HaYUT, 9TO @ MEHBIIE WIX PABHO b B 9aCTUYHOM
ynopsagodeHun R, coorB. a =< b(R) . a # b. (N, R) 3Ha9uT 9acTUYHO ymops-
JI0OYEeHHOE MHOKECTBO C MHOKECTBOM DJIEMEHTOB N WM YaCTUYHBHIM YIOPANO-
yenuneM R. Ecau R, 8 — wacrnunsie ynopanovenus, B = § sgaunr 2 < y(R) =
>z = y(S), R= S sHauur R =S .8 = R.

NrX, coorB. UrX Mu GymeM o6osHAavaTh HAWOOJBIIYI0 HIKHIOW T'PaHb,
COOTB. HalfMEeHBIIYI0 BEPXHIO I'PaHb MHOMecTBa X B 9YaCTUYHOM YHOpPANO-
gennu R, a N »b = Nk {a, b}, aUrb = Ur{a, b}. Jlna gacruunoro ymops-
nouenusa M, mut 6yaeM BMecTO [y, IACATH TOJLKO [y, AHAJIOTHYHO U 1A U,
N, U U 9aCTUYHBIE YIOPAAOYEHNUA Tr, §r U T. A.

CTpyKTypy ¥ MOJHYI0 CTPYKTYPY MH IOHMMaeM KaK 4YacTUYHO YHOPAMO-
YeHHHE MHOs;KeCTBa, 00Jajaomye HEKOTOPHIMHM CBOMCTBAMU (CMOTpPHM, HAIIpH-
mep, [2]). OroGpamenue f 9acTM4HO ymopAfoYeHHOTO MHOecTBa (N, N,)
Ha YacTHYHO YHOpPAMOYEeHHOe MHOMKecTBO (M, M,) MBI Ha3bHBaeM TIOMOMOP-
¢usmom, ecom (naa Beex 2, y € N) =< y(Ny) = zf < yf(M,). Orobpamenne f
crpykrype (N, N,) Ha crpykrypy (M, M,) MH HassiBaeM CTPYKTYDPHHIM
roMoMopdu3MOM, ecau

(nwy)f = zf nmyf, (@uny)f = zfumyf.

Orobpamenue f monHoit crpykrypH (N, Ny) Ha moanywo crpysrypy (M, M)
MEl Ha3HBaeM IIOJHHIM romMoMopdumamoM, ecam aus Beaxkoro 4 = N

(NNA)f = Nu(Af), (Un4)f = Umn(4f).

Mur roBopuM, YTO 9aCTHYHO yNOpsROdeHHHe MHO:kectBa (N, Ny), (M, M,y
nB0MOpQHH, ecau Halijerca B3aMMHO O/JHOBHAYHOe 0TOOpaskeHue f MHO;eCTBA
N na M, gaa roroporo z =< y(N,) < zf < yf(M,).

Mu panee ycaoBuMmcA, YTO C BpeMeHH mocTaBieHnsa safiaunm 1 mMur Gymem

syeMeHTH MHOkecrBa M 06osHavarth %, 7, ..., @, b, ..., DIIEMEHTH MHOKECTBA
N 6ynem o6osHavaTh Z, ¥, ..., @, b, ... .
2. @opmyanpoBEKa 3a71ad
Bagaua 1'. ITycme (M, M,) — wuacmuuno YnopadoueHHOe MHOMHCECMEO,

nycmov ecaxomy x € M conocmasieHo 4aAcmMU¥HO YnopadoueHHOe MHONCECMBO
(%, Zr) naiimu éce (¢ mounocmvio 00 usomopPusma) YacmuyuHo ynopadouennsie
muoncecmea (K, K,) marue, umo cywecmeyem eomomopgpusm b (K, K,) na
(M, M) maxoii, ymo Oan ecaxozo z € M (zh*, K,) usomopgrno (%, Zr).
OueBuHO, MOKHO OCTUYL (IIyTeM BaMeHH (Z, Zy) WB0MOP(PHBLIME JACTUIHO
YOOPAROYEHHKIME MHOMKECTBaMu), 49T0 JJjaA Bcex =,y € M, x #y Oyner
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Z A § = 0. Teneps mul cospamum mMHOKectBo M = {% : x € M} n ompemenum
9acTUIHOe ymopsapodeHue M, mHOmecTrBa M:

S gy < z=yMy).

Yacruuno ynopsanouennoe muozkectBo (M, M,) usomopduo wactuaHO ymops-
nouennomy muokectsy (M, M,).

HerpynHo mokasaTs, 4TO [OCTATOYHO OTPAHMYMTHCH pelleHMeM 3aJAdm:

Sapava 1. [Tycms (M, M,) — wacmuuro ynopsdouerroe MHox#eecmso, nycms
saemenmul muowcecmsa M — nonapno Henepecekaowuecs Henycmvie MHO-
ocecmsa. Ilycmo ecaxomy T € M conocmasseno wacmuunoe ynopsdouenue Ty
mHomcecmea T, nyemv N = \/ M, nyemv f — omobpancenue mnomncecmea N
na mHoncecmso M, onpedesernoe coommowieruem

(a) If =9 <« zeq.

Haiimu ece wacmuuno ynopadouennwvie mromcecmsa (N, N,) maxue, umo f
aeasemcs 2omomoppusmom (N, N.) na (M, M,) u umo na ecakom Te M
wacmuunvie ynopsadouenus Ty u N, cosnadaiom, mo ecmo:

UveT = (uSv(xr) < w = v(Ny)).

Ocrasnpable 8afiaun MH cPopMyaupyeM cpasy sTum 06pasom.

3apava 2. ITycmo (M, M,) — cmpyrmypa, nycms éce saemenmsr M nopapro
Henepecekatowuecs mroncecmsa. Ilycmo ecaromy T € M conocmasaeno wacmu-
Hoe ynopadouenue Ty maxoe, 4mo (%, Tr —) cmpyrkmypa. Iyemv N = \/
nycmy f — omobpaxncenue onpedenernoe coommowernuem (a). Haiimu ece
uacmuuno ynopadouennwie mroncecmsa (N, Ny) makue, 4umo (N, N,) — cmpyx-
mypa, f — cmpyrmypuvii somomoppusm (N, N,) na (M, M;) u wmo wa
ecarom T € M wacmuunvie ynopsdouenus T, u N, cosnadaiom. _

danava 3. IIycms (M, M,) — noanas cmpyxmypa, nycmo ssemenmo, M —
Henycmule NOnapHo Henepeceraowuecs mroxncecmea. Ilycmv ecskomy % € M
COnoOCMasaeHo wacmuunoe ynopadouerue Ty mHowcecmea T makoe, umo (%, &y) —
noanas cmpykmypa. Iyems N = \/ M, nycms f — omobpaxcenue onpede-
AEHHOE coomHoueHUueM (a).

Haiimu ece uwacmuuno ynopadouennwie mHomcecmea (N, N,) maxue, wmo
(N, Ny) — noanas cmpykmypa, wmo f — noanviit zomomopgusm (N, N,)
na (M, M,) u wmo na ecakom Z € M wacmuunsie ynopadouenus %, u N, cosna-
daom.

Mu ycaosumea: Orobpaskenue f Bo Bceit craThe ecTh oToOpamsenme, ompe-
nesieHHOe cooTHOIeHueM (a). Bmecto zf M Gynem nucars u z. Iloromy Beerna
Gyner uMeTh MecTO Z € %, ¥ € § U TAaK jAajee.
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" 3. Pentenne 3amaqn 1.

3.1. Ilycrs R — mpou3BOJIbHOE YacTHYHOE YIOpAMOYeHHe MHOxecTBa N.
Tlorom (N, R) ymosierBopsier 3ajade 1 B TOM U TOJIBKO B TOM ciydae, KOTAA
(1) r=yR) =z = y(M)

{2) =y = [z =yR) < z = y@)].

HoxasareanscTBo. a) Ilyers (N, R) ynoBmerBopsier samaue 1.

(1) cxnemyer us Toro, uro f — romomopdHoe orobpaskenue (N, R) ua (M, M,)
{1 u3 Toro, uro muA x € N zf = ).

{2) caenyer m3 TOTO, 4YTO HA BeAKOM X € MZ, coBmajaer ¢ R.

6) Ilycrs ucnonensr (1) u (2).

Us (1) caegyer, uto f — romomopduoe orobpasenue (N, R) na (M, M,).
Ilycts € M, uw € Z. Torga w = v(= ), n notomy, ciaenysa (2), v = v(R) <>
u < v(Z,). CaegoBaTesabHO, HA BCEM 7 YACTUIHEIE ynopsapgouenusa R, Z, cosua-
pator. Iloromy (N, R) ymoBuerBopsier 3agade 1.

Omnpenenenne 1.

(I) =Y Ro) T =7 .2 = y@)
(1) T =yY(Re) % < §+ = y(Ro)

3.2. Ry n Ry — vacTu4Hble ynopsAgodIeHUA MHOecTBA N.
HoxasarexbeTBo. a) [aa ornomenus Ry.

1. Ry pedpdmaercuBHO. ITO 0YEBUIHO.

2. Ry amtucummerpuuHo: = y(Ro) .y Sz(Ro) = Z =7 . = y@) .y =
= (%) = r=y.

3. By TpamsutuBHO: z = y(Ro) .y S 2(l) = Z=79=2.2 =2 y@) .y =
= 2APr) > = 2(T) = z = 2(Ro).
6) Haa ornomenus Rg. '

1. Ry peddaexcuBHO. ITO 09€BUAHO.

2. Ry anTucuMMerpnyHO: & < y(R2) .y S 2(Rs) = 2 S y(Re) .y =
SaR) T=7 > =yR) .y = x2(Bo) = z=1y.

3. TpaH3uTHBHO: a) T S Y(Re) .Yy S2(Re) . T=F =2 = 2z S y(Ro) .y
= 3(Ro) = z = 2(Ro) = z = 2(Ry).
6)z=yR) . y=2Re) . @#J+J#72) =>2Z=9y(M,). 5=
SEMy) @FGTHy#£2)=>2 < (M) . § S M) + 7T < g(My) . 7
< EHMy) = T <zZMy) > z < z(R).

3.3. Ilycre R — gacrugHoe ymopApodenue Mmuoskecrsa N. Ilorom (N, R)

"yHRoBIeTBOpAeET 3amade 1 Torga u TosbKO TOrAA, KOrAa Ry = R = Rs.

HdexasarenbcrBo. Caegys 3.1. goerarouso moxasarb, uro Ry — B = Rs
Baeger (1) m (2) u o6parHo. '

lIA

A
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a) HYCTB .Ro = R = Rz.
1. 2 ZyR) => z S y(Re) = 7 < §(M,).
2.0 =9.2 2 y@) = z = y(R) > z = y(R).
0.Z2=9.2=yR) =>2T=g.2=yl) >Z2=7.2 < y(Ry) >
=z = y(&r).
6) Ilycrs umeer mecro (1) u (2).

5 =
2.2 S yR) > % = §(My) .2 = y(R) =
syB) = z2<ygM)+z2=9.2=y

CremoBaTesIbHO, UMEET MeCTO:

Teopema 1. Ilycmy (M, M,) — wuacmuuno ynopsdouennoe MHOMCECMEO,
nycmy aaemenmyv, M — Henycmule nONAPHO HeENepeceKaOUUecs MHOMCECMEA.
Iycmo ecaromy T € M conocmasaerno wacmuyroe ynopadoierue Tr MHONCECMEA T .
ITomom ece (c mounocmuio 0o usomop@Huama) 4acmuuro YnopadoueHHvie MHO-
oceemea (K, Kr), 0as komopwx cywecmsyem ecomomoppusm g(H, K,) na
(N, Ny) maroii, umo 0aa ecarozo * € M(xg—, K,) usomopgro ¢ (%, Zr) — amo
yacmuuno ynopsadovennvie muoncecmsa (N, R), 20e Ro—= R <= Ry. Ilpumom
Ry, cooms. Ry — naiimenvwee cooms. naiiboavuiee (0mHOCUMEAbHO — ) OMHO-
wenus marue, 4mo (N, R) ydosasemeopsem 3adaue 1. O6pammno, ece (N, R),
20e Ro= R = Ry ucnoawnsiom 3adauy 1.

3amevanue: 3agada 1 umeer Bcerpa pemenue, Haupumep (N, Ro).

(52'<I'.7(Mr)+55=?7)-x§
(Zr) = z = y(Re).

4. Pemenne 3agaun 2.

4.1. Ilycrs (M, M,) ncnonuser Bce npeanocsikn 3agasn 2. Ilyers (N, R)
ynosaerBopser 3agade 2. Ilorom Ro—= R = Ra m
(3) T=g(My) = (Ju)(ueZ.u<yR). . Avvey.z < v(R)).

JlorasareabcTBo. CrpyKTypHEII romoMopdusM Bcerja SABJIAETCA TOMO-
MOp(QUBMOM OTHOCHTEJNLHO YacTMYHOTO ymopAmodenus. Iloromy, cuemys 3.3.,
Ry= R = R;.

Ilyers z,y € Nx < §(My). Ilotom znyye@nvy)f=2f nuyf = Z.
CiegoBaTenbHO, AOCTATOYHO B3ATH % = Ny Y. CymiecTBoBaHUE ¥ BHTEKAET
13 NPUHOUIA [YAJIBHOCTH.

4.2. Ilyers (M, M,) uctosHser Bce npeanocsary 3agauu 2. Iyers B — gac-
THYHOe ynopspodeHune MHO:kectBa N Takoe, uro (N, R) — crpykrypa, Ry =
« R = Ry, u ucniomueno (3). [Torom (N, R) ynosierBopsier sajaue 2.

HoxasareascrBo. JfocrarouHo mokasarb, 4T0 f — CTPYKTYpPHEIA TOMO-
Moppusm. B cmiry npuHIMDa [yanabHOCTH JOCTATOYHO IIOKA3aTh, 9TO0 f — rOMO-
MOp(u3M OTHOCHTEJBHO CTPYKTYpPHOTO mepecedeHua. VI3 Teopemnt 1 caenyer,
470 f — romMoMopuBM OTHOCHTENHHO YACTUYHOTO VIOPANOYEHUSA.

Ilyers z,y € N. Ilotomy uro z Nr y =< z(R), Mu umeeM (z Nr y)f < ZT(My),
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ananornyso (z Nry) < §(My). Iyers w < Z(M,), w < y(My). B cuay (3)
cywmecrsyoTr %0 €w, % = z(R), v < y(R). Ilotrom unNgr v < zNry(R),
g (uNnrO)f = (@nrY)f(My). A uNprv=uNWv € W, N IOTOMy W =
=< (® nry)f(M,). Cnenoparensno (z NgYy)f ABiAerca Hauboibmreit HuKHeN
rpaHbi0 MHOKeCTBa {Z, #} B 4acTMUHOM ynopspodenun M,, T.e. f apiAercsa
roMoMoppuBMOM OTHOCHTENBHO CTPYKTYPHOTO IepecedeHud.

4.3. Ilycrs (M, M,) ncnionnser Bce npepnocuaku s3agagu 2. Ilorom (N, Rg)
YAOBIIETBOpAET 3ajade 2.

HoxasareabcrBo. ITo memme 4.2. mocrarodno noxasars, 4ro 7 = ¥(M,) =
> (u)(ueZ.u=yRe)) . ((veyg.z=v(Rs)).

Ecan 'Z = ¥, M0OCTaTOYHO B3ATb 4 = L Nz Y, ¥ = X Uz Y.
Ecau Z < §(M,), mocTaToyHO BSATh % = Z, ¥ = Y.

Teopema 2. ITycmv (M, M,) cmpyxmypa. Ilycmb saemenmer M — wenycmoie
nOnApHO Henepecekawuecs MHONCECMEa, nycmy ecaromy T € M conocmasaeno
uacmuynoe ynopsdouenue Ty MHOMCECMEA T makroe, umo (T, Tr) — cmpyrmypa.
Ilomom sce (¢ mounocmoio 0o usomopgpusma) cmpyrmypv (K, K,), 043 Komo-
pux cywecmsyem cmpykmypubili comomopdpusm g cmpykmypw (K, Kr) na
(M, M,) maxroii, umo 0as ecaroeo & € M (Trg', K:) usomopgpra c (%, Zr) —
amo wacmuuno ynopsdouernwie mroncecmsa (N, R), 20e Ry C R C Ry, (N, R)—
cmpyrmypa u ucnoaneno (3). Obpamno, ecau (N, R) — cmpyrmypa, Ro=
= R <= Rs uucnoaneno (3), mo (N, R) ydosaemsopsem 3adaue 2.

3amevanne. 3agaga 2 umeeT Bcerpa peiuenwe, Haupumep (N, Rs).

4.4, VYcaosue (3) B TeopeMe 2 HEBO3MOKHO 3aMEHUTDH YCJIOBHEM

@3 Z=yMy) = u)ueZ.uw=ykR))

(n Tem 6oJiee ero HEBOBMOKHO BHITYCTHUTBH).

Noxrasareascrso. Ilyers M = {@,b,¢}, a < b < &(M,), a = {a1, as},
a1 < ax@), b = {h1},¢ = {e1}; morom N = {a1, as, b1, c1}. Iyers a1 <
< b <alR), a1 < az < c1(R), by m az vHecpaBuumel B R. Tlorom (N, R)
ABasercA cTpykrypoit, Ry= R = R u ucnoaseuo (3'), a (N, R) HeBO3MOKHO
CTpyKTypHO ToMoMopdHO orobpasurs Ha (M, M,).

b. Pemenne 3amaqn 3.

b.1. Ilyers (M, M,) ucmonHseT Bce IPeNNOCHIIKA Bafadn 3. IIyers (N, R)
ynosaerBopsAer sagaue 3. Ilorom Ro = R = Rz m ucnoaneno (3).

HOoxasareabctBo. Cuexyer us 4.1. u u3 TOrO, 9TO MPEANOCHIKY 3afadn 2.
SIBIAIOTCA CJIE[ICTBHEM IIPEANOCHJIOK 3afadu 2. :

5.2. Ilycrs (M, M,), N ucnoansior npeanocsuikn sagaan 3. [Iyers B — qac-
THYHOE yHops/ioueHue MHOMecTBa N Takoe, uto (N, R) — mosmmas crpykrypa,
Ry = R = Rz u (3). Ilotom (N, R) ymoBuerBopser 3ajave 3.
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Hoxasareasctro. (N, R) ynosnerBopsier sajade 2, M IOTOMY J0CTATOYHO
NOKa3aTh, 9T0 f ABJIAETCA MOJHEM roMoMopduamom. Ilo mpunimITy nya.anoc'm
JIOCTATOYHO JIOKABKIBATH NI MHPHMYMA.

Iyers 0 #+ A = N. [lnasearoroz € A Nr A < z(R),u noromy (NrA)f =
= zf(M,). lloromy umeer mecro (Nr A)f = Nu (Af)(M,). Hano morasars,
aro (Nr A)f — Haiibonpmas HKHAA I'paHb MHO;kecTBA Af (OTHOCHTEIBHO
9acTNYHOTO ynopsamodenus M,).

Ilycte % siBAsieTcss HMKHEH T'PaHBI0 MIOMecTBA Af OTHOCHTENBHO acTHY-
Horo ymopsfodenus M,. [laa seaxoro z € A u < z(M,), u noromy, B cumiry
(3), cymecrByer z; € u, 21 =< z(R). Mu Bo3MeM [ BCAKOIO z € A sTUM
o6pasom niiement 21 m 0603HaINM A; = {71 : z € A}. OueBupno, uro g 41 <
= Nr A(B), caeposaremsno, (Nr A1)f = ( NrA)f(M;). A Nrd1 = N; A1 €
€u, r.e. (Nr A1)f = u, u noromy u < (Nr A)f(M,).

5.3. llyers (M, M,) ncnonuser Bee npeanocsumkn sangauu 3. [orom (N, Re)
yhoosjerBopser sajfave 3.

HokxazarenncTBo TO camoe Kak 4.3.

Teopema 3. ITycmv (M, M,) noanas cmpykmypa. ITycms saemenmo mHo-
ocecmea M — nenycmoie nonapHo Henepecekaiowuecs muomcecmsa. Ilycmo
scaromy T € M conocmasaeno wacmuuroe ynopadouerue Ty makoe, umo (%, &) —
noanas cmpykmypa. Ilomom ece (¢ mounocmwvio 0o usomopdusma) noauvie
cmpyrmype. (K, K,) 043 komopwix cywecmsyem noanuii eomomoppusmng (K, K,)
Ha (M, My) maxoii, wmo das ecakoeo T € M (Zg1, K,) usomopgna (%, Ty) —
omo (N, R), 20e (N, R) — noanas cmpyrkmypa, Ro = R = Rz u ucnoanero
(3). O6pamno, ecau (N, R) — noanas cmpyrmypa, Ry = R = Ry u ucnoa-
neno (3), ydosaemsopsem (N, R) zadaue 3.

3amevanmne. 3amava 3 mMeer, CIeJOBATENHHO, TOMRE BCETZA peILeHHE,
Hanpumep (N, Ry).

5.4. VYcnosue (3) B Teopeme 3 HeBOSMOMHO 3aMeHUTH ycitoBueM (3') (u Tem
Gostee er0 HEBOBMOKHO BHIILYCTHUTE).

Hoxasareascrso. [locTarouno paccMoTpeTh npumep, IpUBENEHHEA B 4.4.

6. {pyroe pemrenme 3anaqm 2.

6.1. Ilyers (M, M,) ucnomusier Bee IpefmockIIKN samadn 2, mycrs (N, R)
ynosuersopser sagade 2. Ilyers

) [Z,9] = {eeZ:a S yR)}, [z, 9] = eey:a < 2(R)} .
ITorom

Al [Z,yl =z

Al [z, 91=9
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A2 Y1, y2 €7, 2] = y1 Uy ¥z €[7, 2]

A’2 Y1,Y2 € [.’I?, ?7] = Y1Ny Y2 € [.’l), :‘7]

A3 Mmuoncecmeo [T N m §,2] A [N 7, Y] umeem naiiboavwunii omuocumesso
Ry snemenm.

A'3  Mrnoocecmeo [, T Um J] A [y, T Um §] umeem Haumenbweuli oHmMocu-
meavro Ry saemennt.

A4 ze[x,y]l <yelx,y]

A5 [7 2] = {y 1y = z(Ro)}

A6 zelz,yl.yely,z] > zelz,z)

A7 ESg=FMy) = [, 2] =V {7 t]: t €[§, 2]}
A7 Ezg=aM) > [z,2] =V {[t,2]: t €[z, ]}
A8 T = §(My) < [T,y] #0

A'8 x=yMy) <= [z,5]#0
Iaa coornomennii A1, A'l, A2, A'2, A3, A’3, A4, A5, A6, A7, A'7, A8, A'8

Mbl Gy/emM mosba3oBaTheA 00muM oO6o3HaveHeM A.
HorasarenbcrBo(?). Al. Caegyer HemocpencTBeHHO u3 (4).
A2. y1,y2 €7, 2] = y1,y2 €9, y1 = x(R) . y2 = =(B) = y1UrY2 =
=y1U Y2 €7 - Y1 UrY2 = Z(R) = 11 Uy y2 €[7, z].
A3. 9rum HaubOALIINM 37IeMeHTOM sABIseTcsa £ Ng Y: [loromy uro (x Ng Y)f =
=ZNmuy, 2NrY =z(R), znNnry ZyR), MH uMeeM ZT NgrY €
€[®nu 5,21 A [E O 3] Tyers 2 € [ nar §,2] A [E Oar §,y]- Torow
z < z(R), z =< y(R), cuemoBateqbio 2z =z Ng YR), a 2€Z Nu
u moromy 2z =< z Ng Y(Ro).
A4, z €{Z,y] > z =< y(R) = y €[z, 7]. Obparsaa UMIVIMKANUA AyajbHA.
Ab5. Crnenyer HemocpepcTBeHHO u3 (4).
A6. ze[Z,y]l . ye(y,z] > x2=ZyR) .y <2R) > z < 2R) = ze[Z,z2]
A7. llyers 2 < j < Z(M,), a €[Z, z]. Hymuo mokasarh, 4YTO CYIECTBYyeT
saement b € [§, ] Tak, uro a € [Z, b]. Ilyers w €[7, x], b = a Ur u.
Horomb = (a Uru)f = af Uy uf = ZUm § = §. llotomy 4ro a < z(R),
u < x(R), u, creoBarensHo b = a Ur 4 < z(R), M umeem b € [b,2] =
= [, x]. Janee mur umeem a < b(R), a € Z, TO ecTb a € [Z, b].
A8. Ecom z < §(M,), o T Ny ¥ = Z. llotom, B ciiry A3, uMeeT MHOKECTBO

(2) Docrarouno moxasaTb A1, A2, ..., A8. Coornomenusa A’l, A’2, A’3, A’7, A’8
cienyioT u3 gyanbHocTH. OCTajNbHEE AYyasdbHBIE COOTHOIIEHMA A’5, A’6 MH HenuumeM Io-
TOMy, uTo oHH ciemyior u3 A. CooTHomenue A4 CaMOXYANbHO.

(?) ITo mpuHLUIY AYyaJBHOCTH AOCTATOYHO NOKa3aTh (B ®ToM mopsAnke!) A’5, A’6, A9.
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[Znm g, 2] A [Z N 7, y] naliversmmit HiementT oTHOcHUTeIbHO Ry, T.e..
ono nemycro. Iloromy u [Z Ny 7, 2] = [Z, y] #~ 0.
Haobopor, eciu u € [7, yl, o u < y(R), re.uw < ¥y(My), aw =7, n noTOMy
T = y(My).
6.2. Ilycts mcmonmens: Bce mpemmochitkum 3amaun 2. Iyers pgua W =
= {Z,y], [y, Z] : z,y e N } wmemoameHsr coormomenms A. ITorom g W
HICIIOJIHEHBI 1 COOTHOIIEHMS

A’5 [z, 2] = {y : # =< y(Ro)}

A'6 rely,z] .yelz, ] > x €z, 7
A9 u =v(Ro).veZ,y] = welF,y]
A9 u =v(Ro) .velz,y] = uelx, il

Horasarenbcrpo(3). A'5. 1. Ilycrs z € [z, Z]. Ilotom B cury A'l z € z,.
T.e.2 = Z. lloromz € [z, Zlu B enny Ad z € [%, 2], To ectb z € [Z, 2] u, B cuTy
A5, x é Z(Ro).

2. Mlyers z < z(Ry). Tlorom z = % u, B cuny A3, z €[Z,z2], 1. e. x € [Z, 2]
u B cuty A4 z € [x, 2], 1. e. 2 € [z, 7).

A’6. Ilyers z €[y, 2], ¥ € [z, 7). Caenysa A4 mu umeem y € [7, z], 2z € [, y]
u B cuity A6 2z € [2, x]. B ey A4 z € [z, 7.

A9. Ecim v < v(Ry), 10 4= o u B cuny A5 % € [u, v]. Eciu v € [Z, y],
TOVEZ, T. 8.0 =2T. Anorom 7 € [v, y] u, B cuny A6 u u € [%, v], MBI uMeem
u € [Z, y].

Onpepexenne 2. a) Cucmemy mmoscecms W — {z, 9], [y,Z]: 2,y e N}
ML 6ydem nasvieamsy cozdaioweli cucmemoi, ecan ona ucnoansem coommuowenus A.
0) llyemv W sasasemes cosdaiowers cucmemoti; 06 omnowenuu S mvr 6ydem
eo6opumy, umo ono cosdano cucmemoii W, ecau

() T =yl = ze[7, y].

6.3. Ilycts mcnosHens: Bee npepnoceiky 3agaun 2. Ilyers W — cosgaromasn
cucrema, S — OTHOIIeHUe, cosgaHHOe cucremoii W. [Totom S ABJIAETCA dYac-
THYHBIM yIOPAOYEHUEM MHO;KecTBa N.

Hlorkasarenncrso. 1. S pedaercusno: Ilyere z € N; A5 Bmewer, uro
z €[Z, z], . e. B cuty (5) x < 2(8). )

2. rpansurusHo: Ilycrs z < y(S), ¥y = 2(8). B enay (5) z €[7, y], y €[4, z].
B cuny A6 z € [7, 2], 1. €., caenys (5), z < z(8).

3. 8 amtucummerpuuno: Ilyers z < Y(8), y = x(8). Tlorom B cmny (5) z €
€[Z,y], re. [Z,y] # 0 u B cury A8 7 < §(M:). Amanornuno § < #H(M,).
Caenosarensno, Z = §. Ilotom z € [#, y] u, B cuy A5, z < y(Ro). Anaio-
rM9HO y = z(Ro). CnemoBarensno, z = y.
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6.4. Ilycrs ucnonnenn Bce mpennoceutku 6.3. Ilotom Ry = 8 = Rs.

Horasareascrso. 1. Ilyers 2 < y(Ro). B cnay A5 2z €[7,y], a = 7
(cmotpu, nanpumep, A1), T. e. 2 € [Z, y] u B cuny (5) z < y(S). ‘
2. lyers z < y(8). Ilotom z € [Z, y] u, cnepyn A8, z < §(M,). Ecin Z < 7,
10 z < y(Re). Ecu Z = §, 1o z € [, y] u B ety AS 2 < y(Ro), u Tem Gosee

6.5. Ilycrs ucmosmens Bce mpepmochiiku 6.3. Ilotrom (N, S) sBaserca
CTPYKTYPOIA. '

Hoxasareascrso(4). [yers z, y € N. B cuiy A3 MuoskectBo [Z Ny, %] A
A [Z Ny 7, y] uMeeT HaMOOIBIINIA BJIEMEHT OTHOCHTENHHO Ro. Mur 0603Haunm
ero gepes z. B cury Al u A5 Z = Z Ny J. Mu umeem z € [Z, 2], T. e. B cmty
{5) z < z(8). Aranoruyno z < y(8).
ycrs Temeps w < 2(8), v < y(8). B cuay (5) u € [, z], u € [%, y]. B cuay
A8 u = T(My), u < g(My), T. 0. W=T Ny §(My), T. 6. TS EM,). Mu
umeeM U = z < x(M,), u € [u, z]. B cnmy A7 cymecrsyer m; € [Z, 2], Tak
q9ro % € [%, 21]. B cnay Al 2 = 71, 1. e. 21 € [Z1, 2], T. €., B cuny (B), 71 <
= 2(8). [Maxee, crenys (5), umeer mecto v < z1(S). Mut umeem u < 1; < 2(S).
Anasornyno Haitmerca yi1, u < y1 < y(S), # = zZ. Mu umeem u € [u, 1],
u€[u,y1]. B cuny Ab z1 €[u, %], y1 €[y, 71]. Caenys A’2, 21 Ng, 11 €
€ [u, Z]. Mu o6osnauuM z; Mg, y1 = u1. Vmeer mecto u; € [u, Z], 4ro Bieger
U =2, T.e. u €[u, w]. Beuny Ab u € [u, ui], T e., cuenya (5), v < wi(S).
Wmeer mecro wy < 21(Ro), u Tem Gouee wy < z1(S). Jamee z; < z(S), T. e.
u = z(8), 1. e., B cuay (5), w1 € [W, 2], T e. wy € [2, £]. AHATOrUIHO U €
€[z, y], Te. w1 €[2, 2] A [Z, y]. Ilotom, caexys onpenemenmo z, u; < z(Ro),
u reM Gomee w1 < 2(8). A u = wy(S), 1. e. u < 2(8), uro TpeGoBasoch O
KasaTh. 4

6.6. Ilycrs mcnosnens Bce mpeanocsutsu 6.3. ITorom

Z=S§(My) = (Ju)ueZ.u=ylS).F)(veg.z <)) .

Hoxrasareancrso(®). Ilycrs z,y € N, # < §(M,). [lotom B cmay A8
{z, ] # 0. Ilyers u € [%, y]. Ilotom B cury Al w=Z, 1.e. u €% Mu
nmeeM u €[u, y], T. e. & < y(S).

Jlemmu 6.1. — 6.6. BiexyrT:

(Fu)(uez.u < y(S)).

6.7. Ilycrs menosnmensr Bce mpexnmochuikm sagadn 2. Ilyers W — cosparo-
mas cucreMa, mycTh orHowenue S cosgaHo cucremoit W. ITorom (N, S) yRo-
BJIETBOpPAET 3afaue 2.

(4) Ilo mpuHOHOY AYalbHOCTA ROCTATOYHO MOKABATH cymec'rnonanne zNgy.
(*) Ilo mpuHRUOY AYaJBHOCTH KOCTATOYHO IIOKABATh
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6.8. Ilycrs ucmosmens Bce mpenmockikn sagaun 2. Ilyers (N, R) ymosie-
TBOpAeT 8afave 2, mycth W(R) — cospaiomasn cucremMa, onpeeJdeHHAAs COOTHO=
menuamu (4). Ilyers S cospana cucremoi W. Ilotrom S = R.

Horasareancrso. 1. z < y(R) = z €[Z, y] => z < y(9S).

2. z=ylS) > z€e[x,y] > refz:2€Z.2 = yR)} = =z < y(R).

B cuiy 6.7., ecom S — orHomenue, cosnanHoe (kakoi-HIGYAB) cospaomiels
cucremoit W, ynomle'rBopﬂeT (N, S) sapmage 2. B cuiy 6.8. mMu TOJTyIUM STHM
myTeM Bce pemreHus sagaun 2. IToromy mmeer mecro:

Teopema 4. ITycms (M, M,) — cmpyrmypa, nycmb saemenms, MHOMCECTNEA
M — nonapro nenepecexarowjuecs Henycmuie muomcecmea. ITycmv ecakomy
ZT € M conocmasaerno wacmuunoe ynopadouenue T MHOMCECMEA T Mmaroe, 4mo
(%, Zr) — cmpyrmypa. Ilomom ece (¢ mounocmvio o usomoppusma) cmpyx-
mypw (K, K,), 0as komopwixr cywecmeyem cmpykmyprsil 20MomopPBusm
9 (K, Ky) na (M, M,) makoii, 4umo d.as ecakoeo T € M cmpykmypa (%,71, K,)
usomopgna cmpyrmype (%, Zr) — amo cmpyrmypvi (N, R), ede N = VM uR
npobezaem 6ce wacmuunble YynopadoueHus, 45 KOMOPLT cyujecmeyem co3daouas
cucmema W mar, yumo R cosdano cucmemoii W. O6pammo, ecau R cosdana
(raxoti-nubyds) cosdawweii cucmemois, mo (N, R) ydosaemsopsem 3adaue 2.

7. {pyroe pemenne 3axadim 3.

7.1. Ilyers (N, R) ynommerBopser samase 3, nycts paa W(R) =
{[z, y], ly, ] : , y € N} ucnoaneno (4). Ilorom umeer MecTo

A1, A’1, A4, A5, A6, A7, A'7, A8, A'8

B20+# X< = N;X e[z, 7]

B3 0 # X =N = wmunoocecmeo A[Un(Xf), x] umeem naubosvwuii ssemernm
xeX
omnocumeavro Ry.

B3 0 # X = N = mnoncecmso A [Unm(Xf, x] umeem naumenvwuii saemernm
x=X
omHocumenavno Ry.
Horazareascrso (%). B2. Ilyers 0 = X = [7, z]; nna Beaxoro z € X ects
z = z(R). Tlorom 1 UrX = z(R), a (UrX)f = 7, T. e. UrX € [3, z].
B3 Mmeer mecro A [Nm(Xf), 2] = A {z:2€ Nu (Xf) .2 S z(R)} =

xeX
= [Nu (Xf), NrX].A (N&X)f = Nu(Xf), u nmoromy NrX spaserca
VICKAHHEIM HAWGOJIBIINM 9JIeMEHTOM.

(°) Ecam (M, R) ymosuerBopseT sajaue 3, TO yROBJNETBOPAET M sajade 2, H moToMy
JIOCTaTO4YHO MoKasaTh B2 u B3 (B’2 m B’3 y:xe ciuefynT 48 KyaibHOCTH).
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Omnpepexenne 3. ITycmdv ucnoawnenst npednoctiaxu sadauu 3. Cucmemy MmHo-
awceceme W = {[Z, y], [z, ¥] : x, y € N} mbr Hazoeem noawo coaaarowezi cucme-
Moll, ecau ona obaadaem ceolicmeamu

Al, A'1, A2, A’2, B2, B2, B3, A4, A5, A6, A7, A'7, A8, A'8.

7.2. Ilycte W sBuAerca noaHo cospatouieit cucremoii. Ilycrs otHomenue S
cospnano cucremoit W. Ilorom (N, 8) ynoBmerBopsier 8apage 3.

JdoxrasarexbcrBo. Ecim 8 B2, B'2, B3, B3 mu Boamem X = {z, y}
mm X = {y1, y2}, Mu noayanm A2, A’2, A3, A'3. Ilotomy BcAKaA MmOJHO
CO3JIAIoNIaA CHCTEMA ABJIAETCA cospalomeii cmcremoii. CiegoBareabHO, mocTa-
TOYHO IIOKa3aTh, 4T0 (N, §) — mojHas cTpyKTypa M 9T0 f — HOJHEI rOMO-
mopduam(?).

Ilyers € ## A = N. Mu o6osnauum z = Nu(Af) n 2 0603HauNM HavMeHbIIME
9JIEMEHT Z OTHOCHTENbHO Z,. [us Beakoro z € A ects zZ < z(M,), T.e.
[z, ] #~ €. Iloromy uro z — HauMeHbIIWiT 3JeMEHT CTPYKTYpPH (Z, Z), eCTh
z < z(8). CnenoBarenbHO, 2 ABIAETCA HUKHeHl TpaHbio MHO;kecTBa A (OTHO-
CHTEJIBHO wacTHYHOro ymopapodeHus S). Mu o6osHauuM Z MHOMKECTBO BCEX
9JIEMEHTOB MHOJKECTBA Z, KOTOPHE ABJIAIOTCA HIKHIMH IPaHbAMYA MHOKecTBa A
otHOcuTeNbHO S M namee o6GosHauum % = (J;Z (410, KOHEUHO, paBHO UgZ).
Mu umeeM u € Z, T. €. u = Z. Jlaa Beakoro € A ects Z = [Z, ] u B cuiry B2
u e[z z], 7. e. u =< z(8). Ilotomy % € Z.
Ilycrs v sABNAercs HmsKHeN rpaHbio MHOMeCTBA A OTHOCUTENLHO YACTHIHOTO
_ynopapodenusa 8. Ilorom pna Beakoro z € A ectb ¥ < E(M,), T.e. v =
< Nu(Af) = @(M,). Iaa Beaxoro z € A Mu umeeM 7 < u < Z(M,), T.e.
B cury A7 cymecrByer 2 € [%, ] Tak, 4r0 v € [9, 1]. Mu BHOepeM pus
BCAKOTO - € A TaKOe Z; ¥ MHOKECTBO BCEX 9TUX BJIEMEHTOB Mbl 0003HAYMM Aj .
Haa Bcakoro z; € A; BepHO v € [¥, 21], Te. 21 € [9, Z1], U CJIENOBATEILHO
71 €[v,%u]. Ma umeem A; = [v,%]. B cuny B2 Nz41 = Ng41 € [v, u],
1. e. ¥ = NsA1(S). A NsA1 ABIAETCA HIIKHEN IPaHbI0 A B YaCTUIHOM YIOpPA-
nouenmn S, Nsd1 €% =%, T.e. Nsd1 =< u(S). OxoHUATENbHO MH WNMEEM
v < u(8), 9ro Tpe6oBasoCh AOKABATh.

Hamee mMu umeem % = Num(Af), T.e. (Nsd)f = Nm(Af). CaepoBarensno,
J ABAAeTCA MONHKM roMoMopdusmMoM.

B cuiry 7.2. ecam otHomenue S cospaHo (Kakoi-HUOYAb) MOJIHO co3pmaromiei
cucremoit, ynosuersopsier (N, S) samaue 3. B cuay 7.1. u 6.8. ME momydum
9THM NIyTeM Bce pemeHus sapaum 3. CienoBareqbHO, MMEET MECTO

Teopema b. IIycmv (M, M,;) — nosnas cmpyrmypa, nycmov 3AeMeHmMmb, MHO-
ocecmea M — nenycmuie nonapro Henepecekaiwuecs muoncecmea. Ilycmv

(") o mpuHLMOY AYaJbHOCTH AOCTATOYHO HMOKasaTh, 4To B (I, S) mMeer BcAKoe (He-
nyCTOe) MHOKECTBO TOYHYI0 HIKHIOIO I'DaHb ¥ 4TO f — roMoMop(uaM OTHOCHTENBHO TOYHOMK
HmKkHe#t rpamu. Jlamee, MOKHO HOJB3OBATHCA BCEMHM peadyibTaramu aGsaua 6.

34



ecakomy T € M conocmaeseHo wacmuuHoe YnopadoueHue Ty, MHONCECMEA T
maxoe, umo (%, Ty) — noanas cmpyrmypa. Ilomom ece (¢ mourocmvio do
usomopgpusma) noanvie cmpyrmype (K, K,) makue, umo cywecmsyem noanvii
2omomoppusm g (K, Ky) na (M, M,) mak, wmo 0as ecarozo T € M nosnas
cmpykmypae (Zg—, K,) usomopgua c (%, x,) — amo eéce (N, R), 2de R npo-
6ezaem 6ce OmHOWERUS, 0N KOMOPBIE CYUeCmsyem noaHo Co30ai0was cucmema
W max, wmo R cosdarno cucmemoii W. Haobopom, ecau R cozdaro noano cozda-
toweii cucmemoli, mo (N, R) ydosiemsopsem 3adaue 3.
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Konstrukcia vietkych ¢iastoéne usporiadanych mnozin,
ktoré mozno homomorfne zobrazit na danu ¢iastoéne usporiadand
mnozinu

I. KOREC
Sdhrn

V ¢lénku sa riesi tloha:

Je dand ¢iastotne uspor'adind mnoZina (resp. zvéz, resp. uplny zvaz) (M, My),
pricom prvky mnoZiny M si po dvoch dizjunktné neprézdne mnoziny. Ku kaidému
prvku Z € M je priradené Z, tak, Ze (%, Zy) je ¢iastodne usporiadand mnoZine (resp. zviz,
resp. Uplny zvéz). Ndjst v8etky (aZ na izomorfizmus) (N, Ny) také, ze (N, Ny) je &iastodne
usporiadané mnoZina (resp. zvéz, resp. uplny zvéz) a Ze existuje homomorfizmus g
(resp. zvézovy homomorfizmus, resp. Uplny homomorfizmus) &iastodne usporiadanej
mnoziny (N, Ny) na &iastoéne usporiadani mnozinu (M, M) taky, Ze pre kazdé z € M
je diastoéne usporiadand mnozina (Zg—!, Ny) izomorfné s &iastoéne usporiadanou mno-
zinou (%, Zy).

Dokazuja sa vety:

RieSenim uvedenej tlohy pre pripad é&iastoéne usporiadanych mnoZin sa vietky
(N, R), kde N =\/ M, (N, R) je tiastoéne usporiadand mnozina & plati Ry = R < Rs.

RieSenim horeuvedenej tlohy pre pripad zvézov (resp. uplnych zvézov) si vietky
(N, R), kde N =\/ M, (N, R) je zvéz (resp. Gplny zviéz), Ry = R = Rj a plati (3).

Pritom (N, R) st relécie definované vztahmi (I), (II) v odseku 3., podmienka (3)
je uvedend v odseku 4.

Pre pripad zviézov a uplnych zvéazov je podané efte druhé riedenie, v ktorom nevy-
stupuje podmienka, aby (N, R) bol zvéz, resp. Uplny zviz.
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Die Konstruktion aller teilweise geordneten Mengen, welche man

auf die gegebenen teilweise geordneten Mengen homomorph
abbilden kann

I. KOREC
Zusammenfassung

Tm Artikel wird die Aufgabe gelost:

Es ist eine teilweise geordnete Menge (resp. ein Verband, resp. ein vollstindiger Ver-
band) (M, M,) wobei die Elemente der Menge M, paarweise disjunkte unleere Mengen
sind: Zu jedem Element Z € M wird Z, derart zugereiht, dass (Z, Zy) eine teilweise geord-
mete Menge (resp. ein Verband, resp. ein vollstindiger Verband) ist. Die Aufgabe lautet:
Alle solche (N, Ny) zu finden, dass (N, Ny) eine teilweise geordnete Menge (resp. ein
“Verband, resp. ein vollstéindiger Verband) ist und dass ein solcher Ordnungshomomorphis-
mus (resp. vollsténdiger Homomorphismus), g der teilweise geordneten Menge (N, N,)
auf teilweise geordnete Menge (M, M,) existiert, dass fir jedes eine teilweise geordnete
Menge (Zg—*, N,) isomorph mit der teilweise geordneten Menge (Z, Zy) ist.

Folgende Sitze sind bewiesen:

Die Losung der oben angefithrten Aufgabe fiir den Fall der teilweise geordneten
Mengen sind alle (N, R), wo N =\/ M, (N, R) ist eine teilweise geordnete Menge und
es gilt Ry — B — Rs. Die Losung der oben angefithrten Aufgabe fir den Fall der Ver-
biande (resp. vollstandiger Verbinde) sind alle (N, R), wo N =\/ M, (N, R) ist ein
Verband (resp. vollstéindiger Verband) und es gilt (3) und Ry = R — R,. Dabei sind
Ro, R: die Relationen, welche mit Beziehungen (I), (II) im Absatz 3 definiert sind und
Bedingung (3) ist im Absatz 4 angefihrt.

Fir den Fall der Verbinde und der vollstindigen Verbéinde ist noch eine andero
Losung angefiihrt, wo die Bedingung, dass (I, R) ein Verband (resp. ein vollsténdiger
Werband) sein soll, fehlt.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V. MATHEMATICA XIII 1966

0 asociativnej opericii A na triede sviizov €2,

J. BADIDA

V ‘pracach [4], [6] zaoberali sme sa problémom o existencii asociativnych
a komutativnych operacii na niektorych triedach svdzov, pridom tieto ope-
ricie st roézne od priameho a voIného stGdinu. Podrobne tento problém bol
sformulovany v praci [4] (pre grupy pozri [2]).

V predloZenej prici poukazujeme na daliu takito operdciu, ktord ozna-
dujeme A, na urditej triede svizov o, do ktorej triedy patria vSetky svizy,
splitujice uréité podmienky.

V dalSom texte kardindlny sGéin (svédzov A;(¢ € M)) budeme oznadovat
Mx4y(s € M), volny stdin I1*A4(i € M). DalSie pojmy a oznadenia budeme
pouzivat ako v [4] a Ciastoéne ako v [1]. v

§ 1. Operacia A na triede Qo

Definicia 1,1. Nech S je sviz, ktory sa d& vyjadrif v tvare ordinilneho
suétu dvoch svizov (porov. [1], kap. II, § 7, str. 48)

(@) S=XaY.
Budeme hovorif, Ze vzfah (@) vyjadruje ordindlny rozklad svizu S v ktorom X'
je dolnou a Y hornou triedou svizu S.

Definicia 1,2. Budeme hovorit, Ze sviz § patrf do triedy Qo, ked sii splnené
nasledujice podmienky: '

1. sviz S je atomérny, -

2. existuje ordinalny rozklad svizu S tak, Ze v ordindlnom rozklade (@)
je dolné trieda svizu S najmensi podsviz, ktory obsahuje vietky atémy
svizu S.

Z vlastnosti 1. je zrejmé, Ze sviizy patriace do triedy Qp obsahuji naj-
mensi prvok, ktory budeme oznafovat symbolom O, pripadne s mdexa.mx,
vyjadrujicimi, do ktorého prislusny prvok patri.
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Lemma 1,1. Nech 8 je lubovolny sviz z triedy Q;. Ak S=X@ Y, 8 =
=U® V a oba tieto rozklady spliiujsh podmienky 1., 2. z definicie 1,2, potom
plaii: -

X=U, Y=V.

Doékaz bezprostredne vyplyva z definicie 1,2.

Lemma 1,2. Nech Ai(i € M) st atomdrne svizy. Potom sviz A — I1x4, Je
tieZ atomdrny.

Toto tvrdenie je zrejmé:

I.emma 1,3. Nech A =TII*xAi(i € M), prifom A; s atomdrne svizy. Nech
my, m, n st ( konelné alebo nekomeéné ) kardindlne &isla. Nech poéet atémov
svdzu A; je my a pocet atémov svizu A je m. Potom plati:

a) proky svizu A, kiorych i-td zlofka je atém svizu A; a ostatné zlofky st
najmendie proky svizov As(je M, j # i), st atémy svizu A a kaidy atém
v A je takéhoto tvaru;

b) pre polet atémov svizu A plati vztah

n
m=2 my .
i=1

Tvrdenie lemmy je zrejmé.

Nech §; = X, @ Yi(t € M) st lubovolné navzijom disjunktné svizy
z triedy Q.

Definicia 1,3. Nech I' = {S;} (: € M), pritom rozklad S; = X; @ ¥; mé
vlastnost 2 z definicie 1,2. Symbolom A(I') budeme oznadovat sviz

IxX, @ I*Y; (i € M).

Lemma 1,4. Neckh T'= {8}, Si=X;® Y, (i € M) je systém navadjom
digjunkinyjch svizov z triedy Qo. Nech pre ka#dé i € M je X; najmenst podsviz
svdzu Sy, ktory obsahuje vietky atémy svizu S;. Ak mno¥ina indexov M je ko-
nelnd, potom.N*X; (i € M) je najmensi podsviz svizu A(T'), kiory obsahuje
véetky atomy svdzu A(T).

Dékaz. Z lemmy 1,3 a z definicie ordinilneho rozkladu vyplyva, Ze podsviz
II=X (¢ € M) svdzu A(T') obsahuje vietky atémy svizu A(T).

Nech teraz mnoZina indexov M je kone¥n4 a nech X je najmensi podsviiz
svizu A(T), ktory obsahuje vietky atomy svizu A(T'). Zrejme X = IIxX,
{¢ € M). Pre kaidé i ¢ M exisbuje v A(T') podsviiz S;, ktory je izomorfny
80 svizom §;. Potom S; = X; @ Y;, kde sviiz X; je izomorfny s X;. Mnozina
X N X; je podsvéz v S;, obsahujtci vietky atémy svizu 8;, teda platf (vzhla-
dom na minimélnost svizu X;) X; = X n X;, t.j. X n X; = X;, take plati
X; = X. Z toho vyplyva, Ze podsviz svizu X, vytvoreny podsva.zml X(i € M),
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je obsiahnuty v X. Tento podsviz je vak IIxX; (: € M). Plati tedaTIxX; = X
a teda X = I1xX; (+ € M), ¢im je tvrdenie lemmy 1,4 dokézané.

Poznamka. V dalSom texte teda mnozinu indexov M budeme povazovat
za konedni. '

Veta 1,1. Nech T' = {S;} (i € M) je systém navzdjom disjunktngjch svizov;
patriacich do triedy Qo. Potom svdiz

AT) = =X, ® [I* Y, (i € M)

spliiuje podmienky 1., 2., vyslovené v definicii 1,2 a teda patrf do triedy Q.
Dékaz. Podmienka 1. vyplyva z lemmy 1,2 a z toho, Ze I1*X; = A(')..
Podmienka 2. vyplyva z lemmy 1,1 a z lemmy 1,4.

§ 2. Niektoré vlastnosti opericie A

V tomtc odseku dokdZeme, Ze operdcia A, definovand na triede Qp, pri-
raduje kaZdej neprdzdnej mnoZine navzdjom disjunktnych svizov I' =

= {8} (¢ € M), patriacich do triedy Qo, svdz A(T'), patriaci do triedy Qo
tak, Ze plati:

a) pre kazdé S; existuje v A(I") podsviiz S;, izomorfny so svdzom S;,

b) sviz A(T') je vytvoreny mnozinovym sidtom uUS;,

c) operacia A je asociativna. .
{(Podrobnejgie, pozri tivod v [4].) Dalej dokéZeme, %e sviiz A(T') sa d4 ziskat
az na izomorfizmus zo svizu §(I') = II*§; (s € M) pomocou vhodnej kon-

gruencie.
Veta 2,1. Pre operdciu A s splnené vlastnosti a), b).

Dékaz vyslovenej vety bezprostredne vyplyva z definicie priameho sidinu,
z lemmy 6,2 (pozri [4], § 6) a z konStrukeie sviazu A(T) (p'orov. dokaz vety 6,1
v préci [4], §6).

Veta 2,2. Nech mnoZina indexov M = UM;, kde j € N a pre lubovolné k,1 e
€N (k#1) nech je Mpn M; =, Ty = {8} (i € M;). Potom operdcia A
spliiuje podmienku c), t. j. operdcia A je asociativna, &ite ' - 3

A(T) 2 AUAT}) (e N)

Dékaz vyplyva z asociativnosti operécif priameho a voIného sid&inu.

Poznédmka. Komutativnost operécie A je zrejmé. Vyplyva z komuta.tiv—
nosti operécif priameho a voIného stdinu.

Lemma 2,1. Nech A je svdz, kiory obsahuje podsvizy A; (i € M), priom
mnoZinovy sucet U A je mnoZina generdtorov pre sviz A. Potom sviz A je homo-
morfnym obrazom svizu &(T') = I1*4; (volného siutinu svizov Ag).
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- D6kaz. Nech &(I') je volny sadin svizov A4;. Vyberme teraz navzdjom
disjunktné svizy A; tak, %e A; 02 A;, pridom A; st podsvizy svizu &(I')
& U4; je mnoZina generdtorov pre sviz &(I'). Prislusny izomorfizmus oznaéme
@s. Podla [3] (§ 2, veta 2) existuje homomorfné zobrazenie ¢ svizu &(T') do

svizu A4 tak, Ze pre kazdé i € M a kazdé z € 4, je

o(x) = gi().

KedZe U A; je mnoZina generdtorov pre sviiz A4 a platf
U4 =) =4,

je @(&(T")) = A, ¥m je tvrdenie lemmy dokézané.

Nech &(I') = IT*S; (i € M) je volny sddin navzdjom disjunktnych svizov S
z triedy Qo. Je zndme, Ze vo svize £(I') existuji podsvizy S;, izomorfné s S,
(pre kazdé i € M).

Nech 8 =X;® Y; (‘e M). Nijdime ku svizu X, izomorfny podsviz
v I1*X; (i € M) a ozname ho X;. Dalej ndjdime vo svize II*Y; (i € M
podsviiz, izomorfny so svizom ¥; a oznaéme ho ¥;. Je zrejmé, e mnozinovy
stdet svizov X;, ¥; déva podsviz S; svizu A(T') (' = {Si} , i € M) a plati:

5 =Xi®7:.

Veta 2,3. Nech §T') =II*S;, kde T' = {S;} (i € M) a S; stk navzdjom dis-
Junkiné svdzy z triedy Qo. Potom sviz A(T') sa dd ziskaf, af na izomorfizmus,
pomocou. vhodnej kongruencie definovanej na svize &(T').

Dékaz. Podla predchddzajtcich tivah vo svize &(I') a A(T') existuje systém
podsvizov S; a Si tak, Ze plati:

®) 8,8 a 8B (GeM).
Zo vztahov (b) vyplyva izomorfizmus svizov S;, S;, t.j.
8,008, (i e M)

Dalej je zndme, 7o S; sit generdtory svizu A(T') a teda podla lemmy 2,1 sviz
A(T") je homomorfnym obrazom svizu &(T'), t.j. volného stdinu svizov S;.
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Uber assoziative Operationen A auf der Klasse von Verbiinden Q,

J. BADIDA
Zusammenfassung

In der Arbeit [4] wurde die Frage iiber die Existenz assoziativer und kommutativer
Operationen auf Klasse aller Verbénde, bzw. auf gewissen Verbandklassen gestellt,
wobei diese Operationen verschieden vom direkten und freien Produkt sein sollen.

In der Arbeit wird bewiesen, dass die Antwort an diese Frage auch fiir eine gewisse
Verbandklasse o bejahend wird. Die Klasse Qo ist mit Hilfe einer gewissen Bedingung
(s. Abschn. 1, 2) definiert.

OdacconuapuBHoii omepanmuum A HagIacce CTPYETYp Q,
fAIH BATUJTA
Pesome

B nacroameit paGoTe [0Ka3HBAETCA, YTO OTBET HA IOCTABIEGHHHH Bompoc B pabore [4]
(sompoc o cymecTBOBAaHMM ACCOLMATHBHHX M KOMYTATHBHHIX OIEpaldii HA HKJacce BCeX
CTPYKTYP, WIHK e JJIA OupefeleHHHX KJIACCOB CTPYKTYP, MPHUYEM STH ONEpALUA AOJKHE
OHITH HEONMHAKOBEIMM C MPAMKIM U CBOGOJHEIM IPOM3BEJEHUEM) ABJIAECTCA MOJOMUTEILHEM
U JJA ompefieleHHOro kaacea ,. Hiace Q, ompemensercA nmpu moMoly OIpefeseHHOro-
ycuoBua u ero moppoGHOe ompefeieHde NPUBOAUTCA B abzame 1,2.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V., MATHEMATICA XIlI 1966

Kofenové vlastnosti fefeni systému t¥i lineirnich homogennich
diferencidlnich rovnic 1. ¥idu

S. SANTAVA-KROHOVA

Uvod. V préici jsou studovény kofenové vlastnosti feSenf systému
¢y Y = Ay

a jsou zobecnény zndmé vlastnosti ¥eSeni diferencidlnich rovnic 3. ¥adu pro
- FeSenf systému (1) za piedpokladu, %e 4 je &tvercovd matice t¥etiho fadu,
jejiz prvky ay, 4,j = 1,2,3, jsou. spojité funkce proménné z e (— oo, )
a y sloupcovy vektor o slozkich y;, Y2, Y3.

Price pouZivé a navazuje na vysledky pracf M. Greguse [1], [2], [3], které
se zabyvajf vlastnostmi FeSenf diferencidlni rovnice 3. ¥4du

(@ Y" + 2a@)y’ + [a'(2) + b@)ly = O,

a to ve vété 2[1], 3[1], 4[1], 6[3], 7[2]. Dikazy v této praci bylo t¥eba provést
bez pouZiti Mammanovy identity, které se béiné pouifvé p¥i studiu kofe-
novych vlastnost{ rovnice (a).

V prvé &isti je ukdzdno, Ze za danych predpokladi pro koeficienty ay,
i, j = 1,2,3, systému (1) mizZe mit feSen{ systému (1) pouze jeden dvojndsobny
nulovy bod a Ze tento kofen rozdéluje interval (— oo, co) na dva intervaly
tak, Ze v jednom z téchto intervald lezf viechny kofeny slozek uvazovaného
FeSeni, dale je ukdzéno, 7e za uvedenych predpokladi se koteny jednotlivych
slozek vzijemné oddéluji, Ze existuje alespoii jedno Feeni bez nulovych bodi
a jsou vysloveny véty o linedrné zavislych Yedeni systému (1).

Druhi &4st préce se zabyvé vztahy mezi FeSenimi systému (1) a systému
k nému adjungovanému & je ukézéno, Ze slozky t&chto systémit hovi systé-
mim dvou linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥idu. Ko¥enové vlastnosti
feSenf t8chto systémii lze aplikovat na slozky FeSenf systému (1).
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UvaZujme systém
1) y =4y,

kde A je ¢tvercovd matice tfettho Fadu, jejiz prvky ay(z), ¢,j = 1,2,3, jsou
spojité funkce proménné z € (— oo, co) a kde y je sloupcovy vektor o sloz-
kéch y1, y2, ys. Predpoklddejme, Ze v matici 4 jsou viechny prvky kromé
a1z, 023, @31 identicky rovny .nule. Ozname dile a2 = a;, ass = az, as;1 = as
a piedpoklddejme, Ze existuji prvni derivace funkei ai(z), az(x), as(x) pro
Z € (— oo, 00).

Yy
Véta 1. Predpokldidejme, Ze teleni systému (1) y;(x) = (ygj) ,j=1,2,3,
Y3y
splitujt v bodé xo podminky yiy(xo) = 1 pro i = j, yy(xe) = 0 pro & # j. Je-li
Pro x € (— oo, o) a; > 0,1 = 1,2,3, potom pro x € (xo, ) je yy > 0, 4,j =
=1,2,3. Jeli pro xe(— oo, 00)a; <0, 1 =1, resp. 1 =2, resp. ¢ =3
a a; >0, 1=23, resp. © = 1,3, resp. ¢ = 1,2, potom pro x € (— oo, xo) je
Yy <0, 1,5 = 1,2,3 v pfipadé i +# j a. pFitom i + j= 4, resp. ¢ # j a pritom
i+ =<4, resp. i # j a pfitom i + j # 4, pro ostatni hodnoty i,j je-yy > O.
TotéZ plati pro x € (xo, o0) v prépadé, Ze pro x € (— oo, o0) je a; >0, i =1,
resp. 1 =2, resp. t =3 a a; <0, ¢t = 2,3, resp. t = 1,3, resp. 1 = 1,2. Je-li
Pro z € (— oo, ) a; <0, ¢+ =123, potom pro x e (— oo, x0) je yy > 0,
i,j =1,2,3.

Dikaz. Piedpoklidejme, Ze pro 2 € (— oo, o) je a;1 > 0, ¢ = 1,2,3, a uva-
Zujme FeSen{ y3, pro které v bodé xo plati yis(zo) = 0, yas(xo) = 0, yss(wo) = 1;
tedy pro toto FeSeni plati ys(x0) = 0, yy3(2,) = a,a,. Pfedpoklidejme, Ze
existuje &fslo 21 > xo tak, Ze yi3(x1) = 0, piidemz yi3(x) > 0 pro z € (xo, 71).
JelikoZ y,, = asyiz > 0 pro z € (2o, #1), Ys3(¥0) = 1, je yas(x) > 0 pro z €
€[ o, 21 ]. Podobnd y,; = asyss >0 pro =z e[ 2o, 21 ], ye3(xo) = 0, tedy
Y23 > 0 pro z € (zo, 21 >. Jelikoz tedy y;3 = aiyes > 0 pro z € (o, 21 >,
nemiize platit yis3(x;1) = 0. Odtud plyne, Ze yi3(z) > 0 pro z € (xp, o). Pro
tiet{ slozku FeSeni ys plati yss(xo) = 1, ys5(20) = asy1a > 0 pro z > zo, tedy
yss(z) > 0 pro z € (xo, o0). Pro druhou slozku feSeni ys plati yas(ze) = 0,
Ys3(®) = azyss > 0 pro x > zo, tedy yes(x) > 0 v intervalu (zo, c0). Pro
Fefenf y), yz a ostatni piipady se dikaz provede obdobns.

Pozndmka 1. Hodnotu t¥eti slozky v bod8 zo uvazujeme rovnou jedné
bez omezeni obecnosti, nebof ve v&té 3. bude dokézdno, Ze viechna Fefenf

k 0\ 0
typu yi(zo) = (0) , Tesp. ya(xo) = (k) , resp. ys(®o) = (O) , kde k& # O
0 0 k

je libovolné konstanta, jsou linedrné zavisls.
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n
Véta 2. Kafdé fedent y = (yg) systému (1), jehof jedna slofka se v bodé xo

Ys
anuluje, se da psdt ve tvaru

(2) Yi = &y + coyz, t.= 1,2,3.

Je-li yi(x0) = 0, ¢ = 1, resp. © = 2, resp. ¢ = 3, potom

Fn(xo) Fy2(xo) Yy3(xo) In(20) Ypa(wo) Yy3(o)
(3)  yiu = | 7r1(xo) Fr2(xo) Fxa(®o) |, Y12 = | Fm1(%0) Fm2(%o) Fm3(2o) |,
¥i(x) Fi2(x) Fis(x) Ja(x) Fo(x) Fis(x)

piicemt 1 = 1,2,3, j =1, resp. 2, resp. 3, k = 2, resp. 3, resp. 1

Yu Y12 Y13
m =3, resp. 1, resp. 2 a kde | 721, | 722 ), | 723 ] je libovolny fundamentding
Y31 Y32/ \Yss

systém systému (1).

2!
Diakaz: Kazdé feSenf y = (yg) systému (1) miZeme psdt ve tvaru
Y3,
(4) Yi = C1Yn + C2Yi2 _I_ CYi3, $ = 1’2’3’

kde yy, 4,5 = 1,2,3, jsou sloiky libovolného fundamentélniho systému (1)
a ¢,1= 12,3, jsou konstanty. Uvazujme FeSeni systému (1), pro které
y1(wo) = 0, ya(zo) = &, ys(wo) = B, kde a,f jsou dané konstanty. Slozky
tohoto feseni vyjadifeme ve tvaru (4), pliemz yi, yi2, ¢ = 1,2,3, jsou dény
rovnicemi (3), y3,7 = 1,2,3, jsou slozky libovolného feseni systému (1) li-
nedrné nezivislého na feSenich o slozkich y;1, ¥i2, 2 = 1,2,3. Pro uvaZované
feSenf plati

, yu(xo)er + yis(xo)ez + yas(wo)cs = 0,
(5) ya1(xo)c1 + yea(wo)c2 + yes(wo)es = «,
ys1(@o)c1 + ysa(xo)cz + yss(%o)cs = .

.Ze soustavy (5) pro cz obdrzime

y11(%o) Y12(x0) O
Y21(2o) yea(o) a
«(6) o Y31(2o) ys2(o) B

- b

w
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Y
kde W je wronskidn fundamentélntho systému (ij) , J = 1,2,3; po dosa-
Y3y
zenf za ¥, Y2, ¢ = 1,2,3, z rovnic (3) do rovnice (6) obdrzime c3 = 0.
Vita 3. Vdechna tedent y;, j = 1, resp. j = 2, resp. j = 3 systému (1), pro

k 0 0
kterd v bodé zo plati yi(zo) = (0) , resp. yz(xo) = (k) , resp. ys(xo) = (0) ,
0 0 k

kde k je libovolnd konstanta, jsou linedrné zdvisld.
Diikaz. Provedeme diikaz pro ys, ostatni piipady se dokéZi obdobns.
: 0
Predpokladejme tedy, Ze ys(xo) = (0) ; slozky uvaZovaného Fefeni{ muZeme
k
dle véty 2. vyjadfit rovnicemi (2), kde i, i, 1+ = 1,2,3, jsou vyjadieny
rovnicemi (3). Konstanty c;, cz miZeme vypodist ze soustavy

y21(%o)or + yaz(o)cz = O,
y31(xo)c1 -+ yaz(wo)ce = k.

Obdrzime
0 y22(zo) y21(zo) O
k ysz(xo) k ys1(zo) k
"TT b T w7 D ’
kde
= Y=(%0) Yo(o) = W2, pritem? W je wronskiin fundamentilnfho
y31(%o0) Yaz(o) _
systému feSeni, pomoci ného’ jsou vytvofeny funkce yu, %2, ¢ = 1,2,3.
0
k
Stejné tak pro kazdé jiné feseni ys typu ys(zo) = (0) obdrzime ¢; = —WIT
ky

k .
Polozime-li — = ¢, obdriime-?—{ﬂ = ¢, tj. yi3 = cf3, t = 1,2,3.
ky (]

: Y1 Y12
Véta 4. Necht zp < 71 € (— 00, 00) @ nechl y1 = |yz ], y2 = |y22] Jjoou
Y31, Y3z
dvé Fedent systému (1), pro kierd plati
(7) Yis(@o) = yy(21) = 0,
J=12,4=1, resp. s = 2, resp. i = 3, potom #edeni jsou zdvisid.
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Dikaz, UkéZeme, %e pro kazdé feSenf ya, pro které platf rovnice (7), +=1,
se dé psét ve tvaru ys = cy;, kde ¢ je konstanta a y1 je rovnéz FeSeni systému

Yu
(1), pro které platf rovnice (7),4 = 1. Utvorme fefenf y; = (ygl) tak, Ze
Y31
#11(%0) F12(20) F13(20)
H11(21) J12(21) F13(71)
() Feo(x) Fes(x)

Ya = » g = 1,2;37

Y1y
kde (yz;) » J = 12,3, je fundamentalni systém systému (1) a kde jeden,
Y35
z determinantt matice
(ﬂn(xo) #12(x0) 1713(20))
Y11(z1) Frz(21) 13(z1)
je nenulovy.
Ztejmé y11(zo) = yn(z1) = 0. UkaZeme, Ze yiz = cyyy. Slozky y;z miZeme
psit ve tvaru
Yiz = Q1Y + C2¥i2 + cayis,

konstanty ¢, ¢z, c3 volime tak, aby

c111(xo) + c2712(x0) + csrs(wo) = 0,

c1yu(x1) + caffie(®1) + cafis(z1) = 0;
pfedpoklddejme :
#11(x0) F12(x0)
F11(x1) Frz2(z1)
potom, oznadéime-li tento determinant D, obdrzime

# 0;

Y12(0) Y13(2o) Y13(2o) Y11(o)
®) s | y12(z1) 1s(x1) s | yis(z1) yu(x) | °
D ’ = D '
.
_& | F12(zo) Fs(xo)| #13(0) #11(x0)
!ltz(x) - D yﬂ(x) 1712(9:1) 3713(3:1) + .'ltz(x) ng(xl) .1711(2?1)

#11(x0) F1r2(o)

+ Fl®) Fu(z1) Fiz(z1)

C3
= ¢ , kd =—
} Yi1(x) e ¢ D
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Tedy celkem plati ya = cy;. Pro i = 2, resp. ¢ = 3 v rovnicich (7) se ditkaz
provede obdobné.

Véta 5. Predpoklidejme, Ze pro x € (— oo, 00) je v systému (1) a3 # 0,
1 = 1,2,3. Potom pro fedent y systému (1) plati, Ze mezi dvéma po sobé ndsledu-
Jictmi koteny sloZky y; leZi prdvé jeden koten sloky yi+1, ©+ = 1,2,3, pricems
prot =3 jet+1=1.

Dikaz. Za pfedpokladu a; # 0 lezf mezi dvéma koteny slozky y; alespon
jeden koten slozky y2, nebof jsou-li 21 < s ¢isla, ve kterych yi(z1) = yi(z2) = 0,
potom existuje &islo z3 € (1, x2) tak, Ze y;(xs) = 0; jelikoz Y, = ary2, ay # 0,
je ya(x3) = 0. Podobny vysledek obdrzime pro yz, ys. Mezi dvéma po sobd
nésledujicimi kofeny 1 < 2 funkce y; lezf lichy podet kofent funkce y,,
tedy také lichy podat kofenit funkce y,. V intervalu (z,, #,) viak nemohou le-
%ot tfi kofeny slozky y,, nebof medzi t&mito kofeny by leZely dle ptedcho-
ziho alespon dva kofeny slozky ys, mezi kterymi by lezel alespoii jeden koten
slozky 1 a ¢&isla 21, 2 by nebyly dva po sobé nasledujici koteny slozky ;.
Podobné provedeme ditkaz pro y2 a ys.

Véta 6. Systém (1) md za piedpokladu ai(x) > 0,1 = 1,2,3, proz € (— oo, o0)
alespoii jedno veSeni y, které md v intervalu (— oo, o) véechny slofky kladné.

Diikaz. Utvoime fundamentalnf systém feSeni systému (1), ktery oznag-

Y
me y; = (372,), Jj = 1,2,3, pfiemz v bodé x, pro tato feSeni plati yi(zo) =
Y3y

0 0 1
= (O) , Y2(%o) = (1) , Y3(o) = (0) . Tato fesenf majf pro = > zo viSechny
1 0 0

slozky kladné. Bud o > 21 > @z > ... posloupnost &sel konvergujicich
k — oco. Utvofme posloupnost feSeni systému (1) {ys}{* tak, Ze slozky

9) Yin = C1a¥u1 + CenBisz + canflis,
1= 1,2,3, sphiuji podminky yin(xs) =0, yan{zs) = 0, ysa(xs) > 0, pridemiz
'(10) ‘ yfn(xo) = ygn(xo) + ygﬂ(xo) =L

Refeni y, mé tedy pro > z,, n = 1,2,3, ... viechny slozky kladné.
Posloupnosti

(11) {y1n(@0)} 7, {yen(zo)} 1°, {3/8"(370)} 1

jsou vzhledem k (10) chranidené. Existuji tedy posloupnosti z (11) vybra.né
které konvergujf. Oznatme limity tdchto vybranych posloupnosti «, 8, y.

48



Kvili jednoznadnosti oznadme tyto posloupnosti jako (11). Oznadme déle

Y

Y= (_1/2) feSenf systému (1), které spliiuje podminky
Y3

¥1(20) = &, ya(wo) = B, ya(xo) = y.

Reseni y ziejm& nenf trividlni, nebot
(12) lim  {y3,(@0) + Yza(%0) + Yaa(@o)} = o2 + f2 + 92 = L.
~ Ztejmé je pro z € (— oo, 0o)

lim y1,(x) = y1, lim ygu(x) = y2, lim ysu(z) = ys,

n—oo n—-oo n—roo
.

nebof FeSeni (9) miZeme psat ve tvaru

Yin(X) = Ysn(20)T11(x) + yon(@o)Fi2(x) + Y1a(x)Fis(x)
1+ = 1,2,3, a tedy

yi(@) = y¥u(x) + Bi(x) + afis(x),
i=123.

Piedpoklidejme dale, Ze existuje &islo Z, ve kterém y;(Z) = 0. UkaZme,
Ze to neni mozné. Ziejmé existuje piir. ¢éislo ng tak, Ze xyo < Z, ptidemz a9
je ¢islo z vyse uvedené posloupnosti &isel xo > 21 > 22 > ..., pro které
Y120(Zn0) = 0, Y2n0(Zno) = 0, Y3n0(Tn,) > 0. Pron > nga pro x > xno ma felent yy,
viechny slozky kladné, nebof = > zn0 > s, tj. y1a(x) > 0, yau(z) > 0,
Y3u(z) > 0; odtud plyne hm yl,.(x) = yi(z) = O, hm yz,.(x) = ya(x) = 0,
lim ygu(x) = ys(z) = 0. Podle predpokladu mé byt hm Y(Z) = y1(x) = 0.

n—>o0

Zvolme libovolné z tak, %e x,0 <z < Z. Pro vsechl.a. z > Zno, M > Mg, j€
»yln(m) >0, y2’n(x) >0, y:'[n(x)_= alyZn(x) > 0,_ tj. 0< yln(i) < yln(i)- Je-li
lim #1,(Z) = 0, je téZ lim yi,(x) = 0. JelikoZz z je libovolné &fslo z intervalu

n—»oo fn—>co

(®no, ), je lim y14(x) = 0 v intervalu (zno,Z), t.j. %1(x) =0 v intervalu

n—>o0

(%0, T), coZ je ve sporu s predpokladem, %e y neni trividlnf fefeni. Tedy
pro viechna z € (— oo, o0) je y1(z) > 0.
Obdobné provedeme diukaz pro ya(x) a ys(z).
II.
Oznatme A* matici sdrufenou s matic 4.

Adjungovanym systémem k systému (1) je systém

49



(13) ' 2’ = —A*z.

n 21 :
Pro libovolnd dvé fefeni y = (yz), Z = (zz) systémt (1) a (13) plati
Ys 23,

(14) Y121 + yoz2 + yszs = konst.

Yi1\ |
Méme-li dvé libovolné lineirnd nezavisld FeSeni systému (1) y; = (ym .
Y31/

(Y12
yz = | y22| a utvofime-li funkce

Y32
(1 5) oy = Ya1y22 | , e Y31 Y33 — Y11 Y12
Y31Ys2 Y11 Y13 ’ Y21 Yoo
w1
potom je zndmo, Ze [ wz ) je YeSenim systému (1) [4].
w3

Y1 .

Jelliy = (y.‘) libovolné feSeni systému (1), potom
Ys

(16) Y101 + yewz + ysws = W,

kdeW je wronskiin fefenf y, y1, ys; jsou-li feSeni y, y1, y2 linedrng zavislé,
je W = 0 a rovnice (16) je tvaru

(17) o1 + Yawz + yswz = 0.
Z rovnice (16) obdrzime systémy linedrnich diferencislnich rovnic 1. ¥adu,
9N w1
kterym vyhovuji vidy dvé a dvé slozky Fefenf (y2] a | wa| . Ndsobme rov-

Y3 w3
nici (16) postupné funkcemi ai, a2, as, obdrZime rovnice

(18) o1 + ez + agysws = W,
¢ = 1,2,3, Dosadime-li za ay2 do prvé rovnice y;, za azys do druhé rovnice y
a za agy do tieti rovnice y;, obdrzfme z rovnic (1) a (18) pro slozky Ffefenf
% '
(yz) postupné tyto vysledky:
Ys '
slozky y1, y2 hovi systému
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(19) : Y1 = a9;,
ogyy = AW — a0,9; — 8,059,
slozky y2, y3 hovi systému
(20) Ys = Yy,
©1Ys = agW — azwyy, — a305Y;,
slozky ys, y1 hovi systému
(21) ?/,s = a’3y1 ’
w5yy = oW — ay0,9; — 4,055,
Dosadime-li za a,w, do prvé rovnice (18) —w,, za a,w, do druhé rovnice

(18) —wy, za ayw, do tieti rovnice (18) —w;, obdrzime z rovnice (13) a (18)

w1

pro slozky feSeni | wz | postupné tyto vysledky:
w3

slozky w1, wg hovi systému

(22) 0, = —aw;,

Yoy = @ W + azy 0, + ayy50,,
slozky wz, w1 hovi systému
(23) Wy = — @0, -

Y30, = a3 W + agy,0; + agy o,
slozky ws, w2 hovi systému
(24) Wy = — Ay,

oy = W + ays05 + a;y,0,.

Vlastnosti FeSenf systému (19)—(24) lze aplikovat na piislusné slozky FeSenf
systému (1), resp. (13). ‘

Predpokladédme stéle, ze funkce a;, i = 1,2,3, jsou funkce spojité v intervalu
(— oo, o) a Ze v tomto intervalu je a; % 0, ¢ = 1,2,3. Predpoklddejme, Ze
nékterd slozka feSeni y systému (1) se anuluje v bodé z9. Na pf. yi(ze) = 0.
Potom slozky fefeni y mizeme dle véty 2. psét ve tvaru (2), kde yy, ¢ = 1,2,3,
j =12 jsou vyjidfeny rovnicemi (3). Pro funkce w1, wz, w3, definované
rovnicemi (15), pak plati

w1(z0) = W2, wa(zo) = 0, ws(xo) =0,
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kde W je wronskién fundamentélntho YeSeni systému, pomoci néhoZ jsou
- vytvoteny funkce yy, ¢ = 1,2,3, j = 1,2. Jelikoz za naSich predpokladi
miZeme slozky YeSeni y psat ve tvaru (2), je wronskidn v systému (19)—(24)
roven nule.
Stejné jako ve vété 1. lze pro funkce wi, w2, w3 dokazat, Ze v intervalu
(— oo, 20) je w1 > 0, wz > 0, ws > 0. Pro x < xo lze tedy funkef ws ve druhé
_rovnici systému (19) délit; obdrzime

(25) ?/; = Y5,

’ az

Y= " s (w191 + waye).
Q202 Qw1 a2
Polozme 4 = a; exp {—J dx} , B=— exp{ J dx} ; Sys-
w3 w3 w3
tém
(26) ¥, = Ay,,
Yo = By,

mé stejné kofenové vlastnosti jako systém (25). Znamé kofenové vlastnosti
systému (26) muzeme aplikovat na slozky yi, y2 TeSeni y systému (1). K po-
dobnym vysledkiim dojdeme u systému (20), (21) za pfedpokladu ys(xo) = 0,
resp. ys(xo) = O. '

Véta 7. Nutnou a postacujici podminkou, aby pro feSeni y(z) systému (1)

k 0 0

typu  y(xo) = (O) , resp. y(xo) = (k) , resp. y(xo) = (0) , k#0, platilo
0 - 0 k

v prvém pFipadé ya(x1) = 0, ve druhém pfipadé ys(x1) = 0, ve tfetim piipadé

yi(x1) = 0, kde x1 # 20, je, aby existovalo Felent z(x) systému (13) typu z(x1) =

0 0 a
= (az) v prvém pripadé, z(x) = (O) ve druhém pfipadé, z(x1) = (0)
0 o 0
ve tietim pFipadé, kde ¢ # 0, pro které plati z,(xo) = 0 v prvém pFipadé, z2(xo) = 0
ve druhém piipadé a z3(xp) = O ve tfetim pripadé.
0
Dukaz. Pfedpoklidejme, Ze y(zp) = (O) , kde k£ £ 0 a yi(z1) = 0, kde
k
" 21 F# 29. Jelikoz prvni slozka se anuluje v bod8 xo, lze feSeni y psat dle véty 2.
ve tvaru :

Y = QY + Cays, T = 1,2,3,
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kde funkce yu,ytz,i'= 1,2,3, jsou funkce urlené rovnicemi (3), plitemz
v rovnicich (3) misto bodu o uvazujeme bod ;. Pro uvedené funkce plati
y1(z1) = ya1(z1) = 0, y12(21) = ysa(r1) = 0. V bodé 2z mé byt

cayi(zo) + c2yra(xo) = 0,
c1yz1(o) + cayaz(xo) = O,

tedy, aby konstanty ci, cz byly nenulové, musi platit

y11(o) Y12(x0) | = O.

y21(o) Y22(0)

y11(2) Y12(x)
y21(x) yaa()
mu (1), pro které

Funkei muiZeme povazovat za tfeti slozku FeSeni z(x) systé-

Y21Y22
Y31Y32

a které spliuje podminky

Y31Ys32
Y11y

Yy1Yi2
Ya1Yy22

z1(%1) # 0, 22(x1) = 0, z3(x1) = 0, 23(20) = 0.

Ukazme obracené, Ze ke kazdym dvéma bodtm zg # 1, pro které z3(zg) = 0,

o
z(x1) = (0), o 7 0, existuje FeSenf y(x) systému (1), které spliiuje podminky
0

0
y(@o) = (0) , Yi(x1) = 0, k #£ 0.
k

Slozky uvazovaného YeSeni z(x) miZeme psat ve tvaru (15), pFidemz
Y1 Y12
Y21 |, | ye2 ] jsou linedrné nezdvisld TeSeni systému (1), spliujief pod-
Y31 Y32

§
minky yu(z1) =0, ya(z1) =0, yi2(x1) =0, ysa(x1) =0, Y11(xo) y12(0)

Y21(20) Y22(%o)

= 0, takZe 21(x1) # 0, z2(x1) = 0, z3(21) = 0, z3(20) = O.
Resen{ y(z) systému (1) mizeme vyjadiit ve tvaru

(27) - Yi = Cc1yu + CeYiz + Csyis,

Y13 . 2 Yn Yi2
1+ == 1,2,3, kde | yes | je feSeni systému (1), které spolu s feSenimi | ya1 ), |yea

Y33 Y31, 3,
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tvol fundamentilni systém fesenf systému (1) a které spliiuje podminky
Yaa(x1) = yss(x1) = 0.Konstanty ci, c2, c3 v rovnicich (27) volime tak, aby

c1y11(wo) + ceyrz(xo) + cayis(xo0) = 0,
c1y21(xo) + cayza(o) - csyes(xo) = 0,
c1ys1(xo) + cays2(®o) + cayss(xo) = k,
1.
k

W

Y13(%0) y11(xo)
Y23(%0) y21(%o)

Y12(%o) Y13(2o)
ya2(x0) ya3(xo)

€L = —— y11(%o) Y12(o)
- W |y21(z0) yea(o)

w

3__

. . ‘ Yu Y1z Yis
kde W je wronskidn fundamentélniho systému feSeni |y |, Yoz |, | yes

Y31 Y32, Y33

0dtud plyne ¢z = 0, y1(21) = ciyn(@1) + cayra(z1) = O.
Tvrzeni vély v prvém, resp. druhém piipadé obdrzime obdobné.

Literatura

[1] M. ‘Gregu$: O niektorych vlastnostiach rieSeni linedrnej diferencidlnej rovnice
homogénnej treticho radu. Matematicko-fyzikdlny &asopis SAV, rod.V, &. 2, 1955,
73—85.

[2] M. Gregus: O niektorych vztahoch medzi integrélmi navzdjom adjungovanych
linedrnych diferencidlnych rovnic tretieho rddu a o jednom okrajovom probléme.
Acta facultatis rerum naturalium U. C., Bratislava, T. I., 1956, 265—272.

[8] M. Gregus: Uber einige Eigenschaften der Biischel von Losungen der linearen
Differentialgleichungen dritter Ordnung. Casopis pro péstovéni matematiky, ro¢. 87
(1962), Praha, 311 —319.

[4] E. A. Coddington—N. Levinson: Theory of Ordinary Differential Equations.

Adresa autorky: Katedra matematiky, Brno, Jandékovo ném. 2a
Do redakcie doslo 20. 10. 1964

O cBoiicTBax KOpHeil pemeHnii CHCTEMBI TPEX JINHEHHBIX
ORHOPOAHEIX AudPepeHnuaIbHEX ypaBHeHHit 1-0r0 mopsagka
C. ITAHTABA-KPOTOBA
Busogn
B macrosme#t paGore mayualoTcA CBoOMicTBA KOpHel pemenuit cucremm (1)y’ ='Ay,
THe A-KBa[paTHAsA MATPUIA B-T0 IOPAAKA M Y-BEKTOD C TPEMA KOMIOHEHTAMH.
B nepso#t yactu pa6oTH MOKA3aHO, YTO IPX HEKOTOPHX YCIOBUAX KOMIOHEHTH pelIeHHH

‘HCCIefyeMolt cucTeMH (1) MMEIOT TOJBKO OFHY MBOMHYIO HYJEBYIO TOYKY; 8TA TOYKA JEIHT
'MHTEPBAI (—oo, co) B TAKMe JBA MHTEpPBaia, YTO B OJHOM M3 HAX KOMIOHEHTH peIIeHHS
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-cucTeMsl (1) He o6magal0T HyJdeBHMH Touxamm. Jlajee BagaHH YCI0BUA, IPH KOTOPHX
HyIl KOMIOHEHT PelreHuit cucTeMbl (1) BBAMMHO PasfeNAIOT APYT APYTa, U YCIOBUA, NPH
KOTOPHX CyIIECTBYeT PelleHne, KOMIOHEHTH KOTOPOTO He MMEIT HU OJHOK HyJeBOM TOUKH.
Bo Bropoit yacTi n3y4anTCA COOTHOIIEHUA MEMTY PEIICHNAMI CHCTEMEL (1) u pemenusamu
-CONPAIKEHHON ¢ Hell cicTeMoit.
B womne paGots mokasaHO, YTO KOMIOHEHTH MCCIEIYeMHX pelleHmit COOTBETCTBYIOT
-CHCTeMe [IBYX JMHeHHBIX AuddepennnanbHEIX ypaBHeHUH 1-0ro mopAmka.

Die Wurzeleigenschaften des Systems von drei linearen homogenen
Differentialgleichungen I. Ordnung

8. SANTAVA-KROHOVA
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Wurzeleigenschaften des Systems y’ = Ay,
wo A eine quadratische Matrix des 3. Grades und y ein Spaltenvektor mit drei Kompo-
nenten ist, studiert. In dem ersten Teil wird gezeigt, dass die Komponenten der Lésung
des erwihnten Systems unter gegebenen Bedingungen nur eine Doppelnullstelle haben
konnen; diese Nullstelle teilt das Intervall (— oo, co) in zwei Intervalle, so dass in einem
von ihnen die Komponenten der Losung des Systems y’ = Ay keine Nullstellen besitzen.

Weiter werden angegeben: Bedingungen, unter denen sich die Nullstellen der Kompo-
nenten abtrennen; Bedingungen, unter denen eine Losung existiert, deren Komponenten
keine Nullstellen haben; Sétze iiber linear abhéngige Losungen.

In dem zweiten Teil werden die Relationen zwischen den Losungen des Systems
y’ = Ay und des zu diesem adjungierten Systems erértert. Zum Abschluss wird gezeigt,
dass die frither erwihnten Komponenten den Systemen von zwei Lineardifferential-

.gleichungen 1. Ordnung entsprechen.
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(ACTA F.R. N. UNIV.COMEN. X,6 — MATHEMATICA XIII, 1966)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V., MATHEMATICA Xl 1966

0 pouZiti Ritzovej metédy

J. KACUR

V prdci sa dokazuje, %e za istych podmienok mocnina kladne definitného
operdtora je kladne definitnd. Z toho vyplyva kladnd definitnost niektorjch ope-
rdtorov, mapr. polyharmonickych, vystupujicich v istych okra]ovych ulohdch
z tedrie parcidlnych diferencidlnych rovnic.

Pod kladne definitnym operdtorom 4 v H budeme rozumief opera.tor,
ktorého obor definicie D4 je hustd mnoZina v H, je linedrny (moZe byt i ne-
ohranideny) a pre vietky u € Dy plati:

(Au, u) = 92 ||u |2, y > 0 je konStanta.
Je znadme, Ze problém existencie riesenia
(1) Az=f, feH

je pre kladne definitny operétor 4 v H ekvivalentny s problémom existencie
minima funkcionéla

2 F(2) = (42, 2) — (@, f) — (f, 2)

Pre takyto operdtor postupnost pribliznych riefenf minima funkciondla (2)
Ritzovou metédou konverguje v H ku zovieobecnenému rieSeniu 2o rovnice (1),
a teda ak 2o € Dy, je 2o aj rieSenim (1).
Lemma. Kladne definitny operdtor A v komplexnom priestore H je symetrickyj,
t. j. pre vdetky w, v € Dy je (Au,v) = (u,Av). ‘
Do6kaz. Nech u € Dy, potom (Aw,u)=y%| w|® a preto vyraz (Au,w),
u € Dy, je redlny. Plati teda

3) (Au, u) = (du, u) = (u, Au)
Z vlastnosti operadtora A plynie, %e D4 je lineArny podsystém H. Ak u,v €
€ Dy, podla (3) méme, Ze
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(A(u +v), % + ) = (u + v, A(u + v))
(A(u + ), u + ) = (u + 1o, A(u + w))

Po tuprave a séftani tychto rovnic dostdvame (du, v) = (u, dv) .
Z definicie stidinu operdtorov je zrejmé, ak A je operdtor s definiénym
©oborom M, a ak postupnost mnozin M,, M. 2, ... M, mé vlastnosti

loMkEMk_l,kz 2,...,n
20ak u € M, potom Aue My_1,k =2, R

potom mozZno na M; definovat operitor A*.
Veta 1. Nech A je kladne definitny operdtor v H s konstantou y (v pripade
redlneho H aj symetricky), definovany na My. Ak existuje postupnost mnofin

M, M, ..., M, tak, Ze

loMkE.Mk_l, k=_-2,...,n

- 2%ak w e My, potom AueMy_1, k=2,....n
3° M, je hustd v H,

potom operdtor A¥ je kladne definitny v H s kondtantou y.
Doékaz.
Podla predpokladu (Au, )= 92| w2, ueM;.

Z toho na zéklade Schwarzovej nerovnosti

| Aw || |lv || = (Au, u) = y2 || |2,
-odkial '

4) | Au ] = 98| w2

Vetu dokéZeme tplnou indukeiou. Nech (A¥u,u)= y% |« II2, w € My pre
k =12, ...,n—1. Potom (4dk+ly,u) = (A(A*u), w) = (AFu,u) =
= (A¥Y(Au), Au) = y%-2 || Au |2 = p2%+2 | u |2, u € Mgsy. Ak &k = 1, potom
pod operatorom A*-1 rozumieme identicky operator.

Vetu 1 mézme aplikovat na tento problém:

Na mnozine Q 4+ I', kde Q je ohranidend oblast v E,, (Eukleidovsky
m-rozmerny priestor) a I' je po kusoch hladké hranica oblasti Q, uvazujeme

o okrajovej tlohe pre eliptickii samoadjungovant parcidlnu diferencidlnu
m m o%u
Tovnicu 8 konstantnymi koeficientmi = X ap———— = £, f je spojitéd fun-
i=1k=1 62:; aka
kcia, » = 0 na I'. Ozna¥me operdtor na lavej strane tejto rovnice

02

. m m
5 : A= 3
( ) ;,lk_lau 8:::;6::.,
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a My mnoZinu funkeif, ktoré maji spojité 2k-té parcislne derivécie v Q + F
a na I spliiaji podmienky

u
u =
axﬂax;gaxw@xi 4
o%u 0%k—2y,

(6) 0

— =0 =
3xi13_x12 35(:113%2 oo .3X2k_2
pre vietky kombinécie indexov.

Plati veta (1,str.100): MnoZina funkeif, ktoré majt vietky parcidlne
derivéicie v Q a st rovné nule v nejakej hrani¢nej oblasti Q (t. j. v prieniku
&-ého okolia hranice I' s mnozinou Q + I'), je hustd v Ly(Q).

Tym skor pre & = 1,2, ..., n je mnozina M; hustd v Ly(Q). Je zndme, ze
4 definovany na M; mozno povazovat za kladne definitny operator v kom-
plexnom priestore L»(Q). PretoZe mnoZiny M; spliiaji podmienky vety 1,
operator A% vystupujici v okrajovej tilohe pre rovnicu

(7) Aky = f
s okrajovymi podmienkami (6), je kladne definitny v Lz(Q).
Specidlnym pripadom rovnice (7) s okrajovymi podmienkami (6) je poly-

harmonické rovnica Lku = f, kde L je Laplaceov operstor, s okrajovymi
podmienkami (6).

Na ten isty problém sa d4 previest rovnica (7) s nehomogénnymi okrajo-
“vymi podmienkami (6).

Ozna¢me A prvi vlastni hodnotu operatora (5). Nech B(z) je spojita funkecia
z Ly(Q) a nech B(x) > — 2, potom operator
(8) A'=A+ B(@) (t.j. A'u = Au + B(@)u)
definovany na M, je opit kladne definitny v Ls(Q).

Vidno, Ze aj operitor A'* v rovnici A'*u = f, pri nehomogénnych okra-
_Jovych podmienkach (6) je kladne definitny v Ls(Q).

Literatira

(1) C Muxun: ITpo6aemMa MAHNMYMA KBAZPATHYHONO ¢ynrnuonana, Mocksa 1952

Adresa autora: Katedra matematickej analyzy PFUK, Bratislava,
Smeralova 2/b

Do redakcie doklo 20. 6. 1964.
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O npumenennn meropa Purna
. KAUYVYP
Busogu
B paGore mokasaHa Teopema:

Ilycts A MOJIOMUTENLHO-ONpENeNIeHHHI omepaTop B H, ¢ mocrosiHHO y (B ciydae
neiicreuTensHoro H M cUMMeTpUYeH), ompefeseHHE Ha M;.

_ Ecan cywiecTByeT moClefoBaTelbHOCTs MHOMecTB My, Ma, ... My Tak, 4TO
1° Mp C Mg 1 x=2,...,n
2° acim y € Mg, 10 Aye Mg_1, 6 =2,...,n

3° M, nuorao B H
10 omeparop A¥, ompenmenennmit Ha My, NOJNOMUTENLHO-ONpPeNeleH N B H, ¢ HOCTOAH-
HOMt oK.

Tlasee TeopeMa IpUMEHEHA B KpaeBolf 3a/iaue CAMOCONPSKEHHOTO YPABHEHNA B YACTHHX
IPOMBBOHEIX SIUIMNTHYECKOrO THNA, C IOCTOAHHHIMA KOd(UIMEHTAMH.

Uber die Verwendung der Ritz-schen Methode
J. KACUR
Zusammenfassung

In der Arbeit wird folgender Satz bewiesen:

Satz 1. A sei ein positiv definit Operator in H mit der Konstante y (im Falle reellen H
auch symmetrisch) definiert auf M;. Wenn eine solche Folge der Mengen M;, Ma,..., My
existiert dass,

1° My = Myg_1,k=2,...,n

2° wenn 4 € Mg, dann Au e Mg_1, k= 2,...,n

3° M, ist dicht in H,
dann ist der Operator A¥ definiert auf My, positiv definit mit der Konstante .

Weiter wird der Satz in der Randaufgabe der selbstadjungierten elliptischen Parziellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten verwendet.
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(ACTA F.R.N.UNIV.COMEN. X,6 — MATHEMATICA, XIII, 1966)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V. MATHEMATICA Xiil ' 1966

O niektorych vlastnostiach riefeni diferenciilnej rovnice tvaru
¥'(@) + ple)y" (@) + 24(x)y’'(x) + [4'(x) + b(2)]y(z) = 0

L. MORAVSKY

Préca je rozdelend na tri dasti.

V prvej dasti je odvodend diferencidlna rovnica druhého riadu, ktorej
vyhovuji tzv. zvizky rieSeni diferencidlnej rovnice (@) a zostrojend tzv. kvé-
ziadjungovand diferencidlna rovnica k rovnici (a).

V druhej &asti s odvodené postadujice podmienky, za ktorych rieSenia
diferencidlnej rovnice (a) s dvojnisobnym nulovym bodom nemaji dalif
nulovy bod pre x < a, resp. # > a, kde a € (— oo; o) a za ktorych nulové
body rieSeni diferencidlnej rovnice (a) sa oddelujad.

V tretej dasti si odvodené postadujiice podmienky, pri ktorych kazdé
rieSenie diferencidlnej rovnice (¢) mé najviac dva nulové body, alebo jeden
dvojnasobny.

V é&lanku sme pouzili metédy z pric M. Gregusa [1] a [2] o vlastnostiach
rieSen{ diferenciadlnej rovnice y”(z) + 24(x)y'(z) + [4'(x) + b(z)]y(xz) = O:

L

Uvazujme homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu tretieho ridu
(@) y"(z) + p(x)y"(2) + 9(=)y () + r(z)y(x) = 0,

kde p(x), q'(x), r(x) st spojité funkcie x € (—oo; o). Potom d1ferenc1é,lna
rovnica (@) sa da pisat v tvare

(a) Y () + p(x)y"(®) + 24(x)y’(x) + [A'(x)' + b(2)ly(x) = 0,
' 1
kde g(z) = 24(x), r(x) = 4'(z) + b(z), b(x) = r(z) — A'(x) = r(x) — —2‘9'(2')-

Nech a € (— oo; ). Pre kaZdé rieSenie diferencidlnej rovnice (a) platia
integralne identity
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A}

1 z .z
(1) ¥@y' (@) — 5 ¥*@) + A@y*a) + [ pyy'd + [ byt = y(a)y'(a) —
. 1 a a )
— 5 ¥%a) + A@y*a)

(2)  9'@) + 24@y) + [py'de + [ (b — At = y"(@) + 24(@)y(a).

O ich spravnosti sa presvedéime derivovanim a vhodnym upravenim.

Veta 1. Nech A(x) <0, A'(z), p(x) =0, b(x) = 0 [p(z) = 0, b(x) < 0] st
spojité fumkcie x € (— oo; 00). Nech aspoii jedna z funkcii p(x), b(x) nie je
tdenticky rovnd nmule v Ziadnom &iastoénom intervale. Nech rielenie y(x) dife-
rencidlnej rovnice (a) vyhovuje podmienkam

y(a) =y'(a) = 0, y"(a) # 0.

Potom y(x) a jeho prvd a druhd derivdcia nemd nulovy bod pre x < a [x > a].

Doékaz. Vetu 1. dokdzeme pre p(x) = 0, b(z) = 0. Podobne sa veta dokaze
pre p(z) = 0, b(z) = 0.

Nech y(z) je rieSenim diferencidlnej rovnice (@) s dvojnasobnym nulovym
bodom v bode a. _

Predpokladajme opak. Nech y”(x) ma v bode z; prvy nulovy bod nalavo
od a. Integralna identita (1) pre rieSenie y(x) ma tvar

1 z z
Y@y’ (@) — 5 ¥'*@) + Aley*@) + [ pyy'dt + [ byt = 0.

V bode z; plati

1 : a .
— Y 4 (x1) + A(x1)y?(21) — f pyy'dt — f by2dt = 0.

, 3
Co je spor. Teda y"(x) nemé pre x < a Ziaden nulovy bod, t.j. y"(x) <
< 0[y"(x) > 0] pre’ z < a. Preto funkcia y(x) je konkdvna [konvexné] pre
z < a a teda ani y'(z), ani y(z) nemd nulovy bod pre z < a.

Désledok 1. Kazdé riefenie diferenciédlnej rovnice (a), ktoré spliia pred-
poklady vety 1. mé najviac. jeden dvojndsobny nulovy bod.

Kazdé riefenie diferenciélnej rovnice (a), ktoré vyhovuje podmienke y(a) =0,
da sa pisat v tvare y(z) = ciyi(x) + caye(x), kde yl(x), yz(x) v bode a vyhovuje
podmienkam

yy(@) =yy(a) = 0, y;(a) # 0,
Yo(@) = y5(a) = 0, yi(a) # 0.
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Mnozinu rieSeni diferencidlnej rovnice () vlastnosti y(a) = 0 nazyvame
zvézkom v bode a.

Zviazok v bode a € (— oo; c0) vyhovuje diferencidlnej rovnici druhého-
radu tvaru

y¥(x), y%(z), Y (x) = 0,
%1(%), ya(x), ¥'(x)
t. j.
ooy | 01@), gel) | | (@), ya(x) %(®), yole) | _
@ ¥@ @), g | TV | g v | TV | Y, e | T 0

Aby sme mohli («) prepisat do jednoduchsieho tvaru, oznaéme

[ o), gule)
°@) = | Y @), vl |°
Potom
v | @), ya(@) ven | ¥1®@), yo(@) 7(z), yo(x)
@@ =1 y@ @ | P T ), v | T e, v |

Pretoze yi(z), ya(x) st rieSenia diferencialnej rovnice (a), plati

¥, (), yo()

o' (@) + p)o’ (@) + 24(x)w(r) = ¥.(@), o)

Takto (x) mdéZeme prepisat do tvaru
B) @y (@) — o' @)y (@) + [o"() + p)o’(x) + 24(z)o(@)ly(z) = 0.
Ak w(z) £ 0, rovnicu () mozno napisat v tvare

o) [y'(x) ] + ') + pa)'(@) + 24@o()

w(x) w?(x)

.y(x) = 0.

UkéZeme, %e za predpokladov vo vete 1. je w(x) # 0 pre x> az < a].
Je zrejmé, Ze w(a) = w'(a) =0, w"(a) # 0. Predpokladajme opak. Nech
o(z) mé v bode z; > a prvy nulovy bod napravo od bodu a. Potom by rov-
nice

cly§(x1) -+ Czyg(xl) =0 ’
ayy (1) + coyy(®1) = 0

mali netrividlne rieSenie pre ci,cs, t.j. existovalo by rieSenie Tiyi(x) +
+ C2ya(x) zo zvizku v bode a, ktoré mé v bode z; dvojnédsobny nulovy bod. -
Co je spor s vetou 1.
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Veta 2. Nech yi(x), ya(x) st dve linedrne mezdvislé rielemia diferencidlnej
rovnice (a). Potom
Yy1(z), ya(x)

el

je riedenim diferencidlnej rovnice
®) o"@) + [P @) + P’ + [24() + pa)lo'(z) + [4'() —
— b(@) + 24(z)p(x)]w(z) = 0.

Dokaz. Pretoze yi(x), y2(x) s linedrne nezévislé rieSenia diferencidlnej
rovnice. (@) plati

Y1(%), Yo()
¥1(2), ¥()

o’ (%) + pr)o’(x) + 24(x)w(z) =

Derivovanim tejto rovnice dostdvame

0" (@) + [P’ @] + 24'@0() + 24@h'(@) = ' o g

odkial- vyplyva

(®)  0"@) + [pE)'@)] + p@e" (@) + [24(x) + pi@)]o’(x) + [4'(=) —
— b(z) + 24(2)p()lw(z) = 0.

Rovnica (b) budeme v dalSom nazyvaf kvaziadjungovanou diferencidlnou
rovnicou k rovnici (a).

Poznamka 1. Ak v rovnici (@) je p(z) = 0 pre 2 € (— oo; co0), potom tato
prejde do tvaru

(@) ¥ (@) + 24(=)y'(x) + [4'(x) + b(=)]y(x) = 0
ak ilej kvéziadjungovani do tvaru
{b1) 0" (x) + 24(2)w’(x) + [A'(x) — b(z)]w(x) = 0.

Poznédmka 2. UkdZme, Ze derivovanim diferencidlnej rovnice (8) za pred-
pokladu w(x) # 0 dostdvame diferencidlnu rovnicu (a).
Derivovanim rovnice (8) dostavame

o@)y"(@) + {0"(@) + [P@)o’(@)]}y(@) + ()’ (@)y' () + 24'(@)o(z)y(z)
+ 24(x)0’(@)y(x) + 24(z)o(z)y (x) = 0.

Z diferencidlnej rovnice (8) vyplyva
@) 0"(@pk) — '@ (2) = —o@)y’(=) — p(x)w'(x')y(x) — 24(z)w(2)y(z)

@ teda z rovnice (b) a zo vzfahu (3) dostdvame diferencidlnu rovnicu (a).
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II.

Veta 3. Nech A(z) < 0, A'(z), p(x) = 0, 4'(z) + b(z) = 0 [p(x) < 0, A'(x) +
+ b(z) = 0] st spojité funkcie x € (— oo; 00). Nech y(x) je rieSenim diferen-
cidlnej rovnice (a) vlastnosti y(a) = y'(a) = 0, y"(a) # 0.

Potom y(x) a jeho prvd a druhd derivdcia nemd nulovy bod pre x < a[z > a].

Dékaz. DokdZeme prvy pripad vety 3. Ndsobme diferencidlnu rovnicu (a)

funkciou y'(x) a integrujme élen za ¢lenom od @ po z. Dostavame integrélnu
identitu

(4) Y'(x)y'(x) — jy”zdt + [py'y"dt + [2Ay'2dt 4 [(A"+b)yy'dt =y (a)y' (a),

Predpokladajme opak. Nech z;, je prvy nulovy bod y"(x) prez < a. lnte-
grélna identita (4) v bode z; pre rieSenie y(x) je tvaru

a a a a
jy”2dt — fpy’y”dt — j'ZAy’zdt - j'(A' + b)yy'dt = 0.

Co je spor. Tym je dokézans prvé &ast vety 3. Podobne sa dokéie druh4 dat
vety.

Veta 4. Nech A(z) < 0, A'(x), p(x) = 0, b(x) — 4A'(x) = O[p(z) < 0, b(x) —
— A'(x) = 0] st spojité funkcie x € (— oo; 00). Nech aspoti jedna z funkcit
p(x), b(x) — A'(x) nie je identicky rovnd nule v #iadnom &astotnom intervale.

Potom riesenie y(x) diferencidlnej rovnice (a) vlastnosts

y(a) = y'(a) = 0, y"(a) # 0

a jeho prvd a druhd derivdcia nemd pre x < a [x > a] #iaden nulovy bod.
Dokaz. Dokézeme prvy pripad vety 4. Podobne sa dokéze druhy pripad
vety.
Predpokladajme opak. Nech z; je prvy nulovy bod y"(x) pre ¢ < a. Integrlil-
na identita (2) v bode x; pre riesenie y(z) je tvaru

0 = y"(a) — 24(21)y(x1) + Izu”dt <5 J (b — A")ydt.

Co je spor. Tym je dokézany prvy pripad vety 4. _

Podobne, ako v préaci [1] sa d4 dokézat nasledujtica veta.

‘Veta 5. Nech w(x) # 0 pre z > a[z < a] je riedenim diferencidlnej rovnice (b)
8 dvojndsobngm nulovym bodom v bode a. Potom mulové body zvizku v bode a
diferencidlnej rovnice (a) sa oddeluji. napravo [nalavo] od bodu a. Ak z je prvy
nulovy bod riedenia yi(x) viastnosti yi(a) = yi(a) = 0, y"(a) # 0 napravo [na-
lavo] od bodu a, potom kaZdé riedenie zvizku rézne od yi(x) md medzi a a x1
prdve jeden nulovy bod.
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III.

Lemma 1. Nech p(z) = 0[p(z) = 0] je spojitd funkcia z € (— oo; 00)
a nech p(z) = 0 neplati v Ziadnom intervale. Nech z(z) je riefenim diferen-
cidlnej rovnice

(c) 2"(x) — p(x)2"(x) = 0
vlastnosti
2(a) = 2'(a) = 0, 2"(a) # 0.

Potom rieSenie z(z) a jeho prvd a druhé derivéicia nemd Ziaden nulovy bod

© pre x> a.

Doé6kaz. Dokdzeme prvy pripad lemmy 1. Je zrejmé, Ze
() [2(2)2"(@)]" = 2'(x)2"(2) + 2(x)2"(2).
Z diferenciélnej rovnice (c) a zo vzfahu (5) vyplyva

(6) [2(x)2"(@)] = 2 (x)2"(z) + p(x)2(x)2" ().

Nech 2 > a je prvy nulovy bod 2"(z). Integrovanim (6) od a do zo dosté-
vame

1 ¢
—2z'2 "dt = 0,
5 2'2(zg) —|—!pzz

Co je spor. Odtial vyplyva dékaz prvej ¢asti lemmy 1. Podobne sa dokdze
druhé dast.

Lemma 2. Nech 2(z) je rieSenim diferencidlnej rovnice (c) a y(x) je rieSenim
diferencidlnej rovnice (@). Nech a < b € (— oo; o).

Potom plati .

’

b b
M)y OR0) — y(@)(@) + [24y'dt + [(4 + by"dt = 0

(8)  y'(0)="(b) — y'(a)e"(a) + 24(b)y(b)z"(b) — 24(a)y(a)2"(a) +
b
‘ J(b — — A" — 24p)yz"dt = 0.

Doékaz prevedieme jednoducho tak, Ze ndsobime diferencidlnu rovnicu (a)
funkeciou 2"(z) a integrujeme ¢&len po élene od a po b. Vhodnou tpravou dosté-
vame (7) a (8).

Veta 6. Nech A(x) =0, A'(x), p(x) =0, b(x) = 0[p(x) =0, b(x) = 0 ] ss
8pojité funkcie x € (— oo; 0o) také, Ze A'(x) + b(zx) = 0[A'(x) + b(z) = 0],
pritom nech p(z) nie je identicky rovnd nule v Ziadnom Ciastolnom imtervale.
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Potom ka%dé riefenie dzferem:mlnej rovnice ( a) md najviac dva nulové body,
alebo jeden dvojndsobny.

Dékaz. DokdZeme prvy pripad vety 6. Nech a € (— oo; o0) je Iubovolny,
ale pevny bod. Nech y(z) je rieSenfm diferencidlnej rovnice (@) vlastnosti .

y(a) = y'(a) = 0, y"(a) > 0.

Stadi, ak ukdzeme, Ze y(x) nemd nulovy bod pre x > a (pre x < @ nemé
nulovy bod, ako vyplyva z vety 1. pretoZe kazdé rieSenie §(x) diferenciélnej
rovnice (@) vlastnosti j(a) = 0 vyhovuje tej istej diferencidlnej rovnici dru-
hého radu tvaru (f) a za predpokladov vety 6. je w(x) # 0 pre x > a.

Predpokladajme opak. Nech x; je prvy nulovy bod y"(x) pre z > a.Na
‘interval < a; 1> pouzijeme identitu (7) z lemmy 2., pritom z(x) je rieSenfm
diferencialnej rovnice (c¢) vlastnosti

2(a) = 2'(a) = 0, 2"(a) > 0.
Z integrilnej identity (7) dostdvame

— y"(a)2"(a) + ﬁAy'z”dt + j'z (lA’ + b)yz"dt = 0.

Co je spor. Odtial a z lemmy 1. vyplyva prvé tvrdenie vety 6. Podobne sa
dokéZe druhy pripad vety 6.

Veta 7. Nech A(x) =<0, A'(z), b(x) = 0, p(x) = 0 [p(x) <0, b(x) = 0] s
8pojité funkcie x € (— oo; oo) také, e b(x) — A'(x) — 2A4(x)p(x) = 0 [b(x) —
— A'(z) — 24(x)p(x) = 0] pre x € (— oo; c0) a pritom funkcia p(x) nie je
tdenticky rovnd nule v Ziadnom Ciastoinom intervale.

Potom ka%dé riedenie diferencidlnej rovnice (a) md najviac dva nulové bod y,
alebo jeden dvojndsobny.
Dokaz sa prevedie podobne ako vo vete 6. s pouZitim identity (8) a lemmy 1.
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O meroTopHX cBoiicTBax pemeHui nudpdepeHIIATLHOTO
YPaBHEHHs BHAA

y"(z) + ple)y’(z) + 24(2)y’(z) + [4"(z) + blz)ly(z) = 0

J. MOPABCHKH
BuBogu

Pa6oTa paspeirena Ha Tpit 4acTH:

B nepsott yactn BrBefeHo muddepeHnuanbHOE ypaBHEHHE BTOPOro MOPSAAKA, KOTOPOMY
COOTBETCTBYIOT TH3. My4ykM pemenuit muddepeHNUaTLHOTO0 YpaBHEHMS M IIOCTPOGHHOE
TH3. nhaanamxonupona}moe nudepeHnuanpHOe ypaBHEHME K YpaBHEHHIO (a).

Bo Bropoii yacTH BEIBEEHH [OCTATOYHEE YCIOBHA, IPU KOTOPHX pemenus auddepen-
IUAJpHOTO YPABHEHUA C ABYKPATHOW HYJeBO TOYKONH HE MMET AajbHeHImell HyaeBoi
TOYKK A 2 < a, pecll. £ > @, Ife a@ € (—oo; co) U PN KOTOPHIX HYJEBHE TOYKH pemeHuni
nupdepeHnaNTbHOT0 YPABHEHUA OTHEIAITCH.

B Tperbeit yacTH BHBENEHH [OCTATOYHHIE YCIOBHS, NPH KOTOPHIX KaKAOe pelleHue
anddepeRnnaTLHOr0 ypaBHEHNS HMeeT caMoe OoJbiee JBe HyJEBHE TOYKH, WM OIHY
HNBYKPaTHYIO.

B crarbe npumensamuce Metonsl paGor M. I'peryma [1] u [2] o cBoicTBax pemenns gudde-
PEHINAILHOr0 YPaBHEHUA y"(z) + 24(z)y’(z) + [4'(z) + b(z)ly(z) = 0.

Uber einige Eigenschaften der Losungen der Diferentialgleichung
¥ (@) + p@)y” (=) + 24(x)y’(x) + [4'(x) + b(x)ly(z) = 0
L. MORAVSKY
Zusammenfassung

Die Arbeit wird in drei Teile geteilt:

Im ersten Teil wird die Differentialgleichung zweiten Grades abgeleitet, der die sog.
Lésungsbiindel der Differentialgleichung (@) entsprechen und die sog. quasiadjungierte
Differentialgleichung zur Gleichung (a) definiert.

Im zweiten Teil werden die geniigenden Bedingungen abgeleitet, unter denen die
Losungen der Differentialgleichung (a) mit doppelten, Nullstelle keine weitere Nullstelle
fiir x < @ bzw. £ > a haben, wo @ € (— oo; o) und unter denen sich die Nullstellen
der Losungen der Differenzialgleichung (@) trennen.

Im dritten Teil werden die geniigenden Bedingungen abgeleitet, unter denen jede
Losung der Differentialgleichung (@) héchstens zwei Nullstellenpunkte oder eine doppelte
hat.

Im Artikel wurden die Methoden aus den Arbeiten von M. Gregus [1] und [2] iiber
die Eigenschaften der Lésungen der Differentialgleichung y’’’(z) + 24 (z)y'(w) +
+ [4’(x) + b(x)]y(xr) = 0 verwendet.
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Autori dostavaji stlpcové a strankové korektiry, ktoré treba do 3 dni vratit.
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