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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12., 1965]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNWERS"A“S COMENMNAE
TOM. X. FASC. MATHEMATICA XIl. '

Uber direkte Produkte von Relativen')

M. KOLIBIAR

Fiir universelle Algebren gilt der folgende Satz ([1], Chap. VI, Th. 4):?)

(B) Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-trivialen Zer-
legungen A ~ A, x A, x ... x A, (n natiirliche Zahl) einer universellen Algebra A
und den Systemen von nicht-trivialen Kongruenzrelationen in A, @4, ..., ®,, mit den
drei folgenden Eigenschaften:

. O,n...nO, =0, .

@O;n...00_ )OO, =1firk=2,...,n * )

die Kongruenzrelationen @, n...NO,_;, O, . -(3)
sind vertauschbar fir k =2,...,n

Ein Satz ahnlicher Art fiir eine unendliche Anzahl der Faktoren wurde von
J. Hashimoto [3] bewiesen.

In dieser Note wird ein analoger Satz fiir Systeme mit Relationen (,,Relative‘)
angegeben und dann fiir den Fall der universellen Algebren spezialisiert. (Es zeigt -
sich, daB man den Satz (B) mechanisch auf Relative nicht iibertragen kann.) Dabei
ist der hier angegebene Satz iiber universelle Algebren von dem in [3] (Th. 3.2,
Corollary) bewiesenen verschieden. :

1. Definitionen und Bemerkungen

1.1. Gibt es eine ein-eindeutige Abbildung einer Menge M auf einen Cartesischen
Produkt von Mengen 4,, y € I', so werden wir schreiben

M~ TL{4,|yeT}. @
1y Uber einige Resultate dieser Note wurde auf dem 2. Ungarischen mathematischen Kon-
gres 1960 in Budapest berichtet.
2) Die Formulation des Satzes in T1] ist nicht nchng (siehe 2.3.1). Die Rlchtlgkext der hiet
angegebenen Formulierung (B) wird in 3.5.2 bewiesen. .
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Wir sagen; daB (4) eine Cartesische Zerlegung von M darstellt. Die Zerlegung (4)

wird als nicht-trivial bezeichnet, wenn jede Menge A, mehr als ein Element besitzt.
Ist einem Element xe M in dieser Abbildung das Element feIl {4,|ye I}
zugeordnet, so wird das Element f(y) € 4, (y € I') mit x, bezeichnet werden. Setzen
wir fir x, ye M und ye I' x@,y genau wenn x, = y,. Dann ist ©, eine Aquivalenz-
relation, die als die zum Faktor 4, der Zerlegung (4) angehdrige Aquivalenzrelation
bezeichnet wird. Das System {0, | y € I'} nennen wir das zur Zerlegung (4) angehiriges
Aquivalenzensystem.

1.2. Sei {¢,|ye I'} ein System von Aquivalenzrelationen einer Menge M. Mit
N {o,lye I} bzw. U {o,|ye I'} werden der Durchschnitt und die Vereinigung
der Elémente ¢, im Verhand aller Aquivalenzrelationen bezeichnet. Ahnliche
Bedeutung haben ¢, N @;, @, U @, u. a.

Ist @ eine Aquivalenzrelation in ‘M, so wird die Menge aller Klassen von @ mit
M/© bezeichnet werden. Die Aquivalenz @ wird nicht-trivial genannt, wenn sie
mehr als eine Klasse besitzt.

1.3, Ein System von Aquivalenzrelationen {@,|ye I'} in M wird assoziiert
genannt, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sei {x” |y e I'} ein System von Ele-
menten vom M. Ist fiir jede «, fe I' x* (U {@, | yeI'}) x*, so gibt es ein Element
X € M; so daB x"@,x fiir jedes y € I' gilt. Offenbar ist ein System {¢, ¥/} von zwei
‘Aquivalenzrelationen genau dann assoziiert, wenn ¢ und { vertauschbar sind

(d.’h. "oy = Yo gilt; sieche z. B. [4], S. 97).

2. Hilfssiitze iiber Cartesische Zerlegungen

2.1 Lemma. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-
trivialen Cartesischen Zerlegungen (4) einer Menge M und den Systemen

{©,lyer} 5y
von nichttrivialen Aquivalenzrelationen in M, die den folgenden drei Bedingungen
geniigen:*)

@ N{O,17eF} =0;

(b) U{_@rl}’er} =1

(c) das System (5) ist assoziiert. '

Dabei wird der Zerlegung (4) das zu (4) angehiriges Aquivalenzensystem (siche 1.1)
zugeordnet. Dem System (5) wird die Zerlegung M ~ 1 {M|O,|ye I'} zugeordnet,
wobei fir me M m, die das Element m enthaltende Aquivalenzklasse vom ©, ist.

~Beweis. a) Sei (5) das zur Zerlegung (4) angehoriges Aquivalenzensystem.

0ﬁ'eqbar gilt (a). Seien nun x, ye M, a € I'. Es gibt ein Element ze M mit z, = x,

3 Mit 0 bzw. I resp. werden die kleinste und die groBte Aquivalenzrelation in M bezeichnet.



und Z, =y, fiir alle y +a. Dann gilt x0,z, 2N {0,1vel, y*a})y, also _
#0,9N{O,|yerl, y + «}) y, hiermit gilt ©, 0V N {O,|yel, y+a} =1 und,
damit auch (b).*) Sei nun {x”|ye I'} ein System von Elementen der Menge M.
Es gibt ein Element ze M mit z, = x] fiir jedes y € I'. Dann gilt z0,x” fir jedes
y e I', womit (c) bestatigt ist.

b) Sei umgekehrt (5) ein System von Aqulvalenzrelatlonen in M mit den Elgen-
schaften (a), (b), (c). Sei @ die Abbildung, die einem beliebigen Element me M
ein Element fe I1 {M/©, | y € I'} = S zuordnet derart, daB fiir jedes y € I f, = f(y)
die das Element m enthaltende Klasse der Zerlegung M/@, ist. Sei ge S und sei
fiir jedes y e I' x” ein beliebiges Element der Klasse g(y) € M/©,. Nach (b) und (c)
gibt es ein z € M derart, daB x’@,z, also z € g(y) fiir jedes y € I'. Dann ist &(z) = g
so daB @ M auf S abbildet. Im Hinblick auf (a) ist @ ein-eindeutig.

Man bestitigt nun leicht, daB die beschriebene Zuordnung zwischen den Zer-
legungen (4) und den Systemen von Aquivalenzrelationen (5) mit den Eigenschaf-
ten (a), (b), (c) ein-eindutig ist.

2.2 Folgerung. Es besteht eine umkehrbar eindutige Zuordnung zwischen den nicht
trivialen Cartesischen Zerlegungen

M~ A x A, x ... x A, 6)

(n natiirliche Zahl) und den Systemen von nichttrivialen Aquivalenzrelationen
@,,...,0,in M, die den Bedingungen (1), (2) und (3) geniigen.

Beweis. DaB das zur Zerlegung (6) angehtrige Aquivalenzensystem (1), (2) .
und (3) erfiillt, folgt aus dem Teil a) des Beweises vom Lemma 2.1 (siche Be-
merkung®*)). Sei nun ein System von Aquivalenzrelationen in M gegeben, das den
Bedingungen (1), (2) und (3) geniigt. Offenbar sind die Bedingungen (a) und (b)
erfiillt. Die Bedingung (c) wollen wir durch Induktion beweisen. Fiir n = 2 folgt (c)
aus (3). Sei (c) fiir Systeme von n Aquivalenzrelationen erfiillt und seien x!, ..., x"*1
Elemente von M. Nach der Induktionannahme gibt es ein Element x € M mit x@,-x ,
fir i=1,...,n Aus (2) und (3) folgt, daB es ein Element ze M gibt, so daB
O, ...00,)z 20, ,x"+" gilt. Dann ist fir | < i< n x*@x0,z und hiermit

'szurz—l on+ 1.

2.3. Bemerkungen. 2.3.1. Wie G. Szdsz [5, Kap. IX, Ubungsaufg. 2] bemerkt,
die Behauptung 2.2 wiirde nicht gelten, wenn wir statt (3) nur verlangten, daB jede
zwei Aquivalenzrelationen ©;, @ j (i # j) vertauschbar seien (demgemaB ist der
Satz 4, Kap. VI [1] nicht richtig). Die: hier angeggbéne Bedingung (3) ist aber
schwicher als die in [5] (Kap. IX, Ubungsaufg. 6).

2.3.2. Eine Analogie der Behauptung 2.2 fiir den Fall einer (abzihlbar-) un-

4) Zugleich haben wir gezeigt, daB die Aquivalenzrelationen O,undn, = n {O,|yel,y * a}
vertauschbar sind. Dann ist ©, mit jeder Aqmvalenzrelatxon PN SPSnU6,=1 ver-
fauschbar (siehe [2], § 5, 3).



endlichen Anzahl der Faktoren in der Zerlegung (6) gilt nicht, wie das folgende
.Beispiel zeigt. Sei M die Menge aller (abzililbaren) Folgen a = (a,, a;, ..., a,, ...),
~ wobei fiir jede natiirliche Zahl n entweder a, = 0 oder a, = 1 und hdchstens eine
endliche Anzahl der Elemente a, von Null verschieden ist. Erkliren wir @; fiir

i=1,2,... wie folgt: x0,y (x, y € M) genau wenn x; = y;. Offenbar ist [} ©; = 0.
i=1

Seien x, ye M und i > 1 eine natiirliche Zahl. Sei z dasjenige Element von M,
fiir das z; = x; und z; = y; fiir j + i gilt. Dann gilt (@, N ... N O;_;) z, zO;x.
Daraus fdlgt,daB @, n ... n @,_, und O, vertauschbar sindund (@; N ... n @;_,) U
U @, = I. Dabei ist die Bedingung (c) aus 2.1 nicht erfiillt, da zu den Elementen x°,
fiir die'x} = 1 und x} = 0 fiir j # i gilt, kein Element x der verlangten Eigenschaft
existiert. ’

3. Direkte Zerlegungen von Relativen

3.1. Sei M eine Menge. Eine Menge R von k-Tupeln {x!,..., ¥), x' e M,
k natiirliche Zahl, heiBt eine k-stellige Relation in M. Sei § = {R,,..., R,, ...}
eine Folge, wobei R, eine n,-stellige Relation in M bedeutet (n, ist eine natiirliche
Zahl'; die Menge der Indizen o kann endlich (eventuell auch leer), abzihlbar oder
von einer transfiniten Michtigkeit sein). Das System M = (M, S) soll ein Relativ [4]
heiBen. Die Folge {n,, ..., n,, ...} wird der Typ von M heiBen.

-Sei nun {M, = (M,, S,)| 1€ T} ein System von Relativen vom “ gleichen Typ,
S, ={R}, ..., R, ...}. Unter einem direkten Produkt IT {9, |¢e T} vom System
{M, | t € T} versteht man den Relativ M = (IT {M, | te T}, ), wobeill {M, |te T}
Cartesisches Produkt von Mengen M, ist, S = {Ry, ..., R,, ...} und R, wie folgt
erklart ist: {(x',...,x*)> e R, genau wenn {x}, ..., x¥> € R} fiir jedes te T ist. Im
weiteren werden wir manchmal bei den Relativen 9, vom derselben Typ fiir festes v
alle Relationen R mit derselben Zeichen R, bezeichnen.

3.2. Der Begriff der Kongruenzrelation in einem Relativ kann mit Hilfe eines
Homomorphismus definiert werden. Seien M = (M, $)und M’ = (M",S’) zwei Relative
vom dérselben Typ und ¢ eine Abbildung von M auf M'. Zur Erklirung von ¢
als Homomorphismus scheint es als natiirlich eine der folgenden zwei Eigenschaften
zu verlangen (R, ist eine beliebige Relation aus S und R, die-entsprechende aus §'):°)

Aus ' o
V £, oo X3 ER,
~folgt : Q)]
- <o), ... @(x™)> € R).

G, ..., ™) €R, genau wenn es Elemente x!, ..., X" e M gibt, so daB y' = 8
=) (=1,..,m)und (x',...,x") €R,. o @)

5) Durch die Rigenschaft (7) bzw. (8) resp. wird ein Homomorphismus in [4] bzw. [6]
charakterisiert. ;

s



Eine umkehrbar eindeutige Kbblldung @ von M auf M’ helﬁt ein IsoniOrphismus_
"der Relativen I und M’', wenn beide Abbildungen ¢ und ©~! der Bedingung (7). ;
geniigen. Dann nennen wir MM und MM’ isomorph und schreiben M ~ M. :

Der Satz (B) gilt Jedoch nicht fiir Relative; wenn man Kongruenzrelation durch

einen der hier angegebenen Homomorphismusbegriffe erklart.
~ Beispiel. Sei M = ({a, b, ¢, d}, Ry) ein Relativ mit R, = {{a, a), <b, b}, {c, c),
{d,d), {c,d)} und M’ = ({0, 1}, Ro) ein Relativ mit Ry = {0, 0), <0, 1>, <1, 1)}
(M, MW’ sind geordnete Mengen). Die Abbildung ¢: @) = ¢(c) =0, @(b) =
= ¢@(d) = 1 ist ein Homomorphismus in beiden oben angegebenen Sinnen. Die
Aquivalenzrelation @, mit den Klassen {a, ¢}, {b, d} ist daher eine Kongruenz-
relation in beiden Sinnen. Dasselbe gilt fiir die Aquivalenzrelation @, mit den
Klassen {c, b}, {a, d}. Die Kongruenzrelationen @, , @, geniigen den Bedingungen (1),
(2), (3) des Satzes (B), doch ist M (in nichttrivialer Weise) direkt unzerlegbar, wie
man leicht bestétigen kann.

In dem folgenden Satz wird der Begriff der Kongruenzrelation nicht verwendet.

3.3. Satz. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwtschen den nicht-
trivialen direkten Zerlegungen eines Relativs M = (M, S),

M~ T {M, | ye T}, ©

und den Systemen (5) von nicht-trivialen Aquivalenzrelationen in M, die den Bedin-
gungen (a), (b), (c) aus 2.1 und der folgenden Bedingung (d) geniigen:

() Ist R,eS, x',...,x"eM und {{a"',...,a"™)|yeT} ein System von
n,-Tupeln in M, so da 8 fiir jedes y € I {a"*, ..., ""') eRunda” @' i=1,..,n,,
so {x',...,x™>eR,.

Diese Zuordnung ist wie im Lemma 2.1 erklirt.

Beweis. Wir beniitzen die Bezeichnungen von Abschn. 2.1. Es gelte (9). Die
Eigenschaften (a), (b), (c) des angehdrigen Aquivalenzensystem (5) folgen aus
Lemma 2.1. Es seien die Voraussetzungen von (d) erfiillt. Dann gilt fiir jedes ye I’
und R,eS a)' = x}, i=1,...,n, und <al'}, ..., a’™) € R,. Hieraus folgt
{Xpy ... X3y € R, fiir jedes ye I' und daher {x\, ..., x™) € R,. Sei umgekehrt (5)
ein System von Aqmvalenzrelatxonen, das den Bedmgungen (a) —(d) geniigt. Nach
Lemma 2.1 gilt M ~I1{M/0,|yel} = Q. Sei R,eS, xe M. Fir yeI seix
die das Element x enthaltende Klasse der Aqmvalenzre]atxon ©,. Wir erkliren
in M/©, eine n,-stellige Relation R} wie folgt: {al,...,a™) e R} (E, € M/®,) genau
wenn es Elemente a’ea’ (i = 1,...,n,) gibt mit {a',,.., ™) eR,. Es bleibt zu
zeigen, daB die in 2.1 beschriebene ein-eindeutige Abbildung @ von M auf Q ein
Isomorphismus von Relativen MM und IT{M,|yel} =W (M, = (M/@,, 5,
S, ={Ry,...R},...}; W = Q,5), §"={Rp,..., Ry, ...}) ist. Sei also {ml,..q
m™) € R, (m' € M). Dannist {m', ..., m™) € R?. Hieraus folgt {B(m), ..., D(m™)) €
€ R,. Sei umgekehrt {f*,....f™> e R’ (f*€ Q). Dann ist fiir jedes y € I' {f(), ...

5
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I™()) € R} (f'(y) € M/B,) und daher gibt es Elemente a”’ € f'(y), so daB <a"', ...,
" @"™) e R]. Nach (b) und (c) gibt es Elemente x',..., ™ e M, so daB a”'0x!
fiir jedes ye I’ und i = 1,...,n, gilt. Nach (d) ist {x!, ..., x> €eR,. Da x' =
= ®~1(f), ist der Beweis damit beendet.

3.4. Wenn wir direkte Zerlegungen eines Relativs M = (M, S) in zwei Faktoren
behandeln, so lauten die Bedingungen (a)—(d) fiir entsprechende Paare @,, 62
von Aquivalenzrelationen wie folgt:

@) ©;,ne,=0;

®) 6,00, =1I

(c) ©,, O, sind vertauschbar; 7

(d)aus R,e S, <a',...,a")eR,, ¢b',..,b">YeR,, a'0,x'0,b", i=1,..,n,,
folgt <x',...,x*™)>€R,.

Fiir den Fall der quasigeordneten Menge (M, S) kann der Satz in einer etwas
anderen Form formuliert werden: .

3.4.1. Satz. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht -
trivialen Zerlegungen einer quasigeordneten Menge (M, <) in direktes Produkt von
zwei quasigeordneten Mengen und den Paaren von nicht-trivialen Aquivalenzrelatio-
nen ©,, @, in' M, die den Bedingungen (2"), (b"), (c') und der folgenden Bedingung (d")
geniigen:

(d") Aus ¢,0d,, c;,0d,, d0id,, i * j, ¢; < ¢, folgt dy < d,.

Beweis. Es seien (a), (b’), (¢’), (d') und die Voraussetzungen von (d") erfiillt.
Setzen wir x! =d,;, x* =d, und im Fall i=1, j=2 d' =¢;, b' =b*> =d,,
im Fall i=2, j=1, a' = @*> = d;, b' = ¢;. Mit Hilfe von (d) bekommt man
d; £ d,. Es seien nun umgekehrt (a’), (b’), (c¢’), (d”) und die Voraussetzungen
von (d’) erfiillt. Es gibt ein Element y € M mit x'@,y, y0,x*. Aus a'0,y, a’0,x?,
y0,x* folgt nach (d”) y £ x?; analog bekommt man x' £ y. Hieraus folgt x* < x2.

Bemerkung. Die Eigenschaft (d”) kann nicht durch diejenige ersetzt werden,
die aus (d”) durch einsetzen i =1, j = 2 entsteht. Es geniigt eine geordnete Menge
mit den Elementen a,, a,, b,, b, zu nehmen, wobei a; < a,, a; < b; < b,, und
a, mit b,, b, unvergleichbar ist. Die Aquivalenzrelationen 0,, @, seien durch
Klassen gegeben: O,:{a;, b}, {a;,b;}; O,:{ay,a,}, {b;,b,}. Die Bedingun-
gen ('), (b), (), sowie die Bedingung (d”) fiir i = 1, j = 2, sind erfiillt, nicht aber
die Bedingung (d”) firi =2,j = 1. \

3.4.2. Im Satz 3.4.1 kann die Bedingung (d) durch folgende zwei Bedingungen
ersetzt werden:

dy) Aus a0,b, bO;c,a = cfolgta < b, b < c. :

(dz) Ist a®b, cOd, a@,c, bO,d, dann aus a < b folgt c < d und aus as<c -

. folgt b £ d. _ :

Beweis. (d,) folgt unmittelbar aus (d"), wenn wir a@,a bzw. cO;c¢ in Riicksicht

‘nehmen. Auch (d,) folgt unmittelbar aus (d"). Es seien umgekehrt die Bedingungen

«‘6\-
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(b), ('), (dy), (d;) und die Voraussetzungen von (d”) erfiillt. Ist i = 1, j =2, so
nehmen wir ein Element x mit ¢,0,x0,c,. Nach (d,) x < ¢, und hieraus folgt
nach (d;) d, < d, (wegen x0,c,0,d, ist x0,d,). Analog erwigt man im Fall
i=2j=1.

3.5. Jede n-stellige Operation Q in der Menge M kann ein-eindeutig durch fol-
gende (n + 1)-stellige Relation R charakteristisiert werden: <{a',...,a" a"*'> e R
genau wenn (@', ..., a") = a***. Das einer universellen Algebra % in dieser Weise
zugeordnete Relativ wird durch R() bezeichnet werden. Der direkte Produkt von
universellen Algebren ist so erklart (siehe z. B. [3]), daB sich dabei die direkten
Zerlegungen von U (im Sinne der Algebren) und von R() (im Sinne der Relativen)
gegenseitig entsprechen. Die Aquivalenzrelation © auf einer universellen Algebra &
heiit eine Kongruenzrelation, wenn fiir jede Operation Q in %A (Q sei n-stellig)
und je zwei n-Tupeln (a',..., a", (b%,...,b") aus @'@b' (i=1,...,n) folgt
', ....aeQ®,...n.

Nun bekommt man aus 3.3 den folgenden Satz.

3.5.1. Satz. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-
trivialen direkten Zerlegungen einer universellen Algebra N und den Systemen (5)
von nichttrivialen Kongruenzrelationen in U, die den Bedingungen (a), (b), (c) geniigen.
Diese Zuordnung ist wie im Lemma 2.1 erkldrt. '

Beweis. Das zu einer direkten Zerlegung angehoriges Aquivalenzensystem (5)
geniigt nach 2.1 den Bedingungen (a), (b), (c). Man bestatigt leicht, daB alle O,
Kongruenzrelationen sind. Es seien umgekehrt fiir ein System (5) von Kongruenz-
relationen in U die Bedingungen (a), (b), (c) erfiillt. Es geniigt zu zeigen, daB dieses
System im Relativ R(2) der Bedingung (d) geniigt. Sei also R eine Relation, die
einer beliebigen n-stelligen Operation Q der Algebra 2 entspricht und es seien die
Voraussetzungen von (d) (mit R statt R, und n, = n + 1) erfiillt. Dann gilt fiir
jedes ye I' al"*' = Q(a"',...,a"") 0,Q(x", ..., x"), somit (wegen x"*1@,a""*1) .
x"*1@,9(x", ..., x"), woraus nach (a) x"*! = Q(x g uoey X 4 B, ot a0, XYY
€ R folgt. . : : !

3.5.2. Folgerung. Es gilt der Satz (B).

Beweis. Die Bedingungen (1), (2), (3) sind notwendig, da sie Folgerungen von (a),
(b) und (c) sind (siehe 2.2). Zugleich haben wir in 2.2 gezeigt, daB aus (1), (2), 3)
die Bedingungen (a), (b), (c) folgen.
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O 'priamych s@cinoch systémov s reldciami
M. Kolibiar
Zhrnutie

Systém (*) {@, |y eI'} ekvivalencii na mnoZine M nazyvame asociovanym, ak k Tubo-
voInému systému {x?|y € I'} prvkov mnoZiny M, takému, %¢ pre Iubovolné «, B eI plat
x*(U {0, |y e I'}) xP, existuje taky prvok x € M, Ze xY@,x pre kazdé y € I'. Systémom s rel4ciami
sa nazyva dvojica (M, S), kde M je mnoZzina a S postupnosf finitirnych reldcii na M.

Veta. Existuje vzdjomne jednoznaénd koreSpondencia medzi netrividinymi priamymi rozkladmi
systému s veldciami (M, S) =M, M= I' {M, |y € I'} a systémami (*) netrividinych ekvivalencit
na M, spliujiicich nasledujicce podmienky:

@ N {6,1yeI}=0;.

® U {8, lyel=1

() systém (*) je asociovany;

) ak R, €S, x!,..,x™eM a {Kar 1, ..., @™ |y € I'} je taky systém.ny-tic prvkov mno-

*  Ziny M, Ze pre kadé y €T plati <a"!,...,a""™> € R, a a¥} Oyxt, i=1,...,n,, potom<{x!, ...,
x™) € R,. -

Ako ddsledok dostdvame vetu: Existuje vzdjomne jednoznaénd korespondencia medzi netrividlnymi
priamymi rozkladmi univerzdinej algebry W a systémami (*) netrividinych kongruencif vyhovujicimi
podmienkam (a), (b), (c).

V prici [3] bola doké4zan4 analogick4 veta o univerzalnych algebrach, v ktorej sii podmienky (b), (c)
" nahradené i inymi podmienkami.

Z vety o systémoch s reliciami dostdvame vetu o priamych rozkladoch kvazi-usp‘oriadanich
mnoZin s dvoma faktormi, v ktorej podmienky (a)—(d) maji jednoduchsi tvar.

O npaAmMBIX NPOM3BEJEHNAX PEIANMOHHBIX CHCTEM

M. Konubuap
Pesome

Cactemy (*) {0, |y e I'} oTHOImEHNI SKBUBANEHTHOCTH Ha MHOXeCTBe M Ha3hIBaeM accoyuupo-
8annoii, ecr pns moboit cactemetr {x” |y € I'} snementoB 13 M, taxoit, uro x*(U {©, |y e I'}) x#
© mng mo6rix «, B € I', cymecTsyeT Takol aneMerT x € M, uTo x'@,x pna Besxoro y € I'. Pensg-
oHHOB cHCTeMO#t pasymeerca mapa (M, S), rome M — MHOXECTBO, S — IIOC/IENOBATENBHOCTE

_ $ummTapELIX OTHOmEHWMH HA M.



. . 1 s S S . S
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Teopema. Cywyecmsyem 83auMHO 00RO3HAUHOE COOMBEMCmBUe MeHCOY HEmPUBUAABHBIMU NPAMBIMY
Pa3noNcenuAmMu pesayuonnoii cucmems (M, S) = M, M~ I{M, |yel'}, u cucmemamu (*) ne-
mpusUAALHEIX OMHOWIENUTi IKGUsAreHMHOCMYU Ha M, y008.4emBOPAIOUUMU YCAOBUAM i

@ N{Oy|7el'}=0;

®) Vo, |yel't =1 ) /

(¢) cucmema (*) accoyuuposana; :

(d) ecau R, €S, x, ooy XeM u {Ka”l, ..., a"™) |yeI‘} maxas cucmema ynopAa0OHeHHuX
cucmem u3 n, 1eMeHmos Muoxcecmeéa M, umo 048 8CAK020 yela™l,..., a»™)€R,
uari0Ox, i=1,..., n, mo &ty oy X™YER,. ’

Kakx cnencTere moiydaercs Teopema: Cywecmeyem 63aumHO OOHO3HAUHOE coomsemcmeue
MENCOY HempUBUAALHBIMI NPAMBIMU PA3AONCEHUAMU YHUSEPCAnbHON ar2ebpbl N u cucmemamu (*)
nempusuansnvix Konzpyenyuii na U, y006.1emEOPAIOUUMY YCAOBUAM (@), (b), ©.

B pa6ore [3] HMeeTCs AaHAIOTHYHAS TEOpeMa 06 yHHBEPCAILHBIX aire6pax, B KOTOPOH# yCIIOBHA
®), (c) 3amenerEr npyrEvu. '
TeopeMa O DEIMOHHBIX CHCTEMaX CHEHMAIM3HPYETCS IJIf CIy4as NPsSMBIX pa3oxeHuit
KBa3HYIODSIOYEHHBIX MHOXECTB C ABYMs (hakTropamu. .
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Uber die Eigenschaften der Losungen
-einiger quasilinearer Gleichungen 3. Ordnung

M. GREGUS

Uber die Koeffizienten der Differentialgleichungen

[rx) ] + 9(x)y =0, (@
[rx) 27 - ql)z =0 . ®)

setzen wir im Weiteren voraus, daB r(x) >0, g(x) stetige Funktionen von
x € (—o00, ) sind.

Die Arbeit hat drei Teile. .

Im ersten Teil werden die grundlegenden Eigenschaften der Losungen der Differen-
tialgleichungen (a) und (b) untersucht, weiter die Bezichungen zwischen den L&-
sungen dieser Gleichungen und die Eigenschaften der Biischel von Losungen der
Gleichungen (a) und (b).

Im zweiten Teil der Arbeit wurde ein Verglelchungssatz zwischen zwei Gleichungen
der Form (a) und die hinreichenden Bedingungen zur Oszillationsfahigkeit und zur
Oszillationsunfahigkeit der Lésungen der Gleichung (a) abgeleitet.

Im dritten Teil werden die Fragen der Begrenzung der Losungen der Gleichung (a)
und die Existenz der Losungen ohne Nullstellen im ganzen Intervall —oo < x < o
und die asymptotischen Eigenschaften der Losungen ohne Nullstellen untersucht.

1. Die Differentialgleichung (a) kann als Differentialsystem erster Ordnung

Vi =Y,
Y2 =3
}’3 = —q)y

geschrieben werden, woraus folgt, daﬁ zu beliebigen vier Zahlen (%o, k1, k3, k3)
gerade eine Funktion y(x) mit der Eigenschaft y(xo) = k,, y "(x0) = k3, [T (xo) =
= k, existiert, welche die Losung der Differentialgleichung (a) im Intervall
(— o0, o) ist. y

v e g



Die Lbsungen Y15 Y2, y3 der Differentialgleichung (a) sind lmear unabhinglg
und bilden ein Fundamentalsystem von Ldsungen wenn die Determinante
(Wronsklan)

Yi s Y2 5 V3
Wiy, y)=| %1 5 ¥2, ¥
LARLANLAS
wenigstens in einem Punkt verschieden von Null ist.

Satz 1. y,,y, seien zwei beliebige uﬁabhd’ngige Losungen der Differentialgleichug (a).
Dann ist die Funktion z(x) = r(x) 'y Ln 24 ‘ die Losung der Differentialgleichung (b).

1 ’ 2
Bewel s. Ist
2 Y15 )2 1 1 V2 Y15 Y1, Vs
NICANCATE RICAR AL [ryl] ["J’2] BICANCALE
a yl ’ y2 yl sy Va2
rz =r — .
[ ] —qYi, —qy2 4 y19 J’z =2

Damit ist die Behauptung bewiesen. ’
Bemerkung 1. Vollkommen dhnlich kann man beweisen, daf8 wenn Zy, Z, zwei

beliebige Lésungen der Dzﬁ”erenttalglezchung (b) sind, dann ist y = 1,2,2

215,22

eine

Lésung der Differentialgleichung (a).
Bemerkung 2. Die im Satz 1 und in der Bemerkung 1 abgeleitete Eigenschaft
_ st analogisch zu den Eigenschaften der Lisungen der gegenseitig adjungierten Differen-
tialgleichungen, deshalb werden wir weiterhin die Differentialgleichung (b) als adjungiert
zu der Differentialgléichung (a) bezeichnen und umgekehrt.

Bemerkung 3. Die Wronskische Determinante des Fundamentalsystems der
Differentialgleichung (a) ist W = kfr, wo k eine geeignete Konstante ist. Es tst
ndmilich-

~ Y1 5 Va5 V3 ’
[rW], =\r y’l s J"z s y’3 =0
NEARLANLA
Ahnlich ist die Wronskische Determinante des Fundamentalsystems der Dtﬁ"erenttal-.
gleichung (b) gleich k/r.’
Fiir die Lésung en der Dlﬁ'erentlalglelchung (a) gelten folgende Integrahdentltaten

ry [ry] T j{[ry ],2 — rqyy’'} dt = Konst. (1)
["y']' + qu dt = Konst. (11)

12 ; ]



Die Identitit (1) erhalten wir wenn wir die Gleichung (a) mit ry’ multiplizieren
und zwischen @ und x Glied um Glied integrieren. Die Identitit (1') erhalten wir,
wenn wir die Gleichung (a) Glied um Glied von a bis x integrieren.

Ahnlich konnen fiir die Gleichung (b) folgende Identititen abgeleitet werden:

rzz" — [[rz'z" + gz*] dt = Konst. ()
rz" — [ gz dt = Konst. - 2"
- Satz 2. g(x) = 0 sei fiir —oo < x < oo. Dann hat keine Losung der Differential-

gleichung (a), ihre erste Ableitung und die Funktion [ry"]’, mit der Eigenschaft y(a) =
=y'(@ =0, [ry']' (@) * 0, links von a eine Nullstelle. Ahnlich hat keine Losung

’ der Differentialgleichung (b) mit der Eigenschaft z(a) = Z'(a) = 0, z"(a) + 0 rechts

von a eine Nullstelle und auch keine Nullstelle der ersten und zweiten Ableitung.
Der Beweis folgt aus der Integralidentitit (1) und (2). Es sei z. B. [ry']'(@) > 0 .
und es sei [ry']'(x;) =0, wo x; < a die erste Nullstelle der Funktion [ry]” ist.

Aus der Identitat (1) erhalten wir [ [[ry']'* — rqyy’] dt = 0, was jedoch ein Wider-

spruch ist, da die Funktion unter dem Integral im Intervall {x,, a) nicht das
Zeichen andert. Daraus folgt ebenfalls, daB fiir x < @ »'(x) + 0 und y(x) + O ist.

Definition. y,, y, seien unabhdngige Losungen der Differentialgleichung (a) mit der

 Eigenschaft ,(@) = yi(@) = 0, [1]'@ = 1, y2(@) = [r73]@ = 0, y4(@) = 1. Die

Menge der Losungen y = c,;y, + c,y, werden wir als Biischel der Differential-
gleichung (a) im Punkte a bezeichnen. . ;
Das Biichsel erfiillt folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

Y1 o Y2 y
yll ’ J”z s y, =0
i [ [T
d. h.
Y15 V2
Yis V2

% [ry'] — o'y + "y =0, wo w@=r

Diese Gleichung kann man in folgender Form schreiben:

—1-r',+ ra’ —'0.
w y w2 y_

- Nath Satz 1 ist o die Lti'sﬁng d>r Differentialgleichung (b) mit einer doppelten .

Nulistelle im Punkte a und nach Satz 2 im Falle daB g(x) 2 0in —0 < x < 0,

ist w(x) + 0 fir x > a.
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Bemerkung 4. Die Eigenschaften der Biischel von Lésungen und die von ihnen
abgeleiteten Eigenschaften der Lisungen der Differentialgleichung (a) sind vollkommen
identisch mit den Eigenschaften der Biischel von Lisungen der linearen Differential-
’ gleichung 3. Ordnung [1]. Deshalb fiihre ich diese hier nicht an.

II. AuBer der Differentialgleichung (a) sei hier noch die Differentialgleichung

[rx)z]" + qi(x)z =0 (ay)
gegeben, wo g,(x) eine stetige Funktion von x € (— o0, o0) ist.

Lemma 1. y(x) sei eine beliebige Liosung der Differentialgleichung (a), dann
konnen wir sie in der Form

Wx) = z(x) + I [9:() — 9] (1) W(x 7 y(t) dt | 3y

schreiben, wo z(x) eine Liésung der Differentialgleichung (a) ist, welche im Punkte a
dieselben Anfangsbedingungen wie y(x) erfiillt, W(x, t) ist eine Funktion der Form
21(x), z3(x), Zstx)
zy(0), z,(0), z3(t)
z1(0), z3(0), z5(¢)
und z,, z,, zy bilden ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
© gleichung (a,), deren Wronskische Determinante im Sinne der Bemerkung 3 gleich
1/r(x) ist.

Den Beweis fithren wir mit der Variationsmetode der Konstanten durch, welche
wir auf die Diffcrentialgleichung

Wi(x, t) =

[T +aiy=(: -9y
verwenden. Die Gleichung (a) kann leicht in diese Form umgeédndert werden.

Die Funktionen c¢,(x), c,(x), ¢5(x), welche bei der Variationsmethode der Kon-
stanten auftreten, errechnen wir aus den folgenden drei Gleichungen

€12y + €32, + ¢3z; = 0
€1z + €5z, + €323 =0
eilrzi] + eslrz5] + ci[rzs] = (¢, — ) y.
‘Satz. 3. (Verglelchungssatz) Es sei 0 < q,(x) £ q(x) fiir x e (— o0, ). Dann gilt:
1. Wenn irgend eine Lisung z(x) der Differentialgleichung (a,) unendlich viele
Nulistellen in (a, ©) hat (oszilliert), —oo < a < oo, dann oszilliert im Intervall
(@, ) jede Lisung y der Differentialgleichung (a) die eine Nullstelle hat. Wenn y
. und z Losungen der Differentialgleichung (a) und (a,) mit: einer doppelten Nullstelle
- im Punkte a sind, d. dh. y(a) = y'(a) = 0, [ry](a) * 0, z(a) = Z'(@) = 0,[rz'T (@) +
= 0, dann ist die erste Nullstelle der Losung y rechts von a nicht weiter von a entfemt
als die erste Nullstelle der Lisung z rechts von a.
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2. Wenn die Lisung 'y der Diﬁ'erentidlgleichung (a) mit einer doppelten Nullstelle
im Punkte a keine weitere Nullstelle rechts von a hat, dann hat auch die Losung z
der Differentialgleichung (a,) mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a keine
wezteren Nullstellen. '

' Der Beweis folgt aus den Eigenschaften der Biischel und aus dem Lemma 1.
Setzen wir voraus, daB z(x) in (a, ) unendlich viele Nullstellen hat. Es geniigt
zu zeigen, daB die Losung y(x) der Dlﬁ‘erentxalglexchung (a) mit einer doppelten
Nullstelle im Punkte a in (a, ) unendlich viele Nullstellen hat. Wenn dann y(x)
eine beliebige Losung der Gleichung (a) mit der Elgenschaft y(a) =0,—0 <a< o
ist, gehort sie in das Biischel im Punkte . Es sei @ < x, wo x € (a, o) irgendeine
Nullstelle der Losung y ist. Den Punkt x durchquert eine Losung des Biischels
im Punkte o, welche oszilliert, da die Losung y, welche auch in das Biischel im
Punkte x gehort, ebenfalls oszilliert. Daher muB auch die Losung y oszillieren.

Zeigen wir also, daB die Losung y mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a
oszillizrt und ihre erste Nullstelle rechts von a, von a nicht weiter entfernt ist, als
die erste Nullstelle der Losung z der Differentialgleichung (a,) mit einer - doppelten
Nullstelle im Punkte a.- Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die L&sung z oszilliert,
weil wie vorausgesetzt wurde, die Lsung z oszilliert. Einfachheitshalber setzen wir
voraus, daB [ry"]'(a) = [rz']'(a) > 0. .

Nach dem Lemma 1 gilt zwischen y und z = z die Beziehung (3). Die Funktion
W(x, t) ist bei festem ¢ eine Losung der Differentialgléichung (a,) mit einer doppelten
Nullstelle im Punkte ¢, wobei [r(x) W(x, £)]. (t) = 1ist, wenn ¢ = aist W(x, a) = kz,
k> 0. Deshalb 1st W(x,1) =2 0 fir a <t < x £ x,, wo x, eine feste Nullstelle
der Losung Z ist. \c, sei die erste Nullstelle der Losung y rechts von a. Zeigen wir,
daB x; < x,. Die Behauptung folgt aus der Beziehung (3), da der Ausdruck unter
dem Integral nicht positiv ist, weil g, — ¢ < 0. Damit zeigten wir, daB jede Losung
der Differentialgleichung (a) mit einer doppelten Nullstelle wenigstens eine weitere
Nullstelle hat. Die Losung y gehort deshalb in das Biichsel im Punkte x,. Die
Losung y hat auch eine weitere Nullstelle, da aus dem Punkte X, eine Lésung mit
einer doppelten Nullstelle hervorgeht, welche eine weitere Nullstelle hat. Aus dieser
Erwagung geht aber hervor, daB die Lésung y unendlich v1e1e Nullstellen in
(a, o) hat.

Die zweite Behauptung folgt ebenfalls aus dem Lemma 1.

Satz 4. ¢(x) = 0 sei eine Funktion, nicht identisch mit Null, definiert und stetlg

zusammen mit lhrer ersten Ableitung ¢'(x) 20 in lrgendemem Intervall (a, 0).
Weiter sei fiir a < x < oo:

o) 2 ——9 ) 05 q(9) s ——2C)
¢'(1) _ e
j( - 1) == (t) dt f(x oL 0] dt



- Wenn dann die Losungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung

i ?(x) an _
y' y=0 )

fe- e [fo-osa]

in (a, ) oszillieren (nicht oszillieren) dann oszilliert (hat eine endliche Anzahl von
Nullstellen) in (a, ) jede Lisung der Differentialgleichung (a) mit einer Nullstelle.
Beweis. Durch die Ableitung der Gleichung (c,) erhalten wir die Gleichung
dritter Ordnung
?'(¥) 0

[ry]"+ = y=0.

(1)
J-(x — 1)t ) dt

(ay)

Die Gleichung (cy) ist eine Gleichung des Biischels im Punkte a der Differential-
gleichung (al) wobei

o(t)

w(x) = J(x 1)+ £0) dt.
Wenn wir jetzt die Gleichung (a) mit der Gleichung (El) vergleichen, erhalten wir
die Behduptung des Satzes, da aus den Eigenschaften der Biischel folgt, daB wenn
die Losungen der Gleichung (c,) oszillieren, oszilliert jede Losung der Gleichung (a,)
mit einer Nullstelle. Wenn die Losungen der Gleichung (c,) nicht oszillieren, hat
jede Losung der Dlﬂ"erentlalglelchung (a;) in (@, ) eine endliche Anzahl von
Nullstellen.

Folgerung 1. Esseir(x) = 1, dann geht die Gleichung (a) in eine lineare binomische
Differentialgleichung dritter Ordnung iiber. Wihlen wir ¢(x) = x", a = 0 und zeigen
wir, daf3 aus dem abgeleiteten Krzterzum das Kriterium fiir die binomische Gleichung

Jfolgt.
Es ist
xn+2
f( R CERICED R

1]

Die Gleichung (c,) ist dann

[(n+1){n+2)\ ,] (n+1)2(n+2)2 -

xn+2 xn+4
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welche in die Form

. n+2 n+1)(n+2)
Yy —-— .V+( )S ))’=

gestaltet werden kann.
n+2 !

~ Durch die Substltutlon y = x 2 u geht die angefiihrte Gleichung in die Form

2
" 3n“+6n 1

gy

iiber. ) .
Wenn 3n%2 + 6n =1 ist, d. h. n = -1+ ?/‘;—, dann hat die Gleichung keine

oszillatorische Losung und die Losungen der Gleichung (a), wo r(x) = 1 oszillieren

picht, wenn 0 < () < "t 1)3(" ¥ e A -2 gilt, d, b, Wens 0.5
X V3
<gqkx) = 323 is Wenn 3n* + 6n=1+6, 6>0,d. h. wenn n; , = —1 &
X
4
+ 3 + = : 5 dann oszillieren die Losungen der Glelchung (c;) und die Losungen
der Glelchung (a), (wo r(x) = 1 ist) mit einer Nullstelle oszillieren, wenn g(x) <
< nn + 1 + 2),n=—1+ i+—1—5, d.h.wenn q(x)gl(l + 9) i+-!—¢5><
x3 3 3 =3 3 37

X —1—3 Wenn 7 = n, erhalten wir Ergebnisse fiir die zu der Gleichung (a) :adjun-
x .

- gierte Gleichung.

III. AuBer der Differentialgleichung (a) sei wieder die Gleichung (a,) mit stetngen
Koeffizienten in (— o0, o0) gegeben.,

Satz 5. Es sei [|q(t) — q(t) | r(f) dt < o0, —00 < @ < ©. Wenn dann jede Li-

sung der Differentialgleichung (a,) zusammen mit ihrer ersten Ableitung in (a, ) -
begrenzt ist (konvergiert fiir x — oo zu Null), ist auch jede Losung der Differential-
gleichung (a) in (a, 00) begrenzt (konvergiert zu Null fiir x — ).

Beweis. y und z seien Losungen der Diﬂ'érentialgléichungen (a) und (a,) mit
denselben Anfangsbedingungen im-Punkte a, wo @ < a < 0.

k > 0 sei eine Konstante mit der Eigenschaft |z| <k; |z| <k, |z | <k,
i=1,2,3, fir xe(a, ), z; =1,2,3 sei em Fundamentalsystem von Losungen

der Differentialgleichung (a,). Weiter sei a derart daB j g — g4 | r(5) dt < 1/6k°.

17



Aus der Beziehung 3 folgt dann

19601 S 1261+ 1(0)1 3% + e, @

wo ¢ € (a, x) ein Punkt ist, in welchem | y(x) | sein Maximum im Intervall {«, x) hat.
Die Ungleichheit (4) gilt auch fiir x = £. Deshalb ist

1

im beliebigen Intervall {a, x).

Daraus folgt die erste Behauptung. Wenn die Losungen der Differentialgleichung
zusammen mit ihren ersten Ableitungen fiir x - oo zu Null konvergieren, dann
sind die Losungen der Differentialgleichung (a) in (a, oo) begrenzt und aus der
Beziehung (3) erhalten wir dann

IR S 120 | + kg 200 | + ka2 | 200 | + ks | z3(0) |,

wo ki, ks, ki passende positive Konstanten sind. Daraus folgt die Behauptung.

Satz 6. Esselj.r() dt < oo, ~[‘Iq(t)lr(t)dt<oound0< () in (a, o).

Dann ist jede Lasung der Dyferentzalgletchung (a) im (a, o©) begrenzt.
Beweis. Vergleichen wir die Gleichung (a) mit der Gleichung [rz']” = 0. Die
allgemeine Losung dieser Gleichung ist

J(t) dt + k, ()+k3

Ersichtlich ist jede partikulire Losung zusammen mit ihrer ersten Ableitung in
(a, ©) begrenzt. Es sind also die Voraussetzungen des Satzes S erfiillt und deshalb
ist jede Lﬁsung der Gleichung (a) in (a, c0) begrenzt.

~ Satz 7. Bs selj tr() dt < oo, f(t—a)lq(t)ldt<oo Dann ist jede Losung

der Dz_ﬂ”erentmlglezchtmg (@) im Intervall (a, ©) begrenzt. -
Beweis. Vergleichen wir wieder die Gleichung (a) mit der Gleichung [rz]" =0.
Aus der Bezichung 3 erhalten wir

y=2z— jq(t) r(t) W(x, 1) y(t) dt, a<a< oo, 5)
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wo y, z im Punkte « dieselben Anfansbedingungen erfiillen.

.[ '(“) .[ r(u)’

W(x,t) = el WY du
)@ e Jr(u) :
ETRNTS
rt) ’ r(t)’

wo die Funktionen in der ersten Reihe ein Fundamentalsystem von Losungen der
Gleichung [rz’]” = 0 bilden, deren Wronskische Determinante gleich 1/r(x) ist.

W(x, f) kann folgendermassen geschrieben werden
u—ao t—a du

Wi 1) = r(r)f IR 0N i

‘%f%d Kl fr(a)

Aus der Beziehung (5) erhalten wir dann

) = ) = [ a0 o f s

@

x du x . r d du
+ JWJO — o) q(1) (1) dt — j(’ =) q(t)}'(t);[ﬁdt :

+ f a() ¥(t) j ﬁr('u—)"‘ du dt.

Wihlen wir « so, daB
u—o - du 2
,Il ‘I(t)| dtjw du + ij‘(t - t.x) lq(t)l dt +

+ J-(t - a)|q(:)1qzj%+J|q(z)| dtjﬁ;a‘—;t—du g%.

a

Das ist ersichtlich moglich, da jedes der angefiihrten Integrale konvergiert.
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| #(x) | habe in ¢ € {a, x) ein Maximum. Dann erhalten wir aus der Beziehung (6)

)| = z(x)| + 1 1) ”Iq(t)l dtf—“—r(iu)idu +!%J(z — @) q(t)dt +

frjo(t — ) |q(1)| dtj;d(—% +j| a()| dtje%(—d)i du} <

<121 + 5 X1 S K+ 3 1.

Da die letzte Ungleichheit auch fitr x = & gilt, ist 1| »(€) | £ k. Damit ist der
Satz bewiesen.

Satz 8. Es sei q(x) = 0 fiir x e (— o0, o). Dann hat die Differentialgleichung (a)
so wie auch (b) wenigstens eine Losung ohne Nulistellen im Intervall (— o0, ). .

Beweis. Die Behauptung beweisen wir fiir die Differentialgleichung (a).

Y4 Y2, Y3 sei ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (a)
mit den Eigenschaften y,(a) = yi(a) =0, [ryi]'@) =1, y,(@) = [r¥3]'(@) =0,
2@ = 1, 3@ = [r3]'(@ =0, y3(0) = 1, —0 < a < c0.

Nach Satz 2 ist y,(x) £ 0, yi(x) + 0, [ry;]'(x) + 0 fiir x < a.

a<xy <Xx,<..<x,<...seieine Folge von Zahlen, welche ins + oo di-
vergiert. Bilden wir eine Folge von Ldsungen der Gleichung (a) {u,(x)}i%y,
u, = ¢}y, + c3y, + 3y, mit der Eigenschaft u,(x,) = u,(x,) = 0, [ru,] (x,) > 0, wobei

2(a) + w(a) + [ru;]’*(a) = 1. Dies ist ersichtlich moghch Aus dem Satz 2 folgt
abermals, daB u,(x) > 0, u,(x) < 0, [ru,]'(x) > O fiir x < x,
Bilden wir diese Folgen von Zahlen

{un(a)}:;l ’ {u;(a)}:; 1 {[ru,',]' (a)}:o= 1 ) (7)

Ersichtlich ist jede von ihnen begrenzt. Es existieren deshalb aus den Folgen (7)
‘ausgewihlte Folgen mit denselben Indizes, welche konvergieren. Der Einfachheit
‘wegen setzen wir voraus, daB dies die Folgen (7) sind. Thre Grenzwerte bezeichnen
. WIT ug, g, Ug. ¥(x) sei eine Losung der Differentialgleichung (a), welche die Be-
dingungen u(a) = uo, u'(@) = up, [re']'(a) = ug erfiillt. Diese Losung ist nicht
trivial, weil u3 + uo + ug? = 1 gilt. Die Losungen u,(x) und u(x) kann man in

der Form ‘

() = [r] @ 71() + 4(@) 2(3) + (@) y3(0),

 u(x) = ugyy(x) + upy,(x) + uoys(x).

schreiben. Daraus folgt, daf lim u,(x) = d(x) fiir jedes x e (— 0, o), gilt. Zeigen
wir jetzt, daB u(x) > 0, w'(x) £ 0, [ru']’'(x) 2 O fiir alle x € (— o0, ) ist. Setzen
wir voraus, daB u(x) = 0, 4'(x) + 0. Dann existiert aber ein solcher Punkt ¢ in
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der Umgebung des Punktes x, in welchem u(¢) < 0 ist. Aus dem vorhergehenden
folgt, daB lim u,(£) = u(§) < O ist. Dles ist’ aber nicht mdghch da von einem ge-

wissen n beginnend #,(¢) > 0 ist. :

Wenn u(x) = u'(x) = 0, dann existiert -in der Umgebung des Punktes x ein
solcher Punkt &, in welchem #'(£) > 0. Dies ist aber wieder nicht mdglich, da von
einem gewissen 7 beginnend u,(£) < 0 ist. Damit haben wir gleichzeitig bewiesen,
daB u'(x) £ O fiir alle x € (— 00, 00) ist. Ahnlich kann man beweisen, daB [ru‘]'(x) =
= 0 fir x e (— o0, o).

Bemerkung 5. Im vorhergehenden Beweis haben wir nicht nur die Existenz der
Lésung der Gleichung (a) ohne Nullstellen, aber auch die Existenz der Losung ohne
Nullistellen der Differentialgleichung (a) mit der Elgenschaft sgnu=sgn [ru] +
+ sgnu' fiir alle x € (— o0, ) bewiesen.

Zeigen wir namlich, daB u(x) > 0, #/(x) < 0, [ru'(x)]’ > O fiir —c0 < x < oo ist.

Die Integralidentitit (1) fiir u,(x) bei a = x, ist :

ru,ﬁ[rﬁ,’,]’ - f[(ru.')'.z — rquu,]dt =0 )

Ganz einfach stellen wir fest, daB nach Durchfiihren des Grenzwertes fiir n — oo die
Integralidentitat (7) in die Form

ru'[ru'] = ——_(io{[ru’]’2 = rquu'} dt ()

iibergeht.

Setzen wir nun voraus, daB u'(x) = 0 resp. [ru’ ]'(x) = 0. Aus den Voraussetzun-
gen des Satzes 8 und aus der angefiihrten Identitat folgt, daB dies.nicht moghch ist.
- Bemerkung 6. Die Existenz der Losungen ohne Nullstellen der Differential-
gleichung (b) mit der Eigenschaft sgn z(x) = s gnz'(x) = s gnz"(x) wird dhnlich
bewiesen, nur konstruiert man dabei die Folge {z,},-, mit einer doppelten Nullstelle
in {X,}p=1, Wwo x, > — o fiir n > oo.

Folgerung 2. Die im Satz 8 konstruierte Lisung u(x) hat folgende Eigenschaft
lim #'(x) = lim [ru"]’'(x) = 0.

Beweis. Setzen wir namlich voraus, daB u(x) > 0, #'(x) < —k < 0 ist. Nach
der Integration der letzten Ungleichheit erhalten wir u(x) < —k(x — a) + u(a).
Daraus folgt, daf u’ — 0 fiir x — co. Ahnlich aus der Ungleichheit [ru']’ > k > 0
erhalten wir ru’ > k(x — a) + r(a) ¥'(a). Daraus folgt, daB von einem gewissen x
beginnend u'(x) > 0 ist und dies ist mit dem vorhergehenden im Widerspruch.
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O vlastnostiach rieSeni niektorych kvasilineimych rovnic 3. radu

M. Gregus
Vytah
O koeficientoch diferencidlnych rovnic .
r) yT + ax)y =0 (@)
[r(x) 2"V —q(x)z=10 (b)

predpokladajme, Ze r(x) > 0, g(x) st spojité funkcie x € (—oo, ).

V prvej &asti price stii odvodené zdkladné vlastnosti rieSeni diferencidlnych rovnic (a) a (b),
vzfahy medzi riefeniami rovnic (a) a (b) a vlastnosti svizkov rieSeni tychto rovnic.

V druhej &asti prace je dokdzand porovnavacia veta a odvodené postalujiice podmlenky pre
oscilatori¢nost, resp. neoscilatori¢nost riedeni rovnice (a).

V poslednej &asti price je dokdzana existencia rieSenia bez nulovych bodov rovnice (a) a (b)
a odvodené podmienky, za ktorych rieSenia rovnice (a) si ohranicené.

'

O ceoiicTBax pemenuii HEKOTOPHIX KBASWINHEHHBIX ypaBHeHHil J-ro mopagka

M. TI'perym
Pe3ome
Tycte 3amasm maddeperumuanbabie ypaBHEHUS

[rx)) + g(x)y =0 @
[rx)z"] —q(x)z=0 ®)

_ rpe r(x) > 0, g(x) HenpephIBHBI HA (—oo, o).

B mepBoi#t yacTH pabOTEI MCCAEHOBAHBI OCHOBHBIE csoiicrna pemeruit maddhepeRIMaTLHBIX
ypasuermii (a) # (b), COOTHOIIEHHS MEXAY pemIeHAAME ypasHeHH# (a) m (b) ® cBoficTBa CBA30OB
PpelIeHA! 3THX ypaBHEHHI.

Bo BTOpO# YacTH HOKa3aHAa TeOpeMa CPABHCHHA M YCTAHOBJICHBI NOCTATOYHBLIC YCILOBUA Ui
KosebneMocTH (HeKoJe61eMOCTH) pelmeHul ypaBHEHNA (a).

B nocienpelt yacTd paboThl AOKA3aHO CYIIECTBOBAHWE pelle HUsl Ge3 HyNeBHiX TOUYEK ypaBHEHuMH

a) 1 (b) ¥ yCTaHOBJICHEI YCIIOBHS, NPH KOTOPHIX PEIICHHS YPABHEHNs (2) OrPAHMMEHBL, '
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{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12, 1865] *

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE‘
TOM. X. FASC. lIl. . MATHEMATICA XII.; ' 1965

Uber eine Klasse metrischer Riiume

T. NEUBRUNN — T. SALAT

In dieser vorliegenden Arbeit werden einigt; Ergebnisse der Arbeit [1] erginzt
und verallgemeinert.

In der Arbeit [1] wurden gewisse Typen von metrischen Raumen untersucht und
die fiir diese Raume gewonnenen Ergebnisse wurden bei den Beweisen der analo-
gischen Satze verwendet, welche fiir die zu den Riumen mit MaB gehérenden
metrischen Raume gelten.

1. Einleitung

Fiihren wir einige Begriffe und Ergebnisse der Arbeit [1] an. Die Ergebnisse,
welche wir hier anfiihren sind etwas allgemeiner formuliert als in [1], kénnen jedoch
grundsitzlich auf die gleiche Art bewxesen werden wie die betreffenden Ergeb-
nisse in [1].

Im Weiteren werden wir mit 7 irgendeine abstrakte Menge bezeichnen. X wird
irgendeine Menge nichtnegativer reeler Funktionen auf T definierten bedeuten,
welche in Bezug zur Summe geschlossen ist. Von dem Funktional 4, definiert auf X
werden wir behaupten, daB es die Eigenschaft V besitzt, wenn es nichtfallend und
subaditiv ist und den Nullwert auf der Funktion identisch gleich Null und nur auf
dieser Funktion gewinnt. Wenn T = {1,2,...,n,...} und wenn X die Menge aller
reeller nichtnegativen Folgen ist, dann werden wir anstatt X, s* schreiben und s* halten
wir fiir einen metrischen Raum mit Frechetscher Metrik. Wenn X die Menge aller nicht-
negativen begrenzten Folgen bedeutet, werden wir anstatt X, m* schreiben und m*
halten wir fiir den metrischen Raum mit der Metrik g*

e*({a,}7, {ba}7) = sup (a, — b)) 4

Wenn X die Menge aller auf T definierten nichtnegativen begrenzten Funktionen
bedeutet, werden wir anstatt X, M* schreiben und M* halten wir fiir einen metrischen
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Raum mit der Metrik ¢*
e*(x, y) = aup [ x(t) — ¥() |

' Satz 1. {(S:, 09} (te T) sei ein System von metrischen Raumen S bedeute das
karksische Produkt der Mengen S,. Es gehore die Funktion ¢/(s(t), s'(9) fiir jede
zwei Punkte s, s' zu X. A sei in Funktional mit der Eigenschaft V, definiert auf X.
Dann ist die Funktion o(s, s') = A[e,(s(¢), s'(¢)] eine Metrik auf S.

Bemerkung. Die Bezeichnung (S, 0) wird im Weiteren die gleiche Bedeutung
haben, wie im Satz 1,1.-

Beispiel 1. Die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes sind z. B. dann
erfiillt, wenn X eine Menge aller nichtnegativen begrenzten auf T definierten Funk-
tionen ist und {(S,, )} (t€T) ist ein solches System von metrischen Raumen,
fiir welches die Funktionen ¢,(s(?), s'(?)) (s, s’ € S beliebig) in X gehodren. Das stellt
sich z. B. dann ein, wenn sup #(S,) < + o (d(S,) bedeutet den Diameter des
Raumes S,).

Beispiel 2. Wenn X eine Menge aller nichtnegativen auf T' definierten Funktionen
ist, kdnnen wir fiir {(S,, 0,)} (¢ € T) ein beliebiges System von metrischen Riumen
nehmen.

2. Der Zusammenhang der Riume (S, ¢) mit Frechetischer Metrik

; Weiter verwenden wir folgenden Hilfsatz.

Lemma 2.1. A sei ein Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf X. Fiir die
Folge {d™}?, ad™ e X (n = 1,2,...) gelte lim A [a™] = 0. Dann ist fiir jedes te T
lim a™(t) = 0
Sl

Beweis. Beweisen wir indirekt. Die Behauptung des Lemma gelte nicht z. B.
fiir t = t,. Dann existiert C> 0 und die aus der Folge {a"(t,)}¥ ausgewihlte
Folge {a™)(to)};-, derart, daB a™(t)) = C (k = 1,2,...). Bilden wir die Folge
{p™(1)}% ; so dass b™(r) = Ofiir ¢ + 1o und 6™ (1,) = a("")(to). Aus der Monotonie
des Funktionals 4 folgt 4 [6“*(r)] = C; > 0, wo C, der Wert des Funktionals 4
auf der Funktioh ist, deren Wert im Punkt ¢, gleich C ist und alle ihre anderen

Werte gleich Null sind. Aus der Monotonie von A4 folgt weiter A[a™] = A[6™] =
2 C; > Oalso konvergiert die ausgewdhite Folge {4[a™7]}{2, der Folge {A[a""]}‘”
nicht zu Null. Dies ist aber im Widerspruch mit der Voraussetzung des Lemma.

Bemerkung. Das oben angefilhrte Lemma kann vollkommen analogisch fiir
Folgen der Type {a*™ ™}y ,-, bewiesen werden.

© Satz 2.1. A sei ein auf s* definiertes und im Punkte {0}y stetiges Funktional.
{(5k, @)}x=y Sei eine Folge von metrischen Riumen. Dann ist die mit Hilfe des

24



Funktionals auf dem kartesischen Produkt dieser Raume geblldete Metnk 1] iqm-'
valent mit der Frechetischen Metrik.
Beweis. Bezeichnen wir die Frechetsche Metrlk auf dem Produkt S mit dem
Zeichen g*, so daB .
= ‘ 1 Qn(ans bll) )
*(a, b) = _ T
. (a ) n;l 2'l 1 + Qn(ana bn)

wo a = {a,}7, b = {b,}7, a,, b,€S, (n=1,2,..).

Erinnern wir weiter an die bekannte Tatsache, daB die Folge {{a!™}= }%.,
der Elementen S in der Metrik o* dann und nur dann zum Element {a,} konverglert
wenn fiir jedes £ = 1,2,3... lim g, (a{™ > ) = 0.

Es konvergiere also die Folge {{a{™};>.,}>_, zum Element {4,}? im Sinne der
Frechetschen Metrik. Das heiBt, daB

lim g, (a{, @) =0 (k=1,2,..).
Aus der Stetigkeit des Funktionals 4 in {0},%, folgt, daB lim A[g,({™, a)] = 0
also lim o({a{™};”;, {@};%,) = 0. Das heiBt jedoch, daB {{al'}{>,}®_, im Sinne

der Metrik ¢ zu {a,};>, konvergiert.
Die umgekehrte Bezichung zwischen den Konvergenzen im Sinne der Metrik g,
o* folgt sofort aus dem Lemma 2.1.

3. Die Vollstindigkeit des Raumes (S, o)

In der Arbeit [1] war folgender-Satz bewiesen worden.

Satz 3.1. A sei ein Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf M* und stetig -
in x(f) = 0. {(S,, ¢)} (teT) sei ein solches System von metrischen Riumen, daf
sup d(S,) < co. Es exsitiere ¢ > 0 derart, dap fiir jede Funktion ae M* A[a] =

teT

2 csup a(t) ist. Dann ist der Raum (S, ¢) dann und nur dann vellstindig, wenn alle
teT

Rdume (S,, Q,) (t € T) vollstindig sind.

Fiir den Fall, daB das Funktional 4 auf der Mengen allen reellen Funktionen
definiert ist, filhren wir hier den analogischen Satz an. Es ist nicht nétig hiér iiber
die metrischen Raume (S,, ¢,) (¢ € T) einige Voraussetzungen zu machen. Uher das
werden wir voraussetzen, daB es in der Funktion identisch’ gleich Null stetig ist, Vom
Funktional 4 damit meinen wir dieses: {a™(f)}3, ist eine Folge der Elemente aus
S'und wenn fiir jedes # € T lim a™(¢) = 0 ist, dann lim A[a™] = 0.

R=+ 0 B~

Satz 3.2. {(S,,0)} (teT) sei ein System von metrischen Rdaumen, A sei ein
Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf der Menge aller nichtnegativen Funktionen
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definierten auf T. A sei stetig in der Funktion identisch gleich Null. Dann ist der
Raum (S, ¢) vollstindig. .

Beweis. {s™}.; sei eine Cauchysche Folge der Elemente aus S. Also
Afo(s™(f), s”(1))] - 0 fiir m, n > co. Auf Grund der Bemerkung nach dem
Lemma 2.1 folgt daraus, daB fiir jedes ¢ € T ist g,(s"(¢), s*(#)) > 0 wenn m, n — co.
Das bedeutet, daB jede der Folgen {s™(to)}s% , (f, € T) eine Cauchysche Folge ist. Nach
© der Voraussetzung des Satzes existiert lim s™(z,) = sy, also lim g,,(s™(t;), 5,,) = 0.

Wenn wir jetzt s so definieren, daB s(¢,) = s,, fiir jedes #, € T ist, und wenn wir
erwigen, daB das Funktional A stetig ist in der Funktion identisch gleich Null,
erhalten’ wir
lim o(s™, 5) = hm Alo(s™(®), s()] =0
Damit ist der Beweis beendet.

Aus der Vollstindigkeit des Raumes folgt auch in diesem Falle die Vollstandigkeit
eines jeden der Raume (S,, ¢,) (t€ T) sogar unter schwicheren Voraussetzungen
iiber das Funktional wie im Satz 3,2.

- Satz 3.3. A sei ein Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf der Menge aller
reellen Funktionen und stetig in der Funktion identisch gleich Null bei der durch gleich-
madssige Konvergenzen gegebenen Topologie. (S, ) sei ein vollstindiger Raum. Dann
ist jeder der Rdume (S,, 0,) (t € T) vollstindig.
~ Beweis. (S, @) sei ein vollstandlger Raum, es sei t,e T. {s(") oy sei eine
Cauchysche Folge von Elementen aus S, . Definieren wir die Folge {s™}7 der
Elemente aus S derart: Wihlen wir fiir ¢ + ¢, die Elemente s, fix und firn = 1, 2, .
bezeichnen wir s™(f) = s,. Fiir ¢ = t, bezeichnen wir s®(t;) = s. Da fiir ¢ + to
2(s™(®), s™(2)) = 0 ist und fiir t = 75 @,(s(t,), s (t,)) konvergiert bei m, n — oo
zu Null, die Folge reeller Funktionen g,(s™(z), s™(f)) konvergiert mit Hinsicht
auf te T gleichmaBig zu der Funktion identisch gleich Null. Aus der Voraus-
setzung des Satzes iiber das Funktional 4 erhalten wir dann

Alo(s™(®), s"™())] = o™, s™) >0  (m,n—> )

also existiert s S derart, daB o(s™, s) — 0 daher s™(t,) — s(t,).
Der folgende Satz ergédnzt im gewissen Sinne die Satze 3.1 und 3.2.

Satz 3.4. {(S,, 0)} (t€ T) sei ein System metrischer Riume und {(S,, @)} (t € T)
séi ein System vollstindiger Hiillen dieser Riume. A sei ein Funktional definiert auf
die Menge aller auf T definierten nichtnegativen Funktionen und sei stetig in der
Funktion identisch gleich Null bei der durch gleichmd fige Konvergenz gegebenen
Topologie. (S, o) resp. (S, ¢) sei ein mit Hilfe des Funktionals A und des kartesischen
Produktes der Mengen S, resp. S, gebildeter metrischer Raum. Dann ist (S, Q) eine
vollstindige Hiille des Raumes (S, o).
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Beweis. Nach Satz 3.3 ist (S, @) ein vollstindiger Raum. Es geniigt zu zeigen,
daB S in (8, o) eine dichte Menge ist. Es sei x € S, es sei ¢ > 0. Aus der Stetigkeit
des Funktionals 4 in der Funktion identisch gleich Null folgt, daB & > 0 derart
existiert, daB fiir xe X, sup [ x()] <6, A[x] <e ist. Da (S,, e) (teT) vol-

stindige Hiillen der Raume (S,, 0,) sind, existiert fiir Jedes teT, x, eS derart,
daB ¢,(x(9), x,) < /2.
Schreiben wir x(f) = x, fiir te T. Ersichtlich ist sup g,(x(z), x()) < 8, also ist
teT

o(x, x) < &. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

4, Separabilitit des Raumes (S, o)

Wenn (S,, ¢,), (t € T) separable Raume sind und A-ein beliebiges Funktional mit
der Eigenschaft V ist, muB (S, ¢) kein separabler Raum sein. Dies ist ersichtlich aus
dem Beispiel (siehe [1]) in welchem (S,, ¢,) (n = 1,2, ...) metrische Raume sind,
S, = {0, 1}, g, ist die Euklidische Metrik. Das Funktional A definieren wir auf
den Raum m* so, daB wir fir a = {a;};2, e m* A[a] = sup o setzen. Dieses

1=1,2...
Funktion ist im Raume m* sogar stetig. Im Raume aller begrenzten nichtnegativen
Folgen bei der Frechetschen Metrik ist es jedoch nicht stetig. Fiir das bei der

Frechetischen Metrik stetige Funktional A4 gilt folgender Satz:

Satz 4.1. (S,, 0,) (n = 1,2,3,...) seien separable metrische Rdume, das Funk-
tional A definiert auf s* sei stetig in {0}y . Dann ist (S, @) ein separabler metrischer Raum.

Fiir spezielle Typen von Folgen metrischer Rdume geniigt es die,Stetigkeit des
Funktionals 4 im Raum m* vorauszusetzen.

- Satz 4.2. A sei ein auf m* definiertes und in {0}y stetiges Funktional. (S,, g,)
(n=1,2,...) seien separable. Rdume und es sei lim d(S,) = 0. Dann ist (S, ¢) ein

n—w

separabler Raum.
Beweis. M, (n = 1,2, ...) sei eine abzdhlbare dichte Menge in S,. Es sei x° =
== {ﬁ,?},‘f:leS. Setzen wir B, = M, x M, x M, x {&p+1} X oo X {Eean) X oo

B = U B, ist ersichtlich eine abzahlbare Menge. Zeigen wir, daB B in (S @) dicht

ist. Es sei yo = {ny}iz1€S es sei 6> 0. y = {n,}7 € B sollen wir so kostruleren
daB o(y,y°) <& Da A stetig ist in {0} (mit qus1cht auf den Raum m*)
existiert zu der Zahl ¢ > 0 die Zahl 6 > 0 derart, daB fiir jede Zahlenfolge {J,};’,
8,20, sup 0, < 0 gitt A[{5,}7] < &. Zu der Zahl & > 0 finden wir n, derart,

n=1,2

daB fiir n > no 6(S,) < 6/2 sein wird. In den Mengen M; (i = 1,2, ..., n;) wihlen
wir die Elemente &; so, daﬁ 0d&md) <d/2 G =1,2,...,n). Fiir n £ n, setzen
Wll' "n = én und fur n> Ry Ny = én Dann ISt Y= {"n}l EB»Qn(”n’ nn) - Qn('lna cn) <
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< 6/2 fir n < n, und g1, 1) = 0,12, é,,) < 6/2 fir n> no Also st
SUP 01(1n 1) <.8, e(r, o) = A[{e.(m,, ma)}7] < &.. ¥

Als Aphkatlon des vbr_hergehenden Satzes fiihren wir folgendes Beispiel an.
(S,, @) (n = 1,2, ...) seien Intervalle 0, 3n) auf der Zahlenachse mit Euklidischer

Metrik. 4 sei definiert in der Menge aller reellen Folgen {&,} fiir welche Y &7 < + oo
’ 1

ist. Der Raum (S, g) ist der Hilbertsche Quader. Leicht stellen..wir die Erfiillung
der Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes fest und erhalten so auf dieser
Grundlage den Beweis des bekannten Ergebnisses, daB der Hilbertische Quader
separabel ist. ~

‘Fiir einen vollkommen allgemeinen Fall kann bewiesen werden, daB die Separa-
bilitit der Raume (S,, g,) (€ T) eine notwendnge Bedingung fiir die Separablhtat
des Raumes (S, g) ist. :

Satz 4.3. {(S;, ¢,)} (¢t € T) sei ein System metrischer Riume. A sei ein Funktional
mit der Eigenschaft V definiert auf X und fiir jedes s, s' € S gehore die Funktion
e(s(?), s'(?)) zu X. Es sei wenigstens einer der Riume (S,, o,) nicht separabel. Dann
ist (S, @) nicht separabel.

Beweis. (S, 0,,) sei nicht separabel. Zeigen wir, daB wenn M = {a¥), a®,
...a™, ...} eine beliebige abzihlbare Menge von Elementen aus S ist, dann existiert
6 > o und ein Punkt X = x(f) e S derart, daB o(x,a™) =6 (n=1,2,...) M sei
eine solche Menge. Da (St,, ¢,) nicht separabel ist, existiert d’ > 0 derart, daB
fir die beliebig abzihlbare Menge M,, = S,, das Element 7,,€S,, so existiere,
daB g,(t,, M,) = &. Setzen wir ]etzt M = {aVt,), a®Ato), .. } Dann ist
01o(T1os M,,) > &'. Es existiert also in M, das Element o,,, derart, daB ¢,(t,,, 0,,) =
= ¢” > 0. Definieren wir jetzt die Funktion r(¢) derart: r(f) = 0, wenn ¢ # ¢, und
7(ty) = @4,(T4, 0;,)- Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt, daB r() e X und
ersichtlich 6 = A[r(#)] > 0. Definieren wir jetzt die Funktion x so: fiir 7 % t,
wiahlen wir x(f) € S, beliebig und fiir ¢ = 1, setzen wir x(t;) = 7,,. Auf Grund der
Monotonie des Funktionals 4 erhalten wir fir n = 1,2, ...

0@, x) = A[o(a®(t); x(1)] 2 A[r(1)] = 5 > 0

5. Der Raum (S, ¢) und die Eigenschaft S,

(¥, o) sei ein metrischer Raum. Wir werden sagen, daB die Menge E < Y die
Eigenschaft S, hat, wenn 6 > O derart existiert, daB die Menge der Entfernungen
D(E) der Menge E den Intervall {0, 6) enthilt. Im speziellen Fall, wenn Y =
= (— 00, o0) und é eine Euklidische Metrik ist, stimmt die Eigenschaft mit der Eigen-
schaft S, iiberein (siche [2]). Zeigen wir im weiteren, daB wenn die Mengen
E,c S, (teT) in den metrischen Rdumen (S,, go,) die Eigenschaft S, haben, dann
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hat unter einer gewissen Voraussetzung iiber das Funktional 4 (welche sehr an die .
sog. Darbouxische Eigenschaft der Funktion einer reellen Verdnderlichen erinnert)
auch das kartesische Produkt dieser Mengen im Raume (S, g) die Eigenschaft Sj.
Formulieren wir das fiir den Fall des auf M* definierten Funktionals.

Satz 5.1. (S,, o,) (t € T) sei ein System von metrischen Riumen und fiir jedes s,’s' € S
sei o,(s(7), s'()) € M*. A sei ein auf M* definiertes Funktional, habe auPer der Eigen-
schaft V noch folgende Eigenschaft: Wenn A [x(t)] = o« und 0 < B < a, dann existiert
¥(&) £ x(t) derart, dap A[y(t)] = B.

E, = S, habe die Eigenschaft S, (im Raume (S,, ¢,). Dann -hat das kartesische
Produkt E < -S dieser Mengen die Eigenschaft S; im Raum (S; g).

Beweis. d,(t € T) seien solche positive Zahlen, daB D(E,) den Intervall (0 5,)
enthilt. Bilden wir die reelle Funktion r(¢) so, daB} wir r(¢) = J, (¢ € T) setzen. Dann
ist r(f)e M* und setzen wir & = A[r(f)], also ist 6 > 0. Nach der Voraussetzung

- iiber das Funktional 4 wenn ¢’ < § ist, existiert dann p(f) < r(¢f) derart, daB -
A[p(1)] = &'. Fiir jedes t € Tist p(f) < , und weil E, die Eigenschaft S, hat, existiert
u,, v, € E, so, daB ¢,(u,, v,) = p(t). Definieren wir jetzt die Funktion u(f), v(f) so,
daB wir u(f) = u,, v(t) = v, setzen. Dann gehoren die Funktionen u(f), v(f) in das
kartesische Produkt der Mengen E, und o(u(?), v(¢)) = A[e(u,, v)] = A[p(t)] =0
Damit ist der Satz bewiesen.

6. Der Raum (S, ¢) und die Produkttopologie
In der Arbeit [3] war folgender Satz bewiesen worden. )
Satz A. S = [[ S, sei ein topologisches Produkt (mit der Produkttopologie) der
" teT

Hausdorffschen Riume S, (t € T) wobei jeder Raum S, wenigstens zwei Punkte enthdlt.
S ist dann und nur dann separabel wenn jeder der Rdume S, separabel ist und
card T < c (c ist die Mdchtigkeit des Continuum). Es entsteht die natiirliche Frage,
welche Beziehung zwischen der Produkttopologle 17, und der Topologie 7, welche
durch das Funktional 4 auf dem kartesischen Produkt X S, gebildet wurde besteht.

teT
Es ist leicht zu zeigen, daB 1, < 7,. Es geniigt zu zeigen, daB U(V,,) € 7,. Dabei

bedeutet U(V,,) ein Element der Base der Topologie t,, U(V,,) ist die Menge aller
jener x = x(f) € S, fiir welche gilt: wenn ¢ = ¢, dann x(¢,) € ¥,, (V,, ist eine offene
Menge des Raumes S,) und fiir # + ¢, ist x(f) € S,. Bilden wir das Komplement
CU(V,) der Menge U(V,,), es sei a™ e CU(V,,)), a™"—» a(n = 1,2,...) (im Sinne
der Metrik). Dann a'(¢,) ¢ V,, also a™(¢,) € CV,, und so ist auf Grund des Lemmas
2,1 a(t)) e CV,,, also a = a(t) e CU(V,,) also ist CU(V,,) eine abgeschlossene Menge,
in (S, ¢), also ist U(V,,) € 1,. Die Produkttopologie und die durch das Funktional 4
gebildete Topologie stimmen im Algem( inen nicht ubercm Dles 1st z. B. an folgendem
Beispiel ersmhthch
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Beispiel. Es sei T = {1,2,3...}, S; = 0, 1) fiir jedes te T. A(x) = sup x(t)
teT
fiir jede nichtnegative begrenzte Funktion. Die Konvergenz im Raume (S, g),
welche mit Hilfe dieses Funktionals gebildet wurde ist gleichmaBig in Bezug auf die
Koordinaten, wahrend in der Produkttopologie dies nur eine Konvergenz in Bezug
auf die Koordinaten ist.
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O jednej triede metrickych priestorov
T. Neubrunn a T. Salat
Vytah

Nech T je mnoZina a (X;, ¢,) (t € T) systém metrickych priestorov. Ak funciondla A4 definovand
na (vhodnej) mnoZine Y nezapornych realnych funkcii je nezdpornd monotonnd subaditivna a na-
dobudajuca nulovi hodnotu na funkcii identicky rovnej nule a len na tejto.funkcii, potom na
kartézskom sucine S mnozin S, mozno definovaf metriku (s, s) = Ao, (s(t), s'(t)]. V [1] bol metricky
priestor (S, ) pouzity pri §tudiu istych metrickych priestorov patriacich k priestorom s mierou.
V tejto prici sa vySetrujui rdzne vlastnosti priestoru (S, ¢) (napr. separabilita, iplnost) a ich vzfah
k zodpovedajticim vlastnostiam priestorov (S,, ¢,). Vy3etruje sa vzfah topologie danej metrikou ¢
a produktovej topologie. Ak T = {1, 2, 3, ...} $tuduje sa vzfah metriky o k Frechetovskej metrike.

0G opHOM KiIacce MeTpHMYECKHX HPOCTPAHCTB

T.Hey6pyun u T.Ilanart

Pe3ome

. Hycts T HekoTOpOE MHOXECTBO H (X,, @) (€ T) cuCTeMa METPUYECKUX IpocTpaHcTs. Ecmm
A QYHKIMOHANH OUpEHeNeHHbIM Ha (OAXOASALIEM) MHOXECTBE HEOTPHMLATE/IBHBIX BellleCTBEHHBIX
¢$yHKIMIY M eClIM OH HEOTPHUATENBHBI MOMyaauTHIBHBIA ¥ obpalarommiicss B Hy/ib Ha QyHKIMH
‘TOXAEHTBEHHO HYJIEBOH M TOJBKO HA 3TOM GyHKUMH, TO HA npomnenem S MHOXECTB S; MOXHO
onpenemuts Metpuky (s, s') = Afg,(s(r), s())] Mertpuseckoe npoctpatcTso (S, ¢) 6uut0 B [1]
H3M0JIb30BAHO K H3YYEHHIO HEKOTOPBIX METPHYECKMX IPOCTPAHCTB IPHHALJIEKAIUX IPOCTPAHCTBAM
¢ Mepoit. B nacrosme#t paGoTe m3yyaroTcs CBOHCTBA MPOCTpaHCTBA (S, @) ¥ MX OTHOIIEHHE K CBOM~
CTBaM NPOCTPAHCTB (.S',,e,). (Taxk Hamp. nonHOTA (S, @) ¥ CBA3B C MOMHOTOM mMPOoCTpaHcTB (S, @)
K T. I1.) [Jajiee n3y4aeTcs CBA3b TONOJIOTHH ONPENEIEHHON METPHKOM ¢ C IPOAYKTOBOM TONONOrHeH
mBcnysae T = {1,2,...} cBa3b @ c MeTpukoit Opeme.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, '12., 1065]

ACTA FABUI.TATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. IIL. MATHEMATICA XiIl. 1965

Uber die Existenz der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung im komplexen Gebiet, welche den
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten iihnlich sind

| V. SEDA

In der Arbeit ist die Existenz der Differentialgleichungen y” = Q(x) .y bewiesen, deren Lo-
sungen Nullstellen mit dhnlichen Eigenschaften haben, wie die Losungen der Gleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Man verwendet hierbei eine hinreichende Bedingung der Einwertigkeit

der analytischen und in der reduzierten Umgebung des Punktes O unbeschrinkt fortsetzbaren
Funktionen. ,

Erwagen wir die Differentialgleichung

Y= 0(x)y, )

O(x) ist eine holomorphe Funktion im einfach zusammenhédngenden Gebiet T,
o ¢ T. In der Arbeit [1] wurde die Differentialgleichung (1) untersucht, welche die
Eigenschaft s/ hat, was der Einfachheit halber folgendes bedeutet: Zu jeder Losung u
dieser Gleichung existiert eine linear unabhingige L6sung v derselben Gleichung
derart, daB die Funktionen %, v’ wie auch die Funktionen ', v gleiche Nullstellen
mit derselben Vielfachheit haben. In [2] ist die Teilung der Gleichungen (1) mit der
Eigenschaft o/ in 4 Arten gegeben. Die Gleichungen (1) mit der Eigenschaft o/ 1.
und 2. Art wurden in der Arbeit [1] untersucht. Es ist das Ziel der vorliegenden
Arbeit zu zeigen, daB Differentialgleichungen (1) mit der Eigenschaft & 3. und 4.
Art verschieden von den Differentialgleichungén mit konstanten Koeffizienten
existieren. Als Teilergebnis ist hier eine hinreichende  Bedingung dazu angefiihrt,
daB die analytischen und unbeschriankt fortsetzbaren Funktionen in der reduziertén
Umgebung des Punktes O univalent seien.

Vor allem bemerken wir, daB die Differentialgleichung (1) mit der Eigenschaft & 3.
Art (4. Art) ist, wenn wenigstens eine ihrer Losungen u existiert, welche zusammen
mit der ersten Ableitung u’ wenigstens eine Nullstelle hat und keine Losung u dieser
Gleichung existiert (eine Losung u existiert) welche mehr als eine Nullstelle hat.
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Aus dem Satz 1 der angefiihrten Arbeit [1] kann man mit Hilfe der in dem
Beweis der Satze 4, 6 und 7 in [1] verwendeten Erwagungen, die notwendige und
hinreichende Bedingung dazu beweisen, daB die Differentialgleichung (1) die Eigen-
schaft of der 3. (4.) Art habe. Dazu ist es notwendig die Differentialgleichung

—{z,x} = Q) @

einzufiihren, in welcher das Symbol {z, x} = 1/2 z"(x)/z(x) — 3/4 (z"(x)/z'(x))? die
Schwarz’sche Ableitung z nach x bedeutet. ‘

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, daf die Differential-
- gleichung (1) die Eigenschaft s/ 3. Art (4. Art) habe, ist, daf} eine Losung z(x) der
Differentialgleichung (2) existiere, welche folgende Bedingungen erfiillt:
1. z(x) ist eine ein-eindeutige (z(x) ist nicht eine ein-eindeutige) meromorphe Funk-
tion im Gebiet T.
2. Wenn H, das Wertebereich der Funktion z(x) und H, das Wertebereich der
Funktion t(x) = z(x) — 22'%(x)/z"(x) ist, ist H, n H, + ( und daf die Abbildung F
des Gebietes H, auf das Gebiet H, definiert durch die Beziehung

F [2(0)] = 2z(x) — 22"%(x)/z"(x) (3)
diese Eigenschaften habe:

a) F bildet das Gebiet H, konform auf das Gebiet Hz ab

b) hat keinen festen Punkt in H, und

C) es existiert analytische Fortsetzung F, der Funktion F im Gebiet H, U H,,
welche I;{1 U H, ein-eindeutig auf sich abbildet und die Identitit Fy = F' erfiillt,
wo F{' die zu der Funktion F, inverse Funktion bezeichnet.

Aus [2] ist bekannt, daB die hinreichende Bedingung dazu, daB die Glelchung 4))
mit der Eigenschaft & 3. Art (4. Art) einen konstanten Koeffizienten habe, ist, daB
die Abbildung F, welche in der Beziehung (3) auftritt, eine linear-gebrochene sei.
Dies ist aber auch eine notwendige Bedingung.

In der Tat formen wir die Schwarz’sche Ableitung der Funktion #(x) = F[z(x)].
Es ist —{t, x} = —{F, z2(x)} 2%(x) — {z, x} = —{F, z(x)} 2'*(x) + Q(x).

_Andererseits, auf Grund des Lemma 7, [1], ist —{z, x} = O(x) — {J Qdx, x}.
Durch Vergleich folgt
- {F, z(x)} 2*(x) = {| Q dx, x},

woraus Q(x) = const impliziert {F, z(x)} =0, d. h. F ist eine hnear—gebrochene
Transformation.
Es gilt also der Anhang.

Anhang Ilea Satyes. 1. Die Dz_ﬂ”erenttalgletchung (1) mit der Eigenschaft oA 3. Art
(4. Art) hat gerade dann einen konstanten Koeffizienten, wenn die Abbildung F ge-
geben durch die pezkhmg (3) eine linear-gebrochene Transformation ist.
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Wir sehen, daB zu jeder Differentialgleichung (1) mit der Eigenschaft o 3. Art
(4. Art) eine konforme Abbildung F mit den Eigenschaften a)—c) existiert, wobei .
H, n H, + (. Aus den Eigenschaften b) und c) folgt, daB o

d)'F, in H, v H, keinen festen Punkt hat.

Die Losung z(x) der Differentialgleichung (2) geniigt dann der Differential-
gleichung (3). Fiihren wir noch an, daB die Funktion z(x) als Losung der Differential-
gleichung (2) auch die Eigenschaft hat: ’

3. z(x) ist lokal-ein-eindeutig in T ([1], Seite 34). Umgekehrt, sei die konforme
Abbildung F mit den Eigenschaften a)—d) gegeben und es existiere die Ldsung z,(x)
der Differentialgleichung (3), welche die Bedingungen 1.—3. erfiillt, wobei T ein
einfach zusammenhingendes Gebiet, oo ¢ 7, ist. Dann ist die Funktion Q,(x) =
= —{z;,x} im Gebiet T holomorph ([1], Seite 46) und auf Grund des Satzes 1
hat die Differentialgleichung )

Y'=0,xy ) 1)

die Eigenschaft &/ 3. Art (4. Art). Weiter gilt aus Lemma 5, [1], daB, wenn die
Funktion z,(x) jeden ihrer Werte gerade in einem Punkte (in unendlich vielen
Punkten) annimmt, hat jede Lésung der Differentialgleichung (1°) mit einer Nulistelle
gerade eine Nullstelle (unendlich viele Nullstellen). Wenn F keine linear-gebrochene
Transformation ist, Q,(x) % const. Die Existenz der Differentialgleichung (1) mit
der Eigenschaft &/ 3. Art (4. Art) hangt also von den Eigenschaften der Losungen
der Differentialgleichung (3) ab. Deshalb werden wir diese Gleichung erwégen.
F(z) sei eine holomorphe Funktion im Gebiet H,, o ¢ H, und es sei F(z) — z % 0,
ze H,. Daraus folgt, das jedes Element der Losung z(x) der Differentialgleichung

F(z) = z — 22'%2" ' 3)
schlicht ist. Sein inverses Element geniigt nach [1], Seite 48, der Differentialgleichung

x"—T(-z)?.'—__?x'=O 3 @
Fiir diese Gleichung gilt der Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit der durch die
Anfangsbedingungen gegebenen Losung. Weiter gilt, daB jede Losung x(z) der
Gleichung (4) eine analytische und unbeschrankt fortsetzbare Funktion im Gebiet H;
ist. Aus der Form dieser Gleichung ist ersichtlich, daB x(z) entweder konstant ist -
oder sie besteht nur aus schlichten Elementen. Das inverse Element jedes Elementes
der nicht konstanten Ldsung x(z) der Gleichung (4) geniigt der Gleichung (3) und
weil die inversen Elemente der Kette schlichter Elemente eine Kette bilden, bilden
die inversen Elemente der Lésung z(x) der Gleichung (3) eine nichtkonstante Ldsung
x(z) der Gleichung (4) und umgekehrt sind die inversen Elemente der nicht-konstanten
Losung x(z) der Gleichung (4) die Losung z(x) der Gleichung (3). Die Losung z(x)
ist gerade dann eindeutig, wenn x(z) einwertig ist. ) '
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. Weil - {x,z} = (x"/2x) — (x"/2x')> und (1/(F(z) — 2))’ — (f/(F(z) -2} =
= —F'(2){(F(z) — z)?, ist jede nichtkonstante Losung der Dlﬁ‘erentlalglexchung C)]
“auch die Losung der Gleichung

fx, 2} = ——F—(?)—; )
, (Fz) — 2)

Die Gleichung (5) hat aber auch weitere Losungen, welche die Gleichung (4) nicht
erfiillen. Wenn x,(z) eine Losung der Differentialgleichung (5) ist, dann kann jede
Losung x(z) dieser Gleichung in der Form h[x,(z)] geschricben werden, wo & eine
linear-gebrochene Transformation ist. Deshalb, wenn eine Losung dieser Gleichung
einwertig, eindeutig (unendlich vieldeutig) ist und ihr Wertebereich mit dem Ein-
heitskreis konform aquivalent ist, dann haben alle Losungen dieser Gleichung diese
Eigenschaft. Weiter erhalten wir daraus, daB alle Losungen der Gleichung (5) unbesch-
riankt fortsetzbare Funktionen im Gebiet H, sind, wenn wir ihre Elemente nicht als
Potenzreihen, sondern im in [3], Seite 239, angefiihrtem Sinne verstehen. Wenn wir die
Bezichung zwischen den Losungen der Gleichung (3) und denen der Gleichung (4)
erwagen, erhalten wir den Hilfsatz 1.

Hilfsatz 1. F(z) sei eine holomorphe Funktion im Gebiet H,, o ¢ H,, und es sei
F(z) — z+ 0 fiir ze H;. Dann gilt: Die notwendige und hinreichende Bedingung
dazu, daf jede Liosung z(x) der Differentialgleichung (3) eine holomorphe Funktion
in irgendeinem einfach zusammenhdngenden Gebiet T, welches mit dem Einheitskreis
konform dquivalent ist, das Gebiet T, auf das Gebiet H, abbildet, eine lokal ein-ein-
deutige Funktion ist und jeden ihrer Werte gerade in einem Punkte (in unendlich vielen
Punkten) des Gebietes T, annimmt, ist, daf} eine Lisung x(z) der Differentialgleichung
(5) existiert, welche einwertig, eindeutig (unendlich vieldeutig) im Gebiet H, ist und
deren Wertebereich ein einfach zusammenhdngendes Gebiet konform dquivalent mit
dem Einheitskreis ist.

. Bemerkung. Wenn H, = H, ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet
ist, dann ist die Losung x(z) der Gleichung (5), welche in H, einwertig ist, eindeutig
m H,, wie das aus dem Monodromiesatz folgt.

Erwigen wir jetzt die im Kreis | {| < 1 ein- emdeutlge holomorphe Funktion
z = f{{) mit der Eigenschaft f(0) = 0. P sei das Gebiet 0 < |[{| < 1 und H, =
= f(P). H, ist ein zweifach zusammenhangendes Gebiet und oo ¢ H,. Auf diesem
Gebiet ist die Funktion

F@) = f[-f @] ' (6)

definiert, in welcher { = f~'(z) die inverse Funktion der Funktion ' f(©) ist. Die
Funktion F(2) hat folgende Eigenschaften:
1. Sie bildet das Gebiet H, konform auf sich selbst ab.
_2. Sie ist identisch mit ihren inversen Funktion F~'(2), F(z) = F~!(z2) fiir ze H,,
3. F2)—z+0,ze H,.
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Sie erfiillt also die Bedingungen a)—d) im Satz 1, wenn wir das Gebiet H, dem Geblct
H, gleichsetzen.
Es gilt der Hilfssatz 2.

Hilfssatz 2. Die Funktion z = f({) habe alle oben angefiihrten Eigenschaften und
die Funktion F(z) sei mit der Beziehung (6) gegeben. Es sei q({) = {f({), {}. Dann hat
die Differentialgleichung (5) die Lisung x(z), welche im Gebiet H, einwertig und
unendlich vieldeutig ist und deren Wertebereich ein einfach zusammenhdngendes Gebiet
ist, konform dquivalent mit dem Einheitskreis, gerade dann, wenn die Differential-
gleichung 1

x, 0= (-0f () ——————+ 7
0 =100 G+ 9O )
eine -Losung mit demselben Eigenschaften, aber im Gebiet P, hat. .

Beweis. x(z) sei die Losung der Differentialgleichung (5). Bilden wir eine zu-
sammengesetzte Funktion x;({) = x[f({)]. Aus der Formel fiir die Schwarz‘sche
Ableitung der zusammengesetzten Funktion erhalten wir, daB x,({) eine Losung
der Gleichung 1

f e il ’[f (C)] 12
| 8= e -sep T O
1st.

Da aber F[ ()] = A(—0), FAD] = —f(=0/f (), daher ist die letzte Gleichung
die Gleichung (7). Umgekehrt erhalten wir, daB, wenn x,({) eine Lésung der Gleichung

(7) ist, die Funktion x(z) = x,[f~'(z)] ist wieder eine Losung der Differential-
gleichung (5). Daraus erhalten wir mit Riicksicht auf die Ein-eindeutigkeit der
Funktion f({) die Behauptung des Hilfssatzes. Wir bemerken noch, daB die rechte
Seite der Gleichung (7) im Gebiet P holomorph ist.

Ein weiteres Ergebnis, welches wir beniitzen werden, kann auch selbstandlg
bestehen, deshalb fithren wir es als Satz 2 an.

Satz 2. Die Funktion p({) sei holomorph im Gebiet P: 0 < |{| < 1. Eine hin-
reichende Bedingung dazu, daf jede Liosung der Differentialgleichung

{x1, & = p(©) @®

einwertig, unendlich vieldeutig in P und ihr Wertebereich ein einfach zusammen-
hdngendes Gebiet konform dquivalent mit dem Einheitskreis sei, ist, daf

1 1
=7 (In 11

Beweis. Jede Losung x,({) der Gleichung (8) ist im vorherangefiihrten Sinne
unbeschriinkt fortsetzbar in P. Deshalb kdnnen wir sie als zusammengesetzte

Funktion 1) = d(log {) (10

Eo) -+

fir + [eP. ©)
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schreiben, wo ®(v) eine meromorphe lokal ein-eindeutige Funktion im Gebiet R:
— o0 < Re{v} < 0 ist. Wenn &(v) ein-eindeutig ist, hat x,({) alle im Satz 2 ange-
fiihrten Eigenschaften. Die Funktion ®&(v) geniigt jener Differentialgléichung, welche
wir durch die Bildung der Schwarz'schen Ableitung der Funktion x,({) erhalten.
Auf Grund von (8) und (10) gilt '

p(&) = {@@v), v} . (log {)* + {log{, {} =

1 11
= {di(v),v}.?+—47~{;7

woraus folgt, daB &(v) eine Losung der Differentialgleichung
1
@) =000 -5, f=¢ )

ist. Das Gebiet R kann konform abgebildet werden durch die Transformation

v+ 1
v—1

(12)

auf den Einheitskreis K: | w | < 1. Wenn wir die inverse Funktion der Funktion (12)
als v(w) bezeichnen, erfiillt die Funktion

{ ?,(») = ?[v(w)]
die Differentialgleichung

(@, 0} = g[o@] . v7@), 40) = o) — 5, C=¢  (13)

Hier nahmen wir in Erwédgung, daB auf Grund von (12) {v, @} = 0 ist. Die Losungen
“der Gleichung (11) sind ein-eindeutig, wenn die Lsungen der Gleichung (13) solche
sind. Eine hinreichende Bedingung dazu, daB die letzten ein-eindeutig seien, ist, daB
fiir alle w € X gelte

|q[v£m)] ()] £ : ([4], Seite 545) "~ (14)

AK

Die Bedingung (14) kann in der Form

1 3
(1 REES! 2)
geschrieben v&e;den. Der Kosinus Satz ergibt die Bezichung

v—1
lo=12—|o+1]2=4—4{p+ 1|cosy =4(1 — Re{v + 1}) =
= 4(—Re{v}) '

vER,

()] < —107(0)] = ( :

Av—=12=v+ 12’

wo y=Arg(v + 1),
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so daB 4/(Jv— 11> —|v+1 l")2 = 1/4(Re {v})* und die aqulvalente Form der
Bedingung (14) ist

. 1 _
lq(v)l =< W, veR. (15)

Durch den Ubergang zu der Verinderlichen { erhalten wir daraus die Bedingung (9).

Jetzt wenden wir uns dem Beweis der Existenz der Differentialgleichung (1) mit
der Eigenschaft of 4. Art zu, deren Koeffizient Q(x) # const. ist. Als Funktion f({)
nehmen wir die Funktion

O =+ (16)

wo die Zahl & die Ungleichheit 0 < | & | < 1/2 erfiillt. Die Funktion f({) ist ein-ein-
deutig im Kreis | ¢ | < 1, weiter f(0) = 0. P habe dieselbe Bedeutung wie vorhin
und H, = f(P). Fiir die derart gewéhlte Funktion f({) hat die Funktion F(z), gegeben
durch (6), die Eigenschaften a)—d) erwahnt im Satz 1. Zeigen wir, daB sie kein
Zweig der linear-gebrochenen Transformation ist. Es gelte das Gegenteil, d. h.
F(z) = (az + b)/(cz + d). Dann gilt

FIfOl == an

nicht nur in | { | < 1, aber auf der ganzen Ebene. Wenn ¢ = 0 (und d = 1), haben
wira(¢ + &%) + b = —{ + &(?, aber die Beziehunge(@a — ) {* + (@ + )¢ + b=0
kann identisch nicht erfiillt werden, weil ¢ & 0. Wenn ¢ % 0ist, dann hm f( ) = oo,

wihrend hm F[ f(©)] = afc, so daB auch in diesem Falle (17) 1dentlsch nicht erfiillt

’

werden kann
Weiter ist f'({) = 1 + 2e{ und {f(£), &} = —3&*/(1 + 2¢&()* so daB die Differential-

gleichung (7) die Form :
_ 2¢2 2 -

1 — 4e% 3¢ - (18)

X1
{ 1 C} 4"2 (1 + ZSC)Z
hat. Wenn wir ihre rechte Seite mit p({) be'zeichnen,rist
1 ‘ 3
Cr) - 5= e 1 p2s)
PO -z = —el (1 01207
Produkt
1 . 3
(m 1217 |20 = é(lCllnlCl)zlelz(l '+———————;)
(1—-21e)l
und lim |[{|In|{| =0, deshalb existiert eine solche positive reale Zahl gy, 8, < 1/2,
lef»o0*
S |
daB fiir 0 < | e| < & | *p() — ‘ < — ——— ist, Daraus erhalten wir durch
l 0 P( ) 4 4 (ln I{l)z ; 5 i
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schrittweisen Gebrauch des Satzes 2 und des Hilfssatzes 2, daB wenn die Funk-
tion f({) durch die Beziehung (16) bestimmt ist, ¢ erfiillt die Ungleichheiten 0 <
< |e| < &, F(z) ist durch die Beziehung (6) gegeben, die Differentialgleichung (5)
hat die Losung x(z), welche einwertig, unendlich vieldeutig im Gebiet H, ist, und
ihr Wertebereich ist ein einfach zusammenhingendes mit dem Einheitskreis konform
dquivalentes Gebiet. Der Hilfssatz 1 garantiert daraus die Existenz der Losung z(x)
der Differentialgleichung (3), welche in irgendeinem einfach zusammenhingenden
mit dem Einheitskreis konform &quivalentem Gebiet T,, oo ¢ T;, holomorph,
lokal ein-eindeutig ist, z(7,) = H, und welche jeden ihrer Werte in unendlich vielen
Punkten annimmt. Daraus folgt die Existenz der Differentialgleichung (1) in T L
mit der Eigenschaft o 4. Art, deren Koeffizient Q(x) % konst. ist.

Zeigen wir noch, wenn dariiber hinaus ¢ eine positive reelle Zahl ist, (welche
0 < & < g, erfiillt), existiert ein einfach zusammenhangendes Gebiet Toc T,, in
welchem die erwahnte Gleichung (1) die Eigenschaft o 3."Art hat. Die Funktion (16)
ist dann steigend im Intervall (—1, 1). P*(P**) sei das Gebiet P, aus welchem der
Intervall (0, 1) (Intervall (—1, 0)) ausgelassen ist und H; = f(P*), H* = f(P**).
Hf < H,, H H; sind einfach zusammenhingende Gebiete. Aus der Konstruk-
tion der Funktion F(z) folgt, daB F(H{) = H{™* Weil P* U P** = P,ist H¥ U H'* =
= H,. Gleichzeitig H{ n H{" + . Die Funktion F(z) hat im Gebiet H; alle
Eigenschaften a)—d). Nach der auf den Hilfsatz 1 folgenden Bemerkung ist die -
Lésung x(z) der Gleichung (5), welche im H, univalent ist, eindeutig in H; und
daher ein-eindeutig. Daraus folgt die Existenz der ein-eindeutigen Losung z(x) der
Differentialgleichung (3) in dem einfach zusammenhingenden Gebiet T,. Alle in
der letzten Erwdgung erscheinenden Losungen'sind Zweige der entsprechenden
Losungen, von welchen beim Beweis der Existenz der Differentialgleichung (1) mit
der Eigenschaft o 4. Art gesprochen wurde. Dies beendigt den Beweis der letzten
Behauptung. Damit ist der Satz 3 bewiesen.

Satz 3. Es existiert die Differentialgleichung (1) mit nichtkonstantem Koeffizienten,
definiert im einfach zusammenhdngenden, mit dem Einheitskreis konform dquivalentem
Gebiet T, o ¢ T, welche die Eigenschaft of 4. Art hat, wobei jede ihrer Losungen mit
wenigstens einer Nullstelle deren unendlich viele hat. Diese Gleichung in irgendeinem
einfach zusarmmenhdngenden Teilgebiet T, = T hat die Eigenschaft of 3. Art.
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O existencii linedrnych diferencidlmych rovnic druhého ridu v komplexnom obore
podobnych rovniciam s konStantnym koeficientom

V. Seda
Vytah

V praci je dokdzana existencia diferencidlnych rovnic (1) y” = Q(x) y, Q(x) =~ konst. je holo-
morfn4 funkcia v jednoducho stivislej oblasti 7, o ¢ T, s podobnou vlastnosfou ako mé rovnica (1)
s konitantnym koeficientom: Ku kazdému rieSeniu u tejto rovnice jestvuje linedrne nezdvislé rie-
Senie v tej istej rovnice tak, Ze funkcie #, v’ ako aj funkcie #’, v maji rovnaké nulové body tej istej
néasobnosti. T4to vlastnosf sa nazyva vlastnosfou & 3. druhu (4. druhu), ak dalej jestvuje aspoii
jedno jej rieSenie u, ktoré mé spolu s prvou derivaciou «’ aspoii jeden nulovy bod a ak nejestvuje
(ak jestvuje) rieSenie u tejto rovnice, ktoré ma viac ako jeden nulovy bod.

Hlavné vysledky tejto prace st zhrnuté vo vetdch:

Veta 2. Nech funkcia p({) je holomorfnd v oblasti P: 0 < | (| < 1. Postadujiccou podmienkou,
aby kaZde rieSenie diferencidlnej rovnice (8) {x;,(} = p({), kde {x, C }= zx”’/xl — 2 (xy /xl)2
bolo univalentné, nekoneéne mnohoznacéné v P a jeho oblast hodnot bola jednoducho suvisld oblast,
konformne ekvivalentnd s jednotkovym kruhom, je aby (9) | L2 p()—%1 £ 1/4n | D?] pre L €P.

Veta 3. Jestvuje diferencidina rovnica (1) s nekonstantnym koeficientom, definovand v jednoducho
suvislej oblasti T, konformne ekvivalentnej s jednotkovym kruhom, < ¢ T, ktord md vlastnost A
4. druhu, pricom kaZdé jej rieSenie s aspori jednym nulovym bodom md ich nekoneéne mnoho.  Tdto
rovnica v nejakej jednoducho sivislej podoblasti T, oblasti T md viastnost £ 3. druhu.

O cymec¢rBoBanuy JuHEHHbIX qudepeHEaTLHEIX ypaBHEHHI BTOPOro
* MOPAAKA B KOMINVICKCHON 0GJACTH HMOXOOHBIX ypPABHEHHAM

¢ IOCTOAHHBIM KO3(MpUIHEHTOM -

B.MMena

BBIBOOBL

B pa6ore moka3amo cymectBoBaHHe muddepernmansuex ypasnermit (1) y” = Q(x)y, O(x) He
NOCTOSHHAS TONOMOp(hHAs DYHKIMA B OTHOCEA3HOM 06macTh T, oo ¢ T, 06NaaromH|X CBOCTBOM
nomo6ueM cBOMCTBY ypaBHeHHA (1) ¢ mOCTOSHHBIM Ko3dbmimenTOM: IS BCAKOTO pemieHAs #
3TOro YpaBHEHMs! CYHIECTBYET JIMHEHHO HE3aBHCHMOE PEIIEHHE v TOrO e YpaBHCHHS TaK, 9T0 hyHK-
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bivii:d u,' v', nono6Ho Xax u u’ s U, HMEIOT Te Xe HYJIM TOH € KPaTHOCTH. DTO CBOKCTBO HAa3BIBAETCSH
CBOHCTBOM & 3. poza (4. pozia), ecid, KPOME TOTO, CYIIECTBYET O KpaliHeii Mepe OIHO €ro peleHne
4, ROTOPOE BMECTe CO CBOE# nepBoi NPOM3BOAHOM 4’ HMeeT X0Ts GBI OJMH Hy/Ib H eCITHa He cymeq;rnyer
(ec/ CymecTByeT) pemense # 3TOr0. ypaBHEHNs, y KOTOpOro Gonee YeM OnHMH HyJb.

I'nasuble pesynbTaThl 3TOM paboTsl crenyromme:

Teopema 2. ITycmv gynxyus p(L) 2010mopgua e 06aracmu P: 0 < ] ¢ I < 1. Jocmamounvim ycao-
6uem, YmoGvl 6caxoe péwenue Ouddepenyuarsnozo ypasnenus (8) {*1,L} = p(©), 20e {x,,L} =
= %x'l"/x'l—% (xi’/x'l)z, 6vi10 ynugasenmno, Geckomeuno mHozosHauwo 6 P u ezo obaacme
Srauenuii 6bi1a 00HOC6A3HA 06aacmb, KOHBOPMHO IKEUGAAEHMHA C eOUHUUHBIM Kpyzom, ecmo (9)

182.p(0)— 1) = 1/[4 n (|2 )?)] 045 P.

Teopema 3. Cywecmeyem dugepenyuarvroe ypasnenue (1) ¢ ne nocmoannsim ko3dduyuenmon,
onpedenennoe 8 00noceasnoii o6aacmu T, KOHPOPMHO FKEUEANCHMHOIL C eOuHUYHBIM Kpy2om, oo ¢ T,
Romopoe obiadaem ceoiicmeéom A 4. poda u ecaxoe peuierue KOmopozo ¢ OOHUM HYAbem umeem
ux GeckoneuHo MH020. Imo ypasHenue 6 HeKOmOpoii 0OHOCEA3HOI Nodobaacmu T, obaacmu T umeem
ceoiicmeo ¥ 3. poda.
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" Der Jordan-Hoéldersche Satz fiir unendliche Ketten "
in teilweise geordneten Mengen

E. GEDEONOVA

W. Felscher hat in seiner Arbeit [1] gezeigt, daB der Jordan-Holdersche Satz
fiir Gruppen aus der Theorie der teilweise geordneten Mengen folgt. A. G. Kurosch
in [3] hat mit Hilfe des Schreierschen Verfeinerungstheorems den verallgemeinerten
Jordan-Holderschen Satz fiir Gruppen in denen es keine Kompostmonsrelhe glbt
bewiesen.

In der vorliegenden Arbeit ist ein Satz der Ordnungstheorie bewiesen, aus dem
noch ein allgemeinerer Jordan-Holdersche Satz fiir Gruppen folgt. Einen dhnlichen
Satz fiir Verbande hat V. Vilhelm in [4] und J. Jakubik in [2] bewiesen. Beide
diese Sitze sind Folgerungen des in unserer Arbeit angefiihrten Satzes.

§1 Einleitende Bemerkungen

Sei (E, <) eine teilweise geordnete Menge. Sind a, b Elemente von E und gilt
weder a < b noch b £ a, so schreibe man a || und nenne a, b unvergleichbar.
Die Menge aller Elemente c € E, fiir die a < ¢ £ b, @, be E gilt, nenne man In-
tervall [a, b] in E. Wenn das Intervall [a, b] aus genau zwei Elementen besteht,
so schreibe man a A b un man heiBe ]a, b] A -Intervall. Sei a, beE,a < b..

Die Kette der Elemente x € E, fiir die a £ x £ b gilt, heiBe man Kette zwischen
den Elementen a, b. Eine Kette K zwischen a, b € E heiBt maximal, wenn sie kein
echter Teil einer anderen Kette zwischen a, b € E ist. Wenn K eine unendliche Kette
in E zwischen der Elementen a, be E, a < b ist, schreibe man diese in der Form
{a;}3Z%, wo die Indexe A eine Menge M durchlaufen, die mit einer Relation <,
mit dem ersten -Element O und mit dem letzten Element g, geordnet ist, wo a@ = ay,
b=a, und A, xeM, A<x%x=>a; <a, Wenn L, xeM; A<xz=>a; <a, ist
die Kette {a,}3=¢ eine Kette ohne Wlederholungen. Zwei Intervalle der Menge E
sind in der Relation #, man schreibe [x, y] #[w;z). wenn x maximale untere
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Schranke und %z minimale obere Schranke der ‘Elemente ¥, w ist. Diese Relation
nennt man Perspektivitiit.

In E gilt die Bedingung P, wenn aus s < v und [u, £] 2[s, v] u <t folgt, wobei
8, t, u, v Elemente von E sind.

Zwei Ketten K, L in E werden den verallgemeinerten Jordan-Hélderschen Satz,
der sich auf eine binare reflexive, symmetrische Relation % zwischen der den Intervalen
bezieht, erfiillen, wenn es gilt:

(JHg) Es existiert eine umkehrbare Abbildung der Menge der <i-Intervalle der
Kette K auf die Menge der <i-Intervalle der Kette L so, da §8 die zugeordneten Intervalle
in der Relation R stehen. : '

§2

Sei die teilweise geordnete Menge E ein Halbverband nach unten, (weiter nur
Halbverband n. u.).

1.1. Definition. Fiir eine Kette K zwischen den Elementen a, b aus dem Halb-
verband n. u. E wird die Bedingung A erfiillt, wenn fiir jede nicht leere Teilmenge M
der Kette K das Element ¢ = ; {a, a e M} existiert. ; .

Ein Halbverband n. u. E wird die Bedingung A erfiillen, wenn fiir alle Ketten K
zwischen a, b, wg a, b beliebige Elemente von E sind, die Bedingung A erfiillt ist.

1.2. Lemma. Sei E ein Halbverband n. u., welcher der Bedingung A geniigt. Sei
a,}425, A€ T, eine Kette in E, sei ce E. Dann gilt
i

Na,nc=N(anec), I'< T; (1)
AeT’ A€T’

Beweis. Wir bezeichnen () a; = a. Da fiir beliebiges Ae T", a < a, ist, gilt
AeT’

anc = a;nc £ a;. Daraus ergibt sich

ancsN@neo=Na =a )]
AeT' AeT’

Gilt a; n ¢ < ¢, woraus N (a; n¢) < ¢ folgt. Daraus und aus (2) ergibt sich
T AeT’

N (a; 0 ¢) < a N c. Diese Beziehung und die Beziehung (2) geben die Gleichung (1).
AeT

1.3. Definition. Der'Halbverband n. u. E erfiille die Bedingung A. Er wird der
Bedingung B geniigen, wenn fiir jede maximale Kette ohne Wiederholungen K = {b,}3,
A€T, und fiir jedes Element ac E, a <\ b, gilt: Wenn b, || a fiir jede A, 1 < 1< o
ist, dann gilt ) b,|la, AeT. ) :
I<i<o
1.4. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B. Sei K =
= {b,}i2%, A€ T, eine Kette von E. Es gebe ein solches Element ce E, ¢ <\ b,, daf
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fiir alle b,, Ae T', T' < T, gilt entweder b, || c oder b, =b,. Dann gilt fiir das

Element x = [\ b, entweder x = b, oder x| e
AeT’

Beweis. Wenn fiir alle b,, ).e T, b, = b, ist, dann x = b Es existiere A€ T”

s0, ‘daB by|lc. Wenn x = () b, = b;,, wo A, € T, dann ist nach der Voraus-
AeT’

setzung x || c. Sei x =+ b, fir jede Ae T'. Wir verfeinern die Kette K [x, b,]
auf maximale Kette ohne Wiederholungen K’ = {b}}}2¢, wo by = x, b, = b,.
Fiir jeden Index y, 0 <y < g, ist b} || ¢, weil immer ein Element b;, b, < b;,
b, || ¢, existiert. Nach der Bedingung B ist () b, || c. Aber () b) = x.
o<y 0<y .
1.5. Seien im Halbverband n. u. E zwei maximale Ketten K, L ohne Wieder-
holungen zwischen a, b € E gegeben: :

{az};. 0> reM, a, =a, a, = b, 3)
{bx}x 0> ®€ N, by = a, b, =b. . @

Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B. Seien in E zwischen
Elementen a, b die Ketten (3), (4) gegeben. Sei [a,, a; ] ein <-Intervall der Kette (3).
Dann existiert ein Element b, € L so, daB eine der Beziehungen

a,,1 N0 b,lla, @341 0 b, =a;+1 - (5)

gilt und fiir b, e L, x < v, gelten die Beziehungen (5) nicht.
Beweis. Sei N’ die Indexmenge solcher Elemente der Kette (4), fiir die eine von
den Beziehungen (5) gilt. Nach der Bedingung A existiert ein Element b, = ) b,.

xeN’

Nach Lemma 1.2 gilt

b)' Nayy = (Nb)nay, = n (by 0 a41)-

xeN’ x€N’

Nach Lemma 1.4 gilt fir das Element b, N a;,, eine von den Bcziéhungen
b,na ey = a4y, b,na;iqlla;.
‘ Es gilte fiir ein Element b,, » <y, eine der Beziehungen (5). Dann % € N', also
b, < b,, was ein Widerspruch ist. :

1.6. Seien im Halbverband n. u. E die Ketten 3), @ gegeben. Die
Abbildung, die jedem <-Intervall [a;, a;4,] der Kette K das <-Intervall [b,, b,]
der Kette L so zuordnet, daB b, das kleinste Element der Kette L ist, fiir das eine
der Beziehungen (5) gllt bezelchnen w1r @(K, L).

*

1.7. Lemma. Sei im Halbverband n. u. E dxe Bedingung P erfiillt. Wenn eine Ab-
bildung ®(K, L), der mit den Beziehungen (3), (4) gegebenen Ketten K, L von E,
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existiert und das Bild des <-Intervalls [a,, d,.,] der Kette K in dieser Abbildung
<-Intervall [b;, b,] der Kette L ist, dann gilt

[b)' nNa,, b7 n a).+1] g’[al, d1+1] (6)
[6, N a,, b, " a,4,] 2[bs, b,] )

Beweis. Wir beweisen die Beziehung (6). Die maximale untere Schranke der
Elemente b, na,., und a; ist a; N (b, N a;4,) = a; " b,, die minimale obere
Schranke der Elemente a; und b, N a;,, ist a;,,, weil @; < a4, b, N a4 || a;
‘oder b,na;yy =a;,q. Aus der Bedingung P folgt b, na, b, N a;,y. Wir
bewelsen die Bezwhung (7). Die minimale obere Schranke der Elemente b,na;
und B ist b,, da b; 1 b, und b, N a;,, || b; oder b, N a,,, > b;. (Wenn es gilte
b,na;,y < b, dann b, N a4 = b; N a;,,, was im Widerspruch mit der. Wahl
des Elementes b, wére.) Die maximale untere Schranke der Elemente b, N a;.,
und b, ist b, N a;,;. Aus de Wahl des Elementes b, folgt b; N a,,, < a;, also
- byna;yy = bsna;. Aus der Bedingung P folgt b; N a; < b,na;,,. Aber

byna, <b,Nna, Ab,Na.y,
woher b; N a,. = b, N a,.

Bemerkung. Be1 dem Beweis der Bez1ehung (6) war nur die Existenz eines solchen
Elementes b, beniitzt, daB eine der Beziehungen (5) gilt und b, das kleinste Element
mit dieser Eigenschaft ist. Es war weder die Existenz der Abbildung #(K, L) noch
die Bedingung P ausgentitzt.

1.8. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingung P. Wenn eine Ab-
bildung ®(K, L) und eine Abbildung ®(L, K) der Ketten (3), (4) in E existiert, dann
ist die zusammengesetzte Abbildung ®(K,L)o ®(L, K) eine identische Abbildung
auf der Menge der <-Intervalle der Kette L, (wo o o B(I) = a(B(]))).

Beweis. Dem <-Intervall [b,,b,.,] der Kette L in der Abbildung &(L, K)
gehore das <-Intervall [a;, a,,,] der Kette K. Dann gilt nach Lemma 1.7, (7)

[al+1 Nby, a3 Nbyy 1] 9’[“» az+1] (8)

Das Bild des <-Intervalls [@:,a;+1] in der Abbildung &(K, L) sei das <-Intervall
[25, b,] der Kette L. Wir beweisen, daB b,,, = b,. Sei b,,, < b,. Nach der Defi-
nition 1.6 ist b, das kleinste Element, fiir das eine der Bez1ehungen (5) gilt, folglich
bypy N agey g a;, was'mit (8) im Widerspruch ist. Sei b, < b,,,. Dann b, < b,.
Nach (8) ist B, na;4, < a;, daher b, na,,, < a;, was mit der Definition der
Abbildung &(X, L) im Widerspruch ist.

1.9. Folgerung. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingung P. Wenn eine
Abbildung ®(K,L) und eine Abbildung ®(L,K) der Ketten K, L in E existiert, dann
ist O(K, L) eine eineindeutige Abbildung der Menge aller <-Intervalle der Kette K ,
auf die Menge aller <-Intervalle der Kette L und gilt ®(L, K) = &~ (K, L).
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Beweis. Nach Lemma 1.8 gilt &(K,L)o &(L,K) =1, wo 1 eine identische
Abbildung auf der Menge der <-Intervalle der Kette L ist und symmetrisch
&(L, K)o (K, L) ist eine identische Abbildung auf der Menge der <1-Intervalle
der Kette K. Daraus folgt die Behauptung.

1.10. Definition. Fiir die teilweise geordnete Menge E ist die Bedingung C erfiillt,
wenn fiir jede maximale Kette K = {b,},=5, A € N, und fiir jedes Element c € E gilt:
Wenn es in der Kette K kein Element b, < b, gibt, dann gibt es in E kein EIement X,

fiir das b, n ¢ £ x, x <-b, 0 ¢, fiir alle A < o, gilt.

1.11. Satz. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B, C, P. Dann gilt
in E JHy-1p fiir jede zwei maximale Ketten K, L zwischen a, b€ E, (wo 2P das
Produkt der Relationen 2!, # in iiblichem Sinne des Wortes ist). :

Beweis. Seien K, L beliebige durch (3), (4) gegebenen Ketten der Menge E.
Wir beweisen, daB die Abbildung ®(K, L) existiert. Nach Lemma 1.5 existiert zu
jedem <-Intervall [a;, a,+,] der Kette K ein Element b, der Kette L, fiir das eine
der Beziechungen (5) gilt und fiir b,, wo » < 7y, gelten die Beziehungen (5) nicht.
Wir zeigen, daB ein Element b; € L, b; <I b, existiert. Es existiere in der Kette L
kein Element b;, b; <! b,. Nach der Bemerkung 1.7 gilt die Beziehung (6) und aus
der Bedingung P folgt b, na, < b, na;,;. Fir b,, x <y, ist byna;,y S a;,
also b, N a;,, < a;nb,. Wir haben ein solches Element a, n b, gefunden, daB
fiir alle » < y gilt ,

bynayyy Sa;nby<a;nb,y,

-

was mit der Bedingung C im Widerspruch ist.

Ahnlich konnten wir beweisen, daB eine Abbildung <15(L K) existiert. Aus der
Folgerung 1.9 folgt, daB ®(K, L) eine eineindeutige Abbildung ist. Nach Lemma 1.7
sind die zugehorigen <-Intervalle in der Bezichung #~'2.

1.12. Seien die Ketten (3), (4) gegeben. Sei [a;, @;+1] ([bx> bu+1]) €in <-Intervall
der Kette K(L). Dann wird M[a;, a;,] (M[b,, b,+,]) die Menge der Elemente
b,(a;) der Kette L(K) mit a; n b, = a,.y N b, (a; N b, = a, N b,,,) bedeuten.

1.13. Definition. Die Ketten K, L zwischen a, b aus dem Halbverband nukE erfiillen

die Bedingung D, wenn fiir jedes <-Intervall [a,, a, ] der Keiiq K, bzw. L, die Menge
Mla,, a; ] ein gréptes Element hat.

1.14. Definition. Die Ketten K, L zwischen a, b aus dem Halbverband n. u. E geniigen
der Bedingung E, wenn fiir jedes <-Intervall [al, a. 1] der Kette K(L) die Menge
L — M[a;;a,,,] (K — M[a,, a;+,)) ein kleinstes Element hat.

1.15. Satz. Wenn die maximalen Ketten K, L zwischen a, b vom Halbvérband n. u. E,

- wo die Bedingung P g\ilt, die Bedingungen D, E erfiillen, dann gilt fiir sie JHz-14.

Beweis. . Wir beweisen, daB eine Abbildung ®(K, L) existiert. Sei [a;, a;44]

ein beliebiges <-Intervall der Kette K. Aus den Bedingungen D, E folgt, daB ein
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<-Interval [b,, b,] der Kette L so existiert, daB b, das groBte Element der Menge
M[a,, a;,,] und b, das kleinste Element der Menge L — Mla,, a; ] ist. Fir
das Element b, gilt eine der Beziehungen (5). Wenn keine von den Beziehungen (5)
gilte, dann a,,; N b, < a;, also a;,, N b, =a; nb,. Dann b, e M[a,, aiq],
was ein Widerspruch ware. Fiir b, < b, ist b, € M[a;, a,4,], also gilt b, a;,, < a.
Demnach kann fiir b, keine von den Beziehungen (5) gelten. Ahnlich kénnten wir
zeigen, daB eine Abbildung &(L, K) existiert. Aus 1.7, 1.8, 1.9 folgt nun die Be-

hauptung.

- 1.16. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen P, C. Geniigen
zwei seine maximale Ketten zwischen a, b € E der Bedingung A, dann ist fiir sie die
Bedingung D erfiillt.

 Beweis. Seien die Ketten (3), (4) gegeben. Wenn das Element b,e Mla;, a;,,],
b,eL, dann gilt b, N a; = b,na;,,. Wenn b,eL, x <y, dann b, N (b, Nay) =
= b, N (b, N a,), also b, € M[a;, a;,,]. Es existiere ein <-Intervall [a:, a;44] so,
daB die Menge M[a;, a,,,] kein gréBtes Element habe. Dann gehort das Element

by = n {bx’bxe(L — M[a).’a1+1])} /

der Menge MJa;, a;,,] nicht, wonach a,,, Nb, # a; nb,. Daraus folgt, daB
fir b, eine der Beziehungen (5) gilt und fiir b,, x < y, gelten die Beziehungen (5)
nicht. Nach der Bemerkung 1.7 gilt

[a:n by, a,04 0 b)) Pay, a;4,],

woraus b, na; <b,na;,;. In der maximalen Kette L’ = {b,}t existiert kein
Element b; <1 b, und fiir jeden Index x < y gilt '

a1+1 dbx = alhb,‘ _S_ a‘_mb), <a1+1 ﬁby,
was nach der Bedingung C nicht gelten kann.

1.17. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B. Dann geniigern
. jede zwei seine maximale Ketten K, L zwischen a, b € E der Bedingung E.
Beweis. Seien die Ketten (3), (4) gegeben. Es existiere ein <I-Intervall [@:, a141]-
der Kette K so, daB die Menge L — M[a;, a;,,] kein Kleinstes Element enthalte.
- Dann gehort das Element

b«’ = n {bx, bxe(L - M[a}.’ al+1])}
der Menge M[a,,a;,,]. Nach Lemma 1.2 gilt

ﬁ Gena))=( N b)nag; =bn Gy =byna,.
< x<0o X d< x<a
Also ) (b N ay4y) < a;, was im Widerspruch mit Lemma: 1.4 ist, weil fiir
3 x<¢ r
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jeden Index x, & < x, entweder b, Nn.a;,, || a; oder b, N a;;; = a4 gilt und
auBerdem gilt noch @; < a;4; = a3+, N b,.

Bemerkung. V. Vilhelm hat in der Arbeit [4] fir ]ede zwei maximale Ketten
im Verband S, der den in [4] angegebenen Bedingungen I, II, V, P geniigt, den
Satz JH,-:, bewiesen. J. Jakubik hat in der Arbeit [2] JH,-1, fiir jede zwei
maximale Ketten zwischen a, b in einer vollstindigen Booleschen Algebra bewiesen.
Geniigt der Verband S den Bedingungen I, II, V, P oder ist S eine vollstandige
Boolesche Algebra, dann erfiillt der Verband S auch dié Bedingungen A, B, C, P.
Demnach sind die erwihnten Satze aus [4] und [2] Spezialfalle des Satzes 1.11.

§3

Sei G eine Gruppe, < die Inklusion zwischen Untergruppen von G.

2.1. Definition. (Felscher [1].) Sind A, B Untergruppen von G, so heifen wir A
nachinvariant in B und schreiben A < B, wenn Untergruppen N;von G (i = 0, ..., k)
so existieren, da§ Ny = A, N, = B und N;_; Normalteiler in N; (j =1, ..., k) ist.

2.2. (Felscher [1].) Die Menge E(G) aller Untergruppen 4 von G, 4 £ G,
geordnet mit der Relation <, bildet einen Halbverband n. u.. Fiir A4, BEE(G)
gilt A < B genau dann, wenn A maximaler Normalteiler in B ist.

2.3. (Felscher[1].) In der Menge E(G) gilt die Bedingung P: Wenn [ 4, B] #[c, D]
gilt, wo 4, B, C, D Untergruppen von G sind und [C, D] ist ein <-Intervall, dann
ist auch [4, B] <-Intervall und die Faktorgruppen B/4 und D/C sind isomorph.

2.4. Im weiteren werden wir uns mit einer Gruppe G befassen, die keine Kompo-
sitionsreihe hat. Also die Menge E(G) enthalt unendliche maximale Ketten zwischen
E und G, wo E eine nur aus dem Einselement bestehende Untergruppe von. G ist.
Solche unendliche maximale Ketten nennen wir Kompositions systeme von G.

2.5. Die Faktorgruppe B/A4, wo Untergruppen 4, B, A < B, einem Kompositions-
system K gehoren, nennen wir ein Faktor des Kompositionssystems K. Zwei Kom-"
positionssysteme heien isomorph, wenn man zwischen ihren Faktoren eine ein-
eindeutige Zuordnung derart herstellen kann, daB die entsprechende Faktoren
isomorph sind. g

2.6. Lemma. Wenn G eine kommutative Gruppe ist, dann gilt im Halbverband n. u.
E(Q) die Bedingung C. .

Beweis. Es existiere in E(G) eine unendliche maximale Kette K = {H,}}=0 und °
in K existiere kein Element H, <\ H,. Dann ist die mengentheoretische Verelmgung
aller Untergruppen H,, o <7y <o, die Gruppe H,. Se1 C EE(G) Es emstxere in.
E(G) eine Untergruppe X von G, daB

HNnCSX<H,nC
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fir alle o < y < ¢ gilte, Dann ist ‘
HnC=(U H)nC= | (H,nC) <X,
. 0<y<e O0<y<a
was ein Widerspruch ist.

2.7. Satz. Wenn eine kommutative Gruppe G zwei wohlgeordnete Kompositions-
Systeme enthdlt, dann sind diese Systeme isomorph. Es gilt fiir sie JHg-14.

. Beweis. Die Menge E(G) enthilt zwei wohlgeordnete maximale Ketten K, L.
Fiir die Ketten K, L gilt die Bedingung A. Nach Lemma 1.16 geniigen die Ketten K, L
der Bedingung D. Die Bédingung E ist dabei auch erfiillt. Aus dem Satz 1.15 und
aus 2.3 folgt die Behauptung,

2.8. Definition. Eine Kette K in E(G) zwischen E, G hat die Eigenschaft F, wenn
Jede Gruppe A€ K, zu der keine Gruppe Be K, B <1 A existiert, eine Vereinigung
aller Gruppen Ce K, C < A ist, also A = J {C,C< 4,Cek)}.

Maximale Ketten aus E (G), die die Eigenschaft F haben, nennen wir F-Komposi-
" tions-systeme.

2.9. Satz. Wenn die Gruppe G zwei wohlgeordnete F-Kompositionssysteme enthdilt,
dann sind diese Systeme isomorph. Es gilt fiir sie JHy-.,.

Beweis. Die Menge E(G) enthilt zwei wohlgeordnete maximale Ketten K, L.
Zuerst werden wir die Bedingung D fiir die Ketten K, L beweisen. Sei I, — {H 25

Es existiere ein <I-Intervall [4, B] der Kette K so, daB M [A4, B] kein groBes Element
habe. Dann gehért die Gruppe

H, = (\{H,, H,e(L — M[4, B])}
der Menge M[ A, B] nicht, dlso
BN H, + An H,. ©)
In der Kette L existiert kein Element H,< H,, also H, = | H,. Fiir alle 0 <
<y<=x gt BnH,=An H, wonach J(Bn H) = LT(“A N H), also Bn
: <

r<x% <%
NnUH, =40 H,, was mit (9) im Widerspruch ist.
r<% <%
Die Bedingung E ist auch erfiillt. Aus dem Satz 1.15 und aus 2.3 folgt die
‘Behauptung. '

'2.10. Bemerkung.'A. G. Kurosch hat in seiner Arbeit [3] das Kompositions-
system fiir Gruppe G, die keine Kompositionsreihe hat, folgendermassen definiert:
~ Die Menge X ist ein Kompositionssystem der Gruppe G, wenn K die folgenden
Eigenschaften erfiillt : '
a) Die Menge X enthilt die Gruppe G und die Gruppe E.

b) Wenn die Untergruppen H’, H” in K enthalten sind, so ist eine von ihnen eine
Untergruppe der andern. SN ‘
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¢) Wenn die Untergruppe H in der Menge K enthdlten ist so 148t sich in K éih
endliches System H; ,(i 0,...n) H,=H, H = G von Untergruppen ﬁnden, dib
jedes H;,i=0,1,. 1 Normalteller von Hy,, ist.

d) Es existiert keme Menge K’, K = K’, die die Eigenschaften a), b), c) hat.

Weiter bezeichnen wir das Kompositionssystem in Kuroschs Sinne als K-Kom-
postionssystem.

A. G.Kurosch hat in [3] bewiesen, dal Jede zwei wohlgeordnete K-Komposi-
tionssysteme der Gruppe G isomorph sind. Diesen Satz hat er mit Hilfe des
Schreierschen Verfeinerungssatzes bewiesen. Da jedes wollgeordhete K-Komposi-
tionssystem ein wohlgeordnetes F-Kompositionssystem ist, folgt der oben angefiihrte
Satz von A. G. Kurosch aus dem Satz 2.9.

Bis daher haben wir den Jordan-Héolderschen Satz nur fiir einige wohlgeordnete
Ketten in E(G) bewiesen. Der Satz JH,;-:, kann auch fiir solche Kompostions-
systeme gelten, die nicht wohlgeordnet sind.

2.11. Beispiel. Sei die Gruppe G eine direkte Summe zweier gleichen unendlichen
zyklischen Gruppen {1}. Die Gruppe G bezeichnen wir mit {1} + {1}..
Dann bilden die Gruppen .

() + (1), {1} + 81 (1) + 3% 0 (1} + (0}, 3} + {0}, ..., {0} + {0}
) + (13, 03} + {13, 3% + {1}, {0} + {1}, {0} + (3}, ... {0} + (0}

zwei Kompositionssysteme in der Gruppe G. Wir bezeichnen sie mit K, L. Die
Ketten K, L erfiillen die Bedingung D, weil jede Teilmenge der Kette K, L ein groBtes
Element hat, also hat ein groBtes Element auch die Menge M[a, b], wo [a, b] ein
<-Intervall der Kette K(L) ist. Die Bedingung E beweisen wir fiir beliebiges
<-Intervall der Kette K. Sei a < b, a, be K. Wir zeigen, daB das groBte Element
der Menge M|[a, b] verschieden von den Elementen {0} + {1}, {0} + {0} ist. Also
zu dem groBten Element der Menge M[a, b] existiert ein oberer Nachbar, was das
kleinste Element der Menge L — M[a, b] ist. Das <-Intervall [a, b] hat die Form
entweder

a) [{1} + 3"}, {1} + {3"}], n =0, 1, ... oder

b [3) + (0}, (3% + (0]], n = 0.1,

a) Es gilt

(1) + (1) A 0} + (1) = (1) + (D A (0} + (1),

also {0} + {1} ¢ M[a, b] und das Element {0} + {3"*!}, das grdBer ist als {0} + {0}
gehort der Menge M[a, b]. ‘ o e
b) Es gilt o "

(3™ + {oh @) + (1) = (@) + {0}) N ({3"“} + {I})



Das Element {3"“} + {l} gehort der Menge M[a, b] und ist groBer als {0} + {1}
{0} + {0}

Die Komposmonssysteme K, L erf‘ullen die Bedmgungen D, E, also gﬂt fir
sie. JH,- 19. : .
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Teopema JKopnana—Tennaepa aus HeKOBeuHbIX eneil
B YaACTHYHO YnopAnoYCHHbIX MﬂomecTBax

E.T'epeonosa

Pe3ome

B. ®ensmep B_paGore. [1] noxasain, 4to TeopeMa JXKopnawa-T'enbaepa s rpynm ciemyer
B3 TEOpeM TEOPHH YaCTHYHO YHOPANOYEHHBIX MHOXeCTB. A. . Kypom B [3] Jmokasan 0606meHnyo
TeopeMmy JKopmama—Ienpaepa mjist rpynn, B KOTODHIX HE CYIIECTBYeT KOMIIO3MIMOHHBLH pan.
B arolf paboTte noka3zaHa TeOpeMa O YaCTHYHO YIOPSIOYEHHBIX MHOKECTBAX, U3 KOTODOH ClENyeT
- eme obmas Teopema JKopnasa—I'enbaepa s rpynm. INaBHEIM pe3y/bTaToM SBIAETCS TeopeMa
1.11. Hono6Hylo TeopeMy s CTPYKTYp Aokasan B. Bunsrenm[4] u 5. Sixy6uxs [2]. 06e atu
TEOPEMHBI SBJISIOTCA CIIEACTBHEM Teopemsl 1.11.

Jordan—HGlderova veta pre nekonetné retazce v Ciastotne usporiadanych
mnoZinfich

) ) E. Gedeonovi

"Obsah

W. Felscher v-préci [1] ukézal, Ze Jordan—Holderova veta pre grupy vyplyva z viet teérie
tiastotne usporiadanych mnoZin. A. G. Kuro$ v [3] dokézal zobecneni Jordan—Holderovu vetu
pre grupy, v ktorych neexistuje kompoziny rad. V tejto prici je dokézand veta o &iastoine
usporiadanych mnegZindch, z ktorej vyplyva efte obecnejiia Jordan—Holderova veta pre grupy.
Hlavnym vysledkom price je veta 1.11. Podobni vetu pre zvizy dokazal V. Vilhelm v [4]
a J. Jakubik v [2]. Obidve tieto vety sti dosledkami vety 1.11.
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[AOTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMAT]KA 12., 1985] i

ACTA FAcUI.TATIs REHUM NATURALIUM UNIVEBSITATIS CDMENIANAE
TOM. X. FASC. IIL MATHEMATICA Xil. et 1965

O pynrumax, rpant KOTOPBIX ABIAIOTCS
3aMKHYTEIME MHO;KecTBamMu 11

I1. KOCTHIPKO, T. HOUBPVH U T. IIIAJ'IAT

Ota pa60Ta HanBs3biBaeT Ha paboty [1], yrrybaser m pacnpoCTpaHseT €€ pe-
3yJNBTATHL ‘

ITycrts (X, 0), (Y, ¢;) ZIBa MeTpHYecKue npoc*rpancma 0603Ha49M 3HAKOM
U(X, Y) cucTeMy Bcex Tex oToGpaxeHuii mpocTpaHcTBa X B npocrpaucrno Y,
rpaguKM KOTOPBIX SIBJISIOTCA 3aMKHYTHIMM IIOZIMHOXECTBAMH IPOCTPAHCTBA
(XxY,0),0 =vo? + ¢}. Ecnn Y = E; = (—00, +00) H ¢, BKIHI0BA METPHKa,
to BMecTo U(X, E,) numem kpatko U(X).

B paGote [1] 65i1a moka3ana cirenyromas TeopemMa (Teopema 9). 3meck ee HOBOE
II0Ka3aTeNIbCTBO. ;

Teopema 1. ITycms (X, @) nesnemca Mempuqecmuu npocmparcmeom, nycms U(X)
umeem eviwe seedennoe snauenue u nycms By (X) cucmema ecex peasvhvix @yHryuii
nepeozo Baposckozo kaacca (ha X), mo U(X) < By(X).

Toka3zaTenscTBo. M3sectHo (cmotpy [2] cTp.-18), 4TO f DpHHAIENHAT Kiaccy
B,(X) Toraa u TONBKO TOTMA, ecH f u3MepAMa F (X ). iTak OCTaTOYHO NOKAa3aTh,
yro ecnu f € U(X), To aus kaxporo ¢ € E; nMeeM :

{xe X :f(x) > c} e F(X), {xe X:f(x) < c} € F(X).

MokaxeM, uTo mas Beskoro c € E, muoxectBo {x € X :f(x) > ¢} NpHHALIEKAT
cucreme F,(X). Anaornuno nokaseBaercs {x € X : f(x) < ¢} € F(X).

Ilycrs fe U(X), ce E; u nycts G, sABIseTca rpadukoM QyHKIHH f. IIoctpoum
muoxecTBo M = G, 0 (X% (¢, +0)), (c € E;). Tak Xxak G ABJIAETCA 3aMKHYTHIM
MHOXeCTBOM B X X E; ¥ X x(¢;-+ ) xBJmeTcx Mnox(ccmom tona F, B X% E;, TO
MHOXECTBO ana F,B X><El 3naunt M = U M,, M,(n = 1,2,...) 3aMKHYTO

n=1

B X x E,. TycTs Zo eXxE,, p > 0, Monoxum R, = S(zo,p)(S(zo, p) chepirieckas
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oxpecmocn 'ro'ncu zoeX X E1 pameca p) lIanee TOToXAM M,, M,I n RP.
Oqenmmo M U M BCAKOE MHOXeCTBO M,, (n=1,2,...; p=1,2,...)

3aMxHyTo %1 orpameﬂo BXxE,. Honome ‘natee

={xeX:Y (x,yeM,}, E={xeX:) (x,y)eM},

ye€E; yeE;

OYCBHIOHO

» 00
UE,, E={xeX:f(x)>c} (8}
n,p=1

JloKaxeM Temeps, YTO IJIs KaXIbiX GHKCHPOBAHHBIX n ¥ p E,, SBISETCS 3aMKHYTHIM
B X. Toraa u3 (1) BeTekaer, 4ro E ssuserca F, B X. Ilycts x, € E,, (H' — npou3sson-
Hasi MHOXeCTBa H), TO CYIIECTBYET MOCIIE0BATENLHOCTD {X,,}{ 371eMeHTOB E,, Tax,
4TO X, = Xo. W3 onpenenenus E,, BBITEKAeT, YTO IS KaXXIOro m CYILECTBYET
Ym € E; TaK, 4TO (X, ¥,n) € M,,,. Tax KaK M, , SBNISETCS 3aMKHYTHIM ¥ OT PaHHUEHHBIM
BXXE, ToH {y,}1 orpannyeHa B E,, utax cyuectByeT (B £;) CX0oqs1as YaCTHYHASL
TOCIENI0BATENBHOCTD { Yy, }s= 1 - IIYCTD ¥, = ¥o € Ey, TO (X, » Ym) = (X0, ¥o) € M,
" Xo €E,p.

B cBs13u ¢ TeopeMoit 1 BO3HHKAET BONMPOC HE BEPHA-JIM aHAJIOTHYHAA TEOPEMa IS
Jrro6bIx hyHKIM onpeneeHHbIX Ha X ¢ 3Havenusimu B Y, rae (X, o) u (¥, o) nobbie
MeTpuyeckue npoctpancTsa. CHadana 3aMeTHM, 4To cuctemy B, (X, Y) onpenensem
B 3TOM Ciiydae Tak, uro fe€ By(X, Y) <« f~!(G) e F,(X), nnst m060ro OTKPHITOro
MHoxecTBa G. ITokaxeMm, 4TOo Masioli MonudHKalMedl qokazaTeIbCTBa TeopeMbl 1
MOXHO [10Ka3aThb TaKyl TEOPEMY [IJIsS ONPEHEJICHHBIX THUIIOB METPUYECKHUX IIPO-

crpaucTB (Y, 0).

Teopema 1'. ITycmv (X, @), (Y, 6) — mempuueckue npocmpancmea u nycmb
[}
Y= U C,, 20e C, xomnaxmer, mo U(X, Y) = B,(X, Y).
n=1

3amevyanue. 3aMeTuM, 4TO eciii Y = E;, To u3 TeopeMsi 1’, BeITekaeT Teopema 1.
Hmeem ‘

ref) > o =7+ @), xS < o} =f7((~w, ),

rae (¢, +00), (—60-, ¢) OTKpHITEIE MHOXecTBa. Haobopor, eciu (a, b) noboit uHTEP-
BaJI WHCIOBOM mpamoii, To f~1((a, b)) = f~((—, b)) N f~*((a, +)). Utak, ecin
MHOXecTBO f~((—00, 8)) nf~*((a, +0)) npumamtexutr kiaccy F,(X), To MHo-
kecTBo f~!((a, b)) mpEHAIEXHUT TakKe TOMy-)ke Kiraccy. Tak Kak BCSKOE OTKPBITOE
MHOXeCTBO G MOXHO BHIPa3uTh B Buie G = U G,,roe G,(n = 1,2, ...) OTKpBITHIE

- npomxym u f7( U G,) = Uf “‘(G..), TO BHIHM, 4TO f~ ‘(G)eF,(X)

n=1
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IoxasaTenscTBo Teopemst 1’ Iycts fe U(X, Y), nycts Gy rpadux d)yaxnﬂﬂ £

Iycts G = Y oTkpeiToe MHOXecTBO. Kak B [0Ka3aTeNbCTBE TEOPEMEL 1 u 3gech
~ B -]

BHmMM, ¥TO MHOXecTBO M = G; N (Xx G) THna F, B X X Y, 3HAYHT M=\ M,

n=1
(-]

rae M, 3aMKHYyThle MHOXeETBa B X X Y. Takxak Y = |J C,, roe C, KoMNaxkThl oYe-

n=1 . :
BUIHO BO3MOXHO npenmnonarath, 4to C, G,y 1A 1 = 1,2,.... Ilycte 24 =
= (xg, ¥o) € X x Y, p HaTypanbHOe wicn0. O603HaYHM S(xo,p) (p = 1,2,...)cdepu-
YeCKyI0 OKPECTHOCTb TOUKH Xo . CyIIECTBYET 1o TaK, UTO Yo € C,,- O6o3nauum D, =

n=12..) 1 R, = S(xg,p)xD,. Ilycts M,, = M, n D,. Tak xaxk

no+;—1
B IOKa3aTeJbCTBE TEOPEMBI | JIETKO BUMIETH, yto M, = U M,, 1 Xxaxnoe u3 MHO-
p=1

xKecTB M, sABJIA€TCA 3aMKHYTHIM A OTPaHUYEHHLIM B X x Y. Ecmu E,, ©MeeT TO 3Ha-
L] e

yeHMe KaK B qoKa3aTelbcTBe TeopeMsl 1, To umeeM E = | E,,, rae E = f~4(G).

- ) np=1

Clle[I0BATEIbHO, JOCTATOYHO TOKa3aTh, YTO IJIs JHOOOro n M p MHOXECTBO E,,

3aMKHYTO. OTO HOKa3bIBAETCA AHAJOTHYHO Kak B Teopeme 1 uMmesi BBHAY, 9TO

aneMeHThl {y,}; (o6o3HayeHHE Kak B TeopeMe 1) npumamTexaT koMnakty D,.

Teopema 1’ MOJTHOCTBIO AOKa3aHa.

@

Veosue Y = |J C,, rae C, XOMOaKThl B TEOPEME CYLICCTBCHHO. Jnsa moboro
n=1

(Y, o) Teopema HeBepHa. Crenyrouyii mpUMep MOKa3bBaeT, YTO cyliecTByeT GyHK-
uwst f(x) onpenenena Ha X ¢ 3HAYEHMAMH B Y, rie (X, o), (Y, 0) MeTpHyecKué npo-
CTpAaHCTBa, KOTOpas MMeeT 3aMKHYThlH rpaQuk M HE NPHHALICAHT HAKAKOMY
BaposckomMy kiaccy. (DyHkius f(x) NPHHALIEKHT KIacCy o, 6CM MHOKECTBO f~4G)
siBIsfeTca 6OPEOBCKHM MHOXECTBOM a[UIMTHBHOIO Kiacca A, GopeoBCKMX MHO-
JeCTB IpocTpaHcTBa (X, @) AJIA M060T0 OTKPHITOr0 MHOXECTBA G = Y — cMoTpH
[2] crp. 202). :

TIpumep 1. Iycts (X, 0) MeTpHYecKoe IPOCTPAHCTBO, Iae X = {0, 1) u @ eBKIH-
noeckas MeTprka. Ilycts (Y, ) MeTpudecKkoe IIPOCTPAHCTBO, MPHIEM Y ectp MHO-
JECTBO MOIHOCTH KOHTHHYYMA H G SBJISETCS TPHBHAILHOM merpukoit. ITycts f(x)
IpOcTOe OTOGPaXeHHe NMPOCTpaHCTBA X B Y. Oycts (x,,y)€G, (= 1,2,...)
u (x,, ) = (X0, ¥o). 3HAUAT X, = Xo, ¥n = Vo Tak KaK ¢ TpHBHaJIbHasd METPHKa,

TO y, = Yo aA n =k, k + 1,.... U3 y, = f(x,) BbITEKAET Yo =f(x,) man=k
M MOTOMy 4TO f mpocToe 0TOGpaXenre, TO MOCIEN0BATEILHOCT {Xp}n=y ABIAETCS
cTanpoHapHOM. U3 X, — X BBITEKAET X, = Xo JIAN = k,k + 1, ... .CnenosaTensHo

(%0, yo) € G;. ®ynxuus f(x) umeeT 3aMKHYTHIH rpaduk B X x Y. Bo3bMeM Teneps
B X moboe meGopenosckoe MHoxectso E. ITycts G = f(E) = Y. G OTKpEITOE
MHOXecTBo, noToMy uro ® (Y, 6) Bce MHOXECTBA OTKPHITHI. U3 Toro, 4ro,
f(x) sBuseTcs omHO omHO3HawHOM QymKumed nmeem E = fUAE)] = f~46).,

53



CrefiopaTelbHO  QyHKHMA f He NpHHALTEXWT HMKaKomy BapoBckomy gmaccy.

‘" B cpa3H ¢ paccMoTpuBanueM cuctemsl U(X, Y)Bo3HEKaeT Bonpoc, KaKoit SB/IseTcs
xoMnosumus @f f(x)], ecxor f ¥ @ uMeroT 3aMKHYTHIE rpaduka. B ciemyronieM npu-
Mepe MOKAaXeM, YTO KOMNO3WIMA NBYX GYHKIEE C 3aMKHYTBIME rpaduxamMu He
nomxkHa OuTH QyHKHEeH ¢ 3aMKHYTHIM rpadMKOM HH B TOM Ciydae, ecix ¢(y)
mme‘rcx HEOPEePHIBHOH ¢Yﬂlﬂlﬂeﬁ Ha obpase MHOXeCTBa X.

]]p‘nmePZ X = (0 1>, Y= (—o0, +00) 1 MeTpuku HA X K Ymsuorcn €BKJIH-
DOBCKAMH. Hym f) —%_ s xe©,1), f0) =2; o) —% zma y*0,
¢(0). = 0. ¢(y) sABnsieTcs HeNpepHIBHOM (yHKmHed Ha obpase muoxectsa X, f(x)
MMeeT 3aMKHYTH rpadux, Ho o[f(x)] = x mm x £ 0, ¢[f(0)] = %‘He mmeeT

3aMKHYTBIH rpaguk B X x Y.
TIpuBeneM HEKOTOPBIE YCIOBHA AJIt 3aMKHYTOCTH rpaduka KOMITO3HI{HHK bynxmmii.

Teopema‘2 - Oyemy (X, @), (Y, o), (Z, ©) mempuueckue npocmparicmea. ITycmeo f(x)
onpedesena u HenpepuvieHa Ha X ¢ snauenuamu ¢ Y. ITycmp (p(y)e U(Y, Z), mo ¢[f(x)] €
e U(X, 2).

JoxaszaTtemscrso. ITycth Gw ; rpadux pyaxuun o[ f(x)] = @of i nycts (x,, y,) €
€Gyr (n=1,2,...), (x,, ) = (X0, ¥o), TO X, = X, ¥ CHENOBATENBHO f(X,) — f(Xo.)
Beenem obosmavenue f{x,) = u, (n = 1, 2,...), f(x,) = ug. U3 TOrO uTO (U, ¥,) €
€ Gy, 4, = “o: Y™ Yo, BHTEKACT (o, o) € Gy, HTAK yo = @(io) = @[f(xo)], 3maunr
(%0, ¥0) € G, ®of*

Teopema 3. Hycmb X, 0) (Y, 0), (2, 1) Mmempuueckue npocmpancmea. ITycme
(X, 0), IX) komnaxmer u nycme f e U(X, Y) Hycmw @(y) nenpepwisno omo6pawcaem
Ye Z, mo p[f]e U, 2Z).

,[[o_xaaa’remcno. Jlerko BuaeTs, 4o X X f(X) kommaktB XX Y G; < X x f(X).
Iotomy uto f e U(X, Y), T0 G, Toxe xoMmakT. Onpenemim Ha X x Y oToGpaxenue
. T(x, ) cnemyromuM obpasom: T(x, y) = (x, @()). I3 HEMPEPHIBHOCTH ¢ BHITEXAET,
910 T sBNseTCS TOXe HenpepLIBHBIM. T(x ») oroGpaxaer XoMmnakT G, Ha Gy,
3HAYHT GW 7 SBJIseTC KoMIakT B X x Z, crenosatenso gof € U(X, Z). ‘

B cBs3u ¢ paccmarpusammeM cuctemel U(X) TIOABJIAIOTCS CIIEAYIOLIHE IIPOCThIE
Bompock: U3 f, g € U(X) BhiTexaer, uto f + g,f. g, ¢. f (c € E;) € U(X)? IonoGrsie
BOIPOCHI no:mmmcs ¥ GLUTH PENICHE! IPH A3YIeHUN CHCTeM B,y(X) = C(X) (cucrema
BCexX nenpepmnm ¢yuxumit Ha X) 1 B(X). '

; Tlokaxem Ha nprMepax, 9To MEOXecTBO U(X) Be ABIACTCH IPH mobom X 3aMKHY-~
TBIM HMES BBHIY CYMMY H IIDOM3BEICHHE H €CJIH f, g € U(X) o max (f, g) ¥ min (f g)
He nomxrm npnna;mexan U(X) ‘
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pumep 3. Tyors X = <0, 13, ) = 1, ) = —J‘; xe, 1; 50) = 0, g) =

o ——1-  X€0,15, 70 J0) +50) = 1 B f) + 8() = 0 anx x € 0, 1), wwmar
f + 8 ¢= u(X). L b
Ipumep 4. X = €0, 1), mycTs f HMeeT TO XKe 3HAYCHHE KaK B IpAMEpe 3. Onpene-

M g(x) = x ms x € €0, 1), Torma f0) . g(0) = 0 1 fx) . g(x) = 1 s xe(0, 1), »
sgawT f. g ¢ UX).

1 .
Ipumep 5. X = (0, 1), f(0) =1, flx) = — —~ o xe(0,1) 7 g(x) =0 ma
x €40, 1). Toraa max (f, g) umeer 3uavenme 0 B mpomexytke (0, 1) u 3pagenue .1

B TOUKE 0. CiremoBaTENbHO max(f g2) ¢ U(X).

AHAJIOTMMHO MOJXHO TI0Ka3aTh, 4ro eciu f, g € U(X), To min (f, g) He nomxna~
npunamrexats U(X).

IMoxaxeM naiee, yro cucreMa U(X) spisercs 3aM1myTon BBHIY Ha npouaneneﬂue
dyExuEM Ha 9MCTO M aGCOMIOTHYIO. BEINYMHY.
Teopema 4. ITycms fe U(X), mo c.fe U(X)(ce E)).

IokasatenscrBo. i ¢ = 0 Teopema odveBumno BepHa. ITycth ¢ # 0, fe U(X).
Ilycts pma kakoro HHOYA® ¢ + 0 c . f He mpuHamrexut U(X). Toraa cymiecTByeT,
TOCTEOBATENEHOCTE {(X,, V) }ir1s (Xus Vo) € Gey (T. €. ¥, = ¢f(x,) Tak, 4O

(xn ’ yn) =* (x09 }’o‘, ‘ : (2)
(X0, ¥0) ¢ Gy (7. €. 3o *+ ¢f(xo)). UTax Lco-# f(xo). M3 (2) BmITeRaet (x,, f(x,) !
(xo, }; )¢= G,u3to B IPOTHBOPEYHH C IIPEANOIIOKEHHEM TEope MBL.

Teopema 5. Iycms f € U(X), mo | f| e U(X).

Hoxasatenbctso. Ilycts f € U(X), (X,, ¥a) € G5 (n = 1, 2, ...), (x,, ¥u) = (X0, Yo)-
Ecimu f(x,) = 0 m1s 6eCKOHEIHOTO YHCIa 1, HAIpAMep, I n = my (k = 1,2,...),
TO Ymy = |f(xm,‘) | = f(m) = f(x0) = yo = |f(xo) I’ 3HAYAT (Xo, Yo) € Gy 7). Ecimm
s n > N f5) < 0,70 mt n > N wweent 3y = | f(5)]| = ~f() ~ =fx0) = 35,
CITEIOBATENBHO Yo = —f(Xo) = |f (o) ‘ (x0% Yo) € Gy ;. ' ' \

. B mampmiem MeI Gynem paccmarpusath cucteMy U(X, Y). Ora CHCTeMa B, 06ueM
He SBJIAETCA 3aMKHYTOH IPHHMMAS BO BHAMAHHE POCTYIO CXOIUMOCTD, KaK HOKa3bl-
BaeT CIeNyIOMM IpHMeEp (Y E). :

Tpuuep 6. X = 0, 13, f,(¥) = x¢ U(x), lim f,,(x) ) ¢ U(X) (fx =0 mi :
x€40,.1), f(1) = 1).
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TToxaskeM, 4TO IPH NPOH3BOJIBHBIX METPHYECKHX NPOCTPaHCTBaxX (X, @), ( ¥, ¢,) cuc-
TeMa U(X, Y) saBaserca 3aMKHYTO# NpHHMMasi BO BHUMaHHE NOYTH PaBHOMEDHYIO
CXOAHMOCTb. ‘

Teopema 6. ITycms j}, eUWX, Y)(n = 1,2, ...) unycms nocaedosameasrocne {f,}y
cxodumca noumu paenomepro (Ha X) k f, mo fe U(X, Y).

Hoxa3zatenscTBo. {okaxeM TeopeMy OT NPOTHBHOIO. IIyCTh CYLIECTBYIOT 3ire-
MEHTHL (X,, ¥,) € Gy (p = 1,2, ...) Tak, 410 (X,, ¥,) = (X0, ¥o) ¢ G, 3HAUMT CyIle-
CTBYIOT NOJIOXKMTENLHBIE yucna 4., 6, Tak, 4TO

' S((%0 » ¥o)s 1) O S((X0, f(Xo)), 62) = @ )

Tax Kak f,(xo) = f(Xo), To cymecTsyer k Tak, ¥To s k > ky 0,(filxo), f(x0)) < 02,

w Tak wu k> ky o((%o, f(x0) (%os ful*0)) = Ve(filxo)s f(xo)) < 83, cienosa-
TEJIAbH O

(xo,fk(xo)) € S(("o:f(xo))f 62) (k > ky). O]

IMocxonbky {Xq, Xy, X3, ...} KOMIAKT, TO JJIsl KAXAOT0 HATYPaJIbHOTO kK CYIIECTBYET
m(n, < n, <...) Tak, 410

Ql(fm‘(xp)’f(xp)) < 71; (p = 0’ 1’ "')

W3 nocnenHero BHITEKAET

a((x,,y,,), (xp 3fnk(xp))) = \/Qi(fnk(xp)’f(xp)) < '71{

Ecim p - o0, To monydaem o((Xo, ¥o)s (X0, fu(%0))) = % HTaK CyWIECTBYET K,,

a0 s k > k,
(x09fr;k(x0)) € S((xo ’ y0)9 51)5

clieoBaTeNbHO, UMes BBUOY (3),
(xo,f;}xk(xo)) ¢ S((xo , f(xo)), 52) - (k> ky),

9TO IPOTHBOPEHHT (4).

CrnemoBaTebHO M3 HpeObIAYIUEH TepOPEeMBI BBITEKAET, YTO IOYTH PaBHOMEPHAS
CXOOHMOCTb ABIAECTCA FOCTATOMHBIM YCJIOBHEM K TOMY, YTOOBI npenennas GyHKIus -
nocienoBaTebHOCTH Qynkumit ¥3 U(X, Y) cHoBa npuHamexana U(X, Y). Crenyro-
i IPHMED TIOKaXET, 9T0 HOYTH PABHOMEDPHAs CXONMMOCTh He SBJIAETCS HeobXom-
MBEIM YCIIOBHEM IUIs TOTO, YToGbI Mpe/ieTHas GYHKIMSA HOCTeJ0BATEMbHOCTH QyHKIyHA

13 U(X, Y) onars npunagiexana U(X, Y). IlpuMep 7 onHOBPEMEHHO IIOKA3HIBAET
YTO M TOrJa €ClH IIg Kaxaoro & > 0 MOXHO ykasaThb M3MEPUMOE MHOXECTBO
4 © X'mepnl pud, pd > pX — €, C TeM CBOACTBOM, YTO CXONUMOCTE IIOC/IEI0BATE b~
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»
HoCcTH QyHKIMi X npeneHOM Qynkunn (Ha A) paBHOMEPHA, TO TeopeMa He JOJIKHE
6x1TH BepHoit. Cite1oBaTeIbHO, OYTH PaBHOMEPHYIO CXOIMMOCTD B IPETOIOXEHHHA
TeopeMbl 6 HEBO3MOXHO B3ATh B CMBIC/IE MEDBHI.

=1
Ipumep 7. X = €0, 1), f,(0) = 1, f(x) = x " nas xe(0, 1). Torna oveBUAHO
f(x) = lim f(x) =1 mna xaxporo x € X. 3nauur f,, fe UX) (n=1,2,...), HO

n—+w

CXOOMMOCTb f, — f He SABJIAETCA NMOYTH PaBHOMEPHOH. DTO BHITEKAaeT M3 TOro, 4TO

AJIA KaXIOoro n MMEEM
1

sup |x_7— 1| = +o00.
xe(0,1> .

Iycte {X,},er MobGast CHCTEMAa TOMOJOTHYECKHX mpocTpaHcTs. O6o3HaunM

3HAKOM x X'7 OCKapTOBO€ M 3HAKOM HX), TOIIOJIOTMYECKOE€ NMPOHU3IBEACHHUA 3THX
yel yel

npoctpaHctB. IlycTh 7, sBiserca npoeknuet X X, B X, T. e. m, ABnseTcqd H300pa-
Y er Y ? 7
7

XKEHHEeM, IIPH KOTOPOM BCAKOMY X = {X,},cr COOTBETCTBYET €ro y-as KOOPAMHATA

X, € X), . ITom TOMOJOrMYeCKMM IPOM3BEICHUEM H X y MBI GYJICM noapo3ymMeBaThb
yerl

nexaproro mpomssenenue X X, cHabGxeHHOe TOH camoii ciiaGoi Tomosioruei, npu
yerl

KOTOpOH BCsKasi NPOEKUMS 7, ABNAETCA HENPEPHIBHOA dynxnumeit (cmotpr [3]
crp. 89—90). Y mampme Mel Gynem' mONb30BaTHCA MOHATHSAMHA (HaIPHMEP CETh)
B coryacud ¢ [3].

TIpy nOKa3aTelbCTBE CEMyIOmei TeopeMBl BOCIOMb3YeMCs CIIEAYIOIIEH H3BECT-
HO#M TeopeMoit (cMotpu [3] cTp. 91), KoTopyIo cHOPMYITHPYEM Kak JTeMMy.

Jlemma 1. ITycmo {X,},.r cucmema monosozuueckux npocmpawcme u nycms

X =[1X,. Tozda o1n mozo umobsr cemv (x°, € A), x* = {x3},.r€ X cxodusace
yel
k x = {x,} € X, neobxooumo u docmaniouno, umobbl 011 Kancdozo ye€I cemp

X 4 x .
(x3, v € A), xj€ X, cxodunace k x,€X,. ]

Teopema 7. ITycmv {X;}iZo, cucmema monosozuyeckux npocmpancme u nycmo
Ha X, onpedenenst yrxyuu f, (i = 1,2, ...) (f; usobpaxcaem X, 6 X,), u nycmo Gp; =
= {(x,fi(x)), x€X,} A6AAEMCA 3AMKHYMbIM MHONCECMBOM & MONOAOZUYECKOM
npoussederuuI1{X,:s = 0,i} (i = 1,2, ...). Tozoa ynxyus f onpedenena caedyrouum
obpazom -

F&) = {160, 0, s i@, -}

(na mHoxcecmee X,) umeem zpagpux G, xomopbiii A6AAeMCA 3AMKHYMBIM ROOMHO-
JHcecmeom monoao2uuecko20 npocmpancmea X.

HoxasaTenscTBo. J{ocTaTo4HO MOKa3aTh, 4T0 Gy < G,. Iycts X = {X;}{=0 € Gy.
Torna cymectsyet ceTh (x7, € A), x* = {x{}20€ G, — {x} (xf = fi(x)) G = 1, 2,..))
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€
Ak, 4T0 X" — x. Tak KaK x* - x, To. B3 JeMMbI | BbITEKaeT f,(x{,) »x(=12..)
‘HXg — Xo. VI3 nOCNeIHErO BHITEKAET, YTO /TS Kaxmoro i = 1,2, ... ceTh (x5, fi(x5),
o € A) cxomuTcst (Ha OCHOBaHHHM JeMMSI 1) K (Xo, X;) H U3 3aMKHyTOCTH G 7, CemyeT
x; = f(x,), 3Hawr x € G,.

Teopema 8. Iycmy na (X, o) onpedenenst dyuryuuf,e U(X,, X i) i=12..)
(f; usobpasxcaem X, 6 (X;, 0,)). Onpedeaum na X, @ynxyuio f- caedyrowum oépaao.u

S(x) = {fl(x),fz(x) Sfilx), . leXy Xk Xy X xXx .= (Y,a)(a(y,y) = 5

. ——01(1’2—"—')-7, y={n}y = {rﬁ}?) .Toz0afe U(X,, Y)(X, x Y Mempuueckoe
1 + oy(n:, 1) _
npocmparcmeo ¢ mempuxoii p = /g2 + o?).

TeopeMa 8 ABJIAETCA cnencrnneM 'reopem,l 7 ecnu TIOKaXeM, YTO TOTOJIOTHS Ha
o

X= H X ; coauanaeT C TONOJIOTHeH Ha X X; oGpaaopannon Me'rpmcon A M ToIO-
Ci=0.. D i=0 ;

storus Ha IT {X s=0,i} (= 1 2,. )cananaeT ¢ TomoNorHei Ha X0 x X; 06pa3o-
Barmon Me'rpmcoifl \/ ¢ + o,

" B IOKa3aTeNBCTBE TEOPEMBI 8 Ml NPAMEHHM CIENYIOUIMH pe3yabTar, xoropbu“t
chopmymupyeM Kak emmy..

“Jlemma 2, Ilycmy.na mHoxncecmee X onpedenena mempuxa o. Tozda monosozuu

coenaoarom.

e . > , & N | — (43

obpaszosanvie Ha X mempukamu ¢ u ¢ = Tt
o
Hoxaaa'rem,c'rno J'KCMMBI 2. Herko TPOBEPHTE, YTO o meTtpuka. ITycts L (L) Tomo-
sorus Ha X o6pa3oBana Me'rpmcon g (a) IIycTs Gel.Ecmae G, TO CymIeCTBYeT
TaKoH OTKpPHITHIA map S(g, '), ¢ = &, (B cMbiCe ¢) ToukHu a, uTo S(g, &) < G.

’

MB1 MOXeM yXe TIPeaoIoraTs, "{To ¢ < 1. Tomoxum ¢, = ¢ = “ , Clemosa-
+ ¢

TeNbHO &< 1. 1'ch1'1> S(a, ) ccbepmecxaﬂ (OTKprTaﬂ) OKPECTOCHB TOUKH @ B CMBICIIE
METPAKH 0. Ecmu x € S(a, g), T0 o(x, a) < ¢ < 1. Tak xak ¢(z) = —1—%, ze {0, 1)

BO3pacTarouias; To

-. o(k;a) o 'a(f,a)‘ PO
\ 1 — o(x, a) 1—e
3HauuT S(a, €) = S(a, ¢'). Orciona BunuM, yto G = |J S(a, &,) € L. Crenoearensno
aeG

Lc k: 2HAJIOTHYHO JIETKO IPOBEPHM, 4TO Lct, urak L = L.
HoxaaaTenmso 'reopeM:bI 8. Ha ocHoBe JIeMMBI 2 TOTOJIOTHS npoc'rpancmav

X = H X, HeuaMemeTcx, ecim npoc'rpaﬂc-ma X 1 (i=1,2,...) OyzemM paccMaTpH- -
& i=0
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~ . *

BaTh C Me*rpmcoii 0 = (z = 1 2,.. ) Ha XX, onpene:m METPAKY u

1
npn MTOMOIIH Me'rpnx 0 (i= 0 1,. )

u"(x, y) = Q(zJ(éo, 'lo) + (i '% Qi(ﬁg,b'h))z .

= ()20, ¥ = (n)iZo- TloTomy 70 4*(5, ) = h(x, ), TomoTorK  obpasopas-

HBIC METPHKaMH ﬂ. H U HA X X cosnanaror .
i=0 ®©

O603Ha4yiMM 3HakoM L, Tomojoruioo Ha X = H X, H Lz TONOMOTHIO Ha X X;
i=0 i=0 -

obpazopannyro MeTpukoii u*. ITokaxeMm, uro L, = L,. Ilycte Gel; ®m mycTs
a= {di}?;oeG. Ecan n; ecth mpoekimeit X B X; (i=0,1...), To 7(G) = G,,
G, OTKpHITasi B X; B CMbICITe METPHKH Q;, Npu4eMG,; + X; TOJBKO AJIA KOHEYHOro
“ACITA MHIEKCOB iy < iy < ... < iy. OueBMmHO mus KAxmoro I =1, 2, ..., k cymect-|
BYET 6‘, TaxK, 4o S(a;,, 6,,) cG,(1=1,2,... k). O6o3sauum § = 278 ghin {5,,; <.

d;.}. JIerko MOXHO MOKa3aTh, 9T0 S(a, 5) = {xeX:p*x a) < 6} <'G. Hdei-
CIBUTENIbHO, MYCTh X = {éi}, 0 € S(a, 6) TO Afis KaxIooro l =12...,% '

0i (&, o) < 2% *(x a) <216 < 2% < 5,,,

urak &; € S(x;,, 8;) = G;,. [nA OCTaAbHBIX MHAEKCOB I =+ (l =1,2,...,k) ectb
£,€ G, = X;. Mbl mokasayu, 9T0 1JIsl KaXxnoro a € G cymecrsyet 6, > 0 Tak, 4To

S(a, 6,) = G, CJ‘IC,L[OB&TCJIBHO G = U S, ¢,) € L,, mrax l.l < L.
aeG

ITokaxem, uto L, = L,. Ilycte GeL,, a = {“i}: oeG CymeCTnyeT & > 0 Tak,

410 S(a, ¢) = G. Buibepem HaTypajibHoe | Tak, YTOOBI 2t & :/—E— . Honoxum Sy =
€ : : 7 g
=S(oy, =)= X,8, =8S@;,e)cX; ((=1,2,...,1+1), ¢g= ——7—.
(o \/2) . @, 8) = X, ( ) e 7T D
I+1

ITorom muOXecTBO T = n 7, '(S;) NpMHALIEXAT oqemmno BL uaeT. I'loxaxceM,
S :

uto T < S(a, &). Ecm x = {€}20€ T, To u3 ompenenenusi. T BuITEKAET §; € )

1
i=0,1,...,1 + 1) urak 04(&g, %) < —=» [ <———2(i=12,...,
( ) oo %) \/2 Qi€ o) < 241 + 1) ( 5
I 1). Beumy Toro, 4ro p; = ) J IS | (i=1,2,...), 1 yuuTsBasg BHIGOp-
+a‘ : o

guciIa I, momydumM

p*(x, a) = \/ Qo(fo’ %) + (’il o oG o) + Z 2‘ Qk‘ a‘))\

\/82 1+1 1 ' 1 \?
< [—=—+ — 4 Ll TS
N 2 ((gl 2!+1(l + 1) 2l+1) ‘ .

%

V
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Mrax ans xaxnoro a€ G cymecTByeT T=T,el; Tax, uro T, < G. Ilo3Ttomy
G UT,eL,. CnenonaTem,Ho L, = L,. Ananormyuo OH IOKa3adH MBI, 9TO

acG
Tomonorusa Ha XoxX; (i=1,2,...) oGpaaoBana MeTpHKO# Vg3 + o7 coBmajaer
¢ Tononorrei Ha IT1{X,:s = 0, i}. : .
. ]
M3 Teopemnl 7 BBITEKAET, YTO X—-G, orxpmro B CMBICJIE TONOJIOTHA Ha X = H X;,
i=1 :

3HAYHT TOXC B CMBICJ'[C TONOJIOTMH HA X X; i oGpaaonamlon Me'rpm(on # Tak 4YTO
i=0

G, 3aMKHYTO B X B CMBICIIE METPHKH u* ¥ CIIEZIOBATEILHO 3aMKHYTO TOXE B CMBICIIE
METPHKH L.
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O funkciéch, ktorych grafy si uzavreté mnoZiny IT

P. Kostyrko, T. Neubrunn a T. Sal4t
Praca dopliluje a zovSeobectiuje niektoré vysledky prace [1]. Uvedieme najdoleZitejSie vysledky.

- o0
Veta 1’. Nech (X, ), (Y,0) sii dva metrické priestoer, nech Y = U C,, kde C,(n=1,2,...)
n=1
si kompakty (v Y)."Nech U(X, Y) je mnotina vietkych takych zobrazent priestoru X do Y, ktorych
grafy si uzavretymi podmnofinami priestoru (X x Y,7), T=+/0*+ 02, Nech B(X,Y) znadi
mnoZinu vSetkych tych zobrazeni priestoru X do Y, pre ktoré pIati Ak G c Y, G otvorend v Y, potom
f~1(G) € F,(X). Potom U(X,Y) < B{(X,Y).

V préci st dalej qdvodené niektoré postadujiice podmienky k tomu, aby zloZené zobrazenie dvoch
zobrazeni 8 uzavretymi grafmi bolo opif zobrazenim s uzavretym grafom. TaktieZ je detailnejlie
studovand Struktira systému U(X, Y), zvlasf v pripade ¥ = (—o0, 4 ).

Uvedieme edte dva vysledky.

Veta 6. Nech f, € (X, Y) a nech {f,}¥ konverguje skoro rovnomerne na X ku f (t. j. {f,,}”
konverguje rovnomerne ku f na kazdom kompakte K < X). Potom f € U(X, Y)

Veéta 8. Nech (Yy,00), (Xy,0) (=1,2,..) si metrické priestory. Nech fie UXy, X))
(i=1,2,...). Nech Y = X; x X, X ... je kartézsky sucin priestorov X, s Fréchetovou metrikou ¢

~

¢
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.= 1 o,(m;, n)
tj. ak y= )T GY y = {ni}¥ €Y, potom o(y,y) = Z o> m . PoloZme
i\"li»

pre x € X,
) = {6, £,(0), -0 i), -}
Potom f e UXy, Y).

On the functions, the graphs of which are closed sets II
P. Kostyrko, T. Neubrunn and T. Salat

Summary

In the paper are accomplished and generalized sonie results of the paper [1]. Let us introduce
some of them.

Theorem 1’. Let (X, 0), (Y, 6) be two metric spaces. Let Y = U C, where C, (n=1, 2,

are compacts (in Y). Let U(X, Y) denote the set of all such mappmgs thh the domains X and the
range Y, the graps of which are closed subsets of the space (X X Y,7) where T = +[g?+ o2
B, (X, Y) denotes the set of all such mappings from X into Y for which the following property holds:
IfG < Y, Gisopenin Y then f ~1(G) € Fy(X). Under these asumptions U(X, Y) < By(X, Y) holds.

Further some sufficient conditions on two functions implying their graph to be a function with
closed graph are given. The structure of the system U(X, Y) is studied deeper when ¥ = (—o0, ).

Further results are:

Theorem 6. Leét f, € U(X, Y) and let {f,}T is almost uniformly convergent to f (i.e. {17 is
convergent uniformly ot f o each compact K = X). Then f€ U(X, Y).

Theorem 8. Let (Xg,00), (X;,0) (=1,2,...) be metric spaces. Let f,eUXy, X) (i=
=1,2,...). Let Y=X; X X, X ... be cartesian product with the Frechets metric ¢ of the,

1 oyn;,7i
spacesX ie. if y={m}T €Y, ¥ = {n;} € Y then o(y,y ’)—Z 5 -1—_*_'(%).1.& us
i -

put for every x € X f(x) = {fl(x) fz(x), vees Jy(X), ...}, Then fe€ U(Xo, Y).






[ACTA F, R. N. UNIV. GO)IEN X, 3y MATHEMATIKA, 12, 1965} .

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATlS cOMENIMIAE
TOM. X. FASC. IIL. MATHEMATICA Xil. 1965

O niektorych vlastnostiach rieSeni linedrnej diferenciﬂnej rovnice
YW+ 24(x) y + [A'(x) + b(x)]y = 0.

J. Mamrilla

V préci su §tudované oscilatorické vlastnosti rieSeni diferencidlnej rovnice
W+ 24(x) ¥ + [4() + b(x)]y = 0, @

kde A(x) € Cy(a, ), b(x) € C(a, o), a€ (— 0, ©). '

Hovorime, Ze rieSenie rovnice (a) je oscilatorické na (a, c0) ak md nekonedne
mnoho nulovych bodov na (a, o), v opaénom pripade hovorime, Ze je neoscilatorické
na (a, o). Z dalsich Gvah vylu€ujeme trividlne riefenie (y = 0).

Najskor vyslovime lemmy, na ktoré sa budeme v dalsom deolaivaf :

Lemma 1. Nech b(x) = 0. A(x) = 0, pritom nech b(x) nerovnd sa identicky nule
na Ziadnom intervale, potom nulové body rieSenia y(x) rovnice (a) a jeho-druhej de-
‘rivdcie sa oddelujui napravo od bodu x, (> a), v ktorom plati

F(¥(x0)) = ¥(x0) ¥"(x0) — ¥'(x¢) ¥"(x0) + A(xo) ¥*(xo) < 0. (b)
Této lemma je dokdzand v [2; lemma 2].

Lemma 2. Nech A(x) = 0, b(x) — A'(x) < 0, potom rieSenie Wx) rovnice (a)
s trojndsobnym nulovym bodom nemd nalavo od toho bodu nulovy bod.

‘Dokaz. Nech x; < x, je prvy nulovy bod (v bode x, md y(x) trojndsobny nulovy
bod), potom existuje &, € (x4, xo) taky, Ze y'(¢;) = 0 = existuje &, € (§,, x,) taky,
Ze y"(£;) = 0 = existuje bod &; € (&, x,) taky, Ze y"(€;) =0, ale to nie’ je moZné,
lebo z integrdlnej identity

y"(x) = y"(x0) — 2A(xo) Hxo) — 2A(JC) nx) — I(b — A) ydt ©
vyplyva, Ze y"(x) 0 pre x < Xg. |
Pozndmka. Z d6kazu plynie, %e ani y’, y” nemaji nalavo od bodu x, nulovy bod.
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Lemma 3. Nech b(x) = 0 (b(x) = O neplati v *adnom intérvale), potom ka*dé
rieSenie rovnice (a) spl¥ia najviac jednu z podmienok
W(xo) = ¥'(x0) = 0,
Hxo) = ¥'(x0) =0

a to nanajvys$ v jednom bode x,.
Této lemma je dokdzand v [2; veta 1].

Lemma 4. Nech b(x) = 0 (b(x) = O neplati v Ziadnom intervale) a nech y;(x),
j=1,2,3,4 je fundamentdiny systém rieSeni rovnice (a) vyhovujici v bode x, po-
Siatoénym podmienkam

1, ak i+1l=j -
(i =
i (o) = {o, ak i+ 14]
i=0,1,2,3, potom funkcie

V2> YVa
Y2s Va

Y3, Ya

+0, 3=
3 V3> YVa

+0

w?4 =
pre x + xq a teda nulové body rieSeni y,, y,; ¥3, Y4 sa oddelujii, t. j. medzi dvomi
susednymi bodmi jedného rieSenia leZi prdve jeden nulovy bod druhého rieSenia.

Této lemma je dokdzand v [2, veta 5 a dosledok 1 vety 5].

Veta 1. Nech A(x) = 0, b(x) = 0 (b(x) = O neplati v Ziadnom intervale), b(x) +

+ A'(x) >0, (b — A)dx = 0. Potom k tomu, aby rieSenie y(x) diferencidlnej
rovnice (a) oscilovalo na intervale (x,, ) staci, aby

F (y(xo)) <0,
kde x, € (a, o).

Dokaz. Nepriamo. Nech nejaké riesenie y(x) rovnice (a) neosciluje a nech
F((x,)) £0. Z predpokladu neoscilatori¢nosti rieSenia y(x) vyplyva, Ze moéZu
nastaf tieto pripady: ‘

1. y(x) > 0, y'(x) > 0 od uréitého x pocinajic,

2. ¥(x) > 0, ¥'(x) < 0 od. uréitého x poéinajtc,

3. ¥(x) > 0 a y'(x) md nekonene mnoho minim a maxim.

(Ak y(x) < 0, potom berieme rieSenie —y(x) > 0).

UkdZeme, Ze kaZzdy z Wvedenych pripadov vedie k sporu. ;

Prvy pripad nemd¥e nastaf, lebo z rovnice (a) vyplyva, Ze 3" (x) < 0 a tedy
»"(x) ako klesajica funkcia md limitu, oznaéme ju a, t. j. lim y”(x) = . Nech

XxX— 0

a0, Potom z integrdlnej identity

Y(x) = k =24y = [ (b — A) ydb, ©
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kde k = y"(x,) — 24(xp) W(x,) odvodime spor, lebo
y" =k — 24y — {(b'- A)ydt <k — 24m* — nzg.(b — 4')dt » —oo.

Ak by o < 0, resp. « = — oo, potom od urt‘.ltého x jey” < aj2 a po tro_;nésobnej
integrdcii dochddzame k sporu s y(x) > 0.
Druhy pripad nemdZe nastaf, lebo z integrdlnej identity

FO) = 3" — ¥y + A% = Fpeg) = § &2 + Dt (@

vyplyva, %e Tavd strana m4 zéporni limitu (nakolko pravd strana m4 zdporna limitu
~n? <0 (= — o)) pre x - 0. Z lemmy 1 vyplyva, Ze y"(x) nemd od uritého x
nulovy bod, nakoIko y(x) > 0. Z toho; Ze aj —y'(x) > O vyplyva, Ze aspoii jedna
z derivdcii y"(x), resp. y"(x) je od urtitého x zdpornd. UkdZeme, %e oba pripady
vedi k sporu. Keby y"(x) < 0, potom po dvojndsobnej integrdcii pre dostatone
velké x dostaneme, Ze y(x) < 0 (nakolko —y'(x) > 0). Teda musi byf y'”'(x) > 0
a y"(x) < 0od uréitého x podinajic. Z mtegraﬂnej identity (d) vyplyva, Ze yy” < —n?.
odkial dostaneme, Ze y” < —m? a opif po trojndsobnej integrdcii dochddzame
k sporu s y(¥) > 0.

Z Temmy 1 vyplyva, ¥e ani treti pripad nem6Ze nastat.

Pozndmka. Uplne podobne by sme dokdzali tito postadujucu podmienku
oscilatoriénosti:

Nech b(x) 2 k >0, k =kons., A(X) je nezdpornd monotonna fumkcia, ‘potom
k. tomu aby rieSenie Y(x) rovnice (a) oscilovalo naprave od. bodu x, stall, aby
F ()’(xo)) 0.

Veta 2 Nech b(x) = 0:(b(x) =0 neplatt’ v Ziadnom mtervale) b(x) — A'(x) < 0,

2A(x) + j'(b AYdt 2 I? >0, x > x,, potom exzstuju ako oscilatorické tak " aj
X0 .
neoscilatorické rieSenia rovnice (a) na (x4, oo) kde x; = x,.

Ddékaz. A) Existencia oscilatorickych rieSeni. Nech y;(x) j = 1, 2, 3, 4 je funda-
mentélny systém rieSeni rovnice (a) vyhovujtici v bode x, poétatoénym podmienkam

i 1, ak. i+1=j
: ”(xo) {0’_ ket i=0,1,23
Ukézeme, ic neiema yz, Yas Y4 S0 osmlatonoké Stadi ukdzat, Ee rie¥enie y, je 0801~
latoncké lebo potom na zdklade lemmy 4 oscll'nju ajy; a .

Pri dokaze oscilatoriénosti rieSenia y,(x) postupujeme podobne ako pri dékaze
predchddzajiicej vety. Je jasné, Ze od uritého x > x, je A(x) > 0 a F(y,(x)) <0
a teda druhy a treti pripad nemdZe nastat. Ze nembie nastatam prvy pripad vyplyva
z mtegrélnej 1dentxty (c) lebo ‘ '

Y4 =0 - 2A(JC) )’z(x) = I ®- A’) # @ s *”ka X 0



kde y,(x) > k,; > 0, odkial po trojndsobnej integrdcii prichddzame k sporu s y,(x) >
> k; > 0.

B. Existencia neoscilatorického riefenia. Vytvorme si nasledujucu postupnost
ne§em rovnice (a)

(%) = ¢y, (x) + 9% + ¢y3(x) + Pyalx),
kde n=1,2,...a c¢™ (i =1,2,3,4) st konStanty s po&iato&nymi bodmienkam_i
u(x,) = u(x,) = u,(x,) =0,  u,(x,) >0,
V(xp<)x; <x3<...<Xx,<...—> © as vlastnostou v é&isle x,

ul(xo) + u(x,) + WP (x0) = 10(xo) = 1. (e)

Podla lemmy 2 rieSenia U(x), n = 1,2, ... nemaju naIavo od bodu x, Ziaden nulovy
bod a plati: u,(x) < u,(x) < 0 pre Iubovol'né X <X <X,
‘UvaZujme o tychto postupnostiach

{xo)ta=1> {xo)laz1s  {#n(x0)}n=1> {“:'(xo)}:;xf >

Ka%d4 z uvedenych postupnosti je ohrani¢end vzhladom na (e) a preto z kaZdej
postupnosti moZno vybraf konvergentni postupnost. Jestvuji vybrané postupnosti

(a0} {Up(x0)}  {un(x0)}  {u(x0)}

z postupnosti (f), ktoré sucasne konverguju pre m — co. Oznaéme ich limity u,,
ug, U, ug. Oznaéme u(x) také riefenie rovnice (@), ktoré v bode x, spiita potiato&né
podmienky '

ulme) = u, W) =y, W(xo)=up, u(xe) = up.

*

" Pahko nahliadneme, ze
u(x) = lim u,(x), \

m— o

kde
Un(X) = Up(X0) Y1(X) + (o) y2(x) + u (xo) V3(x) + Un(xo) y4(x)s
o u(x) = ugy (x) + ugy,(x) + uops(x) + uoya(x).
UkdZeme, Ze rieSenie u(x) je neoscilatorické. DokdZeme to nepriamo. Nech teda

u(x) je oscilatorické,’ potom md nekonefne mnoho nulovych bodov (najviac jeden
‘,wacnésobny, lemma 3) a teda existuje bod é, v ktorom

u® =0, u(§)>0

-potom tiez u(¢ + 1) > 0 pre dostatodne malén > 0. Odual’ vypli'va, Zeu, (& +n)>0
od urtitého m, po¢nic, ale to vedie k sporu, pretoie pre dostato&ne verké m (= mg)
Jexm>é+nau~(6+q)<0
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V dalsom budeme vySetrovat oscilatorické. viastnosti rieSeni diferencidlne roviice
YW+ 0wy +Q®y=0 : (a,)

Rovnica (a,) je Specidlny tvar rovnice @ [b A, Q = 24]. Riefenia rovnice (a,)
uzko stvisia s rie§eniami rovnice ' C o

'+ 0x)y=0 (az)
Ak oznadime y,, y,, y3 fundamentdlny systém rieSeni rovnice (a,) taky, Ze Wronskidn

je rovny 1, potom funkcia

flyx) ya(x) pa(x)
Ya(x) f 11() y(6) »i() |dt,
w | 210 ¥ ¥50)

kde x, € (a, 00) tvori spolu s ¥;(x), y2(x), y3(x) fundamentdlny systém rieSeni rov-
nice (a,). Je zrejmé, Ze y4(xo) = ¥a(¥o) = yi(¥%o) = 0, y4(xo) = 1. Pre diferencidlnu
rovnicu (a,) plati nasledujiica integrdlna identita

Y =k — 00, @)

kde k; = y"(xo) — Q(xo) ¥(xo). Pre rieSenie );4(Jé) konstanta k;, = 1. V. A. Kondrat-
jev [1] dokdzal tato vetu: '
Ak v diferencidlnej .rovnice (a,):

1. O(x )>( V3 + al(x)) , kde sl(x) > 0, j’sl)(‘_x) dx = o, potom exlstu]e

taky fundamentdlny systém rieSeni, Ze dve rieSenia su oscilatorické a ich nulové body
sa oddelujii a jedno je neoscilatorické a monotonne konverguje k nule.

2 (-3 - a) Lzos (%ﬁm(x)) o

E’iy%lijf—dx < o, J‘Ei(x—l—ln—’f— dx < oo, potom rie-

Jenia diferencitilnej rovnice (a,) si neoscilatorické

kde &,(x) =0, &3(x) 20 a

3.0x )S(— V3 - e,,(x)) , kde 84(x) 20 EIE‘( %) dx = oo,potamexl&'

tuje taky fundamentdlny systém rieSeni rovnice (a,), ¥e dva z nich si oscilatorické
a ich nulové body sa oddeluju a lretie je neoscxlatorzcké a monotonne konvergzqc
da + 0.

" O rieSeniach dlferencldlnej rovnice (al) dd sa dokdzat nasledujuca veta:

.87



i3

- Weta X Nech v diferencidinej rounic (a,):

10wz (2495— £ el(x))i,, kde &,(x) 2 0, f“’—;‘"ﬂ dx = @, Q'(x) 2 0
X

(= nemastdva v Yadnom intervale), potom existuje fandomemtdlny systém riefent
rovnice (a,) taky, Ze tri rieSenia osciluji a kazdé dva z nick si mdové body oddelujit
g Jedno je neoscilatorické, monotonne konvergujiice k nule.

| z,.( 23 -s,(x))-—sg(x)go ke o) 0 = Ti’i’-‘)-‘“—"dx <.oo, |

potom kaZdé rieSenie rovnice (a,) neosciluje.

3. 0(x) = (——‘Zz - 84(x))—1? > kde g,(x= 0, J.s—‘f;)— dx = oo,' potom exis-
x

tuyje fundamentdiny systém rieleni taky, Ze dve rieSenia oscilujii a ich nulové body sa
oddelujii a astatné dve rielenia neosciluji a divergujii (monotonne) do + .

Dékaz. Uvaiujme fundamentdiny systém rieSeni rovnice (a,), ktory v bode x,
vyhovuje tymto potiatoénym podmienkam

D) _ L ak i+1=j . ' . .
¥P(x0) {o, ak " i L i=0,1,2,3; j=1,273,4.

DokéZeme teraz tvrdenie 1. Z [1] vyplyva, Ze riedenie y, vyhovujiice tymto podmien-
- kam

5’1("0) =1, ;i(xo)- i;(xo), 5"1’(-"0) = —Q%xo)

neosciluje a monoténpe konverguje k nule a rieSenia y,(x), ¥,(x) osciluji a ich nulové
body sa oddehun PretoZe Q’(x) 2 0, potom Wronskidny rieSeni »,, ¥4; ¥3, ¥4 DO~

rovnaji sa nule pre x % x, ako to vyplyva z lemmy 4 (b(x) = —Q— 2 0) a tedy

nulové body tychto rieSeni sa navzdjom oddeluju.

Riesenia yl(x), Y2(x), y3(x), y4(x) tvoria hladany fundamentdlny systém rovni-
ce (a,)

2. Z [1] vyplyva, Ze kaZdé netrividlne rieSenie rovnice (@) tvare y = ¢, 3 +
+ ¢,9; + ¢35 je neoscilatorické. UkdZeme najsamprv, Ze y,(x) je neoscilatorické
a potam ukdZeme, Ze aj rieSenio y = ¢,); + C2¥3 + €a¥3 + Co¥a je neoscilatorické
pre x > x,. '
" RieSenie y, nemd nulovy bod pre x > x, a je dokonca konvexnou ﬁmkmou pre
%X > x5, 80 vyplyva z integrdinej identity (c;).
_ Riesenie y(x) je bud rastiicou alebo klesajticou funkciou pre x > x,. Staéi»ukdzat-,
v de nemo¥e nastat: Wx) >0a ¥'(x) md nekonedne vela maxim a minim. Nech by



tomu tak mebelo, potom )* mé nekoneine vela nmlovyeh buéov. anhe Q prvf' ;
nulovy bod y"(x), potom z rovnice (a,) dostdvame

) = — IQ(t) @) dt > 0

%o je spor s tym, Ze y” m4 dalsi nulovy bod a teda y'(x) je od uréitého x x bud kladns,
resp. zépornd. Z toho, Ze ¥(x) je bud rasticou, alebo klcsajﬁcou funkciou pre
x> x> X az toho, Ze y,(x) je konvexnou funkciou pre X > X, vyplyva, Ze
=y+ c4¥4 nemd od ur€itého x ani jeden _nulovy bod. o
3 Z [1] vyplyva, Ze existujt riedenia ¥, , vz, > také, %e y, neosciluje a lim yy(x) = o9

. x>
‘& Y,, y3 oscilujii a ich nulové body sa oddelujii. Ukd#eme, %o ¥4 je neoscilatorické
a lim y,(x) = c0. Je zrejmé, Ze y,(x) (ba ani yj, 3 nembze mat nulovy bod prg

X000 .

x > xo. Naozaj, nech x; > x, je dalsi nulovi bod riefenia ¥4(x), potom existuie
bod £ € (x,, x,) taky, Ze y5(£) = O (na zdklade Rolleovej vety), &o ale nie je moZné,
lebo z integrdlnej identity (c,) vyplyva, Ze

m(x) Q(X) Y4 > 1 pre xg¢ (an xl)' :

Z poslednej nerovnosti vyplyva, Ze y4(x) nemOZe mat viastnii limitu pre x — o
a nemdZe nastaf ani pripad aby y,(x) > 0 a y,(x) mala nekanefne vela maxim
a minim a je tieZ vidief, Z¢ lim y, = oo. RieSenia y,, y;, V3, V4 tvoria hlgdany

X0

fundamentdlny systém rovnice (a,).
Ziverom d'aku_lem M. Gregusovi a V. Sedovi za pripomienky pri priprave tojta
préce.
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I'. Mampunna

Pesome

B pabore MOKa3aHBl ClEAYIOMHEE TPH TEOPEMBI:
_Teopema 1. ITycrs A(x) = 0, b(x) = 0 (b(x) He paBHa TOXIECTBEAHO HY/IIO HA B KAKOM IIPOME~
@ .

xyTKe), b(x) + A'(x) > 0, f(b — A')dx = oo, TO BHIIOJTHEHHE YCOBHA F(y(xo)) =0 x0T 61 B
bnHOi TOYKE X( € (@, °0) MOCTATOYHO JUis KoneGneMocTh pemernns y(x) Ha (xg, 00).

Teopema 2. HYCI:I: b(x) = 0.-(b(x) He paBHA TOXHECTBEHHO HYIO HE B KaKOM npouexym),
x

b(x)—— A'(x) <0, 24(x) + _f(b A') ad=2>0 x> Xy, TO YpaBHEHHE (a) oGnanae-r %o-
%o
nesmonmmtcn M HERONEOMOIMMHACH pemomm Ha (x;, 00), TAE X; = X,.

Teopema 3. Ilyctb B ypasmenn (a )

L Q(x)g( ‘/_+e,(x)) —» THe sl(x)>0f Y i o, O 2 0 (= e epmo

HHE B KAKOM NPOMEXYTKE), TO CYIECTBYET tbyu,namemamaan CHCTEMa DelICHWI ypaBHEHHS (dj)
Taxas, YTO OZHO M3 HAX MOHOTOHHO CTPEMHTCS K HYJIIO, OCTANBHbIE TPH PELICHHS xoneﬁmorcx,
npmeu HYJIM BCSKHX NBYX M3 HUX YepeNyIOTCSs;

o0
2 . 1 . 1

2. (— ;/ —ez(x))-—3§ O(x) =0, roe &3(x) 20 1 f—e—z—wdx < 00, TO BCAKOE
x X

peluenre ypasaenus (a4) HEe KonebneTcs

3.0 = (—- 2\9/3- = 84(X))7:3- , THE g4(x) 20, f 64](:) dx = oo, TO cymecrByer

tbysnamMeRTaNBHEAN CACTEMa pemeHWi Takas, YTO [BA M3 BXOMAMIMX B HEe PeIIEHMH KoneOmoTcs
M HX HY/IH YEpeAyIOTCH, & OCTANBHBIC ABA HE KONeOMOTCH M MOHOTOHHO CTPEMATCA K +oo. -

Uber einige Eigenschaﬁen der Losungen der Dnﬂ‘erentmlglelchung
' P+ 24(x)y + [4'(x) — by = 0

J. MAMRILLA
Zusammenfassung
In der Arbeit sind folgende drei Sitze bewiesen:
‘Satz 1. Es sei A(x) 20, b(x) =0 (b(x) =0 gelte in keinem Intervall), b(x) + A'(x) > O,

0 e ,
I (b— A’) dx = oo. Eine hinreichende Bedingung fiir die Oszillation det Ldsung y(x) der Diffe-
mtmlgleichunz (@) im Intervall (xq, o) ist

"F(/(xg)) < 0,

‘WO Xg € (a, ).

¢

7



x

Satz 2. Es sei b(x) = 0 (b(x) = 0 gelte in keinem Intervall), b — A'(x) < 0, 24(x) +. !(b A)de=
=22>0 x> xo dann existlert eine oszillatorische sowie auch eine mchtosnllatonsche Losung
der Gleichung (@) in (¥, ©), Wo x; = X. .

Satz 3. In der Differentialgleichung (a,) sei:

1. Q) z(iJr el(x)) , WO &(x) 20, f 3:‘—)dx= 0, () 20 (= in keinem

Intervall), dann existiert ein soldhes Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (ay),
daB drei Losungen oszillatoris¢h sind und je zwei von ihnen trennen ihre Nullstellen ab und eine
Losung ist nichtoszillatorisch uhd konvergiert monoton zu Null.

2. (——Zi-_—ez(x));]a— £0x) =0, wo £,(x) 20 und fm

jede Losung der Differentialgleithung (ay) nichtoszillatorisch.

dx< oo, dann ist
% :

. - ) ©
24/3 RN £4(x) .
3. 0(x) = e — £4(x) | —5» Wo £4(x) 2 0, dx = oo, dann existiert ein solches
x x

Fundamentalsystem von Li:')suriﬁn, daB zwei Losungen oszillieren und ihre Nullstellen trennen
sich ab, und die iibrigen zwei Ldbungen oszillieren nicht und divergieren gegen -+ co.
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autor. .
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Redakénd rada.
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