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TOM. IX., FASC.IL ~ _ MATHEMATICA

M. GREGUS

Einleitung. Es ist bekannt [1], dap wenn die lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung

Ly) =0
Ui(y) = i=12,.

in zwei Punkten a < b gegeben sind, dann kann man unter gewissen Voraussetzungen
zu dem beliebigen Punkt & € (a, b) die sogenannte Greensche Funktion G(x, E)
konstruieren, mit deren Hilfe die Ldsung y des mchthomogenen Problems

L(y) = r(x)
Uip) =0, i=1,2..,n

und n Randbedingupgen

in der-Form

\ b
Hx) = I G(x, &) r(§) d§

geschrieben werden kann.’

Weiter wird dieses Ergebnis zur Losung bestimmter Randwertprobleme mit
Parameter verwendet, und zwar so, dap das Problem auf eine bestimmte Fredholmsche .
Integralgleichung zweiter Art iiberfiihrt wird. ' e

In dieser Arbeit wird das angefithrte Problem verallgemeinert, nnd Zwar so, daB
dne Randbedingungen in m-Punkten a; < a; < ... < a,, vorgeschricben werden.

_Es werden sogenannte partikuliire Greensche 'Funktionen konstruiert mit deren,

Hllfe das unhomogene Randwertproblem in m-Punkten geldst wird. ;

- Ahnlich wird das Randwertproblem in m-Punkten mit einem Parameter auf eine
gewisse Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art {iberfilhrt. -

Die in dieser Arbeit angefithrten-Ergebnisse sind ein spezialer Fall der Ergebnme ;
der Arbeit [2], jedoch ist die Metode der partikulfiren Greenschen Funktlonen vonal- 3
haft filr praktische Anwendungen. i
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1 Es sei das Randwertprab]em

d' dn—l :

L) = po o tPgar bty =0 (22,

U) = o ¥(ay) + a§,”y'(a1) + ...+ a§i’"”y‘""’(al) +
+ a;,¥(a;) + 00))’ @) + ... + ag' YY" 1a,) + (1

....................

+ o) + V(@) + . S+ ol Ty g,) =
@<a<..<a, i= 1,2,...,n, m2=2)

gegeben, wo die Funktionen Po *# 0, py, ..., p, im Intervall {a,, a,) stetig sind und
Ul , Uy, ..., U, sind linear unabhingige Formen von y(ay), ..., y" " ay), ..., Wa,),

(n-l)(am)
Setzen wir voraus, dass das Problem (1) unldsbar ist, d. h. seine einzige Losung
ist die Funktion, welche identisch gleich Null ist. Dann gilt folgender Satz.
Satz 1. Fiir einen beliebigen Punkt & € (ay, ay+,) kann man die Funktion y =
= Gy(x, &) konstruieren, welche folgende Eigenschaften hat:
a ’ an 2 ) .
L Gk(x’ &)’ 7}3" Gk(x’ g) ka(x: &) Gk(x E.:) ka"‘z(x9 {;) sind ste-

tige Funktionen von x € {a,, a,,).
n—1

oL
1. Die Funktion ST Gi(%, &) = Gyn-1(x, E) ist in {ay,a,y iiberall aufer dem
= X
Punkte § stetig, wo sie eine Unstetigkeit erster Art mit dem Sprung der Unstetigkeit

o(g) hat,.d. h.

Gixn-1(§ + 0,€) — Gen-s(& — 0,8) = R (é) @
3‘ Dte Funktion Gk(x, §) ist die Losung der Differentialgleichung L(y) = O in den
Intervallen a4, %), (&, a,,) und sie erfiillt die Randbedingungen U(y) = 0,i = 1, ...,n
. 4. Die Funktion Gi(x, £) ist mitden Eigenschaften 1.,2.,3. eindeutig bestimmt.
-+ Beweis. (%), ya(x), .., ya(x) sei ein Fundamentalsystem von Losungen der Diffe-

rentialgleichung L(y) = 0. Pann mup die Funktion Gy(x, &), welche wir konstruxeren
wollen, in den Intetvallen (a,, &), &, a,,y die Form :

et
(330w

6B = 3319 + @y F e+ A (@ S x <8
<t G.(x,e) F,yl(x) + baya(®) + . + By®) € <xSa)

5%

'. haben, wo a, 3 osiy a,, by, ... b Konstanten sind. Aus der Stetigkeit der Funktion G,‘



und aus lhren erstenn — 2 Ableitungen nach xim Punkte 5 \md aus der Bedmgung (2) |
folgen fiir die Differenz o= b, — a, n Bedingungen
cm(’é) + c2y2() + oo + a8 = 0

¢ Y18 + 2958 + .. + cyu€) =0

-----------------

A cly({' () + eOE) + o+ cdTIE) =

epTIE) + 8T + e TOE) = " (F,)

Die Determinante dieses Systems ist die Wronskische Determinante des Fun-

damentalsystems der Losungen im Punkte § und daher sind die Zahlen ¢; eindeutig
bestimmt, :

Wenn wir

‘

Uy) = 4u®) + 4,0) + - + 4in(),

setzen, wo
Ay = (@) + afy@) + o + oY), j= 12,

ist und wenn wir emschrexben dap G,(x, F,) n Bedingungen U(y) =0, i = 1
erfiillt, erhalten wir .

a;Ady(y,) + a,dp(yy) + o + a, Ay (y) +
+ ay4;,(y) -+ aAp(y) + - + a, 4y +

+ a,Ay(yy) + a43(,) + - + a,du(s) +
+ byAy (1) + b2y (72) + - + bydyer 1) +

.....................

+ BlAim(yl) Tt BZAim(yZ) + ...+ l_)nAim(yn) =0, i=12.,n

Das angefiihrte System von Differentialgleichungen kann auch in folgender Form
geschrieben werden

B UM # BoU0) + oo + BU) =
= ¢, dy(yy) + 245 (2) + - + 4u() +
+ ¢ Ap(y) + c24(r2) + ot aniZ(yn)' ar

.....................

+ 1 Ag(ry) + 64x(2) * oo + Au(n)-
Die Determinante dieses Systems von Gleichungen ist verschieden von Null, weil

Y15 V25 -+ Ya €in Fundamentalsystem von Ldsungen der Glelchung L(y) = 0 bilden
und das Problem (1) ist unlosbar. Also aus diesem System kann b, , by, iy by eindeutig







Ok +1

+ 70) [Guenes(% % = 0) = Grynosls x + o1 + 5 G;w(x,a) e dt +

+. 4 I Gpe 1%, E) T(E) dE = JGlx-(x &) r(E) d& + ..

4 'T'Gk,.n(x, ) r®) & + "("3) £ Grrranlr, B M) A +

Om=-1

+ T Cporeln D@
weil . ‘
Gpan-1(x, x — 0) — Gk,.-x(i,x + 0) = Gien-1(x + 0,x) = Gyen-1(x — 0, x) ='Tl(;5. ‘
Aus den Formeln fiir y™~")(x) und y™(x) stellén wir leicht fest, dap -lim ""(x)

x‘.lki'
und lim y™(x) fiir k < m existiert. Ahnlich kénnen wir leicht feststellen, dap inso-
x—rayt
weit k > List, lim y*"U(x) und lim y*(x) existiert und daB lim PO (x) =
- X=ax - X=a- x=ax-
lim "~ Y(x) = y*"(g,), lim y™(x) = lim y""(x) y""(ak) gilt. Aus den so er-

X—ax+ X—ax- x-um»

rechneten Ableitungen folgt

Lpy) = }ZL[Gl(x, OIr®) dg + ... + I L[G,- z(x, 313 d§ +

+ I L[G;-1(x, ] 7€) dE + r(x) + I L[Gx, &)] r(§)dg§ + .

-1

% I LG, - (x, £)) r(€) d& = r(x).

Gm-1
Endlich

Om

UO) = [UGIHO e+ + | UlGu-)®dE = 0.

Damit ist gezeigt worden, daP die Funktion (4) das Problem (3) 1dst.
3. Das homogene Randwertproblem (1) sei unlésbar.

G,(x, &) seien Greensche F\mlmonen des Problems (1) Weiter sei G ,(x) die Losung ki

des Problems
- LIGMx)] =
UilG(x¥)] = ... = Uiy [Gix)] = Um[G:(X)] =..=010, [G‘(x)]
; - UIG(x)] = 1, i=1,2,. . e
* Es-ist bekannt, daf solche Ldsungen existieren. Daun kann ganz ihnhch wie
im Abschnitt 2 bewiesen werden, daB die F unktlon ,

m—1

Hx) = .):1 I G;(x, B r(§) d§ + v,G1(x) + 7,G,(x) + ... + 'f.’G.(x)

e ax



die Losung des Problems
: L(y) = r(x) ©)
=1, i=12..,n '
ist.
4. Ldsungen von Randwertproblemen als Losungen von Integralgleichungen.
Es sei das Randwertproblem :

L(y) = g(x) y + r(x) (6)
U;(y) = Yi’ i = 4, 2, e B

« gegeben. . A p
L), Uy), r(x), a;, B;, v, sollen dieselben Eigenschaften wie in den vorhergehenden
Abschnitten haben. Weiter sei g(x) eine stetige Funktion im Intervall {ay, an)
nicht identisch Null. Das zum Problem (6) gehorige homogene Problem d. h. das
Problem (1) sei unlésbar und Gy(x, &),k =1,...,m — 1 seien Greensche Funktionen
des Problems (1). Dann folgt aus dem vorhergehenden Abschnitt, dap die Losung y
des Problems (6) der Integralgleichung

=1 ap+1

Y9 =Y [ G5 [e®)»® + r@OIdE + 71G:(x) + - + WG (D)

m
k=1 ax

entspricht. Wenn wir
Kk(x, g) == Gk(x’ g) g(g)

m—1 ax+

J6) =G + - ARG+ %, | G BrO

bezeichnen, dann konnen wir die Iﬁtegralgleichung. (7) in der Form

m—1 ar+1
Wx) = f(x) + le | Ki(x, &) y(8) dE
. k=1 ek
schreiben.
5. Vom Parameter abhiingige Randwertprobleme.
Gegeben sei das Randwertproblem ‘

s E L(y) = Mg(x) y . ®
LU =0, i=12..,n

g(») habe die Eigenschaften, wie im vorhergehenden Absatz. Das Problem (1) sei
unlésbarund Gy(x, E), k = 1, ..., m — 1 seien Greensche Funktionen des Problems(1).
Dann ist wie aus dem Vorhergehenden folgt, das Problem (8) ekvivalent mit der
Integralgleichung \ : i

m=1 6k+1

Y¥) =2 Y | Gx8)e®)yE)di

k=1 ok

b oo \
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" O okrajovom probléme 7-tého ridu v 7 bodoch
SUHRN
M. Gregus

V prici je rozrieSeny nehomogénny okrajovy problém n-tého rddu v m bodoch pomocou tzv.
partikulirnych Greenovych funkcii.

Pomocou tychto vysledkov sa v praci dokazuje, Ze okrajovy problém n-tého rddu v m bodoch
z4visly od parametra je ekvivalentny s rieSenim Fredholmovej integrilnej rovnice druhého druhu.

O rpaesoii 3agaun n-oro NoOpAgKa B M TOYKAX
M. I'perym

Pe3omMme

B paGoTe paspeineHa HEONHOPOIHAA KPAEBas 33[a¥a n-Or0 MOPAAKA B m TOYKAX C HOMOLIBIO
T. H. YacTHYHbIX (yHkumit I'puna.

C moMomBIo 3TOrO pedyibTaTa B paboTe yKa3aHO, 4TO KpaeBas 3aja4a n-0ro HOpsAxXa C mapa-
METPOM B m TOYKAX JKBHBAJIEHTHA C PEelIEHHEM HHTErPAILHOrO ypaBHeHHs Ppearoisma BTOPOro
pozna.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM IDIIVER!ITATIS COHEIIMNAE
TOM.IX., FASC. II. HATHEHATIGA . m;

Eine Bemerkung zur Zerlegung der natiirlichen Zahlen
A.HUTA
1

Bezeichnen wir mit R,(x) die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen einer
natiirlichen Zahl x in » Glieder (Summanden) unter folgenden Voraussetzungen:

1° die Glieder sind natiirliche Zahlen

2° die Zerlegungen mit zwar gleichen Gliedern, jedoch in anderer Reihenfolge,
werden als gleiche angesehen. Werden also Glieder einer Zerlegung mit X J =
= 1,2, ..., n bezeichnet, so kann man im weiteren voraussetzen, daf x; < x, fir
i<j. ;

Dann gilt die Relation - ,

n(x + ?l) - u(x) = n I(x + n - 1)0 ,' (1)'

Die Relation (1) 148t sich folgendermaﬁen beweisen:

Alle Zerlegungen einér Zahl y, deren Anzahl R, () ist, zerteilen wir in zwei Gruppen.
Die erste Gruppe wird diejenige Zerlegungen enthalten, deren erstes Glied 1 ist.

Die Anzahl dieser ist offenbar R,_,(y — 1) denn nach dem ersten Gliede folgen
 alle Zerlegungen der Zahl y — 1 in # — 1 Summanden.

Die zweite Gruppe wird alle iibrige Zerlegungen erhalten, deren Anzahl R,,(y n)-
ist. Es ist ndmlich jedes Glied, einer Zerlegupng, dieser Gruppe wenigstens gleich 2.

Durch Verkleinerung jedes Gliedes einer solchen Zerlegung um 1 bekommen wir
alle Zerlegungen der Zahl y — nin n Summanden. Wir haben also die. Glelchung

l(y) n-l(y s l) + Rn(y = n)’
aus welcher durch die Substitution y — n = x die Relation (1) folgt

 Da es unmdglich ist eine natiirliche Zahl Kleiner als n in » natiirhche Summandem
zu zerlegen, gilt

Ry(x) = 0 fir x =1, 2,.,(r-1), (2
und offenbar :

R el Sy
g7




Wir haben also das folgende Ergebnis: Die Anzahl der Zerlegungen R,(x) einef
 natiirlichen Zahl x in » natiirliche Summanden, in welchen es nicht auf -die
Reihenfolge der Summanden ankommt, ist eine Losung der Gleichung (1) mit den
Anfangsbedingungen (2) und (3).

2

Die Gleichung (1) ist eigentlich eine Lineare unhomogene Differenzengleichung
a-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die zugehorige hdmogene Gleichung ist

) R(x +n) — R(x) =0. . @
Die charakteristische Gleichung :
" —-1=0,

hat die Wurzeln
2jn .. 2w
€j,n = COS + isin
. n n
G=12,...,m,

80 dap die allgemeine Losung der Gleichung (4)

R,,(X) = Zn cjk, ne;,n (5) )

ist, wo die c;, Summationskonstanten sind.

Die Losung der Gleichung (1) finden wir mittels der Methode der Variation der
Konstanten.

Diese Methode besteht darin, daB man die Konstanten c; , in (5) fiir eine Funktion
«der x haltet und die Lésung der Gleichung (1) in der Form

R(¥) = i ¢ Eim ©

1ucht wo ¢; ,(x) unbekannte Funktlonen sind.

Die Anzahl dieser Funktionen ist n, jedoch nach Einsetzen der Ausdrticke )
in die Gleichung (1) bekommt man fiir sie eine Bedingung. Man kann also diesen
Funktionen weitere. (n — 1) Bedingungen beliebig vorschreiben. Dies geschieht
auf folgende Art und Weise: Wegen

Acy (%) = ;00 + 1) = ;.40
ist :

R(x+1)= Y ¢;(x)ej;' + Z Ac; ()5t .
- Durch das Festsetzen : :
R 4 \,Z: Ac;, ,,(x)e,,. =
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wird
R,-,(x +1) = Z ) (%) € e

Aus dieser Gleichung, durch dhnliche Fortsetzung, bekommt man fur die Dlﬂ'e—
renzen der unbekannten Funktionen die folgenden n Gleichungen

Z Ac; (x)efet = 1=1,2,..(m—1)
| ): Acj () €55 = Ryy(x + 1 = 10, . 0

Bezeichnet man die Determinante dieses Systems mit D, und die D_eterminante,
die aus D, entsteht durch Ersetzen der Elemente der j-ten Spalte mit den Werten
der rechten Seiten der Gleichungen, mit D; , so bekommt man

Ac;,o(x) = Pl—;'—’l §=1,2, 00

und davon
D;,

C] n(x) Z

wo die k;,, Konstanten sind.
Endlich durch das Einsetzen dieser Relationen in dle Gleichung (6) bekommt
man die allgemeine Losung der Gleichung (1)

R = X kyutia ,-; (Z lg;n)a;., e

Die Konstanten k; , werden aus den Bedingungen (2) und (3) bestimmt.

3 ) .

Zum AbschluB sollen noch die Ausdriicke R,,(x) als Belsplele fiir n = 2 3,4
ausgerechnet werden. ’

a) Vorerst, da jede natiirliche Zahl als Summe eines Glledes nur auf eine Welse
ausdriickbar ist, gilt offenbar R,(x) = 1.

Fiir n = 2 haben wir also die Gleichung

Ry(x + 2) — Ry(x) = Ry(x + 1),
oder : E "
. Ry(x + 2) — Ry() = 1.

Die charaktenstlsche Gleichung hat die Lésungen

€17 = "‘1 83y = +1
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: DasMSystem fur die Variation der Konstanten lautet ‘

(=D 1 Acyy(x) + 15+ Acyy(x) = 0,
: (=1"*2Acy5(x) + 17*2Acyy(x) = 1,
mit den Wurzeln

1 1,
Acyy(x) = -3 (=1 Acgy(x) = 51 H
wovon
-1
) =7 (0 ki, () =3 +k,
und wenn wir die Bedingungen
Rz(l) =0, R2(2) =1,
berticksichtigen, bekommen wir
o 1 e X
Ry(x) =7 [(-1F - 1%, + 5
b) Fiir n = 3 haben wir

: Rs(x + 3) — Ry(x) = Ry(x + 2),
oder

Ry(x +3) = Ry(x) =~ (—1y*2 = L gm+2 X g
ra 3 2
" Die charakteristische Gleichung hat die Wurzeln
X o 3 1 .3
313=-—2+1—[‘, .st=——2‘—’—\-/'2"‘: g3 =1

Das System fiir die Variation der Konstanten ist
- X 3 ' ¢ 2 .
YAc(x) €5 =0  fir 1=1,2,
J=1 _
’ -

2 8cn() 857 = Ryfx + 2,

seine Losung PR

éja(x) = %ejakz(x + 2) fiir j = 1, 2, 3

und wieder unter Beriicksichtigung der Bedingungen (2) und (3) haben wir i

1 A A e 4
Ra(")"jefs’i"‘—g‘szs—f*!'-Ti-—?(—l)



"c) Fiir n = 4 ist
Ry(x + 4) - R4(x) Ry(x + 3).
oder

1 x+32 1
Ri(x +4) = Ry = g efi> geif? oL g AN _ L ppens

Die charakteristische Gleichung hat die Wurzeln
3"14 =14, Ba=—1, €4=—i, g=1.
Das System fiir die Variation der Konstanten ist

Zch,,(x) e =0, fir /=123

4
Z Acyy(x) . €54 * = Ry(x + 3).

Das Endresultat unter Beriicksichtigung der Bedingungen (2) und (3) fiir
n=4 lSt

Ry(x) = 288 —oo (18674 + 93, + 18534 +2x* + 6x% — 9x — 13) —
7 (2313 + 2633 + 613 + €33 1) + ( 1)~

Die numerischen Werte von Ry(x) fiir n=1,2,3,4 und x =1, 2, 3, ... 15 enthalt
die am Ende angefiigte Tafel

N 1| 2| 3| 4
1 1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 1 1 1 0
4 1 2 1 1
5 1 2 2 1
6 1 3 3 2
7 1 3 4 | 3
8 1 |-4 5 5
9 1 4 71 6
10 1 5 8 9
11 1 5 10 | 11
12 1 6 12| 15 K
13 1 |6 14 18
14 1 7 | 16 | 23
15 1 7 19 27
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Poznfimka k rozkladu prirodzenych &isiel

A. Hufa

Oznaéme 8 R,,(x)" podet vietkych réznych rozkladov prirodzeného &isla x v # &lenov za tychto
predpokladov.

1° &leny su prirodzené &isla

2° rozklady s rovnakymi &lenmi ale v inom poradi sa pokladaj\’x za rovnaké.

Ak teda ozna&ime &leny nejakého rozkladu x; pF=12,..,n moZeme predpokladat, Ze x; = x;
pre i < j.

Potom plati vzfah )

R(x+n—Rx)=R,_1(x+n—1) @

R1e§eme rovnice (1) je dané vyrazom (8).

V poslednej &asti €ldnku su uvedené ¥pecidlne pripady vzt’ahu @) pren=2,3,4ana Kkonci je
tabulka numerickych hodndtpren =1, 2,3,4ax=1,2, .

[Ilpumeyanne K pasnoKeHHI0 HATYPAIbHBIX YHCEN
A.Tyta

0603Ea9IM Yepe3 R,(X) KOIMYECTBO BCeX PasHbIX Pa3NIoXEHNH HATYPATLHOTO YUCIIA X B 1 WICHOB
IIPH CIEAYIOMMX IPEeIIOIOKEHHSAX :

1° Bce wieHBI HATYpaJIbHBIE YUCTIA,

2° pa3yioKeHUs C PABHBIMH WIEHAMH, HO B HHOM IIOPS/IKE, TOJAraloTCs PaBHBIMHU.

Wtak ecm Mbl 0603HaYMM YiIeHEI HEKOTOPOro pa3yIokeHus yepe3 X, j = 1, 2, . . ., 7 Mbl MOXEM
TOpeanonaraThk, 410 X; = X j Anst i< J.

TToToM HEMeeT MECTO CIIEAyIolIee COOTHOIIECHHE

R(x+nm—Ryx)=R,_;(x+n—1) ¢))

Pemenne ypasaerns (1) maHo BeipaxenueM (8).
B mocnenHel YacTH CTATHH MPUBEACHLI YaCTHEIE ClTy4au cootHomernws (8) s n = 2, 3,4 u B 3a-
KITIOYEHHM Ta6/Mna YMCIeHHbIX 3Havenmit i n = 1,2,3,4nx=1,2,...,15.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. IL MATHEMATICA 1964

O jednej postacujiicej podmienke neoscilatori¢nosti rieSeni
linearnej diferencidlnej rovnice tretieho radu

J. CERVEN

UvaZujme linearnu diferencidlnu rovnicu 3. radu

Y'+px).y +4qx).y =0, (A)
kde koeficienty p(x) a g(x) st spojité funkcie v intervale (— oo, o).

Na vySetrovanie podmienok pre neoscilaény charakter rieSeni d. £. (A) som pouZil
metédy obdobné tym, ktoré pouzil vo svojich pracach M. Gregus a vo velkej miere
aj jeho osobnu pomoc.

Definicia: RieSenie dif. rovnice (A) spliiajice podmienku y(a) = 0, resp.
y'(@) = 0, resp. y"(a) = 0, kde a e (— w0, o), nazveme rieSeniami zviizku prvého,
resp. druhého, resp. tretiecho druhu v bode a dif. rovnice (A). (Po;em pochadza
od M. Gregusa.)

Veta 1: Nech pre x £ aje p(x) < 0a g(x) = 0 a nech y(x) je rieSenie dif. rovnice
(A) s vlastnostou y(a) = 0. Potom plati: a) Ak y'(a) % 0 a y"(a) = 0, tak y(x) + 0
aj y'(x) £ 0 pre x <a.b) Ak (@) =0 a y"(a) + 0, tak y(x) + 0 aj y'(x) + O
aj y"(x) += 0 pre x < a.

Ddkaz urobime nepriamo: a) Nech y'(a) > 0 a nech & je prvy nulovy bod funkcie
¥'(x) nalavo od bodu a. Potom pre x € (&, @) je y'(x) > 0, preto y(x) rastie po zé-
pornych hodnotéch k nule v bode 4, teda y(x) < 0. Pre x € (, a) plati potom y’(x) > 0
a y(x) < 0. Potom pre xe<t,a) je —p.y" — q.y 2 0, teda y"(x) = 0. Integrujme
posledni nerovnost v intervale {x,a), kde xe<g,a), bude y"(a) — y"(x) 2 0,
teda y"(x) < y"(@) = 0, t. j. ¥"(x) < 0. Poslednt nerovnost opit integrujme, a to
. v intervale (&, a), bude y'(a) — ¥'(§) < 0, teda y'(E) = y'(a) > 0, o je spor s pred-
pokladom, Ze y'(§) = 0. Preto y'(x) > 0 pre vietky x < a, a teda y(x) stale rastie
po zépornych hodnotich k nule, t. j. je ¥(x) < O pre vietky x < a. V pripade
¥'(@) < 0sa dokéaZe podobne, Ze y'(x) < 0a y(x) > Opre x < a. b) Najprv dokaZeme

63



%6 y"(¥) + 0 pre x < a: Nech y"(a) > 0 a nech & je prvy nulovy bod funkcie y"(x)

nalavo od bodu a. Potom pre x € (§, @) je »"(x) > 0; preto y'(x) rastie po zapornych
hodnotéch k nule v bode q, teda y'(x) < 0; preto y(x) klesa po kladnych hodnotach
k nule v bode a, teda y(x) > 0. Pre x € (€, a) plati teda y"(x) > 0, ¥'(x) < 0, y(x) > 0.
- Potom pre xe (&, a) plati —p .y — ¢.y £ 0, teda y"(x) < 0. Posledni nerovnost
integrujme v intervale <&, a), bude y"(@) — a"(€) = 0, t. j. y"(§) = y"(a) > 0, &o je
spor s predpokladom, e y"(§) = 0. Preto y"(x) > 0 pre vietky x < a. Preto y'(x) < 0
(rastie po zipornych hodnotéch k nule v bode a) a y(x) > 0 (klesq po kladnych
hodnoté4ch k nule v bode a) pre vietky x < a. V pripade y"(a) < 0sa dokaZe podobne,
_Ze y"(x) <0, y'(x) > 0, »(x) <0 pre x < a. Tym je veta dokézan4.

Veta 2: Nech pre x = aje p(x) < 0a g(x) £ 0anech y(x) je rie¥enie dif. rovnice
(A) s vlastnosfou y(a) = 0. Potom plati: a) Ak y'(a) #+ 0 a y"(a) = 0, tak y(x) + 0
aj y'(x) + 0 pre x > a. b) Ak y'(@) = 0 a y"(a) * 0, tak p(x) * 0 aj y'(x) + 0 aj

'(x)=|=0prex>a.

Dokaz sa prevedle podobne ako ddkaz vety 1.

Dosledok: Nech pre x € (— o0, oc) je p(x) < 0 a alebo g(x) = 0 alebo g(x) 0.
Potom kaZdé netrividlne rieSenie d. r. (A) mé najviac jeden dvojndsobny nulovy bod.

DokaZeme nepriamo: Nech x; < x,, ¥(*)) = ¥'(x;) = 0, ¥(x;) = y'(x;) = 0.
Potom v pripade g(x) < 0je x, dvojnasobny nulovy bod a teda podIa vety 2 muselo by
byf y(x)} + 0 pre x > x,, teda aj ¥(x,) + 0, &o je spor. V pripade g(x) = 0 je x,
-dvojnasobny nulovy bod a teda podIa vety 1 bolo by ¥(x) + 0 pre x < x,, teda aj
H(x,) #+ 0, &o je opif spor s predpokladom. Tym je dokaz prevedeny.

Nech y(x) a y,(x) st diferencovateIné funkcie do treticho radu. Oznatme

'_, 71(2), ¥i(®)
W) = y:(x); yi(x) W
potom je
vy _ | Y1005 ¥2(%) 7
YO =150, ¥ i b

Veta 3: Nech pre x e (— o0, ) je p(x) < 0 a g(x) = 0, Nech y,(x) a y,(x) si _
rieSenia dif. rovnice (4) s viastnosfou (@) = y1(@) = 0, ¥1(a) * 0, y,(a) = y3(@ =0,
¥3(a) #+ 0'a néch je funkcna w(x) urdené rovnostou (1). Potom pre x > a je w(x) * 0
. 8j w(x) #+ 0. ,
~ Dokaz: Najprv dokﬁzeme nepriamo, Ze pre x > a plati w'(x) + 0. Nech existuje
& > a tak, Ze w'(€) = 0. Potom homogenna sdstava linedrnych rovnic o neznémych .
&5 80 :

: ¢ . 718 + ;. 3,(8) =
: ¢)]
¢ . Yi®) + 2. 728 =0



ma4 aj netrivilne rieSenie, lebo determinant tej sistavy w'(§) = 0; d.r. (A) m4 teda"
netrivialny integral

¥(x) = ¢y . y1(x) + ¢; . ya(x), : (3)
ktory v bode & m4 inflexny nulovy bod a v bode @ mé nulovy bod, lebo y,(a) = 0 =’
= y,(a). To je spor s vetou 1. Teda pre x > a musi byt w'(x) + 0. Dalej je w(a) =
preto pre x > a je aj w(x) # 0. Tym je veta dokézana.

Veta 4: Nech pre x € (— 0, o) je p(x) £ 0 a g(x) £ 0. Nech y,(x) a y,(x) st
riSenia dif. rovnice (A) s vlastnostou y,(a) = yi(a) = 0;¥1(a) * 0, y,(a) = y3(a) = 0
y5(a) # 0 a nech funkcia w(x) je urfend rovnosfou (1). Potom plati w(x) + 0 aj
w(x) £ 0 pre x < a. :

Dokaz sa urobi podobne ako dokaz vety 3.

M. Gregu§ dokazal vo svojej praci [1] tuto vetu: Vietky rieSenia y(x) zvizku
prvého, resp. druhého, resp. treticho druhu v bode a dif. rovnice (A) vyhovuji lin.
dif. rovnici druhého radu

w(x) .y = W)Y + (W) + P . W(x)) y=0, (B)

kde funkcia w(x) je uréené rovnostou (1) a y,(x) a y,(x) st riefenia zvizku prvého,
resp. druhého, resp. treticho druhu d. r. (A) v bode a. .
Na zéaklade tejto vety a vety 3, resp. vety 4 dokaZe sa nasledujica veta.

Veta 5: Nech pre x e (— o0, ) je p(x) < 0 a g(x) = 0 resp. g(x) < 0. Potom
nulové body rieSeni zvizku prvého druhu v bode a dif. rovnice (A), ak existujd,
oddelujii sa napravo, resp. nalavo od bodu a: Ak & je prvy nulovy bod rieSenia y,(x)
dif. rovnice (A) s vlastnostou y,(a) = yj(a) = O napravo, resp. nalavo od bodu a,
potom kaZdé iné rieSenie zvizku prvého druhu v bode a ma medzi bodmi a, § prave
jeden nulovy bod.

Dékaz podal vo svojej praci [1] M. Gregu§ pre d.r. y" + 2A(x) ¥+ (A x+
+ b(x)).y = 0. Pre d. r. (A) sa veta dokdZe podobne.

Lemma 1: Nech 7 je interval, nech a € I, c € I a nech pre ka%dé x e I je

p() < [ a0 dt S 0. @

Nech y(x) je rieSenie dif. rovnice (A) s vlastnosfou y(@) =0 a okrem toho alebo
¥'(@ =0 a y"(a) + 0 alebo y'(a) + 0 a y"(a) = 0. Potom pre xel, x + a plati
¥(x) + 0 aj y'(x) + 0.

DokéaZeme nepriamo najprv, Ze y'(x) + 0 pre x > d, xeI, a to v pripade, ked
¥'(@) = 0ay"(a) + 0. Nech & e [ je prvy nulovy bod funkcie y'(x) napravo od bodu a.,
Integrujme d. r. (A) v intervale {a, x), kde x € {a, &), bude

Y0 — ¥(@ + | p) . Y@ . du + :fq(u) yw) . du = .



v 55 /
Ak na posledny integral Tavej strany tejto rovnosti aplikujeme met6du integracie
per partes, dostaneme

Y@@+ a0 d+ Y@, (0 - fa0a)iu=0, @

Iebo y(a) = 0, pri¢om 7 je TubovolIné &islo z intervalu 1. Ak rovnost (5) vynasobime
funkciou 2. y'(x) a pouZijeme identitu

2.5'(x).y" (@) = (V)

a potom integrujeme v intervale {a, &), dostaneme .
’ g H %
¥'3E) — ¥*a) — 2"(a) [ () dx + [ (2(x) ¥'(x) [ g(r) dt) dx +

¢ x u
“+ [2)'®) [y . (pw) — [ g(t) df)du.dx = 0. ©)

Ak y"(@) > 0, je pre x e (a,&) ¥'(x) > 0 aj y(x) > 0, y'(E) = 0 a pretoZe pre y = ¢
a pre u € I plati (4), je lava strana rovnosti (6) zaporna, éo dava spor. Ak y"(a) < 0,
pre xe€ (a,&) je y¥(x) <0 aj y(x) <O a y'(£) = 0, potom pre y = ¢ lava strana
vzfahu (6) je opif zapornd, o dava spor. Preto y'(x) % O pre vietky x > a, xe L
Potom aj y(x) & 0 pre x > a, xeI.

Teraz dokaZeme, e y'(x) + O pre x < a, x € I. Keby to neplatilo, tak bude nalavo
od bodu a existovaf prvy nulovy bod & funkcie y'(x). Potom v3ak vzfah (6) pri
¥"(a) + 0 a pre v = ¢ vedie k sporu (Tava jeho strana je zapornd). Preto pre x < a,
xeljey'(x) #+ 0,ateda aj y(x) + 0.V pripade, Ze y'(a) + 0 a y"(a) = 0, keby & bol
prvy nulovy bod funkcie y'(x) napravo alebo nalavo od bodu a, potom vzfah (6)
dava pre y = ¢ spor. Preto 3'(x) + 0 aj y(x) + 0 pre x€ I, x + a. Tym je lemma
dokéazana.

Poznamka: Ak a je dvojnasobny nulovy bod netrividlneho rieSenia y(x) d.r. (A),
pri¢om plati (4), potom pre x el,-x + a plati y(x) + 0 aj y'(x) + 0 aj y"(x) 0.
Predpoklad existencie nulového bodu funkcie y"(x) vedie totiZ k sporu so vztahom (5).

Lemma 2: Nech a je vautorny bod intervalu 1. Nech pre pevné ¢ € I a pre kaZdé
x € I plati (4). Nech w(x) je funkcia uréena rovnosfou (1), prifom y;(x) a y,(x) st
rieSenia dif. rovnicé (A)'s vlastnostou y;(@) = y1(a) = 0, ¥{(@) * 0, y,(a) = y3(a) =
= 0, y3(a) + 0. Potom pre x eI, x + a plati w(x) + 0 aj w'(x) % 0. '

DokaZ%eme najprv nepriamo, %e w'(x) + 0. Keby existovalo &slo & tak, Ze w'(€) =
= 0, potom stistava rovnic (2) ma aj netrivialne rieSenie (c,, ¢,), preto¥e w'(€) = 0
je jej determinant, a teda existuje netrivi4lne rieSenie (3) d. r. (A), ktoré ma v bode &
inflexny nulovy bod, lebo y(¢) = y"(€) = 0, a v bode a m4 nulovy bod y(a) = 0,
%o je spor s lemmou 1. Preto pre xel, x & a je w'(x) + 0 a teda s ohfadom na
w(@) = 0 aj w(x) + 0. Tym je lemma 2 dokazana.
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Veta 6: Nech pre pevné cela pre' kaZdé x e I plati

px) = f g(f)de < 0. 4

Potom ka¥dé netrividlne rieSenie dif. rovnice (A) ma v otvorenom intervale na_]vxac
dva nulové body alebo jedep dvojnasobny nulovy bod.

 Ddkaz: Keby y(x) malo v I tri nulové body x, < x, < x5 a y(x) by bolo riefenie
s dvojnasobnym nulovym bodom v x,, tak y(x) a y(x) st rieSenia zvizku prvého
druhu v bode @ a vyhovuji teda d. r. (B) a ich nulové body by sa oddelovali, t. j.
y(x) by muselo mat nulovy bod v intervale (x,, x3), go je spor s lemmou 1. Pripad,
Ze neexistuje nulovy bod okrem dvojnasobného nulového bodu je z lemmy 1 zrejmy.
Tym je veta dok4zana.

Pozndmka: V lemme 1 a 2 a vo vete 6 moZe, pravda, byt aj I = (— o0, ).
UvaZXujme dve rdzne lin. dif. rovnice tretiecho radu
Y+ px).y +4q(x).y =0, - (A)
" +Px).z2 + Q(x).z=0, ©
kde p(x), g(x), P(x), Q(x) su v. otvorenom intervale I spojité funkcie.

Lemma 3: Nech y(x) je TubovoIné rieSenie dif. rovnice (A) Potom ho moZno
napisaf v tvare

¥(x) = Y(x) + [ (—q0) . p(0) . V(x, 1) . ds, )
_kde Y(x) je rieSeriim dif. rovnice _ \
Y" + p(x). Y =0, : (D)
ktoré m4 v &sle a tie isté potiato¢né podmienky ako rieSenie y(x),
Y,(x), YG), Yi0)
V(x, 1) = | Y(x), Y,(8), Y0 | _ ®
Y3(x)’ YB(t)’ Y 3,(t)

pri¢om Y,(x), Y,(x), Y3(x) je fundamentélny systém rieSeni dif. rovnice (D), ktorych
wronskian je rovny jednej.

Dokaz lemmy podal M. Gregu$ metédou varicie kon$tant aplikovanou na dif.
rovnicu s pravou stranou v tvare y" + p.y = —gq.y.

Veta7:Necha < banechprexe(a, b) = Ijep(x) < 0,p(x)} < P(x),0-2 q(x) <
=< Q(x). Nech y(x) je rieSenie dif. rovmce (A) a z(x) riefenie dif. rovnice (C), ktoré
majui v bode a rovnaké pociatotné podmlenky y9(a) = z%a) pre i = 0, 1, 2. Potom
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plati: a) Ak z(a) = 0 a z’(x) > O pre x € (q, b), tak pre x € (a, b) je y(x) > z(x) > 0.
b) Ak z(@) <0 a z'(x) <0 pre xe(a,b), tak pre xe(a, b) je y(x) < z(x) <O.

DokéZeme len tvrdenie a); tvrdenie b) dokaZe sa podobne. Rovnice (A) a (C)
upravime na tvar

Y'+p.y=—q.y
Z"+p.22=(p—-P).2 - 0.z

a aplikujeme na ne lemmu 3. Potom je
y(x) = Y(x) + [(—q(t) y@®) . V(x, 1) . dt

2(x) = Y(x) + f([p(t) — P(N12'(t) = Q) z()) . V(x, 1) . dt,

pri¢om y(x) a z(x) spitiaji v &isle a rovnaké podiatotné podmienky a V(x, r) je ur¥ené
rovnosfou (8). Teda je

Yx) — 2(x) = ?([P(t) — P02 (1) + [0 () — q() ¥)) . V(x, ). (9)

Pri pevnom ¢ je V(x, t) = v(x) rieSenim d. r. (D) s vlastnosfou

U(t) = V(ts t) = 09 (U(x)),’v=t == 09 (v(x) :=t =
= (Y®))ieey YA, YD) = W) =1>0.

PretoZe d. . (D) je §pecialnym pripadom d.r. (A), priom g(x) =0,atedap < [¢g.dt =

= 0, splia v(x) predpoklady lemmy 1, a preto je v(x) & 0 pre x = ¢; pretoZe
(v(x)z=r =1>0, je v(x) >0, t. j. V(x,1) >0 pre x + ¢, a teda pre te(a, x) je
V(x, 1) > 0.

Je z'(x) > 0 v intervale (g, b) a z(@) = 0, teda z(x) > 0 v (a, b). Ze y(x) > z(x),
to doké¥eme nepriamo. Nech y(x) < z(x),potom g.y < ¢.z2<Q.2,t.j. 0.z —
—~q.y =20 v (a,b). Potom prava strana vztahu (9) bola by kladna, &o je spor.
Teda y(x) > z(x) > 0 v (a, b). Tym je tvrdenie a) vety 7 dokazané.

Veta 7': Nech a < b, c e {a, b) a nech pre kaZdé x e (a, b) = Iplati O = q(x).=
S0 a
p(x) S P(x) = [Q(HNdr 0. . (10)
c

Nech y(x) je rieSenie dif. rovnice (A) a z(x) rieSenie dif. rovnice (C) s vlastnosfou
y(a@) = z(a) = 0. Potom plati:

a) Ak alebo y'(@) =z(@) =0 a y"(@) =z"(@) > 0 alebo y'(a) =z'(a) >0
ay"(a) = z"(a) = 0,tak prex € (a,b) je y(x) > z(x) > 0.b) Akaleboy'(a) = z'(a) = 0
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a y"(a) = z(a) < 0 alebo y'(a) = z'(@) < 0 a y"(a) = z"(a) = 0, tak pre x € (a, b)
je y(x) < z(x) < 0.

Do6kaz: Tvrdenia vety 7' vyplyvaju z vety 7 v dosledku platnosti lemmy 1. Koefi-
cienty d. r. (C) a jej rieSenie z(x) spIfiaju totiZ predpoklady lemmy 1, a teda musi byt
Z'(x) £ 0 v (a, b). PretoZe v pripade a) je z'(@) > 0 a z'(a) = 0 alebo Z'(@) >0
a z"(@) = 0, musi byt z'(x) > 0v (a, b); st teda splnené predpoklady vety 7a), a preto
y(x) > z(x) > 0 v (a,b). V pripade b) je z'(a) <0 a z'(a) = 0 alebo Z'(a) < 0
a z'(a) = 0, a preto z'(x) < 0 (a, b); st teda splnené predpoklady vety 7b), a preto
y(x) < z(x) < 0. Tym je veta dokazana.

Veta 8: Nech b < a a nech pre xe (b, a) = I je p(x) £ 0, p(x) £ P(x), Q(x) =
< g(x) £ 0. Nech je y(x) riedenie dif. rovnice (A) a z(x) rieSenie dif. rovnice (C)
ktoré riefenia majii v bode @ rovnaké pociatotné podmienky ya) = zP(a) pre
i = 0, 1, 2. Potom plati: a) Ak z(a) = 0 a z'(x) < 0 pre x € (b, a), tak pre x € (b, a)
je y(x) > z(x) > 0. b) Ak z(a) < 0 a z'(x) > 0 pre x € (b, a), tak ¥(x) < z(x) <0
pre x € (b, a). »

Dokaz sa urobi podobne ako dokaz vety 7.

Veta 8': Nech b < a, c € {b, a) a nech pre kazdé x € (b, a) = Iplati (10)a Q(x) =
< g(x) £ 0. Nech je y(x) rieSenie dif. rovnice (A) a z(x) rieSenie dif. rovnice (C)
s vlastnostou y(a) = z(a) = 0. Potom plati: a) Ak alebo y'(a) = z'(a) = 0 a y"(a) =
= z"(a) > 0 alebo y'(a) = z'(a) < 0 a y"(a) = z"(a) = O, tak pre x € (b, a) je ¥(x) >
> z(x) > 0.b) Ak alebo y'(a) = z'(a) = 0ay"(a) = z"(a) < Oaleboy’ (a) =2"(a) > 0
a y"(a) = z"(a) = 0, tak pre x € (b, a) je y(x) < z(x) < 0.

Dodkaz sa urobi podobne ako dokaz vety 7'.
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06 onmoit MOCTATOYHOH YCAOBHH HEKOIEGIEMOCTH permeHmik
JuEenHEOro nud. ypaBHEHHA TpeThHEero HOPHANRA

10. YepBensb
Pe3ome

B pa6oTe paccMaTpHBaeTCA JIHH. JAd. ypasaenue 3-ro nopraaka (A), Ko3dbHIKEHTE KOTOPOTOo
HenpepuBHELe QyExipm. PaGoTa Moxer GHITh B OCHOBHOM Da3ielieHa HAa TPH 4YacTd. B mepsoi
SACTH PAcCCMATPHBAIOTCA HEKOJeOomMe CBOMCTBA CBA3H PEIICHH: IPH HEKOTOPHIX CHENUANBHBIX
ycioBrsAX. Bo BTOpol YACTEE IOKA3aHO, ITO YCIOBHE (4) NPEACTABIAET COOOK OCTaTOMHOE YCIIOBHE
HexoIe6IeMOCTH pemennit nud. ypasrerns (A). B TpeTbel YaCTH IPHBEISHEI TEOPEMBI CDABHOHHSA
pemenult [ByX yaH. M. ypasHeHui 3-ro mopsaaka.

Uber eine hinreichende Bedingung fiir die Oszillationsunfihigkeit der Lisungen
der linearen Differentialgleichung dritter Ordnung

3. Cervett

~ : Zusammenfassung

In der Arbeit wird die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung (A), deren Koeffizienten
stetige Funktionen sind, untersucht. Die Arbeit kann man in drei Teile teilen. Im ersten Teil werden
nichtoszillatorische Eigenschaften der Biindel von Losungen bei einigen Spezialbedingungen
untersucht. Im zweiten Teil wird gezeigt, daB die Bedingung (4) eine hinreichende Bedingung fiir
einen nichtoscillatorischen Charakter der Losungen der Differentialgleichung (A) ist. Im dritten
Teil sind Vergleichungssiitze der Losungen von zwei linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung
angefithrt.
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(ACTA F. R..N. UNIV. COMEN, IX,, 2, — MATHEMATICA, 1964)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COIIEIIAIA!
TOM. IX., FASC. II. MATHEMATIOA 1984

“O asociativnej opericii na urlitej triede sviizov

J.BADIDA

V prégi [3] bol rieSeny problém o existencii asociativnych a komutativnych operacii
na niektorych triedach svidzov, priom tieto operacie st rozne od priameho a voIného
sti¢inu. Podrobnej$ia formuldcia tohto problému pre triedu vietkych grip je formulo-
vand A. G. KuroSom v jeho knihe [2] a pre svizy v ivode uZ spomenutej praci [3].
V tejto poznimke ukiZeme existenciu dalfej takejto operécie na urditej triede svdzov.

1. Pojmy a oznacenia

Terminolégiu budeme pouZivat ako v praci [3] a &iasto&ne ako v [1]. Pripometime
hlavne nasledujiice pojmy:

Nech X, Y su IubovoIné disjunktné usporiadané mnoZiny.- Ordmélnym suttom
X @ Y budeme rozumief mnoZinovy stdet vietkych prvkov xe X a ye Y, kde
binarna reldcia < je definovana takto:

Ak x £ x, v X, respektive y < y; v Y, potom x < x,,respektivey Sy, vX D Y.
Ak xeXayeY, potomx SyvXe@®Y. ’

Poznamka. Ak X, Y sii svizy, potom aj ordinélny sucet X @ Y je sviz (pozn [1],
kap. II, § 7, str. 48). )

Nech S je IubovoIny sviiz, R = S. R nazyvame refazcom, ak je R usponadami‘
mnoZina. Hovorime, Ze refazec R spojuje prvky a, b, ak a je najmen3f a b najvitsi
prvok mno¥iny R. DiZkou d(R) refazca R nazjvame mohutnos{ mnotlny R (v [1) je

pojem diZky retazca definovany inaksie).

V dalSom texte fubovolny refazec spojujtici najmen3i pryok svidzu S's Iubovotnwjm
prvkom x € S budeme oznadovaf symbolom r(x).

Nech {C,} (ve M) je mnoZina svizov. Nech kaidy zo sviizov C obsahuje najmenii
prvok O,. Diskrétnym priamym siginom sviizov C, budeme rozunnet mnozinu C
vietkych zobrazeni f mnoimy Mdou C,, prektoré plati: . = ! y

a) pre kaZdé ve M je ilv) e C,,
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b) ak f[0] je mno¥ina vsetkych veM, pre ktoré f(v) = 0,, potom mno¥ina
M — f[0] je konedna.

V mnoZine C su definované svizové operacie po zloZkach: ak f, g e C, potom
S g je ten prvok ke C, ktory pre kaZdé ve M spliia rovnicu f(v) N g(v) = A(v);
podobne sa definuje fu g.

Nech S(v € M) je systém navzéjom disjunktnych svizov. Symbolom I1S, budeme
oznacovat diskrétny priamy su¢in svizov S, a symbolom IT*S, voIny st¢in svizov S,.

2. Opericia §, na triede sviizov Q.

Nech Q je trieda vietkych svizov, ktoré obsahuju najmensi prvok.

'Definicia 2,1. Nech a je nekoneéné kardinalne &islo, nech S je Tubovolny sviz
ztriedyQ, S = A @ B (1), priom A, B su podsviizy svazu S. Budeme hovorit, ¥e
ordinalny rozklad (1) méa vlastnost (o), ked plati:

Ak x € A, potom kaZdy refazec r(x) < S, v ktorom x je najvia&si prvok, ma dizku
mensiu ako a.

Lemma 2,1. Nech S=A® B, S = C® D. Nech C ¢ A. Potom A < C.

Doékaz. KedZe C = A, potom existuje prvok c € C, ¢ ¢ A. Potom musi byt c € B,
takZe pre vietky a e A4 plati a < c¢. Potom je ale pre vietky ae 4 splneny vztah
aeC,.

Lemma 2,2. Predpokladaime, Ze sviz S (z triedy Q) md aspori jeden ordindlny
rozklad typu (o). UvaZujme vSetky moZné ordindlne rozklady typu (o) svizu S : S =
= A' @ B', kde i prebieha nejakii neprdzdnu mno%inu indexov N. Oznaéme A = U A,
B =N B. Plati S = A @ B a tento rozklad je typu (0).

Doékaz. Z lemmy 2,1 vyplyva, ¥ mnoZina podsvizov {4'} svizu S je usporiadana
(pomocou mnoinovej inklizie), teda 4 = U A’ je tie¥ podsviiz v S. Nech x e S.
Pre ka¥déie Njex ¢ A' U B'. Ak je pre ka¥dé i e N x € B', potom x € B. Ak existuje i,
tak!e x € B', potom x € A', teda x € 4.

Nech a € 4, be B. Existuje i tak, e ac A'. Ked¥e be B, je be B, eda a<b.
Tym je dokdzané, e S'= 4 @ B.

Nech x € 4, potom x e A' pre vhodné i. Teda kaZdS'l retazec r(x) je dizky men3ej
ako a.

Definicia 2,2. Nech Q, je trieda vetkych svdzov S, ktoré obsahujii najmensi
prvok a daji sa vyjadrif v tvare ordindlneho su&tu (1), majiceho vlastnost (o).

Podla lemmy 2,2 ka¥dému svizu S z triedy Q. mdZeme priradit svazy, ktoré
oznatme S(X,), S(Y,) tak, % ’

5= 85X, & S(Y)

72



a tento rozklad je ,,najmens$im‘ rozkladom typu (o) v tomto zmysle, Ze pre kaZdy
rozklad S = 4 @ B typu (o) plati:

A = S(X), B > S(Y),).

Definicia 2,3. Nech S,(ve M) st TubovoIné sviizy z triedy Q,. Nech I" = {S,}.
Symbolom §,(I') budeme oznadovat sviz

IS,(X,) @ II*S(Y,).

Lemma 2,3. Nech a je nekoneiné kardindlne Cislo. Nech T = {S,} (ve M) je

mnoZina svdzov z triedy Q,. Potom rozklad svizu 8,(I') v ordindlny sulet
8,(T) = MIS,(X,) © TI*S,(Y,) )

md vlastnost (o).

Dodkaz. Nech feILS,(X,). Podla lemmy 5,1, § 5 v préaci [3] kazdy refazec r(f)-
v I1S,(X,) m4 di¥ku mensiu ako o, a teda podla definicie 2,1 rozklad svizu (I
v ordindlny stdet (1) mé vlastnost ().

Lemma 2,4. Nech S je sviz, A, B a D siu podsvizy svizu S| S = A @ B. Potom
D = (A n D) @ (BN D) (niektord z mnoZin A n D, B N D moZe byt prdzdnd).
Tvrdenie je zrejmé.

Lemma 2,5. Nech S, a S, su svdzy S3 = S; * S, (* znamend volny szic'in); Potom
sa Sy nedd rozloZit v ordindlny sucet svojich podsvdzov (1. j. neexistuju podsvizy A, B
svdzu S tak, aby bolo S; = A® B, A+ 0, B+ (). '

Dokaz. Nech S3; =S, *S,, S; =A4® B, kde 4, B st podsvidzy svizu Sj..
Z definicie voIného stiinu dvoch svizov vyplyva, %e kaZdy prvok x € S, je neporovna-
telny s kaZdym prvkom y € S,. Ak teda 4 n S, + @, potom S, = 4, a teda tie
S; © A, takZe svdz S; (vytvoreny svdzmi S, S,) je podmnoZinou svizu A4, ¢o je
spor, Analogicky dochadzame ku sporu, ked Bn S, =+ 0.

Lemma 2,6. Nech S=38,I), S=C@®D, ID+9¢, NS(X,)<C. Potom
s (x,) = C.

Dokaz. Podla lemme 2,3 sviiz §,(I') = C @ D patri do triedy Q_, teda C + 0.
Nech P = IT*S(Y,). Ak P = @, potom zrejme D = (J. Nech aspoii pre jedno ve M
je S,(Y,) * @, potom zrejme D # @. Podla lemmy 2,4 pre sviz P = II*S(Y,) je
splneny vzfah P = (C n P) @ (D n P). Podla lemmy 2,5 je alebo C n P = (J alebo-
DnP=@. Ak DNnP =@, je D=0, o je proti predpokladu. Teda Cn P = 0,.
P < D. Z toho vyplyva IIS(X,) = C.

Lemma 2,7. Nech S = 8,(I"). Potom S(X,) = IIS(X,), S(Y,) = IT*S(Y,).

Doékaz vyplyva z lemmy 2,3 a z lemmy 2,6.

Veta 2,1. Operdcia 3, definovand na. triede Q; Je asociativna.
Dokaz vyplyva bezprostredne z asociativnosti operacii priameho a voIného-
sudinu.
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06 acconmarusHoii onepanun Ha onmpejeeHHOM KIacce CTPYKTYp
. Baguna
Pe3ome

B HacTosmelt 3aMeTKe AOKA3BIBAETCA, YTO OTBET HA MOCTARIEHHEH Bompoc B pabore [3] (ompoc
‘0 CYIIECTBOBAHAH ACCOUMATHBHEIX M KOMYTATHBHEIX OIepAIHii Ha KJIACCe BCEX CTPYKTYD, 3BEHT. ISt
"OIPEACIICHHBIX KIACCOB CTPYKTYP, NPH4EM 3TH ONEPALAH NOJDKHEI GHITh HEOMMHAKOBBIME C IPAMBIM
H CBOGOIHEIM IIPOM3BEICHHEM) SBISETCS MONOXHTEILHEIM | LIS OMPENEJICHHOrO KJIacca CTPYKTYp
Q, ( — xapiuHANBHOE uncio). Kmacc Q, ompenensiercs npu momommm OIpENEEHHOro YCIOBHS
# ero noapoGHOe ompeieNeHne TpEBOAATCA B ab3aue 2.

Uber assoziative Operationen auf gewisser Klasse von Verbiinden
J. Badida

Zusammenfassung

In der Arbeit [3] wurde die Frage iiber die Existenz assoziativer und kommutativer Operationen
auf der Klasse aller Verbinde, bzw. auf gewissen Verbandklassen gestellt, wobei diese Operationen
verschieden vom direkten und freien Produkt sein sollen. ' _

In der vorgelegten Bemerkung wird bewiesen, daB die Antwort an diese Frage auch fiir eine gewisse
Verbandklasse Q, bejahend wird, wobei « eine Kardinalzahl ist. Die Klasse Q; ist mit Hilfe einer
gewissen Bedingung (s. Abschn 2).definiert.
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Pozniamka ku stabilite rieSeni lineArnych diferenciilnych rovnic

R. KODNAR

V knihe [1] si uvedené vety o ohranifenosti riefeni vektorovej diferencilne;j
Tovnice ,
z' = [A(x) + B(x)] z

za predpokladu ohraniéenosti rieSeni rovnice

Y =A(x).y
A(x), B(x) st matice, z, y vektory. ‘
UkéaZeme, Ze pomocou tzv. rozsireného systému moZno tieto vysledky zovieobecnif
aj na nehomogénne systémy.
Majme systém

dzi — = . .
_d?fjgla?j(x)zi, 1= 1,2, .--,n
v kratkosti
2= A(x)z - . 1)
Tento systém mono rozsirif na systém
ﬁ= Za,,(x)z_,+0.z,,“, i=12..,n
dx /& ,
dzn+1 —
| —ax 0
v krétkosti .
z* = A*x) z* _ ()]
Medzi systémami (1), (2) plati vztah:
Zy
Zy W
Ak | : ] je rieSenim systému (1) potom . je rieSenfm systému (2) a naopak.
Zy »
c

(c je Tub. kontanta.)
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UvaZujme teraz o nehomogénnom systéme

—gii—= Y ajf(x)z; + hfx), i=12,..,n
X /= ’
oznaéme ho

_ 2’ = AX) z + h(x) (3)
Rozsireny bude ‘

%zi= Y ai(x) z; + h(x) Zy 41, i=1,2,..,n
X =
dz, 4,
dx L
v krétkosti
¥ = A*(x) z* “4)

Medzi riefeniami systémov (3), (4) plati pre ¢ = 1 ten isty vztah, ako medzi rie§eniami
systémov (1), (2). Opierajtic sa o tento vzfah, dok4Zeme vety.

Veta 1: Nech 4 je konS§tantna matica, diferencialna rovnica (5) y' = Ay ma vietky
rieSenia ohraniené a nech pre maticu B(x) a vektor A(x) plati

JIBx)|ldx < +00,  [llAX) |l dx < + o : 6)

Potom st ohranitené aj rieSenia rovnice
Z' = [4A + B(x)] z + h(x) : (@)
Poznamka: || B(x) |l, Il A(x) || znaCia normy definované tym istym spdsobom ako

v 1)

Veta 2: Nech matica 4(x) v rovnici (5) je periodicka, vSetky rie¥enia rovnice (5),
su ohraniCené a nech platia podmienky (6). Potom aj rieSenia rovnice (7) st ohranitené.

Veta 3: Nech ‘A(x) v rovnici (5) je IubovoIna integrovateInid matica, rieSenia
rovnice (5) s ohraniené a nech platia podmienky (6).

Nech dalej

lim inf | tr [A(x))] dx; > —

P A ]
Potom st ohranidené aj vietky rieSenia rovnice (7).
Veta 4: Majme diferencidlnu rovnicu

z' = [A + B(x) + C(x)] z + h(x) (8)
Nech plati: '

1. A je konitantnd matica, ktorej vietky charakteristické ¢&isla maji nekladnu
redlnu &asf, st nenulové a s nulovou redlnou &asfou si prosté.
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lim B(x) = 0, f H 95 Jlax < +eo

}oll C(x)||dx < + o0

4. Charakteristické Cisla matice 4 + B(x) majui nekladnu redlnu ¢ast pre x = x,.
5.

o0

[l Ax) (| dx < +

Za tychto podmienok si riefenia diferencialnej rovnice (8) ohranigené.

Doékaz: Rovnicu (5) rozSirme do rovnice

Y =4y )

Ax) O
A¥(x) = :
00...0

rovnice (7), (8) rozsirime do tvaru (7'), (8")

v ktorej

2 = [A*(®) + B*(%)] z )
Z' = [4*x) + B{(x) + C*¥)] z @®)
kde '
Bx) hy(x)
) Bx) 0 L
B*(x) = ;] Bt = ] )= 5
hy(x) 1 ( 00 ... o) ()
0. o 00...0

Takto rozSirené rovnice spliiuju predpoklady vety 1, 4, 6 a 3 v [1], 2. kapitola.

Z tychto viet plynie ohranienost rieSeni rovnic (7’), resp. (8), a teda aj rovnic (7),
(8), &. b. t. d. :

Vetu 4 mo¥no dokézat za trocha vieobecnejsich predpokladov pomocou lemmy,
ktori odvodili DoleZal a Kurzweil v préci [2], str. 165.

Lemma: Nech #(x), v(x) = 0 st integrovateIné funkcie v <0, o). @(x) nech je
neklesajuca funkcia v €0, o). Ak pre ka?dé x € <0, ) je. '

u(x) < 900) + (J:u(xl) o(ey) dx,
plati '

) S 9 exp folm) dxy
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' ’Veta 4a: Nech plati:

1. 4 je kon¥tantnd matica, ktorej vietky charakteristické &isla maja nekladnﬁ
redlnu &asf, s nulovou redlnou &asfou su prosté.

2. Nech st splnené podmienky 2, 3, 4, 5 vety 4.
Potom st vietky riefenia rovnice (8) ohranicené.

Dokaz: Postupujeme podobne ako v [1] str. 48, odkial berieme aj oznadenie.
Transformaciou

z=T(x).w
dostaneme :
= T™Y(x)[4 + B(x)] T(x) w(x) +
-1 -1y, 4T -1
+ [T (x) C(x) T(x) = T~ '{(x) —d;] w(x) + T~ '(x) h(x) 9
-Oznadime

T™(3) C(x) T(x) — T7(x) So- = R()
PodlIa [1] str. 49 plati

e

. [l R)[[dx < + o0
Rozpideme (9) na komponenty

dw;

—a—- =A i(x) W + Z d,,(x) w; + 2 ry(x)w; + 2911(") hx), i=1,2,..., k (10)
c:lwi M(x) wy + Z dij(x)w; + z ri(x) w; ,21 9;i(x) h(x) 1)

i=k+1,...,n

dy;, r;; maji ten isty vyznam ako v [1] a 8;; st prvky matice T~ 1(x). Budeme riesit (1 1)
prei=mn

Wy = Cy exP [gxn(xl) dxl] + (_!.exp [ I )\.,,(S) dS] [ 'Zl rnj(xl) wj(xl) +
X1 1= '
+IZ,1 8,1(x1) hj(x,)] dx,
PretoZe redlne &asti A;(x) -'pre i=k+1,..,n st pre dostatone velké x mengie

ako nejakd zdpornd ];on§tan"ta, existuju’ kladné konstanty a, b,, b, tak, Ze plati
pre x = xp

| W | S by €™ + by [e* 0 | R|| || wll dx; +
o
+ by [T T T | || 2 || dx, (12)
V] A
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v pripade i=n — 1 dozv,taneme podobne ako v [1] integralnu rovnicu
Wy—1 = Cy—y EXp [an—x(xﬂ dx,] + JCXP [ §An-1(5) dsld,_y (%)) w,(xy) dxy +
+* (_!eXP [ _‘.7\'"—1,(3) ds] (jzl" -1, /X)) wixy)) dxy + 13)

" jexp [ ] Amer(6) ds] ‘,Z":; 8-, e0) yx)) dry

Z (13) pouZitim nerovnosti (12) dostaneme nerovnost

x

| Waey | S Bye™ + Ba e I RIN I wl dxy +
+ b,,je'“"‘""" T4 A1 dx, +
. + c,,+1b4je‘“(""“)[b1 ™™ 4 b, jle-“’"“) NHRIlw|l ds +
+ by [€ | T ds] g 14

Upravou (14) a poutitim vzfahu x.e™™ < Ne ™ pre x 2 0,0 < a, < a, N> 0
dostaneme

' x
A Wamy | S bs €™ 4 bg [T ET | R| || w| dxy +
(V]

+ by [T T | || R || dx, 15)
0
T)7mto istym spdsobom by sme mohli pokragovat pre vietky i(k + 1 < i < n).

Z rovnice (10) prechodom k integralnej rovnici ako v (13), dostaneme pre vietky
1 £ i £ k nerovnost

Iwil = lei| + ¢4

(

Ot

[ w; 1) dx, +6fII_RI| fwildx, +

j=k+1
% gll T || k|| dx,. (16)

S¢itanie nerovnosti typu (15) dava

x
Yo lwil See™™ 4 e fe T R || wl dx, +
J=k+1 1]

x
+ g Jem T T | A ) dx,
0
(0 <) a* = min (aI, [ PP M) |
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Plati

1

Oty 4

x S x X1
(Je"'"""”ll Rl wllds)dx, + g(‘!e‘“""‘"’) T il A1l ds) dx, =

= _"IT e—a'(x-xl) ||R " " w“ dxl + _1*_ ||R|| " W" dxl —
a a
0 0
I“ —a*(x— - 1 e
= — e TN T R dxy + — | I T B dxy
a a

x

Teda nerovnost (16) moZno prepisat

IM:;I=Cs'+06'0IIIRIIIIWIIdx1+c7'(!IIT"1lIHhIIdx1, (1Sisk)

Ak tito nerovnost kombinujeme s nerovnostami podobnymi (15) prek + 1 = i
-dostaneme

||W||§C§+C9'£“R“||W||dx1+C1'o£||h”dx1 )

"Tu sme pouili, %e || T~1(x) || £ M, pre x - o0, M > 0 ([1], str. 49).
Oznacme

cg + cio b[ [l A]]dx; = @(x)

Funkcie ¢(x), || R|| spliiuji pfedpoklady lemmy. Z nej dostaneme, Ze || w|| je
-ohraniend, a teda je ohranifena aj || z ||.

Poznadmka: Vety 1, 2, 3 sa daji dokazat pomocou lemmy za rovnakych pred-
pokladov ako pouZitim rozSirenych systémov.
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3ameTra 06 ycToiuMBOCTH
pemenuii JuBelnbIX AudPepeHnMATLHLIX ypaBHEHHH

P. Kograp
Pe3ome ’ =

B tpyae [1] npuBOAATCA PE3yILTATHL HCCIIeJOBaHMIA IO OrpaHHICHHOCTH PSIICHAS BO3MYIIEHHOr0
JHReH#HOro MuddepeHIMaTBLHOro ypaBHerds K ypasaermio dy/dx = Ay (A — MaTpHIIa, ¥ —BEKTOD).
ABTOp CTATBE JOKA3HIBAET, 9TO C IOMONIBIO TaK HA3IBBAEMOHM DACIIMPCHHOH CHCTEMBI 3TH

pe3yIbTaThl BO3MOXHO DAaCIIHDHTH HA HEOAHODOAHBIC CHCTEMBI. OTH OGGOLICHHS NPHBONATCA
B TeopeMax 1, 2, 3, 4.

TeopeMy 4 BO3MOKHO I0KA3aTh OPEHMMAS HEMHOXKO G0Jiee 0GIHe PEATOIOKEHHA C HOMOLIBIO -
nemmnt B, onexena u Y. Kypusaitna [2]. Pe3y/ibTaT OpEBENEH B Ka4eCTBE T€OPEMEI 4a.

Eine Bemerkung zur Stabilitiitofrage
der Losungen der linearen Differentialgleichungen

R. Kodniar
Zusammenfassung.

In der Arbeit [1] werden die Ergebnisse der Untersuchung der Begrenztheit der Ldsungen einer
perturbierter, linearer differentialer Gleichung zur Gleichung dy/dx = Ay angegeben. (4 — Matrix,
y — Vektor.)

Der Verfasser weist darauf hin, daB an Hand eines erweiterten Systems diese Ergebnisse auch
fiir nicht homogene Systeme verallgemeinert werden konnen. Diese Verallgemeinerungen werden in
den Sétzen 1, 2, 3, 4 angefiihrt.

Der Satz 4 kann unter etwas allgemeinern Voraussetzungen mlt Hilfe des Lemma vom DoleZal
und Kurzweil bewiesen werden [2]. Das Ergebnis wird als Satz 4a angefiihrt.
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Nomogram pre funkcie prvej nomografickej triedy
" v obore komplexnej premennej

P. GALAJDA

-

V préaci [16] som sa zaoberal n‘ormélnymi tvarmi

7-—2'0'—’%(“’—“’0)2

z—zo= % CIN(w = wo)]

kde C znamena funkcie sin, cos, sh, ch. Tieto normalne tvary boli prevedené na
kanonické tvary a skon$truované aj prislu§né nomogramy.

V tejto praci prevediem dalfi normalny tvar na kanonicky a zobrazim nomogram
funkcie S majice vyznam sin, cos, sec, csc, sh, ch, sch, csch. '
1. J. A. Vilner v [12] stanovil vietky analytické funkcie prvej triedy
' F(w,z) =0 , (1.1y
vyhovujlice podmienkam

= : iy . azln‘l‘
Jb = 0’ g = 0, 'a_p“"aq =0 ] (1.2)

vo tvare explicitnom vzhladom na w

di _ [ ef7da=Tab __ [ [elida—iav ‘
' ._d?__ —g T—_—i, W——\/—'s "?i—dz (1.3)

kde -
Y B _
5 2t, + 1, t . 2,7+ r T, (1.4)
v 1+ 141
Predpokladajme, Ze _ _
Cy #£0; Jj+ kon$t.; i =+ konst. (1.5)
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Nech C, je kladné a gy, by, a5, by, st Tubovolné redlne konstanty. Zo vztahu
j-t-l=.72+61; ?5=C_1 ~7?
a za predpokladu (1.5) dostaneme:

j=+/CytgJCy(a — ap) = —/C; cotg \/C(a — ao) aa.mn

V suvise s predpokladom (1.5) v rovniciach (1.6) uréime i a j nasledovne:
1. i1 <JC;  5>0=i=CitghJCi(b—b)) - (18
2. [i|>Ci; i <0=1i=/Cycotgh /Cy(b — bo) 1.9)

Za predpokladu (1.5) ak C, je zaporné, potom

' = —/=C, tg/=Cy(b — by) = cotg /= Cy(b — b;) (1.10)
Tak isto z rovnic (1:6) pre
1, j1<V=Ci ja<0=j=—/-Citghy=Cila—a))  (L11)
2. 1> =Ci; Jo>0=j=—/=Cicotgh/~Ci(a —ao) (L12)

Dalej z predpokladov -
1. ¢ >0=j=/C, tg/Cia - ap) = —/C; cotg /Cy(a — ap);

i=8,/C, (1.13)

¢y <0=i=—/C tg—Cy(b— by) =/—C, cotg /Ci(b — bg);
' j=8+-C, (1.14)

kdeg; + +1 A
- 1 = 1

2 cl-_-o.=>j=_a—ao; i=b—b° (1.15)
3 o =0=f= -t 70 (116
¢, =0=j=0; i= 5 _1 > (L))
4, " =0=7=0; i=0 (1.18)

Z uvedenych predpokladov a dosledkov J. A. Vilner stanovil vietky nomo-
grafické funkcie tvaru (1.1) prvej triedy v jednoduchSom explicitnom tvare vzhladom
. na w alebo z. Tieto jednoduchsie explicitné tvary vietkych nomografickych funkcii

prvej triedy '
w=f@z); z=0MW) - (119)
nazval normélne tvary nomografickych funkcii.
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2. V dal$om urobim aplikéciu predoflych tivah na zobrazenie normélneho tvaru:
2~ = %m S[N(w —wo)] @.1)
kde S su funkcie sin, cos, sec, csc, sh, cosh, sch, csch, dalej N a y ubovolné redlne

alebo imaginarne &isla, zo = ag + boi, Wo = po + qoi TubovoIné komplexné Eisla
Zobrazime normalny tvar (2.1) pre funkciu sinus:

Z—2Zy= %ln sin [N(w — wo)] 2.2

ktory prevedieme na kanonicky a z neho uréime zodpovedajice zobrazovac1e rovnice.

V praci [12] (pozri taktieZ pracu [16]) za predpokladov; ak C; + 0; ja=0;0,+0,
sa dokazalo, Ze plati:

(LE)en+ () + (- L) -0

_ d_7 2:3)
jeh_ e s +( ) *__]=0
(\"\/l-,,)( ) \/l \/-i-b
ju 5 _
s 3¢ He-9tE oy o
'\/lb \/lb e_
] 7 g @9
) L ro_d9%. gR_C

Vi, N Vi
Z kanonického tvaru (2.3) a z rovnic (2.4) urtime S, H, X, Y, T, R, ktoré pré
vzfah (2.2) st:

Tj el $in®2P g 4e0

S=—==— 5 ¢ 5 H=_—-E—;=cos2P
iy iy
X=elozme 2R, y=_'_ =cos2B (2.5)
Vi, _
, L7
T=— Je - sinh“2Q 2R, R — o L comh 20

Wi o 2 ’ N
kdeP = R,[N(W - Wo)], Q = I..[N(W = Wo)],A B RQ[Y(Z i3 20)] = Re ‘YZ] - Rc['YzO]’
B = L[y(z — 2o)} = I[yz] — I.[¥zo), pritom Cy = —4y*. '

Teda kgnonick)" tvar pre pripad (2.2) podIa (2.5) bude



)
(___sm22P e""”") (e™*R*) + (cos 2B) + (cos 2P) = 0

(sinh22Q ezx.m) (¢72R+") + (cos 2B) + (—cosh 20) =0

2
Porovnanim (2.6) zo zdkladnym kanonickym tvarom

S(p) X(@) + Y(b) + H(p) = 0 }
T(g) X(a) + Y(}) + R(g) = 0

pre ktory platia zobrazovacie rovnice

1
Xe= %@ Y,=0
X, =0 A —Y(l—b)—
__Sk) -1
i H(p) ’ H(p)
- _T@ I
%= "R . R(q)

dostaneme zobrazovacie rovnice pre pripad (2.2), ktoré si

XA = CZR'[yz] YA =0
1
X;=0 Ys = o5 2B
— s1_n22_1_’_ e2R.[y201 Y, = — 1
P= 3 cos 2P " cos2P
_ sinh?2 Q 2Raly70] Y, = L
2= 3 cosh 20 2™ cosh2Q

Z rovnic pre Xp a Yp vyluCenim P dostaneme
Y2 +2e Ry y, — 1 =0

Z rovnic pre X, a Y, vylienim Q dostaneme
¥4 2e bly)y, 1 =0

(2.6)

@7

(2.8)

2.9

Z poslednych dvoch rovnic vyplyva, ¢ premenné P a Q sa zobrazia hyperbolami,

ktoré pre obidva pripady oznadime

2 2R, {y20] _
Ypot+2¢ “Xe.00Yp,00—1=0

(210)

Pri zostrojeni nomogramu treba rozlifovat v rovniciach (2.9), & v je reélne alebo

rydzo imaginirne slo.

8



Ak v je reélne &slo a rozdielne od nuly, potom pre stupnicu premennej @ z prvého
paru rovnic (2.9) bude
R(yz] = YRz = va
X,=¢" Y, =0

Prey > 0, premennd a zobrazi sa na stupnici s nositelkou na osi X od bodu X, = 1
a¥ X, = +oo. Ak y je parametrom, potom pre zoY = 0 (t. j. pri zo = 0) stupnice
premennych P a Q sa nemenia a stupnica a sa len prekétu]e nepriamym spdsobom,
ak y nemeni znamienko a ak meni, potom kladné a zaporné kéty prechédzaji jedna
v druhu.

UvaZujme druhy péar rovnic (2.9), kde B = L[y(z — zo)l. KedZe zo = 0 v danom
pripade (yzo = 0) B = I,[yz] = yb. Dosadenim za B = vb do rovnic pre Xz a Yp
v (2.9) dostaneme

.

v 1
Xs=0  B=oomp
Z poslednej rovnice pre b = % = Y=t
Pre
T T .
be<'${—’ 7{> je Yge(—oo; —1)
UvaZujme, Ze '
'
0|b| = 2.11
S1b1S 4157 @1
potom stupnica b leZi na kladnej polopriamke osi y.
Ak
T w :
— < |b| € = S0 (21
ater = P12 27 @12

stupnica b leZi na zipornej polopi’iamke osi y, &o je zrejmé, ak od =/2 | y | odEitame
jednotlivé &leny nerovnosti (2.12) &im dostaneme

n K
21yl = 21yl

Porovnanim (2.12) s (2.13) je

T
417l

- [blE (2.13)

n
L QG o
|51 = 5y = 181

teda b’ sa zobrazi na zapornej polopriamke osi y. Nasledkom toho premenna b
“vyhovujiica nerovnosti (2. 11) sa zobrazi pomocou zobrazovacich rovnic
1 e
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a premenné b’ podla-zobrazovacich rovnic
- e 1
A=l L= cos2y|b]

¢o vyplyva z rovnice (2.14).

Ako je vidief z rovnic (2.9) funkcia (2.2) pri v kon$tantnom a pri konStantnom
I[yzol = Y1,z = vbo sa zobrazi nomogramom, ktory sa sklada z dvoch priamo-
&arych stupnic pre (4), (B) a z jednoparametrického zvizku (parameter R,[yz,] =
= ya,) hyperbol (2.10), ktoré si nositelkami stupnic (P), (Q) a prechadzaju cez tri
redlne body, majtce spoloéni doty&nicu v jednom z nich; spoloénd doty¢nica ku
krivkdm zvizku hyperbol a tetiva prechadzajiica cez dva druhé stredy zvidzku sd

nositelkami stupnic (4), (B). Ak
IQO v rovniciach (2.9) pre Xp a Yp zvo-
lime P = const a Q = const, potom
dostaneme zvizok priamo k precha-
dzajlici podiatkom (pozri schému
na obr. 1).

. > : H\

Ked¥e sme zvolili y za pevné e
&slo, parametrom je ag. v
Pritom )
X =e"Y, =0 b| /

1

X 0 Y=

2= P T Cos2[yb - vb]

Obr.

dostavame tie isté stupnice @ i b
pri parametrii a,.

\ .

Rovnice stupnic P = R,[N(w — wy)] a Q = I[N(w — wp)] (pri y realnom),
pretoZe patameter je do, porovnajiic s pripadom 2z, = ao + by, t. j. ked bp = 0
a a, = 0 vidime, % ostatné hyperbolické stupnice dostaneme z pripadu 7o =0
afinnou transforméciou posunutia tohto (normalneho) pripadu pozdi% osi x. Pri
tomto vietky kéty P a O sa pohybuji rovnobeZne s osou x, a tym dostivame hyper-

w . 3



bolicku krivku, ktora je nositelkou stupnic P a Q v kartezidnskych siradniciach:
o rovnici (2.10). Analogickym spdsobom sa urobi rozbor stupnic aj pre pripad, ak y

je imaginérne d&islo.

3. Zobrazenie normilneho tvaru (2.2) podla zobrazovacich rovnic (2.9), ako
ukazuje schéma nomogramu na obr. 1, je pre &itanie nevhodny. Pre zvySenie Citatel--
nosti upravme determinanty odpovedajuce rovniciam (2.9)

e2R.[721

0

sin?2P
2cos2P

2Re[yzo]l __

0
1

cos 2B

1

cos 2P

ech["z]

1
0

sinh?2Q
| 2cosh 2Q

"Cos 2B

2R,[yz0]

0 1
1

51___ 1
cosh2Q

0
(3.1

takto: Prvy stipec vyndsobime s e2"*° druhy s 1/2 a pripo&itame druhy stipec-
k prvému. V takto vzniknutych determinantoch vynasobime v prvom determinante
treti riadok s (—2 cos 2P) a v druhom treti riadok s (2 cosh 2Q) a pripo&itame druhy-
stipec k prvému. Delenim obidvoch determinantov s takto upravenym prvym

stipcom dostaneme

1 _ 2A 1 - 2A
1 0 73 1 0 3 €
1 1 1 1
1 5 - cos 2B | =90, |1 5 - cos 2B
1 1 __ Cos2P 1 1 cosh 20
1 + cos?2P 1 + cos?2P " 1+ cosh®2Q 1 + cosh’2Q

=0
(3.2)

Pre kone¢nu tipravu determinanty (3.2) ndsobme eite takto: Prvé stipce s m ¢~ 2Relrzol:

a druhé s 2n e~ 2Re%) &im dostaneme

1 0 ne- 2R,[y2]
1 Dhem2Relrol g o=2Releol oog2p | 0
{ m c—ZR.lyzo] 2ne” ZR.[vro]cos 2P
1 + cos?2P 1 + cos?2P
1 0 n e- 28-(7!]
1 M e=2Rdrmol ) o~ 2Rilr20l 00 2B
=0
me 2Rbzl 9y e~ 2Rdrr0loosh 20
1+cosh?2Q. 1 + cosh?2Q

(3.3):
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- ;}- b-;sin[N(w-ud]

Kiué

b-b,

aso

2
7
2
7
3
2
»
i

070

-030

080

-020

-0

Obr.

ag0 040 020
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kde m, n st moduly, ktoré volime m = 20, n = 10. Ak v je reédlne &islo, zobrazovacie
rovnice pre normalny tvar (2.2) si:

Xa = 0 }’a == 10 e_zw
X, =10e”21% ' Y, = 10e"*"cos y(b — by)
20”21 20”2 ¢cos2y(b — b
= 2 YP = — . 'Y( 0) (3‘4)
1 + cos?2y(p — Po) 1 + cos*2y(p — po)
20210 _ 20e”*"cosh 2y(q — 4o)

4 Y

1 + cosh?2y(g — qo) 1 + cosh?2y(q — qo)

Z poslednych dvoch rovnic eliminiciou dostaneme
Kp.gp — 102 4 Y& o) = (10 07270 3.5

Teda nositelka pre stupnice P a Q budi kruZnice o strede S[10 e~ 2%, (] a polomere
r = 10e~2"_ Touto upravou sme rovnice hyperbol (2.10) pre nositelku P a Q
pretransformovali v rovnicu (3.5), t. j. v kruZnice.

Z poslednych dvoch rovnic (3.4) vyplyva, %e P a Q zobrazia sa taktieZ zvizkom
laéov o rovniciach yp = —xpcos 2y(p — Po) @ yo = Xg cosh 2y (g — go)-

Zobrazenie normélneho tvaru (2.2) podIa zobrazovacich rovnic (2.18) je na obr. 2,
pri¢om bolo volené N =y = 1. ‘

Priklad. Pre dané a = —0,10, @, = 0, b — by = 0,273 &itame na obr. 2 podla
klu€a p — po 0,92, g — go = 0,42.

Analogickym spdsobom sa d4 skonstruovat nomogram pre pripad, ak ¥ je volené
imaginarne ¢&islo.
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Homorpamma nun ¢ymxumit nepsoro nomorpagmueckoro kaacca
OT KOMILIEKCHOI'O ApryMeHTa

II. Tanaiina

Pesome

B atolt cTaThe npuMeHerreM TeopH: M. A. Bumenepa 6sut0 pazpaboTaHo XaHOHHYECKOE npeg-
CTaBJIcHAE ans OCHOBHOH HOpMaJIbHOM (GOpMyY Bl

,

zZ -~z = %ln S[N(w — wo)],

TAe § sHAYAT QyHKINH sin, cos, sec, csc, sh, cosh, sch, csch, a z = g + bi, zg=ag + byi,w=p +
+ gi, wo =Py + goi N B Y DPOH3BO/bHBIE AEHCTBATEbHEIE TGO YHCTO MEMMEIS MHCIA,

Vpasrenus mxan (2.9) 418 KAHOAIECKOH GOPMyITHI (2.6) 6butH mepeobpa3zOBaHE] B YDABHEHAS
(3.4), na ocnoBaEMH uYero THOEPGOI A/ mepeMeHHOro P 1 Q nepeobpa3oBamch B OKPYXHOCTbD.
Ha ocropamME nepeo6paioBaHHbIX ypasHeRElt GLuIa TOXKE HOCTPOSHA HOMOTPaMMa U1 HOPMAILHOR
dopmyna (2.1).
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1

Ein Nomogramm fiir die Funktionen der ersten nomographiseheh
Klasse im Gebiet der komplexen Veriinderlichen - - -~

P. Galajda
Zusammenfassung

Unter Benutzung der Teorie von J. A. Vilner wurde in dieser Arbeit die kanonische Form fiir
die normale Form

Z2=2y= %ln S[N(w — wg)]

verarbeitet, wo § die Funktionen mit der Bedeutung sin, cos, sec, csc, sh, coh, sch, csch, sind und
z =a+ bi, zg = ag + boi, w = p + qi, wy = py + q,i, weiter N und 7 beliebige reale oder imagi-
nére Zahlin sind. Die abbildenden Gleichungen (2.9) fiir die kanonische Form (2.6)-wurden auf
die Gleichung (3.4) transformiert, wodurch die Hyperbeln fiir die Verinderlichen P und Q in die
Kreislinie transformiert wurden. Auf Grund der derart transformierten Gleichungen wurde auch
das Nomogramm fiir die normale Form (2.1) konstruiert.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IX., 2. — MATHEMATICA, 1964)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COM!IIIAIIA!
TOM. IX., FASC. Il MATHEMATICA 1984

Konstrukcia relativnej normély v P,

M. HEJNY

PouZivame nasledovni symboliku. Aritmetické body oznadujeme velkymi latin-
skymi tladenymi pismenami. Geometrické body oznadujeme svorkovymi zatvorkami.
Aritmetické priamky oznalujeme yelkymi latinskymi pisanymi pismenami. Geo-
metrické priamky oznadujeme opit svorkovymi zatvorkami.

V projektivnej rovine P, nech je dana krivka

R, —-T=t=sT, (6))
kde T > 0. Krivka (1) nech je triedy aspoit C5. O parametrizacii krivky R(¢) pred-
pokladiame, Ze determinant

[R@®), R'@®, ROl=c+0

je konstantny pre vSetky uvaZované t. Pritom &iarkou oznadujeme derivaciu podla
parametru 7. Zakladna rovnica

R"(t) = 2a(t) R'(¢) + d(t) R()

krivky (1) udava funkcie a(z), d(¢), pomocou ktorych je definovany relativny invariant
vahy 3

b() = d(1) — a'(1)

a sprievodny repér
R@®», TO=R®®, NO=R()— al)R()

krivky (1) v bode R(?).
Dualizaciou dostaneme priamkovi rovnicu

(@) = c"[R(t), R()] .
krivky R(#). Dualny tvar uvedenych vzfahov je
(@), R, R'D)] = ¢
R"(t) = 2a(t) Z'(f) + d() #(1)
b(r) = a'(f) — d(). i
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Dudlny repér je tvoreny priamkami

A1), TO =R, N =R(@-a)RO).
Konene plati
d(r) + d(r) = 24'(¢)
a
A(t) = ¢cT'[RY), TOL T () = ¢ '[R@®, N
M) = ¢ T, NOL

V dalsom budeme vySetrovaf krivku v okoli bodu R(0). Budeme oznadovat R(0) =
=R, T(0) = T, a(0O) = a a pod. .

Relativna normala {7} krivky (1) v bode {R} je udand analyticky. Ak krivku R(f)
vztiahneme ku projektivnemu obliku

S0 = [ YKD&,

" dostaneme privilegovany repér, ktorého normala (relativna) je projektivnou norméalou
krivky (1) v bode R. Jej geometrickd konstrukcia je znima. Napr.: projektivna
‘norméla je doty¥nicou oskula¢nej kubiky (v nesextatickom bode). V daliom poda-
vame geometrickt konstrukciu relativnej normaly {7} a zéroveii i konstrukciu bodu
T. NaS$a kongtrukcia je samozrejme zavisld od parametrizacie. .

Nech ¢ e(O0, T). Priamka {&(?)}, uréend bodmi {R(f)} a {R(—1)} obali krivku
{S(0)}. Bod {U()}, ktory spolu s {S(¢)} oddeluje harmonicky body {Z2()} a {#(—1)}
opiie krivku, ktorej doty&nica pre ¢ — 0 sa bliZi ku relativnej normale. Pritom bod
{S(#)} sa blizi k bodu {T}. Dualizujme. Priesetnik {¥(1)} priamok {#(t)} a {R(~1)}
opie krivku, ktorej doty&nica {¥ (f)} sa bliZi ku relativnej normale. Kone¥ne priamka
{#71)}, oddelujiica harmonicky spolu s priamkou {¥"(1)} priamky {Z(")} a {Z(—1)}
obali krivku {W(f)} a bod {W(1)} sa blizi ku bodu {T}. Tak mame dokonca dva
spbsoby konitrukcie aj relativnej normély aj bodu {T'}. DokéaZeme tvrdenia presne.

V lokalnej bazi (R, T, N) rozvinieme krivku R(f) do Taylorovho rozvoja

_ a .z . d 3 a 3 2a'+d 4
R(f) = R(1+—2-t ot +@)+T(t+—3—t + ar t +@)+
Podla definicie krivky U(f) plati dalej podfa (2)

U(r) = M) R(2) — w(®) R(—1)

odkial po vydisleni je

)= R(l + l:-tz+®) £ T@)+ ~<.;~tz+@).
Veta 1. Platia tieto dva vzfahy |
' lim {S(0} = {7} 2 lim {F()} = {&).



Dokaz. Prvy vzfah doké,tcme, ked za aritmetického zdstupcu bodu {S(f)} vezmeme
"bod ¢718(t), kde S(f) je dany hornym rozvedenim do Taylorového radu. Dalej
volme aritmetického zastupcu priamky {&(f)} takto: 4

F(t) = ety  [R@O), R(=0] = Z(1 + Q) + T (@) + 4 (),
naznatenou limitou doké¥eme i druhd &asf tvrdenia.

Veta 2. Platia tieto dva vzfahy.

1 4q’ +d
+N(—2-t +T2—t+ t+ )

Symbolom [N| oznatujeme zvySok Taylorového rozvoja od &lena a,t" vtitane.
Bod S(t), ako aj S'(¢) je lineArnou kombinéciou bodov R(f) a R(—¢). Je preto

S(8) = M1 R@®) + po) R(—1) (P)}
a tie? )

0 = M) R(f) £(t) — u(®) R (—1) ().
Qdtial

M) = py(t) R(—1) L(2) = p(t) [R(-1), R(1), R(-1)] N
W) = pi() R'() L) = p() [R'(?), R(®), R(—=0)],
kde p,(?) a p(r) si nenulové faktory. Jednoduchy vypodet. da

).(t)——+ 15:+@

u(t)=——;—-— i +——t *+ (o).

Pre jednoduchost sme poloZili p(f) = (2f)~2. Po dosadeni do (2) je

S(t) = R(Sd s @) + T(t + at® + @) + N(@)
lim {U(0} = {R} a lim {U()} = {z}.
Dokaz. Opif musime volif vhodnych aritmetickych zdstupcov. Za aritmetického
Zéstupcu bodu {U(f)} volime priamo bod U(f). Dalej je

lim ¢~ U'(t) = —73"—R + N.

t=0

Priamka hm {#(¢)} je urend bodmi lim {U@®} a hm {U'(t)} t. j. bodmi {R}

t=0

{—?-R + N} a je preto totoZné s relativnou normélou {7 }.
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- Doln4 tabulka priraduje vzijomne dudlne objekty.

{R®)} < {2} {U@®} « {(# (1)}
{17 {7} {V(n} « {0}
(N} {4} {(W()} > {2(1)}
{SO} « {7} d@©) < do).

/ Dualizaciou dostdvame z viet 1 a 2 tvrdenie zhrnuté vo

vete 3. Platia nasledovné vzfahy
lim {¥' ()} ={7}, lim {V()} = {R},
t—=0 =0 .
lim {#()} = {2} a lim (W0} = {T}.

Adresa autora: Zilina, Hliny, blok 30. Do redakeic doslo 20. V. 1963.

IlocTpoente OTHOCHTEILHOH HOPMAIH B HPOEKTHBHOH IIOCKOCTH
L]

M. I'eiiabI it

. BriBOHI
’
IIycts C: R(¢) npoekTuBHAsi IUIOCKas KpuBas. Ee KacaTelbHYI0O M OTHOCHTENIbHYIO HODMallb-
B Touke R o6o3nauyum RT m RN. IMapametp ¢ MOXeT GbITH MPOEKTHBHOM AyToi. OTHOCHTeNbLHAS
“HOpMAJIb CTAHET IMPOeKTHBHOM HOPMAJIBIO, IIOCTPOSHUE KOTOPOI H3BECTHO. B cTaThe AaHO mOCTpoe-
HHE OTHOCHTEJILHOM HOPMAJIM B TAKOM ClIy4ae, KOTJa mapaMeTp ¢ He ABJISETCs 00a3aTeNIbHO AyTOl.
SICHO, YTO MOCTPOEHHE 3aBHCHT OT NapamMeTrpu3amuu KpuBoi C.

Construction of the relative nermal in the projective plane
M. Hejny

Resume
Let C: R(t) be a projective plane curve. Its tangent and the relative normal in the point R we
denote by RT and RN. It is possible that the # is a projective arc. In this case the realtive normal is
changed into a projective normal whose construction is known. In the article we give the construction
of the relative normal in the case when ¢ is not necessary an arc. It is clear that this construction
depends on a parametrisation of the curve C.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITA"S COMENIANAE
TOM. IX.,, FASC. Il MATHEMATICA 1964

Pozniamka k transformécii rieSeni
linearnych diferencidlnych rovnic 1.radu*)

K. DUDASKOVA

V préci [1] uvaZoval M. Laitoch o transformécii rieSeni lineArnych homogénnych
diferencialnych rovnic 1. ridu. UvaZovanou transformaciou sa vSak rieSenia ne-
transformovali v celych definiénych intervaloch tychto rovnic, ale len v defini¢nom
intervale rieSeni istej nelinedrnej rovnice. Tento nedostatok je tu odstraneny. Okrem
toho je tu uvedena transformacia nehomogénnych linedrnych diferencidlnych rovnic
1. r4du a niektoré jej dosledky. '

1. Uva%ujme o diferencidlnych rovniciach

@ Y+ aq)y =0
Q@ Y+oMNY=0,
v ktorych funkcie g(f), Q(T) st spojité v intervale j, resp. J. Podla teérie transformécie
linedrnych diferencidlnych rovnic ([2]) je rovnica (Q) v intervale I = J ekvivalentna
s rovnicou (q) v intervale i = j, ak existuje dvojica funkcif X(#), Z(t) s vlastnosfami:
L X(1), Z(r) e C (i), X() =1,
2.X'(t) £ 0, Z@®) £ 0, tei a plati:
Ak U(X) je TubovoIné rieSenie rovnice (Q) v intervale I, zlo¥end funkcia

u(?) = Z(t) UIX(0) ¢))

je rieenim rovnice (g) v intervale i. Dvojicu funkcii X(#), Z(f) nazyvame nositefom
ekvivalencie rovnic (Q), (¢).

Vyjdic z tejto definicie, moZno jednoducho tvahou dokéazat pomocnii vetu 1

Pomocné veta 1. Nutnd a postalujica podmienka; aby diferencidlna roonica (Q)
bola v intervale I ekvivalentnd s rovnicou (q) v intervale i a X(r), Z(t) bol nositelom
tejto ekvivalencie, je, aby X(t), Z(t) spliiali v i vzfah

@ 9) Z'(t) + {—QIXN X'(t) + q(0} Z(1) = O
*) Napisané v ramci 8. V. K.
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a platilo ' : &
' X®O*0 tei, X@H=1I1 : )y

Vztah (Q, g) znamen4 jednu podmienku pre dve funkcie, preto, jednu z nich moZno-
volif TubovoIne. Ak poloZime Z'(f) =

X’l(t) , dostaneme pre X(f) nelinearnu dife~
rencialnu rovnicu, uvedent v préci [1]:

XII
—~Z_—QX'+q=0.
v o q

Rietenia danych rovnic (@), (¢) sa transformuju len v defininom intervale rieSeni

tejto rovnice. Aby sa transformovali v celych defini¢nych intervaloch rovnic (Q), (9),.

namiesto Z(t) zvolime X(#), a to tak, aby X(j) = J,X'(f) % 0, € j, napriklad pomocou

_ jednej z troch funkcil X(f) = kt + g, X(f) = tg(kt + q), X(¢) = arctg (kt + q)-
Platf potom ’ :

Veta 1. Nech X(f) je zobrazenie intervalu j na J také, e X'(¢) + 0, t € j. Nech Z(¢)y
je netrividlne rie$enie rovnice
Z' + {-0[X) X't + q(} Z = 0.

Potom plati: Ak U(X) je IubovoIné rie¥enie rovnice (@), funkcia (i) je rieSenime
rovnice (g). '
2. Uva¥ujme o nehomogénnych diferencidlnych rovniciach

@ ¥+ a0y = a0

(@ Y+ QDY=0uD),
v ktorych funkcie ¢(7), g,(f) st spojité v intervale j, funkcie Q(T), Q,(T) spojité
v intervale J.

Metédou variacie kon¥tant dostaneme, ¥e ak U(X) je netrividlne rieSenie dife-
rencidlnej rovnice (Q), potom

| U(x) = C(X) UX)
je rieSenim Q) prave vtedy, ak ‘C(X) je rieSenim diferencidlnej rovnice
| C'0) UX) = 04(X).

Z teérie transformécie [2] je dalej zname, Ze ak je diferencidlna rovnica (Q) v inter-
vale I ekvivalentn4 s diferenci4lnou rovnicou (g) v i a X(#), Z(f) je nositel tejto ekvi-
valencie, potom X(£), Z(¥) je aj nositefom ekvivalencie zodpovedajicich homogennych
rovnic, a teda medzi X(¢), Z(z) plati v I vzfah (Q, ). VyuZitim tychto dvoch skuto¥nosti
mo¥no dokazaf vetu 2. ' .

Veta 2. Ak diferencidina roam'a; (Q) je v I ekvivalentnd s diferencidlnou rovinou
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@ v i a X)), Z(1) je nositel tejto ekvivalencie, potom ,
g:(t) = Q,[X("] Z(t) X'(1), tei. 3)

Obrdtene, ak X(t), Z(¢) je nositel ekvivalencie rovnice (Q) v I s rovnicou(q) v i @ medzi

pravymi stranami rovnic (q), (Q), plati v i vztah (3), potom sii rovnice (4), (0) ekvi-

valentné v tych istych intervaloch s tym istym nositelom ekvivalencte.

. 3. Uva¥ujme o diferencidlnych rovniciach (g), (Q) v pripade, %e J = j, Q(T) =
=0, TeJ

: Y +ay=a0, )

Y = Q7). ®)

Mozno poloZif X(t) =1, tej a funkcia Z(¢f), danid vzfahom (Q, g) bude Z(?) =
= ¢~ /*0% (Volili sme ¢ = 1.) '
Medzi riedeniami u(t), U(f) rovnic (4) a (5) plati vzfah

u(t) = e 1O%Y(p),  tej,

podla vety 2 prave vtedy, ak
: 9:(f) = Q,() e 11O,

Nulové body funkcii u(¢), U(¢), ako aj funkcii g,(¢), Ql(t)‘sﬁ totoZné. Z toho a z vlast-
nosti nulovych bodov rieSeni rovnice (5) plyni tieto tvrdenia:

a) Ak ma funkcia ¢,(f) kone¢ny podet nulovych bodov, potom kaZXdé riefenie
rovnice (4) ma kone&ny podet nulovych bodov.

b) Ak je funkcia g,(¢) v j oscilatorick4 a primitivna funkcia k funkcii g,(f) e/*®¢*
je ohrani®en4, potom existuji rieSenia rovnice (4) bez nulovych bodov. '

c) Ak je funkcia g,(f), ¢ € j, oscilatorick4 a primitivna funkcia k funkcii g,(r) ¢/®
je zhora aj zdola neohraniend, potom vietky rieSenia rovnice (4) si oscilatorické.
Vztah medzi rieSeniami rovnic (4) a (5) moZno pouZif aj na charakteriziciu riefeni
diferenci4lnej nerovnosti '

(t)de

Y +a)yz0, ©6)
resp. diferencialnej nerovnosti '
Y +aq@)y=s0. - (6)

Veta 3. Funkcia y(t) € Cy(j) je v intervale j rieSenim diferencidlnej nerovnpsti (6),
[diferencidinej nerovnosti (6')] prdve vtedy, ak sa dé pisat v tvare '

W) =% U@, tej,
kde U(t) je neklesajiica (nerastica) funkcia z triedy’ Cyi( )
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st fakultny sbornik uréeny na publikovanie vedeckych préc internjch a externych uditefov
nafej fakulty, internych a externych aSpirantov a nafich studentov. Absolventi nadej fakulty
mdzu publikovat préce, v ktorych spractvaji materidl ziskany za pobytu na nafej fakulte.
Redakén4 rada si vyhradzuje prévo z tohto pravidla urobif vynimku. »

Price musi odporudit katedra. Préce $tudentov musf odporudif ftudentska vedecka spo-
lo¢nost a prisluné katedra.

Publikovat moino v jazyku slovenskom alebo &eskom, pripadne v ruskom alebo anglic-
kom, francizskom alebo nemeckom. Price podané na publikovanie maji byt pisané strojom
na jednej strane papiera, ob riadok, tak aby jeden riadok tvorilo 60 iderov a na strénku pri-
padlo 30 riadkov. Rukopis treba podat dvojmo a upravit tak, aby bolo & najmenej chyb
a preklepov. Nadmerny podet chyb zdraZuje tlaé a ide na et autora.

Rukopis upravte tak, Ze najprv napifete nézov price, pod to meno autora. Pracovisko,
pokial je na nafej fakulte, sa neuvadza. Iba tam, kde je viac spolupracovnikov a niektory
z nich je z mimofakultného pracoviska, uvédzaji sa vietky pracoviské. TieZ tam, kde préca
bola vypracovana na dvoch pracoviskéch, treba ich obidve uviest.

Fotografie treba podat na &ernom lesklom papieri a uviesf meno autora, zmen3enie a text
pod obrazok. Kresby treba previest tufom na priehladnom papieri (pauzék) alebo na rysovacom
papieri a taktieZ uviest meno autora, zmen3enie a text pod obrézok.

KaZd4 praca musi maf resumé v ruskom a niektorom zdpadnom jazyku. K prédcam, publi-
kovanym v cudzom jazyku, nadim pripojif resumé v slovenskom (Seskom) jazyku a v jazyku
zépadnom v pripade publikacie v ruskom jazyku, alebo v ruskom jazyku v pripade publi-
kacie v zdpadnom jazyku. Nezabudnite pri resumé uviest vidy ndzov prdce a meno autora
v rovnakom poradi ako v zdkladnom texte. Za spravnost prekladu zodpovedé autor,

Autori dostivaju stlpcové a zalomené korektiry, ktoré treba do 3 dnf vratit. Roz-
siahlejsie zmeny v priebehu korektiry idi na farchu autorského honoriru. Kaidy autor

dostane okrem prislu§ného honoréaru i 50 separétov.
Redakénd rada.
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