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{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12., 1965)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. IIL. MATHEMATICA XIl. 1968

Uber direkte Produkte von Relativen')

M. KOLIBIAR

Fiir universelle Algebren gilt der folgende Satz ([1], Chap. VI, Th. 4):%)

(B) Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-trivialen Zer-
legungen A ~ A, x A, x ... X A, (n natiirliche Zahl) einer universellen Algebra A
und den Systemen von nicht-trivialen Kongruenzrelationen in A, ©,, ..., 0,, mit den
drei folgenden Eigenschaften:

0,n...nO, =0, (1)
@, n...00,_)vO,=1Ifirk=2,..n, )
die Kongruenzrelationen ©, n...NnO,_,, O, 3)

sind vertauschbar fiir kK = 2,....n.

Ein Satz ahnlicher Art fiir eine unendliche Anzahl der Faktoren wurde ven
J. Hashimoto [3] bewiesen.

In dieser Note wird ein analoger Satz fiir Systeme mit Relationen (;;Relative*)
angegeben und dann fir den Fall der universellen Algebren spezialisiert. (Es zeigt
sich, daB man den Satz (B) mechanisch auf Relative nicht iibertragen kann.) Dabei
ist der hier angegebene Satz iiber universelle Algebren von dem in [3] (Th. 3.2,
Corollary) bewiesenen verschieden.

1. Definitionen und Bemerkungen

1.1. Gibt es eine ein-eindeutige Abbildung einer Menge M auf einen Cartesischen
Produkt von Mengen 4,, y € I', so werden wir schreiben

M~ TL{4,|yer} @

. 1) Uber einige Resultate dieser Note wurde auf dem 2. Ungarischen mathematischen Kon-
gres 1960 in Budapest berichtet. -
z) Die Formulation des Satzes in [1] ist nicht richtig (siche 2.3.1). Die Richtigkeit der hier
angegebenen Formulierung (B) wird in 3.5.2 bewiesen.



Wir sagen, daB (4) eine Cartesische Zerlegung von M darstellt. Die Zerlegung (4)
wird als nicht-trivial bezeichnet, wenn jede Menge 4, mehr als ein Element besitzt.
Ist einem Element x€ M in dieser Abbildung das Element feIl {4,|ye I}
zugeordnet, so wird das Element f(y) € 4, (y € I') mit x, bezeichnet werden. Setzen
wir fiir x, ye M und ye I' xO,y genau wenn x, = y,. Dann ist ©, eine Aquivalenz-
relation, ‘die als die zum Faktor A, der Zerlegung (4) angehdrige Aquivalenzrelation
bezeichnet wird. Das System {6, | y € I'} nennen wir das zur Zerlegung (4) angehériges
Aquivalenzensystem.

1.2. Sei {¢,|y€e T} ein System von Aquivalenzrelationen einer Menge M. Mit
N {e,lyer} bzw. U {@,|ye I'} werden der Durchschnitt und die Vereinigung
der Elemente ¢, im Verband aller Aquivalenzrelationen bezeichnet. Ahnliche
Bedeutung haben ¢, Nn'¢,, ¢, Y ¢, u. a.

Ist © eine Aquivalenzrelation in M, so wird die Menge aller Klassen von @ mit
M/6 bezeichnet werden. Die Aquivalenz © wird nicht-trivial genannt, wenn sie
mehr als eine Klasse besitzt.

1.3. Ein System von Aquivalenzrelationen {0,lyerl} in M wird assoziiert
genannt, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sei {x” |y e I'} ein System von Ele-
menten vom M. Ist fiir jede a, fe I' x* (U {©, | yeI'}) x%, so gibt es ein Element
x e M, so daB x’@,x fiir jedes y € I' gilt. Offenbar ist ein System {¢p, ¢} von zwei
Aquivalenzrelationen genau dann assoziiert, wenn ¢ und § vertauschbar sind
(d. h. 9y = Yo gilt; siehe z. B. [4], S. 97).

2. Hilfssiitze iiber Cartesische Zerlegungen

2.1 Lemma. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-
trivialen Cartesischen Zerlegungen (4) einer Menge M und den Systemen

{©,lver} (%)

von nichttrivialen Aquivalenzrelationen in M, die den folgenden drei Bedingungen
geniigen:®) -
- @ N{e,lyer}=0;

® Ui{e,lrery=1r

(c) das System (5) ist assoziiert. :

Dabei wird de1 Zerlegung (4) das zu (4)-angehiriges Aquivalenzensystem (siehe 1.1)
zugeordnet. Dem System (5) wird die Zerlegung M ~ 11 {M|©, |y € I'} zugeordnet,
wobei fiir me M m, die das Element m enthaltende Aquivalenzklasse vom ©, ist.

Beweis. a) Sei (5) das zur Zerlegung (4) angehériges Aquivalenzensystem.
Offenbar gilt (a). Seien nun x, y e M, a € I'. Es gibt ein Element ze M nit z, = x,

3) Mit 0 bazw. I resp. werden die kleinste und die .groBte Aquivalenzrelation in M bezeichnet.



und z, =y, fir alle y + a. Dann gilt x6,z, 2(N{6,|yel, y +a})y, also
x©®,vN{O,|yerl, y + a}) y, hiermit gilt O, N {6, |yeT, y + a} =1 und
damit auch (b).*) Sei nun {x"|ye I'} ein System von Elementen der Menge M.
Es gibt ein Element ze M mit z, = x] fir jedes ye I'. Dann gilt z6,x” fiir jedes
y € I', womit (c) bestatigt ist.

b) Sei umgekehrt (5) ein System von Aquivalenzrelationen in M mit den Eigen-
schaften (a), (b), (c). Sei ¢ die Abbildung, die einem beliebigen Element me M
ein Element fe I1 {M/©, |y e I'} = S zuordnet derart, daB fiir jedes ye I f, = f(y)
die das Element m enthaltende Klasse der Zerlegung M/@, ist. Sei ge S und sei
fiir jedes y € I' x” ein beliebiges Element der Klasse g(y) € M/©,. Nach (b) und (c)
gibt es ein z € M derart, daB x'0,z, also z € g(y) fiir jedes y € I'. Dann ist &(z) = g,
so daB & M auf S abbildet. Im Hinblick auf (a) ist @ ein-eindeutig.

Man bestitigt nun leicht, daB die beschriebene Zuordnung zwischen den Zer-
legungen (4) und den Systemen von Aquivalenzrelationen (5) mit den Eigenschaf-
ten (a), (b), (c) ein-eindutig ist.

2.2 Folgerung. Es besteht eine umkehrbar eindutige Zuordnung zwischen den nicht
trivialen Cartesischen Zerlegungen

M~ A, x A, x ... X A, (6)

(n natiirliche Zahl) und den Systemen von nichttrivialen Aquivalenzrelationen
'9, s e @, in M, die den Bedingungen (1), (2) und (3) geniigen.

Bewels DaB das zur Zerlegung (6) angehdrige Aquivalenzensystem (l) 2)
und (3) erfiillt, folgt aus dem Teil a) des Beweises vom Lemma 2.1 (siche Be-
merkung®*)). Sei nun ein System von Aquivalenzrelationen in M gegeben, das den
Bedingungen (1), (2) und (3) geniigt. Offenbar sind die Bedingungen (a) und (b)
erfiillt. Die Bedingung (c) wollen wir durch Induktion beweisen. Fiir n = 2 folgt (c)
aus (3). Sei (c) fiir Systeme von n- Aquivalenzrelationen erfiillt und seien x!, ..., x"*!
Elemente von M. Nach der Induktionannahme gibt es ein Element x € M mit x@ ,x’
fir i =1,...,,n. Aus (2) und (3) folgt, daB es ein Element ze M gibt, so daB
x©@,n...n0O,)z 20, ,x"*" gilt. Dann ist fir 1 £i £ n x‘@x0,;z und hiermit
xO@zfiri=1,...,n+ 1.

2.3. Bemerkungen. 2.3.1. Wie G. Szdsz [5, Kap. 1X, Ubungsaufg. 2] bemerkt,
die Behauptung 2.2 wiirde nicht gelten, wenn wir statt (3) nur verlangten, daB jede
zwei Aquivalenzrelationen ©,, ©; (i # j) vertauschbar seien (demgemaB ist der
Satz 4, Kap. VI [1] nicht richtig). Die hier angegebene Bedingung (3) ist aber
schwicher als die in [5] (Kap. IX, Ubungsaufg. 6).

2.3.2. Eine Analogie der Behauptung 2.2 fiir den Fall giner (abzahlbar-) un-

4) Zugleich haben wir gezeigt, daB die Aquivalenzrelationen O,undn,=n {®,|y€ 1" Yy + a}
vertauschbar sind. Dann ist ®, mit jeder Aquwalenzrelatlon Qo NS@esSnnuUB,=I ver-
tauschbar (siehe [2], § 5, 3).



endlichen Anzahl der Faktoren in der Zerlegung (6) gilt nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt. Sei M die Menge aller (abzihlbaren) Folgen a = (a,, a5, ..., a,,...),
wobei fiir jede natiirliche Zahl n entweder a, = 0 oder a, = 1 und héchstens eine
endliche Anzahl der Elemente a, von Null verschieden ist. Erklaren wir ©; fiir

j = 1,2,... wie folgt: x@,y (x, y € M) genau wenn x; = y,. Offenbar ist ()} @, = 0.
i=1

Seien x,ye M und i > 1 eine natiirliche Zahl. Sei z dasjenige Element von M,
fir das z; = x; und z; = y, fiir j + i gilt. Dann gilt Y@, n...Nn O,;_,) z, 20x.
Daraus folgt,daB@; n ... n @,_; und O, vertauschbar sindund (@, n ... n ©;_)) U
U @, = I. Dabei ist die Bedingung (c) aus 2.1 nicht erfiillt, da zu den Elementen x’,
fr die x{ = 1 und xj = 0 fiir j # i gilt, kein Element x der verlangten Eigenschaft
existiert.

3. Direkte Zerlegungen von Relativen

‘3.1. Sei M eine Menge. Eine Menge R von k-Tupeln <(x',..., x*), x' e M,
k natiirliche Zahl, heiBt eine k-stellige Relation in M. Sei § = {Ry,..., R,, ...}
eine Folge, wobei R, eine n,-stellige Relation in M bedeutet (n, ist eine natiirliche
. Zahl; die Menge der Indizen o kann endlich (eventuell auch leer), abzahlbar oder
von einer transfiniten Machtigkeit sein). Das System 9 = (M, §) soll ein Relativ [4]
heiBen. Die Folge {n,, ..., n,, ...} wird der Typ von W heiBen.

Sei nun {M, = (M,, S,)|te T} ein System von Relativen vom gleichen Typ,
S, = {R}....,R;,...}]. Unter einem direkten Produkt I1 {9, |re T} vom System
{2, | t € T} versteht man den Relativ M = (IT{M,|re T}. S), wobeill {M, |te T}
Cartesisches Produkt von Mengen M, ist, § = {R,...., R,, ...} und R, wie folgt
erklart ist: (x',...,x*> e R, genau wenn {x!, ..., x¥> e R’ fir jedes te T ist. Im
weiteren werden wir manchmal bei den Relativen Wi, vom derselben Typ fiir festes v
alle Relationen R mit derselben Zeichen R, bezeichnen.

3.2. Der Begriff der Kongruenzrelation in einem Relativ kann mit Hilfe eines
Homomorphismus definiert werden. Seien M = (M, S)und M’ = (M’,S’) zwei Relative
vom derselben Typ und ¢ eine Abbildung von M auf M’. Zur Erklirung von ¢
als Homomorphismus scheint es als natiirlich eine der folgenden zwei Eigenschaften

- zu verlangen (R, ist eine beliebige Relation aus S und R, die entsprechende aus S'):°)

Aus

{xY .., X™)€eR,
folgt ’ } @)

{p(x"), ..., @(x™)) € R).

G, ..., Y™ € R, genau wenn es Elemente x!, ..., x™ e M gibt, so daB y’ = }

=) (i =1,..,n)und (x',...,x™) eR,. ®

5) Durch die Eigenschaft (7) bzw. (8) resp. wird ein Homomorphismus in (4] bzw. [6]
charakterisiert. '
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Eine umkehrbar eindeutige Abbildung ¢ von M auf M’ heiBit ein Isomorphismus
der Relativen MM und M’, wenn beide Abbildungen ¢ und @' der Bedingung (7)
geniigen. Dann nennen wir M und M’ isomorph und schreiben WM ~ M'.

Der Satz (B) gilt jedoch nicht fiir Relative, wenn man Kongruenzrelation durch
einen der hier angegebenen Homomorphismusbegriffe erklart.

Beispiel. Sei M = ({a, b, ¢, d}, R,) ein Relativ mit R, = {<a, a), <b, b), {c, ¢),
{d,d),{c,d)} und M’ = ({0, 1}, Ro) ein Relativ mit Ry = {0, 0), €0, 1, <1, 1)}
(M, WM’ sind geordnete Mengen). Die Abbildung ¢: ¢(a) = ¢(c) =0, @) =
= @(d) = 1 ist ein Homomorphismus in beiden oben angegebenen Sinnen. Die
Aquivalenzrelation @, mit den Klassen {a, ¢}, {b,d} ist daher eine Kongruenz-
relation in beiden Sinnen. Dasselbe gilt fiir die Aquivalenzrelation @, mit den
Klassen {c, b}, {a, d}. Die Kongruenzrelationen €, , @, geniigen den Bedingungen (1),
(2), (3) des Satzes (B), doch ist M (in nichttrivialer Weise) direkt unzerlegbar, wie
man leicht bestatigen kann.

In dem folgenden Satz wird der Begriff der Kongruenzrelation nicht verwendet.

3.3. Satz. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-
trivialen direkten Zerlegungen eines Relativs M = (M, S),

M~I{M,|yerl}, )

und den Systemen (5) von nicht-trivialen Aquivalenzrelationen in M, die den Bedin-
gungen (a), (b), (c) aus 2.1 und der folgenden Bedingung (d) geniigen:

(d) Ist R,eS, x',...x"eM und {{a"',...,a"™)|yeTl} ein System von
n,-Tupeln in M, so da B fiir jedesye I (a”', ..., a"™) € R, und a" @,x', i=1,..,n,
so {x',...,xX™)eR,.

Diese Zuordnung ist wie im Lemma 2.1 erklirt.

Beweis. Wir beniitzen die Bezeichnungen von Abschn. 2.1. Es gelte (9). Die
Eigenschaften (a), (b), (c) des angehdrigen Aquivalenzensystem (5) folgen aus
Lemma 2.1. Es seien die Voraussetzungen von (d) erfiillt. Dann gilt fiir jedes ye I
und R,eS al’ =x}, i=1,...,n, und <a’'!, ..., @™ € R,. Hieraus folgt
{x;, .., Xp> € R, fiir jedes y e I' und daher {x!,..., x™) e R,. Sei umgekehrt (5)
ein System von Aquivalenzrelationen, das den Bedingungen (a)—(d) geniigt. Nach
Lemma 2.1 gilt M ~ II{M/O,|yel} = Q. Sei R,eS, xe M. Fir yeI seix
die das Element x enthaltende Klasse der Aquivalenzrelation ©,. Wir erkliren
in M/©, eine n-stellige Relation R wie folgt: <a!,...,a™> e R’ (a,; € M|©,) genau
wenn es Elemente a’ca’ (i = 1,...,n,) gibt mit {a,...,a">eR,. Es bleibt zu
zeigen, daB die in 2.1 beschriebene ein-eindeutige Abbildung @ von M auf Q ein
Isomorphismus von Relativen M und IT{M,|ye T} =M (M, = (M/0,, §)),
S,={R},...R},..}; M =(0,F), § ={R;, ..., R,,...}) ist. Sei also (m?, ...,
m™) € R, (m’ € M). Dannist {m’, ..., m™) € R!. Hieraus folgt { (m?), ..., B(m™)> e
€ R,. Sei umgekehrt (f*, ..., f*> € R, (f* € Q). Dann ist fiir jedes ye I' {f(9), ...



™)) € R, (f'(y) e M/6,) und daher gibt es Elemente a™' € f'(y), so daB (a"!, ...,
a”™) e R}. Nach (b) und (c) gibt es Elemente x',..., e M, so daB 4"'6 x'
fir jedes ye I und i =1,...,n, gilt. Nach (d) ist {x!,...,x*)€eR,. Da x' =
= ®~(f"), ist der Beweis damit beendet.

3.4. Wenn wir direkte Zerlegungen eines Relativs M = (M, S) in zwei Faktoren
behandeln, so lauten die Bedingungen (a)—(d) fiir entsprechende Paare e, 0,
von Aquivalenzrelationen wie folgt:

@) 8,1 @, = 0;

®)oe,ve, =1,

(c") ©,, O, sind vertauschbar; )

(d) aus R,€ S, <a',...,a")eR,, b',...b™)€eR,, a'6,x'0,b' i=1,...n,,
folgt {x!,..., ™) €eR,.

- Fiir den Fall der quasigeordneten Menge (M, <) kann der Satz in einer etwas
anderen Form formuliert werden:

3.4.1. Satz. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht -
trivialen Zerlegungen einer quasigeordneten Menge (M, <) in direktes Produkt von
zwel quasigeordneten Mengen und den Paaren von nicht-trivialen Aquivalenzrelatio-
nen Oy, ©, in M, die den Bedingungen (a'), (b'), (c') und der folgenden Bedingung (d")
geniigen: .

(d") Aus ¢,0,d,, c;0,d,,d,Od,, i+ j, ¢, < c, folgt d, < d,.

Beweis. Es seien (a’), (b"), (¢), (d’) und die Voraussetzungen von (d”) erfiillt.
Setzen wir x' =d,, x> =d, und im Fall i=1, j=2 a' =¢;, b' =b*=d,,
im Fall i=2, j=1, a' =a* =d,, b' = ¢;. Mit Hilfe von (d’) bekommt man
d, S d,. Es seien nun umgekehrt (a’), (b), (¢’), (d") und die Voraussetzungen
von (d') erfiillt. Es gibt ein Element y € M mit x'0,y, y©,x%. Aus a'0,y, a*0,x?,
¥©,x* folgt nach (d”) y < x?; analog bekommt man x' < y. Hieraus folgt x! < x2.

Bemerkung. Die Eigenschaft (d”) kann nicht durch diejenige ersetzt werden,
die aus (d") durch einsetzen i = 1, j = 2 entsteht. Es geniigt eine geordnete Menge
mit den Elementen a,, a,, b,, b, zu nehmen, wobei a, < a,, a, < b, < b,, und
a, mit b,, b, unvergleichbar ist. Die Aquivalenzrelationen @,, @, seien durch
Klassen gegeben: O,:{ay, b,}, {a;,b,}; O,:{a,,a,}, {b,,b,}. Die Bedingun-
gen (a’), (b), (¢'), sowie die Bedingung (d”) fir i = 1, j = 2, sind erfiillt, nicht aber
die Bedingung (d") fiiri = 2, j = 1.

3.4.2. Im Satz 34.1 kann die Bedingung (d") durch Jolgende zwei Bedingungen
ersetzt werden:

(dy) Aus a®b, bO,c, a < c folgta < b, b < c.

(d;) Ist a® b, cO,d, a®,c, bO,d, dann aus a < b folgt ¢ < d und aus a < ¢
folgt b < d.

Beweis. (d,) folgt unmittelbar aus (d"), wenn wir a8,a bzw. c@,c in Riicksicht
nehmen. Auch (d,) folgt unmittelbar gus (d”). Es sefen umgekehrt die Bedingungen'
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(b), (¢'), (d,), (d;) und die Voraussetzungen von (d*) erfiillt. Ist i = 1, j = 2, so
nehmen wir ein Element x mit ¢,0,x6,c,. Nach (d,) x < ¢, und hieraus folgt
nach (d;) d, < d, (wegen x0,c,0,d, ist x6,d,). Analog erwdgt man im Fall
i=2j=1.

3.5. Jede n-stellige Operation € in der Menge M kann ein-eindeutig durch fol-
gende (n + I)-stellige Relation R charakteristisiert werden: {a',...,a" a"*!) e R
genau wenn (@', ..., a") = a"*!. Das einer universellen Algebra U in dieser Weise
zugeordnete Relativ wird durch R() bezeichnet werden. Der direkte Produkt von
universellen Algebren ist so erklart (siche z. B. [3]), daB sich dabei die direkten
Zerlegungen von A (im Sinne der Algebren) und von R(2) (im Sinne der Relativen)
gegenseitig entsprechen. Die Aquivalenzrelation © auf einer universellen Algebra A
heiBt eine Kongruenzrelation, wenn fiir jede Operation Q in A (Q sei n-stellig)
und je zwei n-Tupeln (@',..., a"), (b',..., b") aus a'@b' (i =1,...,n) folgt
Qa',...,a)0Q2 @b, ..., b".

Nun bekommt man aus 3.3 den folgenden Satz.

3.5.1. Satz. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht-
trivialen direkten Zerlegungen einer universellen Algebra WU und den Systemen (5)
von nichttrivialen Kongruenzrelationen in U, die den Bedingungen (a), (b), (c) geniigen.
Diese Zuordnung ist wie im Lemma 2.1 erklirt.

Beweis. Das zu einer direkten Zerlegung angehériges Aquivalenzensystem (5)
geniigt nach 2.1 den Bedingungen (a), (b), (c). Man bestitigt leicht, daB alle 6,
Kongruenzrelationen sind. Es seien umgekehrt fiir ein System (5) von Kongruenz-
relationen in A die Bedingungen (a), (b), (c) erfiillt. Es geniigt zu zeigen, daB dieses
System im Relativ R() der Bedingung (d) geniigt. Sei also R eine Relation, die
einer beliebigen n-stelligen Operation Q der Algebra A entspricht und es seien die
Voraussetzungen von (d) (mit R statt R, und n, = n + 1) erfiillt. Dann gilt fiir
jedes yeI' a""*! = Q(a"',...,a"") ©,Q(x, ..., "), somit (wegen x"*'@,a""*!)
x"*1@,Q(x", ..., x"), woraus nach (a) x"*! = Q(x', ..., "), d. h. {x!, ..., x", x"*1)
€ R folgt.

3.5.2. Folgerung. Es gilt der Satz (B).

Beweis. Die Bedingungen (1), (2), (3) sind notwendig, da sie Folgerungen von (a),
(b) und (c) sind (siehe 2.2). Zugleich haben wir in 2.2 gezeigt, daB aus (1), (2), (3)
die Bedingungen (a), (b), (c) folgen.
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O priamych sG¢inoch systémov s reléciami
M. Kolibiar

Zhrnutie

Systém (*) {©,|y eI'} ekvivalencif na mnozine M nazyvame asociovanym, ak k Tubo-
voInému systému {x?|y € I'} prvkov mno¥iny M, takému, Ze pre Iubovolné «, B eI' plati
x*(U {6, | y € I'}) x#, existuje taky prvok x € M, Ze xY0,x pre kazdé y € I. Systémom s relaciami
sa nazyva dvojica (M, S), kde M je mnoZina a S postupnost finitdrnych rel4cii na M.

Veta. Existuje vzdjomne jednoznaénd koreSpondencia medzi netrividlnymi priamymi rozkladmi
systému s reldciami (M, S) =M, M~ I {M, |y € I'} a systémami (*) netrividinych ekvivalencii
na M, spliujucich nasledujiice podmienky:

@ n {6 lyer}=0;

®) U6, jyel =1

(c) systém (*) je asociovany ;

d) ak R,€S, x!,...x™eMa {Karl,...,a""™) |y € I'} je taky systém ny-tic prvkov mno-
Ziny M, 2e pre katdé y € I' plati (a"-!,...,a"™y € R, a @ Oxi, i = 1,...,n,, potom (x', ...,
x™) € R,.

Ako désledok dostidvame vetu: Existuje vzdjomne jednoznaénd korespondencia medzi netrividglnymi
Ppriamymi rozkladmi univerzdinej algebry U a systémami (*) netrividinych kongruencil vyhovujucimi
podmienkam (a), (b), (c).

V préci [3] bola dokézan4 analogick4 veta o univerzélnych algebrich, v ktorej st podmienky (b), (c)
nahradené inymi podmienkami.

Z vety o systémoch s reldciami dostdvame vetu o priamych rozkladoch kvazi-usporiadanych
mnozin s dvoma faktormi, v ktorej podmienky (a)—(d) maji jednoduchsi tvar.

O npAMBIX NPOM3BEEHHAX PENANHOHHBIX CHCTEM

M. Konaubuap
Pe3iome

Cucremy (*) {0, | ¥ € I'} oTHOIEHHH! JKBHBANEHTHOCTH Ha MHOXeECTBe M Ha3LIBaeM accoyuupo-
6aKnol, ecni s moGott cucremet {x” |y € I'} anementoB u3 M, Takoi, uro x*(U {0,|yel})xFk
Ans mobuix &, f € I', cymecTsyeT Takoit aneMenT x € M, uto x?0,x pna Beskoro y € I'. Pensmm-
OHHOR CHCTeMOt pasymeercs napa (M, S), rne M — MHOXECTBO, $§ — TMOC/IENOBATENLHOCTD

$uEMTApHELIX OTHOmEHMIt Ha M. '
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Teopema. Cywecmsyem 63aumMHO OOHOIHAYHOE COONMEBENCMBUE MENCOY HEMPUSUAALHBIMU NPAMBMU
paznoxcenuamu peanyuonnoii cucmemsi (M, S) = M, M~ II{M, |y I'}, u cucmemamu (*) ne-
MpusuUAIbHNIX OMHOWeNUIl IKeusatenmuocmu Ha M, ydoeaemeopRiowuUMU YCAOBUAM :

@ N{Oy|rel'}=0;

® U{6,|yel} =1

(c) cucmema (*) accoyuuposana,

(d) ecau R,eS, x', ..., X™eM u {Kanl, ..., a"™ |yeI‘} maxas cucmema ynopAoOYEeRHbIX
cucmem u3 n, 31emenmos muoxcecmea M, umo oaa ecaxozo yeI'(a™}!, ..., a"™)>€eR,
uariOud, i=1,..., n, mo {x', ..., X™)ER,.

Kak cneacrsue momyvaerca TeopeMa: Cywecmesyem 63auMHO OOHO3HAYHOE coomsemcmeue
MENCOY HEMPUBUANLHBIMU NPAMBIMU PA3AONCERUAMU YyHUSepcaasHoi aszebpor W u cucmemamu (*)
Hempusuasvuvix konzpyenyuiz na W, yooesemeoparowumu ycarosuam (a), (b), (c).

B pa6ote [3] HMMEETCA aHAJIOrHYHasA TeopeMa 06 yHMBepcanbHLIX anreGpax, B KOTOPO# yC/IOBUA
(b), (c) 3aMeHeHN OPYTHMM.

TeopeMa O peJIALAOHHBIX CHCTEMAX CHELHANIM3UPYETCA MJIsi CydYas NpSMEIX pa3ioXeHuit
KBa3HYNOPANOYEHHBIX MHOXECTB C ABYMS (akTOpam.






{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12., 1965]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. IIL MATHEMATICA XIil. 1965

Uber die Eigenschaften der Losungen
einiger quasilinearer Gleichungen 3. Ordnung

M. GREGUS

Uber die Koeffizienten der Differentialgleichungen -

[rx) ] + qx)y =0, ()
[rx)z] —g(x)z=0 . (b)

setzen wir im Weiteren voraus, daB r(x) > 0, g(x) stetige Funktionen von
x € (—o00, 00) sind.

Die Arbeit hat drei Teile.

Im ersten Teil werden die grundlegenden Eigenschaften der Lésunge n der Differen-
tialgleichungen (a) und (b) untersucht, weiter die Beziehungen zwischen den Lo-
sungen dieser Gleichungen und die Eigenschaften der Biischel von Losungen der
Gleichungen (a) und (b).

Im zweiten Teil der Arbeit wurde ein Vergleichungssatz zwischen zwei Gleichungen
der Form (a) und die hinreichenden Bedingungen zur Oszillationsfahigkeit und zur
Oszillationsunfihigkeit der Losungen der Gleichung (a) abgeleitet.

Im dritten Teil werden die Fragen der Begrenzung der Lésungen der Gleichung (a)
und die Existenz der Losungen ohne Nullstellen im ganzen Intervall —o0 < x < o
und die asymptotischen Eigenschaften der Losungen ohne Nullstellen untersucht.

I. Die Differentialgleichung (a) kann als Differentialsystem erster Ordnung

vy =Y
Ya=ys .
Vi = —qy

geschrieben werden, woraus folgt, daff zu beliebigen vier Zahlen (xo, Ky, k3, k3)
gerade eine Funktion y(x) mit der Eigenschaft y(x,) = k,, ¥'(xo) = k3, [ry’]’(xo) =
= k, existiert, welche die Losung der Differentialgleichung (a) im Intervall
(— o0, o) ist.
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Die Lésungen y,, y,,y, der Differentialgleichung (a) sind linear unabhingig
und bilden ein Fundamentalsystem von L&sungen, wenn die Determinante
(Wronskian)

Yi » Y2 5 W
Wi, y2,90)=| »1 » Y2 s ¥
[ [y2)s [os)
wenigstens in einem Punkt verschieden von Null ist.

Satz 1. y,,y, seien zwei beliebige unabhﬁngige Losungen der Differentialgleichug (a).
Dann ist die Funktion z(x) = r(x) 'y,, Vi l die Losung der Differentialgleichung (b).

Beweis. Ist
2 JYis, )2 1 i, Y1 Y2 Vi Y2
BICANCARE RICAL [ryz] HICANCARNICAR ALK
) Yi» V2 Y1 J"z
"' =r :
[ ] =4V, —q)2 r yl’ y g

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Bemerkung 1. Vollkommen dhnlich kann man beweisen, da 8 wenn z,, z, zwei

Ziy Z .
121 eine
zl,zz

beliebige Losungen der Differentialgleichung (b) sind, dann ist y =

Lisung der Differentialgleichung (a).

Bemerkung 2. Die im Satz 1 und in der Bemerkung 1 abgeleitete Eigenschaft
ist analogisch zu den Eigenschaften der Losungen der gegenseitig adjungierten Differen-
tialgleichungen, deshalb werden wir weiterhin die Differentialgleichung (b) als adjungiert
zu der Differentialgleichung (a) bezeichnen und umgekehrt.

Bemerkung 3. Die Wronskische Determinante des Fundamentalsystems der
Differentialgleichung () ist W = kjr, wo k eine geeignete Konstante ist. Es ist
ndmlich
Yis Y2 ¥ |

WYl =|r] i, »2, » |[[|=0
_ [a]s ] [rys)
Ahnlich ist die Wronskische Determinante des Fundamentalsystems der Differential-
gleichung (b) gleich kr.
Fiir die Losung en der Differentialgleichung (a) gelten folgende Integralidentititen:

x
ry'[ry'] = §{[ry]? = rqyy’} dt = Konst. 1)
[»'] + § gy dt = Konst. 1)
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Die Identitat (1) erhalten wir wenn wir die Gleichung (a) mit ry’ multiplizieren
und zwischen @ und x Glied um Glied integrieren. Die Identitat (1°) erhalten wir,
wenn wir die Gleichung (a) Glied um Glied von a bis x integrieren.

Ahnlich kénnen fiir die Gleichung (b) folgende Identititen abgeleitet werden:

rzz" — [ [rz'z" + qz*] dt = Konst. )]
rz" — | gz dt = Konst. )

Satz 2. g(x) = 0 sei fiir —o0 < x < . Dann hat keine Lisung der Differential-
gleichung (a), ihre erste Ableitung und die Funktion [ry']’, mit der Eigenschaft y(a) =
=y(a) =0, [ry']'(@) 0, links von a eine Nullstelle. Ahnlich hat keine Lisung
der Differentialgleichung (b) mit der Eigenschaft z(a) = z'(a) = 0, z"(a) + O rechts
von a eine Nullstelle und auch keine Nullstelle der ersten und zweiten Ableitung.

Der Beweis folgt aus der Integralidentitit (1) und (2). Es sei z. B. [ry']'(a) > 0
und es sei [ry]'(x)) = 0, wo x, < a die erste Nullstelle der Funktion [ry’]" ist.

Aus der Identitat (1) erhalten wir [ [[ry']'* — rqyy'] dt = 0, was jedoch ein Wider-

spruch ist, da die Funktion unter dem Integral im Intervall {x,, a) nicht das
Zeichen dndert. Daraus folgt ebenfalls, daB fiir x < a y'(x) + 0 und y(x) % 0 ist.

Definition. y,, y, seien unabhdngige Losungen der Differentialgleichung (a) mit der
Eigenschaft y,(a) = yi(a) = 0, [ry1]'(@) = 1, y(a) = [r¥3](a) = 0, y3(a) = 1. Die
Menge der Losungen y = c,y, + c,y, werden wir als Biischel der Differential-
gleichung (a) im Punkte a bezeichnen.

Das Biichsel erfiillt folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

}’1 s y2 ’ y
Yios Y2, Y =0
[l 2] []
d. h.
W - "y ror ” (yl, .Vz’
—Ir _w'+w'=0, wo w=r,", !!'
;Y] — oy + oy | Vis V2

Diese Gleichung kann man in folgender Form schreiben:

lr,'+r_ai —0
wy wzy—

Nach Satz 1 ist @ die Losung d>r Differentialgleichung (b) mit einer doppelten
Nullstelle im Punkte a und nach Satz 2 im Falle daB ¢(x) = 0in —o0 < x < o0,
ist w(x) £ 0 fir x > a.
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Bemerkung 4. Die Eigenschaften der Biischel von Losungen und die von ihnen
abgeleiteten Eigenschaften der Losungen der Differentialgleichung (a) sind vollkommen
identisch mit den Eigenschaften der Biischel von Lésungen der linearen Differential-
gleichung 3. Ordnung [1]. Deshalb fiihre ich diese hier nicht an.

I. AuBer der Differentialgleichung (a) sei hier noch die Differentialgleichung

[rx)z] + q(x)z=0 (a))
gegeben, wo ¢,(x) eine stetige Funktion von x € (— o0, o) ist.

Lemma 1. y(x) sei eine beliebige Lisung der Differentialgleichung (a), dann
konnen wir sie in der Form

Hx) = 2(x) + [ [q,() — q()] r(r) Wix. 1) y(1) dt (€))

schreiben, wo z(x) eine Losung der Differentialgleichung (a) ist, welche im Punkte a
dieselben Anfangsbedingungen wie y(x) erfiillt, W(x, t) ist eine Funktion der Form

Zl(X), Zz(x), ZJ(X) I
Wix, 1) = | z,(t), z,(t), z5(1)
z3(1), z3(1), z3(1)

und z,, z,, zy bilden ein Fundamentalsystem von Lé&sungen der Differential-
gleichung (a,), deren Wronskische Determinante im Sinne der Bemerkung 3 gleich
1/r(x) ist. .

‘Den Beweis fiihren wir mit der Variationsmetode der Konstanten durch, welche
wir auf die Differentialgleichung

(] +ay=@ -9y
verwenden. Die Gleichung (a) kann leicht in diese Form umgeandert werden.

Die Funktionen c¢,(x), ¢,(x), c5(x), welche bei der Variationsmethode der Kon-
stanten auftreten, errechnen wir aus den folgenden drei Gleichungen

€12y + €323 + ¢3z; =0
€1zZy + €32, + ¢323 =0
cilrzi] + ex[rz2] + €i[rz3]) = (¢ — @) ».
Satz. 3. (Vergleichungssatz). Es sei 0 < ¢,(x) < ¢(x) fiir x € (— 00, ). Dann gilt:
1. Wenn irgend eine Liosung z(x) der Differentialgleichung (a,) unendlich viele
Nulistellen in (a, ) hat (oszilliert), —0 < a < oo, dann oszilliert im Intervall
(a, ) jede Lisung y der Differentialgleichung (a) die eine Nullstelle hat. Wenn y
und z Losungen der Differentialgleichung (a) und (a,) mit einer doppelten Nullstelle
im Punkte a sind, d. dh. (a) = y'(a) = 0, [ry']'(a) + 0, z(a) = 2'(a) = 0, [rz'] (@) +
% 0, dann ist die erste Nullstelle der Lisung y rechts von a nicht weiter von a entfernt,
als die erste Nullstelle der Losung z rechts von a.
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2. Wenn die Losung y der Differentialgleichung (a) mit einer doppelten Nullstelle
im Punkte a keine weitere Nullstelle rechts von a hat, dann hat auch die Losung z
der Differentialgleichung (a,) mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a keine
weiteren Nullstellen.

Der Beweis folgt aus den Eigenschaften der Biischel uind aus dem Lemma 1.
Setzen wir voraus, daB z(x) in (@, ©) unendlich viele Nullstellen hat. Es geniigt
zu zeigen, daB die Losung y(x) der Differentialgleichung (a) mit einer doppelten
Nullstelle im Punkte a in (g, c0) unendlich viele Nullstellen hat. Wenn dann y(x)
eine beliebige Losung der Gleichung (a) mit der Engenschaft y(oz) =0, -0 <a< o
ist, gehort sie in das Biischel im Punkte a. Es sei a < x, wo x €(a, ) irgendeine
Nullstelle der Losung y ist. Den Punkt x durchquert eine Losung des Biischels
im Punkte a, welche oszilliert, da die Lésung y, welche auch in das Biischel im
Punkte x gehort, ebenfalls oszilliert. Daher muB auch die Losung y oszillieren.

Zeigen wir also, daB die Losung y mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a
oszillizrt und ihre erste Nullstelle rechts von a, von a nicht weiter entfernt ist, als
die erste Nullstelle der Losung z der Differentialgleichung (a,) mit einer doppelten
Nulistelle im Punkte a. Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die Losung z oszilliert,
weil wie vorausgesetzt wurde, die Losung z oszilliert. Einfachheitshalber setzen wir
voraus, daB [ry']'(a) = [rz']'(a) > 0.

Nach dem Lemma 1 gilt zwischen y und z = z die Beznehung (3). Die Funktion
W(x, t) ist bei festem ¢ eine Losung der Differentialgleichung (a,) mit einer doppelten
Nullstelle im Punkte ¢, wobei [r(x) W(x, )], (f) = 1ist, wenn t = aist W(x, a) = kz,
k > 0. Deshalb ist W(x,1) 2 0 fir a < ¢t < x £ x,, wo x,; eine feste Nullstelle
der Losung Z ist. x , sei die erste Nullstelle der Lésung y rechts von a. Zeigen wir,
daB x, < x,. Die Behauptung folgt aus der Beziehung (3), da der Ausdruck unter
dem Integral nicht positiv ist, weil g, — g < 0. Damit zeigten wir, daB jede Losung
der Differentialgleichung (a) mit einer doppelten Nullstelle wenigstens eine weitere
Nullstelle hat. Die Losung y gehort deshalb in das Biichsel im Punkte x,. Die
Losung y hat auch eine weitere Nullstelle, da aus dem Pt(nkte x, eine Losung mit
einer doppelten Nullstelle hervorgeht, welche eine weitere Nullstelle hat. Aus dieser
Erwagung geht aber hervor, daB die Lésung y unendlich viele Nullstellen in
(a, o) hat.

Die zweite Behauptung folgt ebenfalls aus dem Lemma 1.

Satz 4. ¢(x) = O sei eine Funktion, nicht identisch mit Null, definiert und stetig

zusammen mit Ihrer ersten Ableitung ¢'(x) = 0 in irgendeinem Intervall (a, o).
Weiter sei fiir a < x <

g(x) = — ?'x) 0<¢q(x)s- o)
N0 N0
J( 1) =0) dt : I( 1) —F= 0} dt
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Wenn dann die Lésungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung

' ?(x)

J‘(x =920 "(') dt [ I (x—1) "’((:)) dt]

in (a, ) oszillieren (nicht oszillieren) dann oszilliert (hat eine endliche Anzahl von
Nulistellen) in (a, ) jede Losung der Differentialgleichung (a) mit einer Nullstelle.

Beweis. Durch die Ableitung der Gleichung (c,) erhalten wir die Gleichung
dritter Ordnung

\ [ryf]ll +

y=0 ©)

?'(1) y=0.

r 0,
I( D) & @)

Die Gleichung (c,) ist eine Gleichung des Biischels im Punkte a der Differential-
gleichung (a,) wobei

w(x) = J(x —1) (:((t)) dt.

Wenn wir jetzt die Gleichung (a) mit der Gleichung (a,) vergleichen, erhalten wir
die Behauptung des Satzes, da aus den Eigenschaften der Biischel folgt, daB wenn
die L8sungen der Gleichung (c,) oszillieren, oszilliert jede Losung der Gleichung (a,)
mit einer Nullstelle. Wenn die Losungen der Gleichung (c,) nicht oszillieren, hat
jede Losung der Differentialgleichung (a,) in (a, ) eine endliche Anzahl von
Nullstellen.

Folgerung 1. Esseir(x) = 1, dann geht die Gleichung (a) in eine lineare binomische
Differentialgleichung dritter Ordnung iiber. Wihlen wir ¢(x) = x", a = 0 und zeigen
wir, da 8 aus dem abgeleiteten Kriterium das Kriterium fiir die binomische Gleichung

JSolgt.
Es ist

I(x - t) t"dt = m.

Die Gleichung (c,) ist dann
[(n +1)(n+2) ] (n +1)*(n +2)° y=0

xu+2 xn+4
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welche in die Form

, n+2 , (n+1)n+2
A y+( )S )y=

gestaltet werden kann.
n+2

Durch die Substitution y = x 2 u geht die angefiihrte Gleichung in die Form
. 3n* 4 6n
W

uber.

Wenn 3n? + 6n = 1 ist, d. h.n= -1+ \/23 , dann hat die Gleichung keine
oszillatorische Lijsung und die Losungen der Gleichung (a), wo r(x) = | oszillieren

n(n+ 1)(n +2)

nicht, wenn 0 = ¢g(x) £ =—14 ~\—/%§— gilt, d. h. wenn 0 <

fq(x) S —= -—1--— Wenn 3n* + 6n=1+6, 6>0,d. h. wenn n, , = —1 £
3\/3 x?
4

+ 3 + T‘S’ dann oszillieren die Losungen der Gleichung (c,) und die Losungen

der Gleichung (a), (wo r(x) = 1 ist) mit einer Nullstelle oszillieren wenn ¢q(x) <
Metlns g 1+\/- =6, d.h.wenn g(x)2 L +9) %6)(

x3

X —1—3— Wenn n = n, erhalten wir Ergebnisse fiir die zu der Gleichung (a) adjun-
x

gierte Gleichung. :
III. AuBer der Differentialgleichung (a) sei wieder die Gleichung (a,) mit stetigen
Koeffizienten in (— o0, c0) gegeben.

Satz 5. Es sei [|q(¢) — q(¢) | r(f) dt < 00, —00 < a < 0. Wenn dann jede Lo-

sung der Differentialgleichung (a,) zusammen mit ihrer ersten Ableitung in (a, o)
begrenzt ist (konvergiert fiir x - o0 zu Null), ist auch jede Lisung der Differential-
gleichung (a) in (a, o) begrenzt (konvergiert zu Null fiir x - c0).

Beweis. y und z seien Losungen der Differentialgleichungen (a) und (a,) mit
denselben Anfangsbedingungen im Punkte a, wo a < a < 0.

k > 0 sei eine Konstante mit der Eigenschaft |z | < k, |z | < k, | z;-] <k,
i=1,2,3, fir xe(a, ©), z; = 1,2, 3 sei ein Fundamentalsystem von Losungen

der Differentialgleichung (a,). Weiter sei « derart, daB [ | g — g, | r(f) d¢ < 1/6k>.
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Aus der Beziehung 3 folgt dann

15691 S 12691 + 1O1 36 + —5 = k + 3 1L, @

wo ¢ € {a, x) ein Punkt ist, in welchem | y(x) | sein Maximum im Intervall {a, x) hat.
Die Ungleichheit (4) gilt auch fiir x = £. Deshalb ist

S 1HO1 <k

.

im beliebigen Intervall {a, x).

Daraus folgt die erste Behauptung. Wenn die Lésungen der Differentialgleichung
zusammen mit ihren ersten Ableitungen fiir x - co zu Null konvergieren, dann
sind die Losungen der Di'ﬂ'erentialgleichung (a) in (a, o) begrenzt und aus der
Beziehung (3) erhalten wir dann

IYX) S 120 | + ko | 200) | + by [ 22(x) | + k3 | 23(x) |,

wo ky, k3, k; passende positive Konstanten sind. Daraus folgt die Behauptung.

Satz 6. Es selj =0) dt<oo jlq(l)lr(r)dt<aound0< in (a, ).

)

Dann ist jede Losung der Dgﬂ'erennalgle:chung (a) im (a, o0) begrenzt.
Beweis. Vergleichen wir die Gleichung (a) mit der Gleichung [rz']" = 0. Die
allgemeine L8sung dieser Gleichung ist

t—a dt
z=k | ——dt + k, | — + k.
‘I r(t) o A O
Ersichtlich ist jede partikulire Losung zusammen mit ihrer ersten Ableitung in

(a, o) begrenzt. Es sind also die Voraussetzungen des Satzes 5 erfiillt und deshalb
ist jede Losung der Gleichung (a) in (a, c0) begrenzt.

Satz 7. Es sexJ. ‘r() dt < oo, I(: a) | q(t) | dt < . Dann ist jede Losung

der Dtﬂ’erennalglewhung (@) im Intervall (a, ©) begrenzt.
Beweis. Vergleichen wir wieder die Gleichung (a) mit der Gleichung [rz] =0.
Aus der Beziechung 3 erhalten wir

y=z-— Eq(r) r(t) W(x, 1) y(t) dt, a<a< o, ®)
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wo y, z im Punkte a dieselben Anfansbedingungen erfiillen.

f R r(u) !

W(x,t) = U8 g du _
O EON

t—a 1
o

wo die Funktionen in der ersten Reihe ein Fundamentalsystem von Ldsungen der
Gleichung [rz’]" = 0 bilden, deren Wronskische Determinante gleich 1/r(x) ist.
W(x, t) kann folgendermassen geschrieben werden

x
u-—a t— o du

Wix 1) = r(,)f OO £

J u—a i t—a du
BEOR REORRT O R
Aus der Beziehung (5) erhalten wir dann

x

) = 269 = [ a0 0 1 f LI

j o f(r ) a(0) (0 dt - f (t = 0400 50 f g

+ j:q(l) y(OJ% dads. ©

Wihlen wir a so, daB

'TIQ(I)Idljffr—(_u—)a-du + fr—(:‘i)—f(t —a)|q(t)| dt +

r T du w, mu—a 1
+J(‘ - a)lq(t)ldtj‘r(—u) +!|Q(t)' dthd“ =5

Das ist ersichtlich moglich, da jedes der angefiihrten Integrale konvergiert.
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| (%) | habe in £ € {a, x) ein Maximum. Dann erhalten wir aus der Beziehung (6)

[y(*)] s z(x)| + | ¥©@)] {qu(r)u dtru—r(.;—)a—du o T%T(z — a)q(r)dt +

+j:(t - a)|q()| dtj% +j|q(:)| d:j“—r(—u)—a du} <

S 121 + 5 MO S k + 51 WO

Da die letzte Ungleichheit auch fiir x = ¢ gilt, ist 4| (&) | < k. Dam:t ist der
Satz bewiesen.

Satz 8. Es sei q(x) 2 0 fiir x € (— o0, o). Dann hat die Differentialgleichung (a)
so wie auch (b) wenigstens eine Losung ohne Nullstellen im Intervall (— o0, ).

Beweis. Die Behauptung beweisen wir fiir die Differentialgleichung (a).

Y1s ¥2, Y3 sei ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differentialgleichung (a)
mit den Eigenschaften »(@a) = yi(a) = 0 [l @ =1, pi(a) = [ry3] (@) = 0,
y2@) =1, y3@) = [r/3]'(@ =0, y3(a) = 1, —0 < a < 0.

Nach Satz 2 ist y,(x) # 0, yi(x) + 0, [ry}]'(x) # O fiir x < a.

a<x; <Xx;<..<x,<... sei eine Folge von Zahlen, welche ins + oo di-
vergiert. Bilden wir eine Folge von Losungen der Gleichung (a) {u,(x)}-,,
Uy = c1y; + €3y, + c3y; mit der Eigenschaft u,(x,) = u(x,) = 0, [ru,] (x,) > 0, wobei

up(@) + u,’(@) + [ru;]'*(a) = 1. Dies ist ersichtlich moglich. Aus dem Satz 2 folgt
abermals, daB u,(x) > 0, u/(x) < 0, [ru,] (x) > 0 fiir x < x,.
Bilden wir diese Folgen von Zahlen

- A{u@)}e s {u(@}e=y, {[’“;]'(a)}:o-l- @)

Ersichtlich ist jede von ihnen begrenzt. Es existieren deshalb aus den Folgen (7)
ausgewdhlte Folgen mit denselben Indizes, welche konvergieren. Der Einfachheit
wegen setzen wir voraus, daB dies die Folgen (7) sind. Ihre Grenzwerte bezeichnen
Wir ug, ug, ug. u(x) sei eine Losung der Diﬁ‘erentlalglelchung (a), welche die Be-
dingungen u(a) = uo, u (a) = ug, [ru’]'(@) = ug erfiillt. Diese Losung ist nicht
trivial, weil u3 + ul? + ug? = 1 gilt. Die Losungen u,(x) und #(x) kann man in
der Form
th(x) = [r]' (@) y1(x) + u,(a) yo(x) + u,(a) y3(x),
u(x) = ugy;(x) + upy,(x) + ugy;(x).

schreiben. Daraus folgt, dap lim u,(x) = u(x) fir jedes x € (— o0, o), gilt. Zeigen ‘
wir jetzt, daB u(x) > 0, u'(x) £ 0, [ru’}' (x) 2 O fiir alle x € (— 0, o) ist. Setzen
wir voraus, daB u(x) = 0, u'(x) #+ 0. Dann existiert aber ein solcher Punkt ¢ in
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der Umgebung des Punktes x, in welchem u(£) < 0 ist. Aus dem vorhergehenden
folgt, daB lim u,(&) = u(&) < 0 ist. Dies ist aber nicht moglich, da von einem ge-

wissen n beginnend u,(£) > O ist.

Wenn u(x) = u'(x) = 0, dann existiert in der Umgebung des Punktes x ein
solcher Punkt £, in welchem u'(§) > 0. Dies ist aber wieder nicht mdglich, da von
einem gewissen n beginnend u,(£) < O ist. Damit haben wir gleichzeitig bewiesen,
daB u'(x) < 0 fiir alle x € (— o0, co) ist. Ahnlich kann man beweisen, daB [ru‘]’(x) 2
= 0 fiir x € (— 00, ).

Bemerkung 5. Im vorhergehenden Beweis haben wir nicht nur die Existenz der
Lisung der Gleichung (a) ohne Nullstellen, aber auch die Existenz der Losung ohne
Nulistellen der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft sgnu = sgn [re] *
+ sgnu fiir alle x e (— o0, 0©) bewiesen.

Zeigen wir namlich, daB u(x) > 0, ¥'(x) < 0, [ru’(x)]' > 0 fir —c0 < x < oo ist.

Die Integralidentitat (1) fiir u,(x) bei a = x, ist

ru[ru,]’ — jx[(ru,,:)’2 — rquu,| dt = 0 | ¥))

Ganz einfach stellen wir fest, daB nach Durchfithren des Grenzwertes fiir n — oo die
Integralidentitat (7) in die Form

ru'[rd'] = —f{[ru’]’2 — rquu'} dt ®)

iibergeht.
Setzen wir nun voraus, daB «'(x) = 0 resp. [ru']'(x) = 0. Aus den Voraussetzun-
gen des Satzes 8 und aus der angefiihrten Identitét folgt, daB dies nicht mdglich ist.
Bemerkung 6. Die Existenz der Losungen ohne Nullstellen der Differential-
gleichung (b) mit der Eigenschaft sgn z(x) = sgnz'(x) = sgnz"(x) wird dhnlich

bewiesen, nur konstruiert man dabei die Folge {z,}y-, mit einer doppelten Nullstelle
in {x,}2=1, wo x, > — o fiir n - 0.

Folgerung 2. Die im Satz 8 konstruierte Losung u(x) hat folgende Eigenschaft
lim #'(x) = lim [ru’]'(x) = 0.

Beweis. Setzen wir niamlich voraus, daB u(x) > 0, ¥'(x) < —k < 0 ist. Nach
der Integration der letzten Ungleichheit erhalten wir u(x) < —k(x — a) + u(a).
Daraus folgt, daf u’ — 0 fiir x — co. Ahnlich aus der Ungleichheit [ru’]’ > k > 0
erhalten wir ru’ > k(x — a) + r(a) u'(a). Daraus folgt, daB von einem gewissen x
beginnend '(x) > 0 ist und dies ist mit dem vorhergehenden im Widerspruch.
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O vlastnostiach rieSeni niektorych kvasilinedmych rovnic 3. ridu

M. Gregus$
’ Vytah
O koeficientoch difcrenciélnych‘ rovnic
[r)yT + qx)y =0 (a)
[r(x) 2"} —q(x)z =0 ' (b)

predpokladajme, Ze r(x) > 0, q(x) st spojité funkcie x € (—o, 00).

V prvej &asti prace si odvodené zdkladné vlastnosti rieSeni diferencidlnych rovnic (a) a (b),
vzfahy medzi rieSeniami rovnic (a) a (b) a vlastnosti svidzkov riedeni tychto rovnic.

V druhej Casti prdce je dok4zand porovnavacia veta a odvodené postatujiice podmienky pre
oscilatoritnost, resp. neoscilatorinost riedeni rovnice (a).

V poslednej &asti prace je dokézand existencia rieenia bez nulovych bodov rovnice (a) a (b)
a odvodené podmienky, za ktorych riefenia rovnice (a) si ohraniéené.

O ceolicTax peleHuii HEKOTOPHIX KBA3HIMHEHHBIX ypaBHeHHil 3-ro nopaaka

M.TI'peryw
Pe3omMme
IlycTe 3anausl nHpGepeHUHANIbHBIE YDABHEHUA

v [rx) + qx)y =10 ()
[r(x)z") —q(x)z =0 ®)

rae r(x) > 0, g(x) HenpepbiBHBI Ha (—oo0, c0).

B mepBoit yacTH paGOTH MCCIENOBAHLI OCHOBHBLIE CBOMCTBA pemeHu# mubdepeRImanbHBIX
ypasreruit (8) 1 (b), COOTHOMEHHA MEXAY pelmieHMsaMH ypaBHeHmd (2) u (b) u cBo#icTBa CBA3OB
PCIICHHM! 3THX ypaBHEHMIt, )

Bo BTOpOI 4acTH JOKa3aHa TeOpEMa CPABHEHMA M YCTAHOBJIEHBI AOCTATOYHBIC YCIOBMS VIS
xosiebeMocTr (Hexo1e6l1eMOCTH) pelneHni ypaBHeHus (a).

B mocnenHei#t vacTH paGoTH JOKa3aHO CYLIECTBOBAHHE pelie HUA 6e3 HyJIeBbIX TOYEK ypaBHCHHK

a) 1 (b) H YCTAHOBNEHH YCIOBHS, PH KOTOPHIX PElIEHMS YPABHEHHUSA (2) OrpaHWYEHBI.
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{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12, 1985]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. 1L MATHEMATICA XII. 1965

Uber eine Klasse metrischer Riiume

T. NEUBRUNN — T. SALAT

In dieser vorliegenden Arbeit werden einige Ergebnisse der Arbeit [1] erginzt
und verallgemeinert. '

In der Arbeit [1] wurden gewisse Typen von metrischen Raumen untersucht-und
die fiir diese Raume gewonnenen Ergebnisse wurden bei den Beweisen der analo-
gischen Sitze verwendet, welche fiir die zu den Riumen mit MaB gehdrenden
metrischen Raume gelten.

1. Einleitung

Fiihren wir einige Begriffe und Ergebnisse der Arbeit [1] an. Die Ergebnisse,
welche wir hier anfiihren sind etwas allgemeiner formuliert als in [1], kénnen jedoch
grundsitzlich auf die gleiche Art bewiesen werden wie die betreffenden Ergeb-
nisse in [1].

Im Weiteren werden wir mit T irgendeine abstrakte Menge bezeichnen. X wird
irgendeine Menge nichtnegativer reeler Funktionen auf T definierten bedeuten,
welche in Bezug zur Summe geschlossen ist. Von dem Funktional A4, definiert auf X
werden wir behaupten, daB es die Eigenschaft ¥ besitzt, wenn es nichtfallend und
subaditiv ist und den Nullwert auf der Funktion identisch gleich Null und nur auf
dieser Funktion gewinnt. Wenn T = {1, 2,...,n,...} und wenn X die Menge aller
reeller nichtnegativen Folgen ist, dann werden wir anstatt X, s* schreiben und s* halten
wir fiir einen metrischen Raum mit Frechetscher Metrik. Wenn X die Menge aller nicht-
negativen begrenzten Folgen bedeutet, werden wir anstatt X, m* schreiben und m*
halten wir fiir den metrischen Raum mit der Metrik o*

e*({a,}7, {ba}7) = sup (a, — by)

Wenn X die Menge aller auf 7 definierten nichtnegativen begrenzten Funktionen
bedeutet, werden wir anstatt X, M* schreiben und M* halten wir fiir einen metrischen

23



Raum mit der Metrik o*
e*(x,y) = sup | x(6) — y0) |
1€

Satz 1. {(S,,¢,)} (teT) sei ein System von metrischen Riumen, S bedeute das
karksische Produkt der Mengen S,. Es gehore die Funktion @/(s(t), s'(t)) fiir jede
zwei Punkte s, s' zu X. A sei in Funktional mit der Eigenschaft V, definiert auf X.
Dann ist die Funktion ¢(s, ') = A[o(s(1), s'(1)] eine Metrik auf S.

Bemerkung. Die Bezeichnung (S, ¢) wird im Weiteren die gleiche Bedeutung
haben, wie im Satz 1,1.

Beispiel 1. Die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes sind z. B. dann
erfiillt, wenn X eine Menge aller nichtnegativen begrenzten auf 7 definierten Funk-
tionen ist und {(S,,¢,)} (te T) ist ein solches System von metrischen Raumen,
fiir welches die Funktionen g,(s(f), s'(?)) (s, s’ € S beliebig) in X gehoren. Das stellt
sich z. B. dann ein, wenn sup d(S,) < + o (d(S,) bedeutet den Diameter des
Raumes S,).

Beispiel 2. Wenn X eine Menge aller nichtnegativen auf T definierten Funktionen
ist, kdnnen wir fiir {(S,, ¢,)} (€ T) ein beliebiges System von metrischen Raumen
nehmen.

2. Der Zusammenhang der Riume (S, ¢) mit Frechetischer Metrik

Weiter verwenden wir folgenden Hilfsatz.

Lemma 2.1. A sei ein Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf X. Fiir die
Folge {a™}7, ad™e X (n = 1,2,...) gelte lim A [a™] = 0. Dann ist fiir jedes te T

lim a™(¢) = 0.
A

Beweis. Beweisen wir indirekt. Die Behauptung des Lemma gelte nicht z. B.
fir + = t;. Dann existiert C > 0 und die aus der Folge {a'"'(t,)}T ausgewihlte
Folge {a"™(t,)}s>, derart, daB a™(t,) = C (k = 1,2, ...). Bilden wir die Folge
{6"™()}5 | so dass b™)(r) = Ofiir t + 1o und b™ (t,) = a""™(t,). Aus der Monotonie
des Funktionals 4 folgt 4 [6™(r)] 2 C; > 0, wo C, der Wert des Funktionals A
auf der Funktion ist, deren Wert im Punkt ¢, gleich C ist und alle ihre anderen
Werte gleich Null sind. Aus der Monotonie von 4 folgt weiter A[a™] = A[6"™] =
2 C, > Oalso konvergiert die ausgewahlte Folge {4[a™]};2, der Folge {4[a™ ]},
nicht zu Null. Dies ist aber im Widerspruch mit der Voraussetzung des Lemma.

Bemerkung. Das oben angefiihrte Lemma kann vollkommen analogisch fiir
Folgen der Type {a"™™}% ,-, bewiesen werden.

Satz 2.1. A sei ein auf s* definiertes und im Punkte {0} stetiges Funktional.
{(Ss, @)}s=1 sei eine Folge von metrischen ' Rdumen. Dann ist die mit Hilfe des
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Funktionals auf dem kartesischen Produkt dieser Raume gebildete Metrik ¢ #qui-
valent mit der Frechetischen Metrik.
Beweis. Bezeichnen wir die Frechetsche Metrik auf dem Produkt S mit dem
Zeichen g*, so daB
' > 1 ox(a,, b,)
*® : b s el n\*n n
e (a ) ,,;1 2' l + Qn(an’ bn)

wo a = {a,}7, b = {b,}7, a,,b,€S, (n=1,2,..).

Erinnern wir weiter an die bekannte Tatsache, daB die Folge {{a’™}2,}%.,
der Elementen S in der Metrik ¢* dann und nur dann zum Element {a,}? konvergiert,
wenn fiir jedes k = 1,2,3... lim g(a{™, a,) = 0.

Es konvergiere also die Folge {{a{™};>,}>., zum Element {g,}? im Sinne der
Frechetschen Metrik. Das heiBt, daB

lim g,(@{™,a) =0 (k=1,2..).
Aus der Stetigkeit des Funktionals A4 in {0};%, folgt, daB lim A[g,({™, a)] = 0
also lim o({a{™};>,, {a}i>,) = 0. Das heiBt jedoch, daB {{al'}{°,}>_, im Sinne

m-
der Metrik ¢ zu {a,};>; konvergiert.

Die umgekehrte Beziehung zwischen den Konvergenzen im Sinne der Metrik 0
¢* folgt sofort aus dem Lemma 2.1.

3. Die Vollstiindigkeit des Raumes (S, o)

In der Arbeit'[1] war folgender Satz bewiesen worden.
[ ]

Satz 3.1. A sei ein Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf M* und stetig
in x(f) = 0. {(S,, ¢,)} (teT) sei ein solches System von metrischen Réumen, da 8
sup d(S,) < . Es exsitiere ¢ > 0 derart, daf fiir jede Funktion ae M* A[a] 2

teT

2 csup a(?) ist. Dann ist der Raum (S, @) dann und nur dann vollstindig, wenn alle
teT

Rdume (S, ¢,) (t € T) vollstindig sind.

Fiir den Fall, daB das Funktional 4 auf der Mengen allen reellen Funktionen
definiert ist, filhren wir hier den analogischen Satz an. Es ist nicht notig hier iiber
die metrischen Raume (S,, ¢,) (¢ € T) einige Voraussetzungen zu machen. Uher das
werden wir voraussetzen, daB es in der Funktion identisch gleich Null stetig ist, Vom
Funktional 4 damit meinen wir dieses: {a™(f)};%, ist eine Folge der Elemente aus
S'und wenn fiir jedes ¢ € T lim a(¢) = 0 ist, dann lim 4[a™] = 0.

n— o n— o

Satz 3.2. {(S,,¢,)} (teT) sei ein System von metrischen Rdumen, A sei ein
Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf der Menge aller nichtnegativen Funktionen
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definierten auf T. A sei stetig in der Funktion identisch gleich Null. Dann ist der
Raum (S, ¢) vollstandig.

Beweis. {s™}>., sei eine Cauchysche Folge der Elemente aus S. Also
Ao, (s™(1); s™())] - O fir m, n— 0. Auf Grund der Bemerkung nach dem
Lemma 2.1 folgt daraus, daB fiir jedes ¢ € T ist o,(s™ (1), s™(¢)) —» 0 wenn m, n — co.
Das bedeutet, daB jede der Folgen {s™(t,)};%, (to € T) eine Cauchysche F olge ist. Nach
der Voraussetzung des Satzes existiert lim s(t;) = s,, also lim g,,(s(t,), 5,,) = 0.

Wenn wir jetzt s so definieren, daB s(z,) = s,, fiir jedes 7, € T ist, und wenn wir
erwigen, daBl das Funktional A stetig ist in der Funktion identisch gleich Null,
erhalten wir

lim o(s™, 5) = llm Ale(s™(1), s(t)] = 0

L ad ]
Damit ist der Beweis beendet:

Aus der Vollstandigkeit des Raumes folgt auch in diesem Falle die Vollstandigkeit

cines jeden der Raume (S,,¢,) (1€ T) sogar unter schwicheren Voraussetzungen
iiber das Funktional wie im Satz 3,2.

Satz 3.3. A sei ein Funktional mit der Eigenschaft V definiert auf der Menge aller
reellen Funktionen und stetig in der Funktion identisch gleich Null bei der durch gleich-
mdssige Konvergenzen gegebenen Topologie. (S, o) sei ein vollstdndiger Raum. Dann
ist jeder der Réume (S,, ,) (t € T) vollstindig.

Beweis. (S, @) sei ein vollstindiger Raum, es sei t,¢e T. {st 1. sei eine
Cauchysche Folge von Elementen aus S, . Definieren wir die Folge {s™} der
Elemente aus S derart: Wahlen wir fiir 1 to die Elemente s, fix und fiirn = 1, 2, .
bezeichnen wir s™X(r) = s,. Fiir ¢ = ¢, bezeichnen wir s"(t,) = s{". Da fiir  + to

2(s™(0), s"()) = 0 ist und fiir 7 = 1, 2.(s&(to), 5'™(t,)) konvergiert bei m, n - oo
zu Null, die Folge reeller Funktionen g,(s™(f), s"(f)) konvergiert mit Hinsicht
auf te T gleichmiBig zu der Funktion identisch gleich Null. Aus der Voraus-
setzung des Satzes iiber das Funktional A4 erhalten wir dann

A[Q:(S(')(f-), s™)] = os™, s™) - 0 (m,n > )

also existiert s € S derart, daB o(s™, 5) —» 0 daher s™(t;) — s(t,).
Der folgende Satz erganzt im gewissen Sinne die Sitze 3.1 und 3.2.

Satz 3.4. {(S;, ¢)} (1€ T) sei ein System metrischer Riume und {(S,, Q,)} (teT)
sei ein System vollstdndiger Hiillen dieser Riume. A sei ein Funktional definiert auf
die Menge aller auf T definierten nichtnegativen Funktionen und sei stetig in der
Funktion identisch gleich Null bei der durch gleichmd fige Konvergenz gegebenen
“ Topologie. (S, o) resp. (S, @) sei ein mit Hilfe des Funktionals A und des kartesischen
Produktes der Mengen S, resp. S, gebildeter metrischer Raum. Dann ist (S, 0) eine
volistindige Hiille des Raumes (S, g).

26



Beweis. Nach Satz 3.3 ist (S, @) ein vollstindiger Raum. Es geniigt zu zeigen,
daB S in (8, o) eine dichte Menge ist. Es sei x € 5, es sei ¢ > 0. Aus der Stetigkeit
des Funktionals A4 in der Funktion identisch gleich Null folgt, daB & > 0 derart
existiert, daB fir xe X, sup | x(¢)| < 8. A[x] < ¢ ist. Da (§,,0,) (teT) voll

teT

stindige Hiillen der Raume (S,, ¢,) sind, existiert fiir jedes te T, x, € S, derart,
daB g,(x(1), x,) < 8/2.
Schreiben wir x(f) = x, fiir te T. Ersichtlich ist sup g/(x(¢), x(1)) < &, also ist
reT

o(x, x) < &. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

4. Separabilitit des Raumes (S, o)

Wenn (S, ¢,), (t € T) separable Raume sind und A4 ein beliebiges Funktional mit
der Eigenschaft V ist, muB (S, g) kein separabler Raum sein. Dies ist ersichtlich aus
dem Beispiel (siehe [1]) in welchem (S,, g,) (n = 1,2, ...) metrische Riume sind,
S, = {0, 1}, g, ist die Euklidische Metrik. Das Funktional A definieren wir auf

den Raum m* so, daB wir fir a = {¢,};2, em* A[a] = sup o, setzen. Dieses
I1=1,2..

Funktion ist im Raume m* sogar stetig. Im Raume aller begrenzten nichtnegativen

Folgen bei der Frechetschen Metrik ist es jedoch nicht stetig. Fiir das bei der

Frechetischen Metrik stetige Funktional A gilt folgender Satz:

Satz 4.1. (S,, o,) (n = 1,2,3,...) seien separable metrische Riume, das Funk-
tional A definiert auf s* sei stetig in {0}y . Dann ist (S, @) ein separabler metrischer Raum.

Fiir spezielle Typen von Folgen metrischer Rdume geniigt es die Stetigkeit des
Funktionals 4 im Raum m* vorauszusetzen.

Satz 4.2. A sei ein auf m* definiertes und in {0}y stetiges Funktional. (S,, 0,)
(n=1,2,...) seien separable Riume und es sei lim d(S,) = 0. Dann ist (S, @) ein

n—oc

separabler Raum.
Beweis. M, (n = 1,2, ...) sei eine abzdihlbare dichte Menge in S,. Es sei x° =
= (&)1 €S. Setzen wir B, = M; x My x M, x {E0,,} x oo x {Eern} X .

B = |J B, ist ersichtlich eine abzihlbare Menge. Zeigen wir, daB B in (S, ¢) dicht
k=1

ist. Es sei yo = {ny}rc1€S es sei € > 0. y = {n,} € B sollen wir so kostruieren,
daB o(y,y°) < e Da A stetig ist in {0} (mit Hinsicht auf den Raum m*)
existiert zu der Zahl ¢ > 0 die Zahl 6 > 0 derart, daB fiir jede Zahlenfolge {5,}7,
3,20, sup 6, < 6 gilt A[{6,}7] < &. Zu der Zahl § > 0 finden wir n, derart,

n=1,2,.. .
daB fir n > ny 6(S,) < /2 sein wird. In den Mengen M, (i = 1,2, ..., n,) wihlen
wir die Elemente &; so, daf o(¢mf) < d/2 (i=1,2,..., ny). Fiir n < n, setzen
wir 7, = £, und fiir n > Ry Ny = é;? Dann ist y = {'],,}TGB;Q,'(’],,, ”3) = Qn(ﬂg’ &) <
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<é/2 fir nSn, und @M, n0) = 0.(n2, &) < 8/2 fiir n>n,. Also ist
SUP 04(n» f1a) < 8, 01 yo) = A[{eum., 19)}7] < e.

Als Aplikation des vorhergehenden Satzes fithren wir folgéndes Beispiel an.
(Sy; 0,) (n = 1,2, ...) seien Intervalle <0, 4n) auf der Zahlenachse mit Euklidischer

Metrik. 4 sei definiert in der Menge aller reellen Folgen {¢,}7 fiir welche ¥ &2 < + 0
1

ist. Der Raum (S, g) ist der Hilbertsche Quader. Leicht stellen wir die Erfiillung
der Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes fest und erhalten so auf dieser
Grundlage den Beweis des bekannten Ergebnisses, daB der Hilbertische Quader
separabel ist.

Fiir einen vollkommen allgemeinen Fall kann bewiesen werden, daB die Separa- ,
bilitdt der Raume (S,, ¢,) (1€ T) eine notwendige Bedingung fiir die Separabilitit
des Raumes (S, ) ist.

Satz 4.3. {(S,, ¢,)} (1 € T) sei ein System metrischer Riume. A sei ein Funktional
mit der Eigenschaft V definiert auf X und fiir jedes s, s' € S gehore die Funktion
Q,(s(t), §'(1)) zu X. Es sei wenigstens einer der Riume (S,, o,) nicht separabel. Dann
ist (S, @) nicht separabel.

Beweis. (S,,,0,,) sei nicht separabel. Zeigen wir, daB wenn M = {a'V, a?,
...a™, ...} eine beliebige abzahlbare Menge von Elementen aus S ist, dann existiert
4 > o und ein Punkt x = x(r) € S derart, daB o(x,a™) =6 (n=1,2,...) M sei
eine solche Menge. Da (St,, ¢,) nicht separabel ist, existiert d' > 0 derart, daB.
fiir die beliebig abzihlbare Menge M,o < §,, das Element 7, € S,, so existiere,
daB (7, M,) = &'. Setzen wir jetzt M, = {a'")(t,), a'¥(t,),...}. Dann ist
Quo(T1os M) 2 &'. Esexistiert also in M, das Element o,,, derart, daB ¢,(t,,, 0,,) =
= 6" > 0. Definieren wir jetzt die Funktion r(¢) derart: r(f) = 0, wenn ¢ # t, und
F(to) = Q,(T4o, 0,,). Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt, daB r(f) € X und
ersichtlich 6 = A[r(r)] > 0. Definieren wir jetzt die Funktion x so: fiir ¢ = 1,
wiahlen wir x(f) € S, beliebig und fir ¢ = 1, setzen wir x(t,) = t,,. Auf Grund der
Monotonie des Funktionals 4 erhalten wir fir n = 1,2, ...

(@, x) = A[e,@™(), x(1)] 2 A[r(®] =6 >0

S. Der Raum (S, ¢) und die Eigenschaft S,

(Y, 0) sei ein metrischer Raum. Wir werden sagen, daB die Menge E < Y die
Eigenschaft' S; hat, wenn 6 > O derart existiert, daB die Menge der Entfernungen
D(E) der Menge E den Intervall {0, 5) enthdlt. Im speziellen Fall, wenn Y =
= (— 00, 00) und ¢ eine Euklidische Metrik ist, stimmt die Eigenschaft mit der Eigen-
schaft S, iiberein (siche [2]). Zeigen wir im weiteren, daB wenn die Mengen
E, < S, (teT) in den metrischen Raumen (S,, ¢,) die Eigenschaft S; haben, dann
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hat unter einer gewissen Voraussetzung iiber das Funktional 4 (welche sehr an die
sog. Darbouxische Eigenschaft der Funktion einer reellen Verdnderlichen erinnert)
auch das kartesische Produkt dieser Mengen im Raume (S, ¢) die Eigenschaft S,.
Formulieren wir das fiir den Fall des auf M* definierten Funktionals.

Satz 5.1. (S,, o,) (t € T) sei ein System von metrischen Rdumen und fiir jedes s, s' € S
sei o,(s(1), s'(1)) € M*. A sei ein auf M* definiertes Funktional, habe aufer der Eigen-
schaft V noch folgende Eigenschaft: Wenn A [x(1)] = o« und 0 £ B < o, dann existiert
Wt) £ x(1) derart, dap A[y(1)] = B.

E, c S, habe die Eigenschaft S, (im Raume (S, ¢,). Dann hat das kartesische
Produkt E <= S dieser Mengen die Eigenschaft S, im Raum (S, g).

Beweis. 6,(t € T) seien solche positive Zahlen, daB D(E,) den Intervall <0, §,)
&nthalt. Bilden wir die reelle Funktion r(¢) so, daB wir r(t) = §, (t € T) setzen. Dann
ist r(f) e M* und setzen wir & = A[r(r)], also ist & > 0. Nach der Voraussetzung
iiber das Funktional 4 wenn &' < 6 ist, existiert dann p(f) < r(f) derart, daB
A[p(1)] = &'. Fiir jedes t € T ist p(f) < 9, und weil E, die Eigenschaft S, hat, existiert
u,, v, € E, so, daB g,(u,, v,) = p(t). Definieren wir jetzt die Funktion u(t), v(¢) so,
daB wir u(t) = u,, u(f) = v, setzen. Dann gehdren die Funktionen u(t), v(f) in das
kartesische Produkt der Mengen E, und o(u(?), v(1)) = A[e(u,, v,)] = A[p(®)] = ¢'.
Damit ist der Satz bewiesen.

6. Der Raum (S, ¢) und die Produkttopologie
In der Arbeit [3] war folgender Satz bewiesen worden.

Satz A. S = [[ S, sei ein topologisches Produkt (mit der Produkttopologie) der
teT

Hausdorffschen Riume S, (t € T) wobei jeder Raum S, wenigstens zwei Punkte enthdlt.
S ist dann und nur dann separabel wenn jeder der Rdume S, separabel ist und
card T £ c (c ist die Mdchtigkeit des Continuum). Es entsteht die natiirliche Frage,
welche Beziehung zwischen der Produkttopologie 7, und der Topologie 7, welche
durch das Funktional A auf dem kartesischen Produkt X S, gebildet wurde besteht.

teT
Es ist leicht zu zeigen, daB 7, < 7,. Es geniigt zu zeigen, daB U(V,,) € t,. Dabei

bedeutet U(V,,) ein Element der Base der Topologie t,,, U(V,,) ist die Menge aller
jener x = x(t) € S, fiir welche gilt: wenn ¢ = ¢, dann x(t,) € V,, (V,, ist eine offene
Menge des Raumes S,) und fiir 7 % ¢, ist x(f) € S,. Bilden wir das Komplement
CU(V,,) der Menge U(V,,), es sei a” e CU(V,), a™ —» a(n=1,2,...) (im Sinne
der Metrik). Dann a")(1,) ¢ V,, also a”(1,) € CV,, und so ist auf Grund des Lemmas
2,1 a(t,) € CV,,, also a = a(t) e CU(V,,) also ist CU(V,,) eine abgeschlossemre Menge,
in (S, o), also ist U(V,,) € 7,. Die Produkttopologie und die durch das Funktional A
gebildete Topologie stimmen im Algemcinen nicht iiberein. Dies ist z. B. an folgendem
Beispiel ersichtlich.
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Beispiel. Es sei T = {1,2,3...}, §, = (0, 1) fiir jedes te T. A(x) = sup x(1)
teT
fir jede nichtnegative begrenzte  Funktion. Die Konvergenz im Raume (S, ),
welche mit Hilfe dieses Funktionals gebildet wurde ist gleichmaBig in Bezug auf die
Koordinaten, wiahrend in der Produkttopologie dies nur eine Konvergenz in Bezug
“auf die Koordinaten ist.
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O jednej triede metrickych priestorov
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Vytah

Nech T je mnoZina a (X, g,) (t € T) systém metrickych priestorov. Ak funciondla 4 definovana
na (vhodnej) mnoZine Y nezdpornych redinych funkcii je nezipornd monotonnd subaditivna a na-
dobudajica nulovit hodnotu na funkcii identicky rovnej nule a len na tejto funkcii, potom na
kartézskom sicine S mnozin S, moZno definovat metriku g(s, s") = A[o,(s(¢), s'(¢)}. V [1] bol metricky
priestor (S, o) pouZity pri §tudiu istych metrickych priestorov patriacich k priestorom s mierou.
V tejto praci sa vy3etruji rOzne vlastnosti priestoru (S, ¢) (napr. separabilita, Gplnost) a ich vztah
k zodpovedajlicim vlastnostiam priestorov (S,, ¢,). VySetruje sa vzfah topologie danej metrikou ¢
a produktovej topolégie. Ak T = {1, 2, 3, ...} $tuduje sa vztah metriky ¢ k Frechetovskej metrike.

06 onHOM KiIacce METPHYECKMX NPOCTPAHCTB

T.Hey6pyun u T.lllanar

Pe3iome

Hycts T HeKOoTOpOe MHOXECTBO M (X,, @,) (f€ T) cHCTeMa MeTpHYECKMX NpOCTpaHcTB. Ecnm
A QyHKIMOHANBL OonpenesieHHbI Ha (MOAXOAALLEM) MHOXECTBE HEOTPHLATENIbHBIX BELUECTBEHHBIX
$yHKUMH! U €CTH OH HEOTPHUATENbHBIA MOMYaAUTHIBHBIA M O6palualolmiics B Hy/b Ha QyHKUMH
TOXKACHLTBEHHO HY/NEBOR A TONLKO Ha 3TOM (YHKUMH, TO Ha NPOH3BEACHHK S MHOXECTB S, MOXHO
onpenenute MeTpHKY o(s,s') = Afo,(s(t), s(r))] Metpuyeckoe npoctpascTso (S, @) 6bino B [1]
M3007130BAHO K M3Y4€HHIO HEKOTOPBIX METPHYECKHX NPOCTPAHCTB MPHHAIEXALUMX POCTPAHCTBAM
¢ Mepoit. B HacTosue# paboTe H3yyaroTCst CBOHCTBA IPOCTpAaHCTBA (S, ) K MX OTHOLUEHHE K CBOM-
CTBAM NPOCTPAHCTB (S,, 0,). (Tak Hanp. nonxoTa (S,0) K CBA3BL C noHOTOH NpocTpaHcTs (S,, g,)
KT, n.) [asee u3yyaercs CBA3b TONONOIMH ONPEAETEHHON METPHKO# @ C MPONYKTOBOH Tononorneit
u B cnyysae T= {1,2,...} cBa3b @ ¢ MeTpHXOit Ppeme.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12., 1885)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. Il MATHEMATICA XIl. 1965

Uber die Existenz der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung im komplexen Gebiet, welche den
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten iihnlich sind

V. SEDA

In der Arbeit ist die Existenz der Differentialgleichungen y” = Q(x).y bewiesen, deren L&-
sungen Nullstellen mit ahnlichen Eigenschaften haben, wie die Losungen der Gleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Man verwendet hierbei eine hinreichende Bedingung der Einwertigkeit

der analytischen und in der reduzierten Umgebung des Punktes O unbeschriinkt fortsetzbaren
Funktionen.

Erwigen wir die Differentialgleichung

V' =0y, )

Q(x) ist eine holomorphe Funktion im einfach zusammenhingenden Gebiet T,
o ¢ T. In der Arbeit [1] wurde die Differentialgleichung (1) untersucht, welche die
Eigenschaft o/ hat, was der Einfachheit halber folgendes bedeutet: Zu jeder Losung u
dieser Gleichung existiert eine linear unabhingige Losung v derselben Gleichung
derart, daB die Funktionen u, v’ wie auch die Funktionen «’, v gleiche Nullstellen
mit derselben Vielfachheit haben. In [2] ist die Teilung der Gleichungen (1) mit der
Eigenschaft &/ in 4 Arten gegeben. Die Gleichungen (1) mit der Eigenschaft o 1.
und 2. Art wurden in der Arbeit [1] untersucht. Es ist das Ziel der vorliegenden
Arbeit zu zeigen, daB Differentialgleichungen (1) mit der Eigenschaft & 3. und 4.
Art verschieden von den Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
existieren. Als Teilergebnis ist hier eine hinreichende Bedingung dazu angefiihrt,
daB die analytischen und unbeschrinkt fortsetzbaren Funktionen in der reduzierten
Umgebung des Punktes O univalent seien.

Vor allem bemerken wir, daB die Differentialgleichung (1) mit der Eigenschaft « 3.
Art (4. Art) ist, wenn wenigstens eine ihrer Edsungen u existiert, welche zusammen
mit der ersten Ableitung u’ wenigstens eine Nullstelle hat und keine Losung u dieser
Gleichung existiert (eine Ldsung u existiert) welche mehr als eine Nullstelle hat.
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Aus dem Satz 1 der angefilhrten Arbeit [1] kann man mit Hilfe der in dem
Beweis der Sitze 4, 6 und 7 in [1] verwendeten Erwigungen, die notwendige und
hinreichende Bedingung dazu beweisen, daB die Differentialgleichung (1) die Eigen-
schaft of der 3. (4.) Art habe. Dazu ist es notwendig die Differentialgleichung

—{z,x} = Q(x) 2

einzufiihren, in welcher das Symbol {z, x} = 1/2 z"(x)/z'(x) — 3/4 (z2"(x)/z'(x))? die
Schwarz’sche Ableitung z nach x bedeutet.

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, daP die Differential-
gleichung (1) die Eigenschaft of 3. Art (4. Art) habe, ist, daP eine Lisung z(x) der
Differentialgleichung (2) existiere, welche folgende Bedingungen erfiillt:

1. z(x) ist eine ein-eindeutige (z(x) ist nicht eine ein-eindeutige) meromorphe Funk-
tion im Gebiet T.

2. Wenn H, das Wertebereich der Funktion z(x) und H, das Wertebereich der
Funktion t(x) = z(x) — 2z'*(x)/z"(x) ist, ist H, n Hy + @ und da B die Abbildung F
des Gebietes H, auf das Gebiet H, definiert durch die Beziehung

F[z(x)] = 2(x) — 2z'%(x)/z"(x) 3)

diese Eigenschaften habe:

a) F bildet das Gebiet H, konform auf das Gebiet H, ab

b) hat keinen festen Punkt in H, und

C) es existiert analytische Fortsetzung F, der Funktion F im Gebiet Hl vV H,,
welche }‘11 U H, ein-eindeutig auf sich abbildet und die Identitdt F, = F1 erfiillt,
wo Fi' die zu der Funktion F, inverse Funktion bezeichnet.

Aus [2] ist bekannt, daB die hinreichende Bedingung dazu, daB die Gleichung (1)
mit der Eigenschaft & 3. Art (4. Art) einen konstanten Koeffizienten habe, ist, daB
die Abbildung F, welche in der Beziehung (3) auftritt, eine linear-gebrochene sei.
Dies ist aber auch eine notwendige Bedingung.

In der Tat formen wir die Schwarz'sche Ableitung der Funktion #(x) = F[z(x)].
Esist —{t,x} = —{F, z2(x)} 2%(x) — {z, x} = —{F, z2(x)} 2*(x) + Q(x).
Andererseits, auf Grund des Lemma 7, [1], ist —{, x} = Q(x) — {{ Qdx, x}.
Durch Vergleich folgt

{F, 20} 2%(x) = {{ Q dx, x},

~ woraus Q(x) = const. impliziert {F, z(x)} = 0, d. h. F ist eine linear-gebrochene
Transformation.
Es gilt also der Anhang.

Anhang des Satzes 1. Die Differentialgleichung (1) mit der Eigenschaft s 3. Art
( 4. Art) hat gerade dann einen konstanten Koeffizienten, wenn die Abbildung F ge-
&eben durch die Beziehung (3) eine linear-gebrochene Transformation ist.
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" Wir sehen, daB zu jeder Differentialgleichung (1) mit der Eigenschaft of 3. Art
(4. Art) eine konforme Abbildung F mit den Eigenschaften a)—c) existiert, wobei
H; n H, + 0. Aus den Eigenschaften b) und c) folgt, daB

d) F, in H, v H, keinen festen Punkt hat.

Die Losung z(x) der Differentialgleichung (2) geniigt dann der Differential-
gleichung (3). Fithren wir noch an, daB die Funktion z(x) als Lésung der Differential-
gleichung (2) auch die Eigenschaft hat:

3. z(x) ist lokal-ein-eindeutig in T ([1], Seite 34). Umgekehrt, sei die konforme
Abbildung F mit den Eigenschaften a) —d) gegeben und es existiere die Lésung z,(x)
der Differentialgleichung (3), welche die Bedingungen 1.—3. erfiillt, wobei T ein
einfach zusammenhangendes Gebiet, o ¢ T, ist. Dann ist die Funktion Q,(x) =
= —{z,, x} im Gebiet T holomorph ([1]. Seite 46) und auf Grund des Satzes |
hat die Differentialgleichung

Y =0,y )

die Eigenschaft & 3. Art (4. Art). Weiter gilt aus Lemma 5, [1], daB, wenn die
Funktion z,(x) jeden ihrer Werte gerade in einem Punkte (in unendlich vielen
Punkten) annimmt, hat jede Losung der Differentialgleichung (1) mit einer Nullstelle
gerade eine Nullstelle (unendlich viele Nullstellen). Wenn F keine linear-gebrochene
Transformation ist, Q,(x) % const. Die Existenz der Differentialgleichung (1) mit
der Eigenschaft & 3. Art (4. Art) hingt also von den Eigenschaften der Ldsungen
der Differentialgleichung (3) ab. Deshalb werden wir diese Gleichung erwigen.
F{(z) sei eine holomorphe Funktion im Gebiet H,, co ¢ H, und es sei F(z) — z % 0,
z€ H,. Daraus folgt, das jedes Element der Losung z(x) der Differentialgleichung

F(2) = z — 22'%/z" 3
schlicht ist. Sein inverses Element geniigt nach [1], Seite 48, der Differentialgleichung

" 2 —

Fiir diese Gleichung gilt der Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit der durch die
Anfangsbedingungen gegebenen Losung. Weiter gilt, daB jede Losung x(z) der
Gleichung (4) eine analytische und unbeschriankt fortsetzbare Funktion im Gebiet H N

“ist. Aus der Form dieser Gleichung ist ersichtlich, daB x(z) entweder konstant ist
oder sie besteht nur aus schlichten Elementen. Das inverse Element jedes Elementes
der nicht konstanten Losung x(z) der Gleic;hung (4) geniigt der Gleichung (3) und
weil die inversen Elemente der Kette schlichter Elemente eine Kette bilden, bilden
die inversen Elemente der Losung z(x) der Gleichung (3) eine nichtkonstante Losung
x(z) der Gleichung (4) und umgekehrt sind die inversen Elemente der nicht-konstanten
Losung x(z) der Gleichung (4) die Losung z(x) der Gleichung (3). Die Losung z(x)
ist gerade dann eindeutig, wenn x(z) einwertig ist.
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Weil  {x,z} = (x"/2x') — (x"/2x')* und (l/(F(z) -2)) - (1/(Fz) - 2))* =
= —F'(2)/(F(z) — z)?, ist jede nichtkonstante Lésung der Differentialgleichung (4)
auch die Lsung der Gleichung

{x, z} = F'(z)

" (F2) - 2)

Die Gleichung (5) hat aber auch weitere Lésungen, welche die Gleichung (4) nicht
erfilllen. Wenn x,(z) eine Losung der Differentialgleichung (5) ist, dann kann jede
Ldsung x(z) dieser Gleichung in der Form A[x,(z)] geschrieben werden, wo 4 eine
linear-gebrochene Transformation ist. Deshalb, wenn eine Losung dieser Gleichung
einwertig, eindeutig (unendlich vieldeutig) ist und ihr Wertebereich mit dem Ein-
heitskreis konform dquivalent ist, dann haben alle Losungen dieser Gleichung diese
Eigenschaft. Weiter erhalten'wir daraus, daB alle Lésungen der Gleichung (5) unbesch-
rénkt fortsetzbare Funktionen im Gebiet H, sind, wenn wir ihre Elemente nicht als
Potenzreihen, sondern im in [3], Seite 239, angefithrtem Sinne verstehen. Wenn wir die
Beziehung zwischen den Ldsungen der Gleichung (3) und denen der Gleichung (4)
erwidgen, erhalten wir den Hilfsatz 1.

&)}

Hilfsatz 1. F(z) sei eine holomorphe Funktion im Gebiet H,, oo ¢ H,, und es sei
F(z) — z # 0 fir ze H,. Dann gilt: Die notwendige und hinreichende Bedingung
dazu, daf jede Liosung z(x) der Differentialgleichung (3) eine holomorphe Funktion
in irgendeinem einfach zusammenhdngenden Gebiet T, welches mit dem Einheitskreis
konform dquivalent ist, das Gebiet T, auf das Gebiet H, abbildet, eine lokal ein-ein-
deutige Funktion ist und jeden ihrer Werte gerade in einem Punkte (in unendlich vielen
Punkten) des Gebietes T, annimmt, ist, daff eine Losung x(z) der Differentialgleichung
(5) existiert, welche einwertig, eindeutig (unendlich vieldeutig) im Gebiet H, ist und
deren Wertebereich ein einfach zusammenhingendes Gebiet konform dquivalent mit
dem Einheitskreis ist.

Bemerkung. Wenn H, = H, ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet
ist, dann ist die Losung x(z) der Gleichung (5), welche in H, einwertig ist, eindeutig
in H,, wie das aus dem Monodromiesatz folgt.

Erwidgen wir jetzt die im Kreis |{| < 1 ein-eindeutige holomorphe Funktion
z = f{{) mit der Eigenschaft f(0) = 0. P sei das Gebiet 0 < |{| <1 und H, =
= f{P) . H, ist ein zweifach zusammenhéingendes Gebiet und oo ¢ H,. Auf diesem
Gebiet ist die Funktion

F@) =f[~f ()] ©)

definiert, in welcher { = f~!(z) die inverse Funktion der Funktion f({) ist. Die
Funktion F(z) hat folgende Eigenschaften:
1. Sie bildet das Gebiet H, konform auf sich selbst ab.
2. Sie ist identisch mit ihren inversen Funktion F~!(2), F(z) = F~(2) fiir ze H,,
3. F(2) —z+0, ze H,.
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Sie erfiillt also die Bedingungen a)—d) im Satz 1, wenn wir das Gebiet H, dem Gebiet
H, gleichsetzen.
Es gilt der Hilfssatz 2.

Hilfssatz 2. Die Funktion z = f({) habe alle oben angefiihrten Eigenschaften und
die Funktion F(z) sei mit der Beziehung (6) gegeben. Es sei q({) = {f({), {}. Dann hat
die Differentialgleichung (5) die Losung x(z), welche im Gebiet H, einwertig und
unendlich vieldeutig ist und deren Wertebereich ein einfach zusammenhdéngendes Gebiet
ist, konform dquivalent mit dem Einheitskreis, gerade dann, wenn die Differential-
gleichung 1

x;, ¢ = f'(— - -
{x, 3 =(=0f O (=0 =)
eine Losung mit denselben Eigenschaften, aber im Gebiet P, hat.

Beweis. x(z) sei die Losung der Differentialgleichung (5). Bilden wir eine zu-
sammengesetzte Funktion x,({) = x[f({)]. Aus der Formel fiir die Schwarz‘sche
Ableitung der zusammengesetzten Funktion erhalten wir, daB x,({) eine Losung
der Gleichung

+4(0) ™

F'[f(0)]
(FLAOT = f(2))?

{x,} = - S0+ a©)

ist.

Da aber F[f(Q)] = A(—0). F[AAQ)] = —f(=0If (), daher ist die letzte Gleichung
die Gleichung (7). Umgekehrt erhalten wir, daBB, wenn x,({) eine Lsung der Gleichung
(7) ist, die Funktion x(z) = x,[f~'(z)] ist wieder eine Ldsung der Differential-
gleichung (5). Daraus erhalten wir mit Riicksicht auf die Ein-eindeutigkeit der
Funktion f({) die Behaupturmg des Hilfssatzes. Wir bemerken noch, daB die rechte
Seite der Gleichung (7) im Gebiet P holomorph ist.

Ein weiteres Ergebnis, welches wir beniitzen werden, kann auch selbstindig
bestehen, deshalb fithren wir es als Satz 2 an.

Satz 2. Die Funktion p({) sei holomorph im Gebiet P: 0 < |{| < 1. Eine hin-
reichende Bedingung dazu, daf jede Lisung der Differentialgleichung

{xi,. 83 =pO @®

einwertig, unendlich vieldeutig in P und ihr Wertebereich ein einfach zusammen-
héingendes Gebiet konform dquivalent mit dem Einheitskreis sei, ist, daf

S1‘ 1

, 1
&) -5 =Ty

fiir {eP. &)

Beweis. Jede Losung x,({) der Gleichung (8) ist im vorherangeﬁihrteh Sinne
unbeschrankt fortsetzbar in P. Deshalb kdnnen wir sie als zusammengesetzte

Funktion %) = #(log ) (10)
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schreiben, wo ®(v) eine meromorphe lokal ein-eindeutige Funktion im Gebiet R:
—o0 < Re{v} < 0. ist. Wenn &(v) ein-eindeutig ist, hat x({) alle im Satz 2 ange-
fihrten Eigenschaften. Die Funktion &(v) geniigt jener Differentialgleichung, welche
wir durch die Bildung der Schwarz'schen Ableitung der Funktion x,({) erhalten.
Auf Grund von (8) und (10) gilt

p(&) = {®(v), v} . (log {)* + {log{,(} =
1,11
= {#(v), v} . atT

woraus folgt, daB ®(v) eine Losung der Differentialgleichung

. 1 v
(@0} = p0) — 5, (=e (1)
ist. Das Gebiet R kann konform abgebildet werden durch die Transformation
v+ 1
T —1 uz)

auf den Einheitskreis K: | w | < 1. Wenn wir die inverse Funktion der Funktion (12)
als v(w) bezeichnen, erfiillt die Funktion

¢ (w) = d[v(w)] .
die Differentialgleichung

(@1, 0} = g[o@)] . V3@, 40) = PpO) — 5, (= (13
°

Hier nahmen wir in Erwégung, daB auf Grund von (12) {v, w} = 0 ist. Die Lésungen
der Gleichung (11) sind ein-eindeutig, wenn die Losungen der Gleichung (13) solche
sind. Eine hinreichende Bedingung dazu, daB die letzten ein-eindeutig seien, ist, daB
fiir alle w € K gelte

’2 ___—l‘___ 3
|q[v(w)] . v -(w)l < 1= va‘z)z ([4], Seite 545) (14)

Die Bedingung (14) kann in der Form

1 2y 4
(1— 11 2>2|w2(v)l=i|_v*1|2—|v+1|2)2’
v—1 ‘
geschrieben werden. Der Kosinus Satz ergibt die Beziehung
lv=12=|v+11>=4—-4|v+1|cosy =41 — Re{v + 1}) =
= 4(—Refo})

la(v)| = vER,

wo y = Arg(v + 1),
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so daB 4/(Jv — 11> — | v + 1]?)* = 1/4(Re {v})* und die aquivalente Form der
Bedingung (14) ist

lq()| = veR. (15)

1
4(Re {v})*’
Durch den Ubergahg zu der Veranderlichen { erhalten wir daraus die Bedingung (9).
Jetzt wenden wir uns dem Beweis der Existenz der Differentialgleichung (1) mit
der Eigenschaft o 4. Art zu, deren Koeffizient Q(x) # const. ist. Als Funktion f({)
nehmen wir die Funktion

fO=C+¢e? (16)

wo die Zahl ¢ die Ungleichheit 0 < | ¢ | < 1/2 erfiillt. Die Funktion f({) ist ein-ein-
deutig im Kreis | £| < 1, weiter f(0) = 0. P habe dieselbe Bedeutung wie vorhin
und H, = f(P). Fiir die derart gewahlte Funktion f({) hat die Funktion F(z), gegeben
durch (6), die Eigenschaften a)—d) erwdhnt im Satz 1. Zeigen wir, daB sie kein
Zweig der linear-gebrochenen Transformation ist. Es gelte das Gegenteil, d. h.
F(z) = (az + b)/(cz + d). Dann gilt

FLAD] = =% (17

nicht nur in | { | < 1, aber auf der ganzen Ebene. Wenn ¢ = 0 (und 4 = 1), haben
wira(l + el?) + b = —{ + e(?, aber die Beziehunge(a — ) (> + (@ + 1) + b=0
kann identisch nicht erfiillt werden, weil ¢ 0. Wenn ¢ # 0ist, dann-lim f{—{) = oo,

(=

wihrend lim F[ f({)] = a/c, so daB auch in diesem Falle (17) identisch nicht erfiillt
(=

werden kann.
Weiter ist f*({) = 1 + 2¢{ und {f(§), &} = —3e*/(1 + 2&)* so daB die Differential-
gleichung (7) die Form

1 — 4e¥? 2
{x,, 0 = 4e° _ 3¢

4¢? (1 + 2e)?
hat. Wenn wir ihre rechte Seite mit p({) bezeichnen, ist

21 _ 202 3
P -+ = —o (1+ (Hw,)

(18) |

Produkt

(L)

CZ~P(C)—71‘" §(|C|I"|C|)2|5|2(1 + u——g—lj)i—’)

und lim |{|In|{| = 0, deshalb existiert eine solche positive reale Zahle,, g, < 1/2,
{EIh ‘
1 1 1

O S ek AT

daB fir 0 < |e] < & ist. Daraus erhalten wir durch
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schrittweisen Gebrauch des Satzes 2 und des Hilfssatzes 2, daB wenn die Funk-
tion A{) durch die Beziehung (16) bestimmt ist, ¢ erfiillt die Ungleichheiten 0 <
< | &| < &y, F(2) ist durch die Beziehung (6) gegeben, die Differentialgleichung (5)
hat die Losung x(z), welche einwertig, unendlich vieldeutig im Gebiet H, ist, und
ihr Wertebereich ist ein einfach zusammenhangendes mit dem Einheitskreis konform
dquivalentes Gebiet. Der Hilfssatz | garantiert daraus die Existenz der Losung z(x)
der Differentialgleichung (3), welche in irgendeinem einfach zusammenhingenden
mit dem Einheitskreis konform aquivalentem Gebiet T,, oo ¢ T,, holomorph,
lokal ein-eindeutig ist, z(T;) = H, und welche jeden ihrer Werte in unendlich vielen
Punkten annimmt. Daraus folgt die Existenz der Differentialgleichung (1) in T,
mit der Eigenschaft of 4. Art, deren Koeffizient Q(x) % konst. ist.

Zeigen wir noch, wenn dariiber Hinaus ¢ eine positive reelle Zahl ist, (welche
0 < ¢ < g, erfiillt), existiert ein einfach zusammenhingendes Gebiet T, T,, in
welchem die erwahnte Gleichung (1) die Eigenschaft of 3. Art hat. Die Funktion (16)
ist dann steigend im Intervall (—1, 1). P*(P**) sei das Gebiet P, aus welchem der
Intervall (0, 1) (Intervall (— 1, 0)) ausgelassen ist und Hy = f(P*). H* = f(P**).
H! c H,, H* < H, sind einfach zusammenhingende Gebiete. Aus der Konstruk-
tion der Funktion F(z) folgt, daB F(H;) = H{* Weil P* UP** = P,ist Hf UH* =
= H,. Gleichzeitig H; n H{* + (. Die Funktion F(z) hat im Gebiet H; alle
Eigenschaften a)—d). Nach der auf den Hilfsatz 1 folgenden Bemerkung ist die
Ldsung x(z) der Gleichung (5), welche im H, univalent ist, eindeutig in H," und
daher ein-eindeutig. Daraus folgt die Existenz der ein-eindeutigen Lésung z(x) der
Differentialgleichung (3) in dem einfach zusammenhingenden Gebiet T,. Alle in
der letzten Erwidgung erscheinenden L®sungen sind Zweige der entsprechenden
Ldsungen, von welchen beim Beweis der Existenz der Differentialgleichung (1) mit
der Eigenschaft o&f 4. Art gesprochen wurde. Dies beendigt den Beweis der letzten
Behauptung. Damit ist der Satz 3 bewiesen.

Satz 3. Es existiert die Differentialgleichung (1) mit nichtkonstantem Koeffizienten,
definiert im einfach zusammenhdngenden, mit dem Einheitskreis konform dquivalentem
Gebiet T, oo ¢ T, welche die Eigenschaft sf 4. Art hat, wobei jede ihrer Lisungen mit
wenigstens einer Nullstelle deren unendlich viele hat. Diese Gleichung in irgendeinem
einfach zusammenhdngenden Teilgebiet T, = T hat die Eigenschaft of 3. Art.
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O existencii linefirnych diferenciflnych rovnic drubého rédu v komplexnom obpre
podobnych rovniciam s konStantnym koeficientom

V. Seda
Vyfah

V préci je dokdzana existencia diferencidlnych rovnic (1) y” == Q(x) y, Q(x) 5 konst. je holo-
morfna funkcia v jednoducho suvislej oblasti T, o ¢ T, s podobnou vlastnosfou ako mé rovnica (1)
s konstantnym koeficientom: Ku kazdému rieSeniu « tejto rovnice jestvuje linedrne nezdvislé rie-
3enie v tej istej rovnice tak, Ze funkcie «, v’ ako aj funkcie «’, v majui rovnaké nulové body tej istej
néasobnosti. T4to vlastnost sa nazyva vlastnostou & 3. druhu (4. druhu), ak dalej jestvuje aspofi
jedno jej rieSenie u, ktoré ma spolu s prvou deriviciou «’ aspoii jeden nulovy bod a ak nejestvuje
(ak jestvuje) rieSenie u tejto rovnice, ktoré ma viac ako jeden nulovy bod.

Hlavné vysledky tejto prace su zhrnuté vo vetach:

Veta 2. Nech funkcia p({) je holomorfnd v oblasti P: 0 < | .| < 1. Postalujicou podmienkou,
aby kade riesenie diferencidinej rovnice (8) {x,,(} = p(l), kde {x;,(} = }x7'[x; — & (x}[x] ),
bolo univalentné, nekoneéne mnohoznaéné v P a jeho oblast hodnot bola jednoducho suvisld oblast,
konformne ekvivalentnd s jednotkovym kruhom, je aby (9) | Czp({')—~—}| S 1d(n|L)?] pret €P.

Veta 3. Jestvuje diferencidlna rovnica (1) s nekonstantnym koeficientom, definovand v jednoducho
suvislej oblasti T, konformne ekvivalentnej s jednotkovym kruhom, oo ¢ T, ktord md vlastnosf A
4. druhu, priom kaZdé jej rieSenie s aspon jednym nulovym bodom md ich nekonedne mnoho. Tdto
rovnica v nejakej jednoducho suvislej podoblasti To oblasti T md viastnost o 3. druhu.

O cymecrsoBanun muHeifHbIX quddepeHMaTbEBIX YpaBHEeHHE BTOPOro
HOPAKA B KOMILUICKCHOH OGIACTH NMOJOGHBIX yYpaBHEHHAM
° C HOCTOAHHBIM KO{pHULIMEHTOM

B. llena

BriBO B
B pabote moxazano cymectBoBanme nabdeperumanbubix ypasrermit (1) y” = Q(x)y, Q(x) He
TOCTOSHHAN TONOMOpdHAs QyHKIMA B onHOCBs3HOM 06nactu T, oo ¢ T, o6nanaromux CBOHCTBOM

nono6ubv CBOHCTBY ypasHerHst (1) ¢ mOCTOMHHBIM Ko3pduimenToM: I BCAKOrO pelICHUS u
3TOro ypaBHEHHS CyIUECTBYET JIMHEHHO HE3aBHCHMOE PEIIEHHE v TOrO XK€ YPABHEHHA TaK, YTO (QyHK-
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MK ¥, v', TONOGHO XaK X &', v, MMEIOT Te e HyNH TOH e KPATHOCTH. DTO CBOHCTBO HA3MBACTCS
cBoficTBOM & 3. pona (4. pona), ecin, KPOME TOTO, CYIIECTBYET N0 KpaiiHe#t Mepe OIHO ero pemeHHe
U, XOTOpOE BMECTE CO CBOCH nepBo#t npou3soaHo# u” HMeeT X0Ta 61t oMM HYJIb H €CJIH He CyLIIeCTBYeT
(ecmu cymecTBYET) pelieHse u 3TOr0 YPABHCHNSA, Y KoTOporo 6onee yeM oMK Hyb.

Fnanibic pesynbraThi 3108 paboThi Creayioume:

Teopema 2. ITycms gynxyus p(l) 20a0mopPna 6 obracmu P: 0 < |C | < 1. focmamounsism ycao-
suem, umobui ecaxoe pewenue Jugdbepenyuarsrozo ypaenenus (8) {x1.8} = p(0), 20e {x,,L} =
- ‘}xi”/x', —3 (x’z’/x'l)z, 6bin0 yHusanenmuo, Geckoneuno MHozosnawno 6 P u ezo obaacme
SHavenuii 6bina 0OHocéAsna obaacme, xondiop,una‘ IK6UBANAEHMHA C eOUHUNHBIM Kpy20M, ecmb (9)

182.p0)— 4| = 1[4 Un(| L )?)] 045 P.

Teopema 3. Cywecmeyem ougBepenyuarsnoe Ypasnenue (1) ¢ ne nocmosnnwim xosdgduyuenmon,
onpedeaennoe 8 00nocea3Noii obracmu T, KOHPOPMHO IKEUBAAEHMHOI C EOUHUNHBIM KPY20M, 0O ¢T,
xomopoe obaadaem ceolicmeom A 4. poda u ecaxoe peuienue Komopozo ¢ OOHUM Hyabem umeem
ux 6ecxomneuno mHozo. Imo ypaerenue 8 HeKomopoit 00HOC8A3HON nodobaacmu T, obaacmu T umeem
csolicmeo f 3. poda. '
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Der Jordan-Hoéldersche Satz fiir unendliche Ketten
in teilweise geordneten Mengen

E. GEDEONOVA

W. Felscher hat in seiner Arbeit [1] gezeigt, daB der Jordan-Holdersche Satz
fiir Gruppen aus der Theorie der teilweise geordneten Mengen folgt. A. G. Kurosch
in [3] hat mit Hilfe des Schreierschen Verfeinerungstheorems den verallgemeinerten
Jordan-Hoélderschen Satz fiir Gruppen in denen es keine Kompostitionsreihe gibt,
bewiesen.

In der vorliegenden Arbeit ist ein Satz der Ordnungstheorie bewiesen, aus dem
noch ein allgemeinerer Jordan-Holdersche Satz fiir Gruppen folgt. Einen dhnlichen
Satz fiir Verbande hat V. Vilhelm in [4] und J. Jakubik in [2] bewiesen. Beide
diese Satze sind Folgerungen des in unserer Arbeit angefithrten Satzes.

§1 Einleitende Bemerkungen

Sei (E, <) eine teilweise geordnete Menge. Sind a, b Elemente von E und gilt
weder a £ b noch b < a, so schreibe man a || b und nenne a, b unvergleichbar.
Die Menge aller Elemente c € E, fiir die a < ¢ < b, a, b e E gilt, nenne man In-
tervall [a, b] in E. Wenn das Intervall [a, b] aus genau zwei Elementen besteht,
so schreibe man a A b un man heiBe ]a, b] A -Intervall. Sei a, be E,a < b.

Die Kette der Elemente x € E, fiir die a < x < b gilt, HeiBe man Kette zwischen
den Elementen a, b. Eine Kette K zwischen a, b € E hei8t maximal, wenn sie kein
echter Teil einer anderen Kette zwischen a, b € E ist. Wenn K eine unendliche Kette
in E zwischen der Elementen a, be E, a < b ist, schreibe man diese in der Form
{a;}32%, wo die Indexe A eine Menge M durchlaufen, die mit einer Relation <,
mit dem ersten Element O und mit dem letzten Element g, geordnet ist, wo a = a,,
b=a, und A, xeM, A <x=a,<a,. Wenn L xeM, A <x=>a,; <a,, ist
die Kette {a,}3-¢ ecine Kette ohne Wiederholungen. Zwei Intervalle der Menge E
sind in der Relation &, man schreibe [x, y] #[w, z]. wenn x maximale untere
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Schranke und z minimale obere Schranke der Elemente y, w ist. Diese Relation
nennt man Perspektivitit.

In E gilt die Bedingung P, wenn aus s < v und [u, 1] 2?[s, v] u < 1 folgt, wobei
8, {, u, v Elemente von E sind.

Zwei Ketten K, L in E werden den verallgemeinerten Jordan-Hdolderschen Satz,
der sich auf eine bindre reflexive, symmetrische Relation # zwischen der den Intervalen
bezieht, erfiillen, wenn es gilt:

(JHg) Es existiert eine umkehrbare Abbildung der Menge der <-Intervalle der
Kette K auf die Menge der <-Intervalle der Kette L so, da 8 die zugeordneten Intervalle
in der Relation R stehen.

§2

Sei die teilweise geordnete Menge E ein Halbverband nach unten, (weiter nur
Halbverband n. u.).

1.1. Definition. Fiir eine Kette K zwischen den Elementen a, b aus dem Halb-
*verband n. u. E wird die Bedingung A erfiillt, wenn fiir jede nicht leere Teilmenge M
der Kette K das Element ¢ = ; () {a, ae M} existiert.

Ein Halbverband n. u. E wird die Bedingung A erfiillen, wenn fiir alle Ketten K
zwischen a, b, wo a, b beliebige Elemente von E sind, die Bedingung A erfiillt ist.

1.2. Lemma. Sei E ein Halbverband n. u., welcher der Bedingung A geniigt. Sei
{a;,}i=%, A€ T, eine Kette in E, sei c € E. Dann gilt

Nainc=N(@ne). T cT 0]

A€T’ AeT’

Beweis. Wir bezeichnen () a, = a. Da fiir beliebiges A€ T’, a < a, ist, gilt
AeT'

anc S a;nc = a,. Daraus ergibt sich

ancsN(@nc)=Na =a (0]
A€T’ AeT’ ’

Gilt a, n ¢ £ ¢, woraus () (@, nc) £ ¢ folgt. Daraus und aus (2) ergibt sich
AET’

’ N@nc)<a n. ¢. Diese Beziehung und die Beziehung (2) geben die Gleichung (1).
AeT’ .

1.3. Definition. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingung A. Er wird der
Bedingung B geniigen, wenn fiir jede maximale Kette ohne Wiederholungen K = {b,}3,
A€ T, und fiir jedes Element ac E, a < b, gilt: Wenn b, || a fiir jede A, 1t <A <o
ist, dann gilt () b,|la, A€ T.

t<A<0o

1.4. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B. Sei K =

= {b,}32%, A€ T, eine Kette von E. Es gebe ein solches Element ccE, c < b,, daf
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fir alle b,, AeT', T' T, gilt entweder b, || c oder b, = b,. Dann gilt fiir das

Element x = [\ b, entweder x = b, oder x || c.
AeT’

Beweis. Wenn fiir alle b,, Ae T, b, = b, ist, dann x = b,. Es existiere 1 T’

-s0, daB b, || c. Wenn x = ) b, = b,,, wo Ao€ T’, dann ist nach der Voraus-
AeT’

setzung x || c. Sei x * b, fir jede 1€ T". Wir verfeinern die Kette K n [x, b,]
auf maximale Kette ohne Wiederholungen K’ = {b;})Z8, wo by = x, b, = b,.
Fiir jeden Index y, 0 <y <y, ist b, || ¢, weil immer ein Element b,, b, < b,
b, Il ¢, existiert. Nach der Bedingung B ist () b; || c. Aber ) b, = x.
0=y o<y
1.5. Seien im Halbverband n. u. £ zwei maximale Ketten K, L ohne Wieder-
holungen zwischen a, b € E gegeben:

K = {a,}}28, Ae M, ay=a, a,=b, €))
L={b}Z5. xeN, by=a,b,=b @)

Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B. Seien in E zwischen
Elementen a, b die Ketten (3), (4) gegeben. Sei [a,, a,.,] ein <-Intervall der Kette (3).
Dann existiert ein Element b, € L so, dal} eine der Beziehungen

a1 N byl a, QG Nb,=a,4, )

gilt und fiir b, € L, » <y, gelten die Beziehungen (5) nicht.
Beweis. Sei N’ die Indexmenge solcher Elemente der Kette (4), fiir die eine von
den Beziehungen (5) gilt. Nach der Bedingung A existiert ein Element b, = ) b,.

xeN'

Nach Lemma 1.2 gilt

b,na;,, =(Nb)nay, =N benay).

xeN' xeN’

Nach Lemma 1.4 gilt fiir das Element b, N a,,, eine von den Beziehungen
byna,yy=ayy,.b,nalla;.

Es galte fiir ein Element b,, » < y, eine der Beziehungen (5). Dann x» € N’, also
b, £ b,, was ein Widerspruch ist.

1.6. Seien im Halbverband n. u. E die Ketten (3), (4) gegeben. Die
Abbildung, die jedem <-Intervall [a;, a;,,] der Kette K das <-Intervall [b,, ,]
der Kette L so zuordnet, daB b, das kleinste Element der Kette L ist, fiir das eine
der Beziehungen (5) gilt, bezeichnen wir &(K, L).

1.7. Lemma. Sei im Halbverband n. u. E die Bedingung P erfiillt. Wenn eine Ab-
bildung ®(K, L), der mit den Beziehungen (3), (4) gegebenen Ketten K, L von E,
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existiert und das Bild des <-Intervalls [a;, a; ] ‘der Kette K in dieser Abbildung
<-Intervall [b,, b,] der Kette L ist, dann gilt

[b,r‘\al, b.,na“.l] 9’[a,., al..,‘] (6)
[6, N a;, b, N a,4,] P[bs, b,] Y)

Beweis. Wir beweisen die Beziehung (6). Die maximale untere Schranke der
Elemente b, na;,, und a; ist a, n (b, " a,,,) = a; N b,, die minimale obere
Schranke der Elemente a, und b, na,,, ist a;,, weil @, < a4, b,na,, || a,
oder b,na;,, = a,4,. Aus der Bedingung P folgt b, na, < b, na;,,. Wir
beweisen die Beziehung (7). Die minimale obere Schranke der Elemente b, N a, .,
und b, ist b,, da by < b, und b, N a;,, || by oder b, N a,,, > b;. (Wenn es gilte
b,na,;., S by, dann b, N a;,, = by N a;,,, was im Widerspruch mit der Wahl
des Elementes b, wire.) Die maximale untere Schranke der Elemente b,na;,
und b, ist b, N a;,,. Aus de Wahl des Elementes b, folgt b, N a,,, < a;, also
bsna;,y = by N a;. Aus der Bedingung P folgt b; N a; < b, N a;,,. Aber

byna,sb,na,db,na,,,,
woher b, na, = b, N a,.

Bemerkung. Bei dem Beweis der Beziehung (6) war nur die Existenz eines solchen
Elementes b, beniitzt, daB eine der Beziehungen (5) gilt und b, das kleinste Element
mit dieser Eigenschaft ist. Es war weder die Existenz der Abbildung &#(K, L) noch
die Bedingung P ausgeniitzt.

1.8. Lemma. Per Halbverband n. u. E erfiille die Bedingung P. Wenn eine Ab-
bildung ®(K, L) und eine Abbildung ®(L, K) der Ketten (3), (4) in E existiert, dann
ist die zusammengesetzte Abbildung ®(K,L) o ®(L, K) eine identische Abbildung
auf der Menge der <-Intervalle der Kette L, (wo o o B(I) = a(B(]))).

Beweis. Dem <-Intervall [b,,b,.,,] der Kette L in der Abbildung &(L, K)
gehdre das <-Intervall [a,, a;,,] der Kette K. Dann gilt nach Lemma 1.7, (7)

[a).+1 Nb, a,., "‘bx+1] ?[au a;.+1] ®)

Das Bild des <-Intervalls [a;, a;,,] in der Abbildung ®(X, L) sei das <-Intervall
[5s, b,] der Kette L. Wir beweisen, daB b,,, = b,. Sei b,., < b,. Nach der Defi-
nition 1.6 ist b, das kleinste Element, fiir das eine der Beziehungen (5) gilt, folglich
beyy Nna,yy £ a;, was mit (8) im Widerspruch ist. Sei b, < b,4,. Dann b, < b,.
Nach (8) ist b, na;4y < a;, daher b, N a;,, < a;, was mit der Definition der
Abbildung (K, L) im Widerspruch ist.

1.9. Folgerung. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingung P. Wenn eine
Abbildung &(K,L) und eine Abbildung ®(L,K) der Ketten K, L in E existiert, dann
ist &(K, L) eine eineindeutige Abbildung der Menge aller <-Intervalle der Kette K
auf die Menge aller <-Intervalle der Kette L und gilt &(L, K) = &~ (K, L).
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Beweis. Nach Lemma 1.8 gilt &(K,L)o ®(L, K) =1, wo 1 eine identische
Abbildung auf der Menge der <-Intervalle der Kette L ist und symmetrisch
&(L, K)o ®&(K, L) ist eine identische Abbildung auf der Menge der <-Intervalle
der Kette K. Daraus folgt die Behauptung.

1.10. Definition. Fiir die teilweise geordnete Menge E ist die Bedingung C erfiillt,
wenn fiir jede maximale Kette K = {b,}i=%. A € N, und fiir jedes Element c € E gilt:
Wenn es in der Kette K kein Element b, <1 b, gibt, dann gibt es in E kein Element x,

fiirdas b, nc £ x, x < b, N ¢, fiir alle A < o, gilt.

1.11. Satz. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B, C, P. Dann gilt
in E JHg- 1, fiir jede zwei maximale Ketten K, L zwischen a, b€ E, (wo #~'# das
Produkt der Relationen 2!, 2 in iiblichem Sinne des Wortes ist).

Beweis. Seien. K, L beliebige durch (3), (4) gegebenen Ketten der Menge E.
Wir beweisen, daBl die Abbildung ®(K, L) existiert. Nach Lemma 1.5 existiert zu
jedem <-Intervall [a;, a;,,] der Kette K ein Element b, der Kette L, fiir das eine
der Beziehungen (5) gilt und fiir b,, wo » < y, gelten die Beziehungen (5) nicht.
Wir zeigen, daB ein Element b, € L, b; < b, existiert. Es existiere in. der Kette L
kein Element b,, b; < b,. Nach der Bemerkung 1.7 gilt die Beziehung (6) und aus
der Bedingung P folgt b, na, < b,na,,,. Fir b,, x <y, ist b, a4, S a,
also b, na;,, < a,nb,. Wir haben ein solches Element a, n b, gefunden, daB
fiir alle » < y gilt

bynay,y, La;,nb,<a0b,

was mit der Bedingung C im Widerspruch ist. .

Ahnlich Ronnten wir beweisen, daB eine Abbildung ®(L, K) existiert. Aus der
Folgerung 1.9 folgt, daB #(K, L) eine eineindeutige Abbildung ist. Nach Lemma 1.7
sind die zugehérigen <-Intervalle in der Beziehung 27 '#.

1.12. Seien die Ketten (3), (4) gegeben. Sei [a;, a;41] ([bs, be+4]) ein <-Intervall
der Kette K(L). Dann wird M[a;, a;.,] (M[b,, b,.,]) die Menge der Elemente
b(a;) der Kette L(K) mit a; nb, =a,,, " b, (a; b, = a, nb,,,) bedeuten.

1.13. Definition. Die Ketten K. L zwischen a, b aus dem Halbverband n. u. E erfiillen
die Bedingung D, wenn fiir jedes <1-Intervall [a;, a; ., ] der Kette K, bzw. L, die Menge
M([a;, a; ] ein groptes Element hat.

" 1.14. Definition. Die Ketten K, L zwischen a, b aus dem Halbverband n. u. E geniigen
der Bedingung E. wenn fiir jedes <-Intervall [a,, a,,,] der Kette K(L) die Menge
L — M[a;,a;,,] (K- Mla,, a;,,)) ein kleinstes Element hat.
1.15. Satz. Wenn die maximalen Ketten K, L zwischen a, b vom Halbverband n. u. E,
wo die Bedingung P gilt, die Bedingungen D, E erfiillen, dann gilt fiir sie JHp-1,.
Beweis. Wir beweisen, daB einc Abbildung ®(K, L) existiert. Sei [a;,a;4,]
ein beliebiges <-Intervall der Kette K. Aus den Bedingungen D, E folgt, daB ein

.
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<-Interval [b,, b,] der Kette L so existiert, daB b, das groBte Element der Menge
M[a,,a;,,] und b, das kleinste Element der Menge L — M[a,, a,,,] ist. Fiir
das Element b, gilt eine der Beziehungen (5). Wenn keine von den Beziehungen (5)
gilte, dann a,,, N b, < a,, also a;,, nb, =a,nb,. Dann b,eM[a;,a,,,],
was ein Widerspruch wire. Fiir b, < b, istb, € M[a;, a;,,], also giltb, N a,,, < a,.
Demnach kann fiir b, keine von den Beziehungen (5) gelten. Ahnlich kénnten wir
zeigen, daB eine Abbildung ®(L, K) existiert. Aus 1.7, 1.8, 1.9 folgt nun die Be-
hauptung.

" 1.16. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen P, C. Geniigen
zwei seine maximale Ketten zwischen a, b€ E der Bedingung A, dann ist fiir sie die
Bedingung D erfiillt. ' '

Beweis. Seien die Ketten (3), (4) gegeben. Wenn das Element b, € M[a;, a;4,],
b,e L, dann gilt b,na, = b,na,,,. Wenn b, e L, x <y, dann b.n(b,nay) =
= b, N (b, N ay), also b, € M[a;, a;,,]. Es existiere ein <-Intervall [a,, a;+1] so,
daB die Menge M[a;, a;,,] kein groBtes Element habe. Dann gehort das Element

b, = ) {be, by e (L — M[a;, a,,,])} ‘

der Menge M[a;,a;,,] nicht, wonach a,,, nb, + a; n b,. Daraus folgt, daB
fiir b, eine der Beziechungen () gilt und fiir b,, x <y, gelten die Beziehungen (5)
nicht. Nach der Bemerkung 1.7 gilt

[a, " b,. a4, N b)) Plas, a,44]

woraus b, na; < b, N a;,,. In der maximalen Kette L' = {b,}j existiert kein
Element b, < b, und fiir jeden Index x <y gilt .

a“,, hb,, = alﬁbx __<_ a,'f‘\b).<]a“.l mb),,
was nach der Bedingung C nicht gelten kann.

1.17. Lemma. Der Halbverband n. u. E erfiille die Bedingungen A, B. Dann geniigen
Jede zwei seine maximale Ketten K, L zwischen a, b € E der Bedingung E.

Beweis. Seien die Ketten (3), (4) gegeben. Es existiere ein <-Intervall [a;, a;44]
der Kette K so, daB die Menge L — M[a;, a,,] kein kleinstes Element enthalte.
Dann gehdrt das Element :

" by = N {by, bee (L — M[a;, a,4,])}
der Menge M([a,, a;,,]. Nach Lemma 1.2 gilt

N Gina)=(N b)nay, =bsna, =bna,.
, < x<0o d< x<0
Also ) (b, N a;4,) < a,, was im Widerspruch mit Lemma 1.4 ist, weil fir
é x<o
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jeden Index x, &6 < x, entweder b, na;,, || a, oder b, Nna,,, = a,,, gilt und
auBerdem gilt noch @, < a,,, = a,,, N b,.

Bemerkung. V. Vilhelm hat in der Arbeit [4] fiir jede zwei maximale Ketten
im Verband S, der den in [4] angegebenen Bedingungen I, II, V, P geniigt, den
Satz JH,-1, bewiesen. J. Jakubik hat in der Arbeit [2] JH,-1, fiir jede zwei
maximale Ketten zwischen a, b in einer vollstindigen Booleschen Algebra bewiesen.
Geniigt der Verband S den Bedingungen I, II, V, P oder ist S eine vollstindige
Boolesche Algebra, dann erfillt der Verband S auch die Bedingungen A, B, C, P.
Demnach sind die erwahnten Satze aus [4] und [2] Spezialfille des Satzes 1.11.

§3

Sei G eine Gruppe, < die Inklusion zwischen Untergruppen von G.

2.1. Definition. (Felscher [1].) Sind A, B Untergruppen von G, so heifen wir A
nachinvariant in B und schreiben A < B, wenn Untergruppen N;von G (i = 0, ..., k)
so existieren, daf No = A, N, = B und N;_, Normalteiler in N; (j =1, ..., k) ist.

2.2. (Felscher [1].) Die Menge E(G) aller Untergruppen 4 von G, 4 < G,
- geordnet mit der Relation <. bildet einen Halbverband n. u.. Fiir A, Be E(G)
gilt A < B genau dann, wenn A maximaler Normalteiler in B ist.

2.3. (Felscher [1].) In der Menge E(G) gilt die Bedingung P: Wenn [ 4, B] 2[C, D]
gilt, wo 4, B, C, D Untergruppen von G sind und [C, D] ist ein <-Intervall, dann
ist auch [4, B] <-Intervall und die Faktorgruppen B/A und D/C sind isomorph.

2.4. Im weiteren werden wir uns mit einer Gruppe G befassen, die keine Kompo-
sitionsreihe hat. Also die Menge E(G) enthilt unendliche maximale Ketten zwischen
E und G, wo E eine nur aus dem Einselement bestehende Untergruppe von G ist.
Solche unendliche maximale Ketten nennen wir Kompositions systeme von G.

2.5. Die Faktorgruppe B/A, wo Untergruppen 4, B, A <I B, einem Kompositions-
system K gehdren, nennen wir ein Faktor des Kompositionssystems K. Zwei Kom-
positionssysteme heiBen isomorph, wenn man zwischen ihren Faktoren eine ein-
eindeutige Zuordnung derart herstellen kann, daB die entsprechende Faktoren
isomorph sind.

2.6. Lemma. Wenn G eine kommutative Gruppe ist, dann gilt im Halbverband n. u.
E(G) die Bedingung C.

Beweis. Es existiere in E(G) eine unendliche maximale Kette K = {H,}}Z% und
in K existiere kein Element H, < H,. Dann ist die mengentheoretische Vereinigung
aller Untergruppen H,, o <y < g, die Gruppe H,. Sei CeE(G) Es existiere in
E(G) eine Untergruppe X von G, daB

HAnCSX<H,nC
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fir alle 0 < y < o gilte. Dann ist
HnC=(U H)NnC= U (H,nC) <X,

0<r<e O<y<e
was ein Widerspruch ist.

. 27. Satz. Wenn eine kommutative Gruppe G zwei wohlgeordnete Kompositions-
systeme enthdlt, dann sind diese Systeme isomorph. Es gilt fiir sie JHy- 4.

Beweis. Die Menge E(G) enthdlt zwei wohlgeordnete maximale Ketten K, L.
Fiir die Ketten K, L gilt die Bedingung A. Nach Lemma 1.16 geniigen die Ketten K, L
der Bedingung D. Die Bedingung E ist dabei auch erfiillt. Aus dem Satz 1.15 und
aus 2.3 folgt die Behauptung.

2.8. Definition. Eine Kette K in E(G) zwischen E, G hat die Eigenschaft F, ‘wenn
Jede Gruppe A € K, zu der ‘keine Gruppe Be K, B <1 A existiert, eine Vereinigung
aller Gruppen Ce K, C < A ist, also A = J {C,C < 4, Ce K}.

Maximale Ketten aus E (G), dic die Eigenschaft F haben, nennen wir F-Komposi-
tions-systeme.

2.9. Satz. Wenn die Gruppe G zwei wohlgeordnete F-Kompos:ttonssysteme enthdlt,
dann sind diese Systeme isomorph. Es gilt fiir sie JHyp-1,.

Beweis. Die Menge E(G) enthilt zwei wohlgeordnete maximale Ketten K, L. .
Zuerst werden wir die Bedingung D fiir die Ketten K, L beweisen. Sei L = {H,}!Z
Es existiere ein <-Intervall [4, B] der Kette K so, daB M[A. B] kein groBes Element
habe. Dann gehért die' Gruppe

H,= N\ {H,, H,e(L — M[A, B))}
der Menge M[ A, B] nicht, also
BnH,+ AnH,. )
In der Kette L existiert kein Element H;,< H,, also H, = J H,. Fiir alle 0 <

< x
<y<=x gt BAnH,=AnH, wonach J(BnH) = (4nH,), also Bn
Y=< % <%
nUH,=4n| H,, was mit (9) im Widerspruch ist.

r<x T<x
Die Bedingung E ist aueh erfiillt. Aus dem Satz 1.15 und aus 2.3 folgt die
Behauptung.

2.10. Bemerkung. A. G. Kurosch hat in seiner Arbeit [3] das Kompositions-
system fiir Gruppe G, die keine Kompositionsreihe hat, folgendermassen definiert:

Die Menge X ist ein Kompositionssystem der Gruppe G, wenn K die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

a) Die Menge K enthilt die Gruppe G und die Gruppe E.

b) Wenn die Untergruppen H’, H” in K enthalten sind, so ist eine von ihnen eine
Untergruppe der andern.
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- ©) Wenn die Untergruppe H in der Menge K enthalten ist so 148t sich in K ein
endliches System H, (i = 0,...,n) H, = H, H, = G von Untergruppen finden, dag
jedes H;, i =0,1,...,n — 1, Normalteiler von H,,, ist.

d) Es existiert keine Menge K’, K = K’, die die Eigenschaften a), b), ¢) hat.

Weiter bezeichnen wir das Kompositionssystem in Kuroschs Sinne als K-Kom-
postionssystem.

A.G. Kurosch hat in [3] bewiesen, daB jede zwei wohlgeordnete K-Komposi-
tionssysteme der Gruppe G isomorph sind. Diesen Satz hat er mit Hilfe des
Schreierschen Verfeinerungssatzes bewiesen. Da jedes wohlgeordnete K-Komposi-
tionssystem ein wohlgeordnetes F-K ompositionssystem ist, folgt der oben angef‘uhrfc
Satz von A. G. Kurosch aus dem Satz 2.9.

Bis daher haben wir den Jordan-Holderschen Satz nur fiir einige wohlgeordnete
Ketten in E(G) bewiesen. Der Satz JH,-., kann auch fiir solche Kompostions-
systeme gelten, die nicht wohlgeordnet sind.

2.11. Beispiel. Sei die Gruppe G eine direkte Summe zweier gleichen unendlichen
zyklischen Gruppen {1}. Die Gruppe G bezeichnen wir mit {1} + {1}.
Dann bilden die Gruppen

{3+ {0 {1+ 3L 03 + (3% .., {1} + {0}, 3} + {0},.... {0} + {0}
{1+ 00 33+ {13, 32} + {1}, ... {0} + {1}, {0} + {3},.... {0} + {0}

zwei Kompositionssysteme in der Gruppe G. Wir bezeichnen sie mit K, L. Die
Ketten K, L erfiillen die Bedingung D, weil jede Teilmenge der Kette X, L ein groBtes
Element hat, also hat ein groBtes Element auch die Menge M{[a, b], wo [a, b] ein
<-Intervall der Kette K(L) ist. Die Bedingung E beweisen wir fiir beliebiges

<-Intervall der Kette K. Sei a < b, a, be K. Wir zeigen, daB das groBte Element
der Menge M[a, b] verschieden von den Elementen {0} + {1}, {0} + {0} ist. Also
zu dem groBten Element der Menge M([a, b] existiert ein oberer Nachbar, was das
kleinste Element der Menge L — M([a, b] ist. Das <-Intervall [a, 5] hat die Form
entweder

a) [{1} + (3"}, {1} + {3"}], n =0, 1, ... oder

b) [{3"*'} + {0}, {3"} + {0}], n=0,1,....

a) Es gilt

(13 + 3D A ({0} + (1) + ({1} + (3D ~ ({0} + {1,
(1 + 3" H ({0} + (1) = {1} + 3D 0 (0} + (31},
+ also {0} + {1} ¢ M[a, b] und das Element {0} + {3"*!}, das groBer ist als {0.} + {0},
gehort der Menge M([a, b].

b) Es gilt

({3u+l} + {0}) A ({3n+l} + {]}) = ({3"} + {0}) ﬁ({3'+l}‘ + {l}).
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Das Element {3"*!} + {1} gehdrt der Menge M[a, b] und ist groBer als {0} + {1},
{0} + {0}. :

Die Kompositionssysteme K, L erfiillen die Bedingungen D, E, also gilt fiir
sie JH'-x'. -
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Teopema Hoppana—Teanniepa aia HeKOHeyHHX uHeneil
B YACTHYHO YNOpPA/OYEHHBIX MHOMKECTBAX

E. [‘cneonona-

Pe3ome

B.®enpmep B pabore [1] moxasan, uro Teopema Xopnana-I'enbaepa mis rpynn cieayer
M3 TEOPEM TEOPHH YaCTHYHO YNOPANOYeHHBIX MHOXeCTB. A.I'. Kypom B [3] noka3zan 06o6mexnyio
TeopeMy JKopnama—Ienbmepa AnA Ipynn, B KOTOPHIX HE CYIUECTBYET KOMIMO3MUMOHHBIM DPAZ.
B sTo#t pa6oTe NOKA3aHA TEOPEMA O YACTHYHO YMOPAMOYEHHBLIX MHOXECTBAX, H3 KOTOPOHR ClexyeT
eme o6mas Teopema Xopnana—Ienbaepa ans rpynn. I'NaBHLIM pe3ylLTaTOM ABISETCA TEOPEMa
1.11. Tlono6uyio TeopeMy mis cTpykTyp Rokasan B. Bunerenm[4] uAl. Axy6uks[2]. O6e st
TEOPEMHB ARJIAIOTCA CICACTBHEM TeopeMml 1.11.

Jordan—Hbolderova veta pre nekonelné retazce v iastotne usporiadanych
mnoZinfich

E. Gedeonovid

Obsah

W. Felscher v prédci [1] ukézal, ¢ Jordan—HGolderova veta pre grupy vyplyva z viet tedrie
&iasto&ne usporiadanych mnozin. A. G. Kuro§ v [3] dokézal zobecnenii Jordan—Holderovu vetu
pre grupy, v ktorych neexistuje kompoziény rad. V tejto prici je dokizand veta o Ciastotne
usporiadanych mnoZinich, z ktorej vyplyva elte obecnejlia Jordan—HGolderova veta pre grupy.
Hlavnym vysledkom prdce je veta 1.11. Podobni vetu pre zviizy dokézal V. Vilhelm v [4]
a J. Jakubik v [2). Obidve tieto vety st dOsledkami vety 1.11.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATUBAI.IUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. 1L MATHEMATICA XiIl. 1965

O ¢pynrumax, rpa@sl KOTOPLIX ABIAIOTCH
3aMKHYThIMH MHO;KecTBaMu 11

M. KOCTBIPKO, T. HOMBPYH M T. WIAJIAT

Ota pabora HanBsasbiBaeT Ha paboty [1], yrimy6Gaser u pacnpocrpaHser ee pe-
3yIbTaTHI.

Ilycts (X, 0), (Y, ¢,) ABa MeTpuueckde npocrpancTBa. O6G03HAYMM 3HAKOM
U(X; Y) cucteMy Bcex Tex oTobpaxkenuil nmpocTpaHcTBa X B NPOCTPaHCTBO Y,
rpapMKH  KOTOPBIX SBJISAIOTCA 3aMKHYTHIMH TOIAMHOXECTBAMH NPOCTPAHCTBA
(XxY,0),0 =Vo> + 0}. Ecniu Y = E, = (—0, +00) ¥ 0, EBKIHAOBA METPHKa,
To BMecTo U(X, E,) numem kpatko U(X).

B pa6ote [1] 6buta noka3zana cienyrowas Teopema (Teopema 9). 3nech ee HoBoe
J10Ka3aTeJIbCTBO.

Teopema 1. ITycmy (X, @) s6a1semcsa mempuueckum npocmparcmeom, nycms U(X)
umeem evlue 86edeHHoe 3Havenue u nycms B,(X) cucmema ecex peaavHvix @yHKyuii
nepeozo b3posckozo kaacca (na X). mo U(X) < B(X).

HoxasatenscTBo. M3sectHo (cMoTpu [2] crp. 18), 4TO f NpUHAIUIEXHT KiIaccy
B\(X) Toraa u ToabKo Toraa, ecu f uimepuma F,(X). VITak DoCTaTOYHO MOKa3aTh,
410 ecnu f € U(X), To nis Kaxmoro c € E; HMeeM

{xeX:f(x) > c} e F(X), {xe X :f(x) < c} e F(X).

Moxaxem, uro nas Beskoro ce E; MHoxecTBO {x € X :f(x) > ¢} npuHAmIERUT
cucteme F,(X). AnanornyHo mokaspiBaetrcs {x € X : f(x) < c} € F,(X).

Ilycts fe U(X), ce E, n nycts G, sBnsercs rpadukom dynxuuu f. Iloctpoum
MHOXecTBO M = G, N (X x (¢, +)), (c € E;). Tak xak G, ABJSETCS 3aMKHYThIM
MHOXECTBOM B X x E; M X x(c, +o0) saBnsiercs MHoxectBoM THma F, B XX E;, To

MHOXecTBO M Tna F, B X x E,. 3nawnt M = |J M,, M,(n = 1,2,...) 3aMKHyTO

n=1

B XxE,. Ilycts zo€ XX E,, p > 0. Ionoxum R, = S(zo, p) (S(zo, p) cheprueckas
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OKPECTHOCTb TOYKH zo€ X x E; panuyca p). Manee no.nbwm M,,, = M, R,.

@

Owesunno M, = |J M,, n Bcsakoe mHoxectBo M,, (n=1,2,...; p=1,2,...)
p=1

3aMKHYTO M orpanuyeHo B X x E, . Ilomoxum nanee

E,={xeX:Y (x,)eM,}, E={xeX:Y (x,y)eM}

Y&E, yeE,

OYCBHOHO

@
E= \JE,, E={xeX:flx)>c} (1)
np=1

JoxaxeM Tenepb, YTO AJIA KaXablX GUKCHPOBAHHBIX 1 U p E,, ABIAETCA 3aMKHYTBIM
B X. Torna u3 (1) BeiTexaer, uto E ssnsercs F, B X. Ilycts x4 € E,, (H' — npousson-
Hast MHOXecTBa H), TO CyIIECTBYET MOC/IEN0OBATENBHOCTD {X,,}} nemenToB E,, Tak,
4TO X, = Xo. U3 onpenenenus E,, BbITEKAaET, YTO NI KaXXIOro m CyILECTBYET
Ym € E, 13K, 4TO (X,,, V) € M,,,. Tak kak M, ABIAETCA 3aMKHYTBIM H OT PAHHYEHHBIM
BXXE,, T0H {y,}7 orpanuyeHa B E,, Htak cyiuectsyet (B E,) cXoAsILaA YaCTHHHAS
NOCIEAOBATENBHOCTb {V, }sz . [1YCTh y,, = yo € E|, TO (Xp,, Vm,) = (X0, Yo) € M,,
M Xo€E,,

B cBs3u ¢ TeopeMoit 1 BO3HMKAET BOMPOC HE BEPHA-JIM aHAJJOTUYHAs TeopeMa IJIs
Jo0bIX GyHKUMI onpeneteHHbIX HA X ¢ 3HaYeHUAMH B Y, rae (X, ¢) u (Y, o) moObie
MeTpuyeckue mpoctpancTBa. CHavasia 3aMeTHM, 4To cucteMy B,(X, Y) onpenensem
B 3TOM cJiydae Tak, 4to f€ B,(X, Y) <> f~!(G) € F,(X), nns mo6oro OTKPLITOro
mHoxectBa G. ITokaxeMm, 4To MaJio MoaH¢uKauHeH JoKa3aTesIbCTBA TeopeMbl 1
MOXHO [0Ka3aTb TaKyl TEOpeMYy IS OMpedesIEHHbIX THIOB METPHUYECKHX MpO-
crpalcTB (Y, o).

Teopema 1'. ITycms (X, @), (Y, 6) — Mempuueckue npocmpancmeéa u nycms
@
Y=\ C,, 20e C, komnakmst, mo U(X, Y) = B,(X, Y).
n=1

3ameuanne. 3aMeTuM, yto eciiu Y = E;, To U3 TeopeMsl 1’, BbiTekaeT Teopema 1.
Hmeem

{x:fx)>c}=f"c + ), {x:f(x)<c}=f"((—00,0),

rae (¢, + o), (— o0, ¢) OTKPBITHIE MHOXECTBa. Hao6oporT, eciu (a, b) m06oit HHTED-
BaJI YHCIOBOH npsMoi, To f~'((a, b)) = f~((— 0, b)) n f~'((a, +0)). UTax, ecin
mHoxectBO f~((—00, b)) N f~*((a, +©)) npuuanmexut xiaccy F,(X), To MHo-
xecTBo f~'((a, b)) npuHANTEXHAT TakXKe ToMy-ke Kiaccy. Tak Kak BCSAKOE OTKPBITOE

L]

MHOXeCTBO G MOXHO Bbipa3uTh B Bune G = |J G,, rae G, (n = 1, 2, ...) OTKpHITHIE

n=1

NPOMEXYTKH H f “(”[;j1 G,) =n§l f~4G,), To BugmM, uTO f"(G) € F(X).
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Hoxa3aTtensctBo Teopemul 1'. Mycts fe U(X, Y), nycts G, rpadpux dynxmuu f.

ITycte G < Y oTkpniToe MHOXecTBO. Kak B-Toka3aTellbCcTBE TeopeMH 1 H 37ech
@®

BHIMM, YTO MHOXeCTBO M = G, N (X xG) Tuna F, B Xx Y, snauur M = J M,,
n=1

rae M, 3aMxHyThie MHOXecTBa B X x Y. Takkak Y = U C,, rae C, xoMnakThl ove-

. n=1 .
BHIHO BO3MOXHO npeanonarats, 4to C, < C,,, ama n=1,2,.... Ilyctb z, =
= (X0, Yo) € X x Y, p HaTypasIbHOE YHKCJIO. O6o3naunm S(xo, p) (p = 1,2,...)chepu-
YECKYIO OKPECTHOCTb TOYKH X, . CylecTByer n, Tak, 4to y, € C, . O6o3nauum D, =

=Cupn-1n=12,...) n R, = g(xo,p)xD,. Mycrs M,, = M, n D,. Tak xak

B JI0Ka3aTeJbCTBE TEOPEMbI | sierko BHAETs, uTo M, = |J M,, ¥ kaxmoe U3 MHO-
p=1
XeCTB M, sB/IAETCA 3aMKHYTBIM M OrpaHH4eHHbIM B X x Y. Eciin E,, uMeeT To 3Ha-
@

YEHHE KaK B [I0Ka3aTelbCTBe TeopeMsl I, To umeeM E = |J E,,, rae E = f~!(G).
np=1

CrnenoBaTesbHO, NOCTATOYHO TOKa3aTh, YTO JUIA JioGoro n u p MHoxecTBo E,,
3aMKHYTO. JTO [OKa3biBaeTCs aHaJIOTMYHO KaK B TeopeMe | MMes BBHAY, 4TO
aneMeHThl {),}; (06o3HayeHHe kak B Teopeme 1) npuHamtexat xommakty D,.
Teopema 1’ MoOJHOCTBIO OKa3aHa.

@

Ycnosue Y = |J C,, rae C, xoMnakTel B TeopeMe cylecTBeHHo. s moboro

n=1

(Y, 0) Teopema HeBepHa. Cienylowuii NpHMep NOKa3bIBaeT, YTO CyLIECTBYeT QyHK-
uus f(x) onpenesreHa Ha X ¢ 3HaueHusamu B Y, rae (X, g), (Y, o) MeTpuyeckue npo-
CTPaHCTBa, KOTOpasi MMEET 3aMKHYTbiH rpa¢MK M He NPHHAMIEKHT HHUKAKOMY
Baposckomy xuraccy. (@yHkums f(x) NPUHALIEXKHUT KJIAcCy a, eCITH MHOReCTBO f ~ (G)
ABnseTcs GOPeIOBCKHM MHOXECTBOM aJAHTHBHOro kiacca A, GOpeToBCKHX MHO-
XeCTB npocTpaHcTsa (X, ¢) ans moboro oTkpeiToro MHOkectBa G = Y — cMoTpH
[2] cTp. 202). .

Ilpumep 1. IycTs (X, ¢) MeTpHueckoe nmpocTpaHcTBO, rae X = (0, 1) u ¢ eBxH-
noBckasi MeTpHka. Ilycts (Y, 6) MeTpuyeckoe NpoCTpaHCTBO, puYeM Y eCThb MHO-
XKECTBO MOILHOCTH KOHTHHYYMA H 0 ABJIAETCS TPHBHAbHOMH MeTpukoi. ITycts f(x)
npocroe otobpaxenue npocrpanctsa X B Y. Ilycts (x,,7,)€G, (n=1,2,..))
H (X, ¥n) = (X0, Yo). 3HAYHT X, — X, Y = ¥o. TAK KaK 0 TPHBHAIbHAS METpHKa,

TOy,=yonman=k, k+1,.... A3 y, = f(x,) BoiTeKACT yo = f(x,) B1A n = k
H IOTOMY 4TO f MPOCTOE OTOOPaXEHHE, TO MOCAENOBATENBHOCTD {X,}os ABIACTCA
CTanMoHapHo#. U3 x, — x, BeITEKaeT X, = Xo ayan = k,k + 1, ... . CnegoBatenpHo

(x0, yo) € G,. Oynxuus f(x) uMeeT 3aMkHyTHIN rpaduk B X x Y. BosasMem Teneps
B X moboe HebGopenosckoe mmoxectBo E. Ilycts G = f(E) = Y. G OTKphITOE
MHOXecTBO, nmoToMy uro B (Y, 0) Bce MHoXecTBa OTKpeITH. K3 Toro, 4ro
J(x) sBnserca omHo ommosHawHo# Qymkumelr umeem E = fT[f(E)] = f'(G).
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CneposaterbHO GyHKDMA f HE NPHHAIUIEXHT HHKakoMy bB3poBckomy Kiaccy.

B cBsa3u ¢ paccMoTprBanueM cucteMnl U(X, Y) Bo3HMKaeT Bonpoc, KaKoi sBiseTcs
xomno3nmun @[ fx)], ec f 1 @ uMeloT 3aMKHyTHIE rpaduxa. B crenyiomeM npu-
Mepe moKaxeM, YTO KOMNO3WmMs ABYX (yHKIMH C 3aMKHYTHIMH rpajukama He
nonxHa OwITe ¢yHKOHeH c 3aMKHYTHIM rpadMKOM HH B TOM CJydae, ecin @(y)
SBJIsiCTCA HenpepbiBHON ¢yHkmuedt Ha oOpase MHOXecTBa X.

Ipumep 2. X = 0, 1), Y = (—c0, +00) ¥ MeTpHkH Ha X H Y ABIAIOTCA EBKIH-
noeckumu. Ilyers f(x) = —)l;- s xe(0,1), fl0) =2; o() =—yl- s y 0,
@(0) = 0. ¢(y) ABaseTcs HenpephiBHON ¢yHKuMel Ha o6pase MHoxecTBa X, f(x)
HMeeT 3aMKHyThiH rpadux, Ho ¢[flx)] = x ama x £ 0, 9[0)] = % HE MMeeT

3a8MKHYTHIH rpagpux B X x Y.
TIpuBeieM HEKOTOPBIE YCITOBUSA AJIA 3aMKHYTOCTH rpadka KOMNO3MLHH BYHKIMIA.

. Teopema 2. ITycms (X, @), (Y, 0), (Z, ©) mempuuecxue npocmparcmea. [Tycms f(x)
onpedesena u Henpepbisua Ha X ¢ 3navenusamu é Y. Hycmo o(y)e U(Y, Z), mo ¢[f(x)] €
e U(X, 2).

Hoxa3atensctso. Ilycte G, , rpaduk dyukumn @[f(x)] = @of u nycts (X, V) €
€Gyy (n=1,2,...), (x,, ¥a) = (X0, ¥o), TO X, = X ¥ CHEROBATENBHO f(X,) = f(X,.)
BBenem oGosHnavenme f(x,) = u, (n = 1, 2,...), f(x,) = uo. U3 Toro uro (u,, y, €
€ G,, u, = ug, ¥, = Yo, BHITEKAET (g, Vo) € G, HTAK yo = @(Uy) = @[ f(x,)], 3HaUMT
(X0 ¥0) € Gy

Teopema 3. ITycmv (X, @), (Y, 0), (Z, 1) mempuueckue npocmpancmea. ITycmo
(X, @), AX) xomnaxmet u nycms f e U(X, Y). ITycmv @(y) Henpepbieno omobpaxcaem
Ye Z, mo ¢o[f] e UX, Z).

Hoxka3atenbcTo. Jlerko BumeTh, 4To X X f{X) koMnakTB X % Y G, = X x f(X).
IToTomy uto fe U(X, Y), To G, Toxe kxomnakT. Onpenennm Ha X x Y oTo6paxenue
T(x, y) cnenyromum o6pasom: T(x, y) = (x, ¢(»)). U3 HENPEPLIBHOCTH ¢ BHITEKAET,
4yro T ABNAETCA TOXe HempephiBHBIM. T(x, y) orobpaxkaer komnakT G, Ha G,
3HaMMT G,,, ABIAETCA KOMIAKT B X % Z, ciefoBatesibHo ¢of € U(X, Z).

B cBs3n ¢ paccMaTpuBaHHeM cHCTeMBI U(X) MOABIAIOTCA CieRyIOLIHE NPOCTHIE
Bonpockhl: U3 f, g € U(X) BuiTekaet, wro f + g,f. g, ¢ . f(c€ E,) € U(X)? Ilono6ubie
BOIPOCH NOABWJIMCh ¥ GRUTH peleHsl npu u3ydenun cucteM By(X) = C(X) (cuctema
BCeX HempepwBHBIX QyHknuit Ha X) u B,(X).

IToxaxeM Ha npEMepax, 4To MHOXecTBO U(X) He siBisieTCs npH JHo6oM X 3aMKHY-
THIM HMes BBHIY CYMMY H Opou3Benenue u eciu f, g € U(X) o max (f, g) ¥ min (7, g)
He IOoJDKHBI npwHamtexats U(X).
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Hpnsep 3. MMycts X = €0, 1), f0) = 1, fix) = % x€(0, 1); g0) =0, g(x) =

= — 1, X015 To f0) +20) = 1 u fx) + £(x) = 0 anx x € (0, 1), IHauHT
S +g¢UMX).
Hpumep 4. X = <0, 1), nycTs f HMeET TO Xe 3HaYeHHe KaK B mpumepe 3. Onpene-

M g(x) = x i x € €0, 1), Torna f(0) . g(0) = 0 u f(x) .g(x) =1 nna xe (0, 1),
3nawuT f. g ¢ U(X). :

1
Hpumep 5. X = (0, 1), fi0) =1, fix) = — e x€(,1) u g(x) =0 ama
x €40, 1). Torna max (f, g) umeeT 3uauenue 0 B MPOMeEXYTKe (O, 1) u 3nauenue 1

B Touke 0. CrrenoBartensHo max (f, g) ¢ U(X).

AHaJIOTMMHO MOXHO NOKa3aTk, 4TO eciu f, g € U(X), To min (f, g) He noyxHa
npuHamiexats U(X).

ITokaxem naee, yTo cHcTema U(X) ABNsETCA 3aMKHYTOM BBHIY Ha NMPOM3BEACHHE
GYHKUMM Ha YHCIIO M aGCOMIOTHYIO BESTMYMHY.
Teopema 4. Mycms fe U(X), mo c.fe U(X)(ce E,).

HoxasatenscTBo. Jas ¢ = 0 TeopeMa OYEBUAHO BepHa. Ilyctb ¢ * 0, fe U(X).
[lycts pna xakoro HUGYAb ¢ + 0 c.f He NPHHAIIEXHT U(X). Torna cywecrtByet
TOCAEN0BATEMLHOCTE {(X,, Yu)laz1, (Xas Va) € Gy (T. €. y, = ¢f(x,)) TaK, uTo

(X,,, yn) —» (xO, yO‘i (2)
(%0, 0) ¢ Gos (1. €. 3o *+ ¢f(x,)). Urak —}—'c"— * f(xo). U3 (2) BhrTekaer (x,,f(x,) —
- (xo ’ —‘%0—) ¢ G, M 3TO B NPOTHBOPEUHH C MPENOTOKEHHEM TEOPEMBI.

Teopema 5. ITycms fe U(X), mo |f| e U(X).

Hoxasatemsctso. Iycts f € U(X), (x,, y,) € Giri(n=1,2,...), (xp, ¥2) = (X0, ¥o)-
Ecmu f(x,) 2 0 nns 6eckoReunoro uncia n, Hanpumep, man=m, (k = 1,2,...),
T0 Ym = | fGxm) | = f(xm) = f(x0) = yo = | f(xo) |, 3HaTAT (%o, yo) € Gy 5. Ecrm
misn > Nf(x) <0, 1o w1 n > NumeeM y, = | f(x)| = —f(x) = —f(¥o) = yo,
crenoBatensRo yo = —f(xo) = | f(x0) |, (o, ¥0) € Gy -

B mambmem mer 6ynem paccMaTpuBaTh cicteMy U(X, Y). Dta cuctema B obuiem

He ABJIAETCS 3aMKHYTOi IPHHUMAS! BO BHHMAHHE IPOCTYIO CXOMMMOCTb, KAK TIOKa3bi-
BaeT crenyroumii npumep (Y = E,). i

Hpumep 6. X = <0, 1, f,(x) = x" e U(X), lim f,(x) = f(x) ¢ U(X) (f(x) = 0 nx
x€<0, 1), f(1) = 1), ‘ :
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TToxaxeM, YTO NpPH NPOH3BOIBHBIX METPHIECKHX NpocTpancTBax (X, @), ( Y, ¢,) cHc-
Tema U(X, Y) sBnserca 3aMKHYTOH npHHHMasi BO BHHMAHHE TOYTH PaBHOMEDHYIO
CXOAHMOCTb.

Teopema 6. ITycms f, € U(X, Y) (n = 1, 2, ...) u nycmb nocaedosamenvrocms {f,}7
cxodumca noumu paeromepro (Ha X) k f, mo fe U(X, Y).

HoxasatenscTso. [loxaxem Teopemy OT npoTHBHOro. ITyCTh CylIECTBYIOT 3ite-
MeHTH (x,,y,)€ G, (p = 1,2,...) Tak, 4TO (x5, ¥p) = (X0, ¥o) ¢ G, 3HaUHT Cylue-
CTBYIOT NMOJIOXKHTEJbHBIE YHCNA J,, §, TaK, YTO

S((xo » o), 6,) N S((xOsf(xO))’ 5;) = 0. 3)

Tax xax f,(xo) = f(xo), To cywiecTyer k Tak, wro ans k > k, ,(fu(xo), f (x0)) < 8,

® Tax AR k > ky o((xo, f(x0), (¥o,fi(*0))) = VeX(fixo) f(xo)) < 8, crenosa-
TEJIBHO

(xo,fk(xo)) € S((Xo,f(xo))y 8;) (k> ky). @)

Mocxombky {xo, Xy, X;, ...} KOMNAKT, TO AUIS KaXAOr0o HATYPATBLHOTO k CYILECTBYET
m(n; < ny <...) Tak, uTo

Q) S <+ (p=0,1,..0)

H3 nocnennero BbiTekaeT

U((X,,y,), (xp 5fnt(xp))) = \/Qf_(fnk(xp)’f(;lj) < %‘

Ecmit p — 0, To nomyyaeM o((xo, ¥o), (xo,/fn (o)) < % UTaK cyliecTByeT k,,

910 0ns k > k,
(x0+ fux(x0)) € S((x0, ¥o), 8;),

clleoBaTebHO, HMesa BBHAY (3),

(xo’fn..(xo)) ¢ S((xo » f(xo)), 52) (k > k),

9YTO NPOTHBOPEYHT (4).

CnenosatenbHo W3 npenuiayiieli TepopeMbl BBITEKAET, YTO MOYTH PABHOMEPHAsA
CXOQHMOCTb ABJIAETCA JOCTATOYHBIM YCJIOBHEM K TOMY, 9TOOLI npeaeiHas QyHKIOUsA
nocienoBaTebHOCTH Gynkumit u3 U(X, Y) cHoba npunannexana U(X, Y). Cnenyro-
LOMH NpUMeP NOKaXeT, YTO MOYTH PABHOMEPHAS CXOMHMOCTD He SBJIAETCH Heo6Xomu-
MBIM YCIIOBHEM IUIA TOTO, 9T06bI peneHas QyHKUMS NOCTe10BATEIbHOCTH (yHKIMit
13 U(X, Y) onate npunamiexana U(X, Y). Ilpumep 7 oNHOBPEMEHHO NOKA3LIBAET
9TO M TOTIa €ClM IJIA Kaxnoro & > 0 MOXHO yKa3aTh H3MEPHMOE MHOXECTBO
A © X mepul pA, pA > pX — g, ¢ TeM CBOHCTBOM, 4TO CXOAHMOCTB NMOCJIEN0BATE b~
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HOCTH QYHKUHI X mpenesTHO# PyHKuMH (Ha A) paBHOMEpPHA, TO TeOpeMa He JNOJIKHA
6biTh BepHO#. CitefoBaTETbHO, NOYTH PABHOMEPHYIO CXOAHMOCTD B IIPEATIOIOXEHAR
TeopeMbl 6 HEBO3MOXHO B3ATh B CMBICIIE MEPHI.

1
¢ Opumep 7. X = <0, 1), £,0) = 1, fi() =x " pna xe(0, 1). Torna oueBHIHO
J(x) = lim f(x) = 1 nna xaxporo x € X. 3uavur f,, feUX) n=1,2,...), HO

R0
CXOAHUMOCTS f, — f He SBJIAETCA NMOYTH PaBHOMEPHOH. DTO BLITEKAET M3 TOrO, YTO
IUTA KaXIOTo N WMeeM
1
sup |x " —1|= +oo.
x€(0,1)

Mycts {X,},er MobGas cHCTEMa TOMOJOrMYECKMX NpPOCTPaHCTB, OGo3HAYHM

3aakoM X X, nexapTroBoe U 3HAKOM n X, TOMOJIOTHYECKOE MPOM3BENCHHS 3THX
yerll yerlr

npoctpascTs. IlycTs m, aBaserca npoexuueit X X, B X, T. e. n, apasercs u3obpa-
yer

XEHHeM, NIPH KOTOPOM BCAKOMY X = {X,},er COOTBETCTBYET €ro y-af KOOpAHHATa

x,€ X,. ITox TOMOJOrHYECKHM INPOHSBENECHHEM ]-!_JL’y Mbl Oynem noxposymeBaTs
Y€

AEKapTOro NpoM3BECACHHE X Xy cHaOxeHHOe Toi caMoii ciraboit TONOJIOTHEH, IpH
yer

KOTOpO# BCAKas NpOEKUMA 7, ABJACTCA HenpepbiBHOH QyHkmuedt (cmotpu [3]
cTp. 89—90). U manpumie Mbl OyaeM moib30BaThbCA TMOHATHAMHM (HanpuMep CETh)
B cornacuu ¢ [3].

Tlpn noka3aTeasCTBe CJIEAYIOLLEH TeopeMbl BOCHOJNb3YeMCS ClieayHollel H3BecT-
Hol Teopemoii (cMotpu [3] crp. 91), xoTopyio chopMymMpyeM Kak JieMMy.

Jlemma 1. Tycmv {X)},.r cucmema monosozuveckux npocmpancme u nycmo

X =[] X,. Tozoa 012 mozo umober cems (x*, x € A), x* = {x}},er € X cxodusace
yer
x x = {x,} € X, Heobx0o0umo u Oocmamouo, umobbui 048 Kaxncdozo yeI cems

(x3, x € A), x5 € X, cxoounace k x,€X,.

Teopema 7. ITycmv {X.;};2o cucmema monoaozuyeckux npocmpaxcme u mycmb
Ha X, onpedenenvi pynxyuu f; (i = 1,2, ...) (f; usobpancaem X, ¢ X)), u nycmo G, =
= {(x, f(x)), x€X,} A6asemca 3aMKHYMbIM MHONCECMBOM & MONOAOZUHECKOM
npouseedenuu I1{X,:s = 0,i} (i = 1, 2, ...). Toz0a Pynxyun f onpedenena caedyiouum
obpaszom

fx) = {fl(x)ffz(x)a oees fil%), } .

(ha mHoxcecmee X,) umeem zpadux G, Komopbiii A61ReMCA 3AMKHYMbIM NOOMHO-

dHcecmeom monosozuyeckozo npocmparcmea X. '
Hoxa3aTenscTBo. JlocTaTouHO MOKa3ats, 4To Gy < G,. Iyets x = {x,};20€G}.

Torna cymectsyer cets (x*, x€ 4), x* = {x{}20€ G, — {x} (x{ = fix}) (i = 1, 2,...)
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TaK, 910 X" — x. Tak XaKk x* — x, To U3 JeMMbi | BuiTeKaeT f(x5) = x, (i = 1,2,...)
" x5 — Xo. M3 nociieuero sbitexaet, 9To AJ1s Kaxaoroi = 1, 2, ... cetb (x5, fi(x5),
a € A) cxonuTcA (Ha OCHOBaHHH JIeMMBI 1) K (Xo, X;) H M3 3aMKHYTOCTH G, cremyeT
x; = f(x,), 3nauuT x € G,.

Teopema 8. ITycmb Ha (X,, Qo) onpedesenwvt Pynkyuuf e U(Xo, X)) (i = 1,2,...)8
(f: usobpancaem X, 6 (X, 0,)). Onpedeaum na Xo dynxyuio f credyiowum obpasom

fx) = {f1(x), /o(x), ... [i(%), ...} eXy x Xy x ... xXx ... = (Y,a)(o(y,y’) = v 1

iso 2’

. al("h ";)
1 + o(m, m)
npocmpancmeo ¢ mempuxoii u = Vg2 + o*).

TcopeMa 8 sBNseTCA CllenCTBHEM TCOPEMBI 7 ecnu mokaxeMm, YTO TOMOJIOrMA Ha
@© @

X= H X, coBnanaet ¢ Tonosiorueit Ha X X; o6pa3oBaHHOH METPHKOM u M TomoO-
i=0 . i=0

dorua Ha I1{X,:s = 0,i} (i = 1, 2, ...) coBnanaer c Tonosoruei Ha X, x X; o6pa3o-
BaHHOM MeTpuKoi Vo3 + of.

B moka3aTesbcTBe TeOpeMbl 8 Mbl NPHMEHHM CIEAYIOIIMA pe3ysbTaT, KOTOPBIH
chopMysIMpyeM Kak JIEMMY.

vy ={nj7,y = {ﬂé}f).Tazdafe U(Xo, Y)(X, x Y mempuueckoe

Jdemma 2. [Tycmv Ha mHoxucecmee X onpedeiseHa mempuka 6. Tozoa monoso2uu

cosnaoarom.

- c
o6pazosannbie Ha X MempuKamu ¢ u ¢ = T

Hoxka3aTeancTBO JeMMbl 2. JIerko npoBepuTs, yTo ¢ MeTpHKa. IlycTs L (I) Tomno-
Jiorus Ha X obpasoBana Mmetpukoit g (o). I[lycts G € L. Eciiu a € G, To cyliecTByeT
Takoit OoTKpEITHIN wap S(q, &), & = ¢, (B cMbicne o) Touku a, 4yto S(a,¢’) = G.

’

€

Mpbi MOXeEM yXe npeanosorats, 4t1o ¢ < 1. [Tomoxum ¢, = ¢ = l -, clefoBa-
+ &

TenbHO & < 1. Ilyctb S(a, €) chepruyeckas (OTKpbITas) OKPECTOCHb TOYKH d B CMbICIIE

ze {0, 1)

b

= = - z
MeTpuxH o. Eciu x € S(a, €), T0 0(x, a) < ¢ < 1. Tak kak ¢(z) = i
Bo3pacraoiuas, To

a(x, a) € '

o(x,a)-‘- < = g

1 — a(x, a) I —e¢

3uauur S(a, &) = S(a, ¢'). Otcrona Buaum, yto G = J S(a, &,) € L. CrenoBatemb#o
aeG
L = L, aranoruyHo Jyierko nposepum, 4yto L < L, utak L = L.
Jloka3aTesIbCcTBO TeopeMbl 8. Ha OCHOBE JIeMMBI 2 TONOJOTHS NPOCTPaHCTBA

-]
X = H X, HeM3MeHAETCA, €CJIM mpocTpaHcTBa X; (i = 1, 2,...) Gynem paccMaTpu-
i=0
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!
1+ 0,
IIpH NOMOIH MeTpHK ¢; (i =0, 1,...)

BaTh C METPHKOH @; =

@
(1=1,2,...). Ha X X, onpenemum MeTpuky u*
. i=0 3

@

u*(x, y) = [ e5(&o, no) + (‘; % o, 'h))2

x = {{i}Zo, ¥ = {m}iZo. MoToMy ut0 u*(x, y) = u(x, y), Tomomoruu o6palopan-
@

Hble MeTpHKaMH u* u u Ha X X, coBnanalor.

i=0 ® ©
O6o3naunm 3uakom L, Tomomoruio Ha X = [[ X, u L, Tonomormo Ha X X;
i=0 i=0

obpa3osannyio Merpukoii p*. TlokaxeM, uyto L, = L,. [lycts Gel, ¥ nycts
a= {u}i20€G. Ecnu n; ectb npoekuueit X B X, (i =0,1...), to n(G) = G,
G, oTKphITasi B X; B CMBICJIE METPHKH @, NpH4eMG, + X; TOJBKO IS KOHEYHOro
TACSA UHOCKCOB iy < i; < ... < iy. OueBuaHO 1uIA Kaxgoro | = 1,2, ..., k cymect-
BYeT d;, TaK, 4to S(a,, d,) = G, (I = 1,2, ... k). O6o3nawum & = 2~ min {6,,, ...
..+, 0, }. Jlerko MoxHO noka3sate, 4To S(a, 8) = {xe X :p*(x,a) < 6} = G. Hdeit-
CrBHUTENbHO, NycTh x = {&,;}i2, € S(a, §), To mns xaxmoro | = 1,2, ...,k

0l @) S 2'u*(x,0) < 2% S 2%5 < 5,

urax §; € S(a;,, 6;) = G;,. lna ocranbubix uHAekcoB i + i, (I = 1,2, ..., k) ecTb
§i€ G; = X;. Mbl noka3sanu, 4yTo /i Kaxnoro a € G cyuiecTByet 6, > 0 Tak, 4TO
S(a, é,) = G, cnenosatensho G = |J S(a,8,) e L,, urak L, L,.

aeG
INokaxem, uto L, < L,. Mycts GeL,, a = {a;}2,€G. Cymectnyer ¢ > 0 Tax,

uTo S(a, &) = G. BuibepeM HaTypasbHoe I Tak, 4Tobbl 2~} < —e—f . [Monoxum S, =

1

£
=S|, = )< Xo, S; = S(a;, &) < X; i=12 ..,l+1), ¢ = ——,
(0 \/2) 0 [ ( ) : ( ) 2l+l(l+ ])

I+1

IMotom mHoXecTBO T = () 7, '(S;) NpHHALITEXHUT O4EBHAHO B L, v a e T. [Noxaxewm,
i=0

uto T < S(a,¢). Ecmu x = {£}2,€ T, To u3 onpenenenus T BbiTekaeT L eSS,
€ 1

i=0,1,...,1 + 1) utak go(&y, a) < \_/_f—’ 0/&;, ) < m i=12,..,
1+ 1). Beuay Toro, uro g; = d <1l (i=12,...), n yuursiBas BbIGOp
4MCaa [, momyvyum o
1+1 1 © 1 2 .
u*(x,a) = \/Qg(fos %) + (Z o)+ Y = el “t)) <
i=1 2 1=1+2 2

Jez I+1 1 1 2
<.x+ + <&
2 (‘gl 2(+ l(l + l) 2(+l)
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HMrax mis xaxnoro ae G cymecrsyer T = T,el, Tax, w10 T, = G. Ilo3tomy

G = T,eL,. Cnenosatessio L, = L,. AuanorndHo Obl [0Ka3aM Mbl, 9TO
aeG

Tomomorua Ha Xox X, (i = 1,2,...) ob6pa3oBana MeTpuko#i Vs + of cosnanmaer

¢ Tononorue# Ha I1{X,:s = 0, i}.
@

M3 TeopeMnl 7 BriTekaeT, 4T0 X — G, OTKPBITO B CMBIC/IE TONONOTHH HA X = I1x.,
i=1

L]
3HAYHT ToXe B cMbIcae Tonojdorud Ha X X,;, 06pa3oBaHHON MeTpHKO# u*, Tak 4TO
i=0 3

G, 3aMKHYTO B X B CMBICJIE METPHKH p4* H CITEIOBATELHO 3aMKHYTO TOXE B CMBICIE
METPHKH U,

JJUTEPATYPA

[l] Koctupxo I[I.—Ianar T., O ¢yuximax, rpadbl KOTOPHIX ABAAIOTCA 3aMKHYTHIMH MHO-
xecrramu, Casopis pro péstovani matematiky, 89, (1964), 426—432.
[2] Sikorski R., Funkcje rzeczywiste 1, Warszawa, 1958.
+[3] Kelley J. L., General Topology, Toronto—New York—London, 1955.

Adresa autorov: Katedra algebry a tedrie &isel PFUK, Bratislava, Smeralova 2

Do redakcie do$lo: 10. 12. 1964

O funkcifich, ktorych grafy si uzavreté mnoZiny Il

P. Kostyrko, T. Neubrunn a T. Salét

Prédca dopliiuje a zovieobeciiuje niektoré vysledky prace [1). Uvedieme najdoleZitejdie vysledky.

[ ]
Veta 1’. Nech (X, ), (Y,0) sii dva metrické priestory, nech Y = U Cohkde C,(n=1,2,..)

g n=1
su kompakty (v Y). Nech U(X, Y) je mnoZina v3etkych takych zobrazent priestoru X do Y, ktorych
grafy s uzavretymi podmnoZinami priestoru (X X Y,7), T =.,/gz + 02. Nech B(X,Y) zna&i
mnoZinu vietkych tych zobrazeni priestoru X do Y, pre ktoré plati: Ak G < Y, G otvorend v Y, potom
S~1(G) € F(X). Potom U(X, Y) < By(X, Y).

V préci st dalej odvodené niektoré postatujiice podmienky k tomu, aby zloZené zobrazenie dvoch
zobrazeni s uzavretymi grafmi bolo opéf zobrazenim s uzavretym grafom. TaktieZ je detailnejsie
$tudovand Struktira systému U(X, Y), zvl4¥( v pripade Y = (—oo, + ).

Uvedieme ete dva vysledky.

Veta 6. Nech f, € UX, Y) a nech {f,}Y konverguje skoro rovnomerne na X ku f (t. j. {f,}T
konverguje rovnomerne ku f na katdom kompakte K < X). Potom f € U(X, Y).

Veta 8. Nech (Yy,00), (X;,0)) (i=1,2,..) su metrické priestory. Nech f;€ UX,y, X))
(i=1,2,...). NechY = X; x X, x ... je kartézsky sucin priestorov X; s Fréchetovou metrikou o
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; LA |
("j' ak y=(m)T €Y, y = )T € ¥, potom 00, y) = ¥ - -

i=1

o (g, 1D
———————— . PoloZme
1+ o;(n;, 1) )

pre x € X,
f(x) = {fl(x)nfz(x)! . --v.f((x)! G2 }'
Potom fe U(X,, Y).

On the functions, the graphs of which are closed sets II
P. Kostyrko, T. Neubrunn and T. Salét

Summary

In the paper are-accomplished and generalized sonie results of the paper [1). Let us introduce
some of them.

[ o]
Theorem 1'. Let (X, p), (Y,0) be two metric spaces. Let Y = U C, where C, (n=1, 2, ...
n=1
are compacts (in Y). Let U(X, Y) denote the set of all such mappings with the domains X and the
range Y, the graps of which are closed subsets of the space (X x Y,t) where T = /g% + o2,
B, (X, Y)denotes the set of all such mappings from X into Y for which the following property holds:
IfG < Y,Gisopenin Y then f~Y(G) € Fo(X). Under these asumptions U(X, Y) < B(X, Y) holds.
Further some sufficient conditions on two functions implying their graph to be a function with
closed graph are given. The structure of the system U(X, Y) is studied deeper when Y = (—o0, ).
Further results are:
Theorem 6. Let f, € U(X, Y) and let {f,}T is almost uniformly convergent to f (i.e. {f,}? is
convergent uniformly ot f on each compact K < X). Then f€ U(X, Y).
Theorem 8. Let (Xy,00), (X;,0) (i=1,2,...) be metric spaces. Let f,eUXy, X)) (i=
=12,..). Let Y=X; X X, X ... be cartesian product with the Frechets metric o of the,

- . 21 oyn,m)
spaces X;[ie. if y={n,}T €Y, y = €Y then 0(0,)) =V — —L2 7" ) Let us
i ;)% {ni} 2 21: ¥ 1T oty 7

put for every x € Xy f(x) = {f;(x), (), ..., £(x), ...}. Then fe U(Xy, Y).
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IACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X, 3, MATHEMATIKA, 12., 1985]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X. FASC. 1ML MATHEMATICA XIl. 19653

O niektorych vlastnostiach rieSeni linedrnej diferencidlnej rovnice
W4 240y + [A'(x) + b(x)]y = 0.

J. Mamrilla

V prdci su $tudované oscilatorické vlastnosti rieseni diferencidlnej rovnice
WA 240) Y + [A() + b(x)]y =0, (a)

kde A(x)e C,(a, ©0), b(x) € C(a, ©), a€ (— 0, ©).

Hovorime, Ze rieSenie rovnice (a) je oscilatorické na (a, ) ak md nekoneéne
mnoho nulovych bodov na (a, o), v opaénom pripade hovorime, Ze je neoscilatorické
na (a, o). Z dalSich uvah vylu€ujeme trividlne rieenie (y = 0).

Najskor vyslovime lemmy, na ktoré sa budeme v dalSom odvoldvat:

Lemma 1. Nech b(x) = 0. A(x) = 0, pritom nech b(x) nerovnd sa identicky nule
na fiadnom intervale, potom nulové body riesenia y(x) rovnice (a) a jeho druhej de-
rivdcie sa oddeluji napravo od bodu x, (> a), v ktorom platf

F(y(xo)) = ¥(xo) ¥"(x0) = y'(x0) ¥"(x0) + A(xo) *(x0) < 0. (b)
Tdto lemma je dokdzand v [2; lemma 2].

Lemma 2. Nech A(x) =2 0, b(x) — A'(x) < 0, potom rieSenie y(x) rovnice (a)

S trojndsobnym nulovym bodom nemd nalavo od toho bodu nulovy bod.

Doékaz. Nech x; < xg je prvy nulovy bod (v bode x, md y(x) trojndsobny nulovy
bod), potom existuje &, € (x,, x,) taky, Ze y'(£,) = 0 = existuje &, € (¢, x,) taky,
Ze y"(¢,) = 0 = existuje bod &, € (&,, x,) taky, Ze y"(&;) = 0, ale to nie je moZné,
lebo z integrdlnej identity

PR = ¥"(x0) — 24(x0) ¥(xo) — 2A(x) () — J—4)yadt ©
vyplyva, Ze y"(x) + 0 pre x < x,.

Pozndmka. Z dokazu plynie, Ze ani y’, y” nemaji nalavo od bodu x, nulovy bod.
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Lemma 3. Nech b(x) 2 0 (b(x) = O neplati v %iadnom intervale), potom kafdé
riedenie rovnice (a) splfia najviac jednu z podmienok

Wxo) = ¥'(x0) = 0,
Mxo) = y(xo) =0

a to nanajvys v jednom bode x,.
Tédto lemma je dokdzand v [2; veta 1].

Lemma 4. Nech b(x) 2 0 (b(x) = O neplati v Ziadnom intervale) a nech y/(x),
J = 1,2,3,4 je fundamentdiny systém rieSeni rovnice (a) vyhovujiuci v bode x, po-
Slatoénym podmienkam
1, ak i+1=j
« =
Y1 (xo) ‘{o, ak i+ 1%},

i= 01,2, 3, potom funkcie

V2, Ya
Y2, Va

* 0, W34 = y?’y:‘ 0
Yis Va

W4 =

pre x * x, a teda nulové body'rieSeni y,, y,; y3, ¥4 Sa oddeluju, t. j. medzi dvomi
susednymi bodmi jedného riesenia leZi prave jeden nulovy bod druhého rielenia.
Tdto lemma je dokdzand v [2, veta 5 a dosledok 1 vety 5].

Veta 1. Nech A(x) = 0, b(x) = 0 (b(x) = O neplati v Ziadnom intervale), b(x) +

+ A'(x) >0, [(b — A')dx = 0. Potom k tomu, aby rieSenie y(x) diferencidinej
rovnice (a) oscilovalo na intervale (x,, ) stacf, aby

Fi (J’(xo)) <0,
kde x, € (a, ).

Ddkaz. Nepriamo. Nech nejaké riefenie y(x) rovnice (a) neosciluje a nech
F(y(xy)) < 0. Z predpokladu neoscilatori¢nosti riefenia y(x) vyplyva, Ze modzZu
nastat tieto pripady: ,

1. »(x) > 0, y'(x) > 0 od uréitého x potinajic,

2. y(x) > 0, y'(x) < 0 od uréitého x pocinajic,

3. y(x) > 0 a y'(x) md nekoneéne mnoho minim a maxim.

(Ak y(x) < 0, potom berieme rielenie — y(x) > 0).

UkédZeme, Ze kaZzdy z uvedenych pripadov vedie k sporu.

Prvy pripad nemdZe nastaf, lebo z rovnice (a) vyplyva, ze »'V(x) < 0 a tedy
»"(x) ako klesajica funkcia md limitu, oznaéme ju a, t. j. lim y"(x) = a. Nech

X

o = 0. Potom z integrdlnej identity

Y()=k—-24y - [(b— A)pdt, ©
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kde k = y"(xo) — 24(x,) ¥(x,) odvodime spor, lebo
YV =k —-24y-[(b— A)ydt £k — 24m* — nfb - A)dt - —oo0.
X0 X0

Ak by a < 0, resp. « = — oo, potom od uréitého x je y” < ®/2 a po trojndsobnej
integrdcii dochddzame k sporu s y(x) > 0.
Druhy pripad neméZe nastaf, lebo z integrdlnej identity

X

F(x(0) = yp™ — ¥'y" + Ay* = F(y(xo)) — [ (by* + y"¥) dt (d)

X0

vyplyva, Ze lavd strana md zdporni limitu (nakolko pravi strana md zdpornu limitu
—n? <0 (= —)) pre x - c0. Z lemmy 1 vyplyva, e "(x) nemd od ur&itého x
nulovy bod, nakolko y(x) > 0. Z toho, Ze aj —y'(x) > O vyplyva, e aspofi jedna
z derivdcii y"(x), resp. y"(x) je od ur&itého x zdpornd. UkdZeme, %e oba pripady
vedii k sporu. Keby y"(x) < 0, potom po dvojndsobnej integrdcii pre dostato¥ne
velké x dostaneme, Ze y(x) < 0 (nakolko —y'(x) > 0). Teda musi byt y"(x) > 0
ay"(x) < 0 od urtitého x potinajuc. Z integralnej identity (d) vyplyva, Ze "< —n?
odkial dostaneme, Ze y” < —m? a opif po trojndsobnej integracii dochddzame
k sporu s y(x) > 0.

Z lemmy | vyplyva, Ze ani treti pripad nemdze nastat.

Pozndmka. Uplne podobne by sme dokdzali tito postadujicu podmienku
oscilatoriénosti:

Nech b(x) z k > 0, k = kons.,”A(x) je nezdpornd monoténna funkcia, potom
k tomu aby riesenie y(x) rovnice (a) oscilovalo napravo od bodu xo stall, aby
F(y(xo)) < 0.

Veta 2. Nech b(x) 2 0 (b(x) = O neplati v Ziadnom intervale) b(x) — A'(x) <0,

24(x) + [ (b — A)dt 2 I* > 0, x > x,, potom existujii ako oscilatorické tak aj
xo0
neoscilatorické riesenia rovnice (a) na (xy, ), kde x; 2 x,.

Dékaz. A) Existencia oscilatorickych riegeni. Nech yi(x)j=1,2,3, 4 je funda-
mentdlny systém rieSeni rovnice (a) vyhovujici v bode x, poéiatoénym podmienkam

’ 1 ak i+1=j, .
TSR L = )
yj (xo) {0’ ak P14, i=0123

UkdZeme, Ze rieSenia y,, 5, y, st oscilatorické. Sta&i ukdzaf, ¥e rieSenie ¥ je osci-
latorické, lebo potom na zdklade lemmy 4 osciluji aj y, a y,.

Pri dokaze oscilatori¢nosti rieSenia y,(x) postupujeme podobne ako pri dokaze
predchddzajicej vety. Je jasné, Ze od uréitého x > Xo je A(x) >0 a F(yz(x)) <0
a teda druhy a tretf pripad neméze nastat. Ze nemdze nastaf ani prvy pripad vyplyva
z integrélnej identity (c) lebo

¥2() = 0 = 24(x) y;(x) = [ (b — A) y, dt S —Pk <0,
X0 . .

.
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kde y;(x) > k, > 0, odkial po trojndsobnej integrdcii prichddzame k sporu s y,(x) >
>k, > 0.

B. Existencia neoscilatorického riefenia. Vytvorme si nasledujicu postupnost
riekeni rovnice (a)

u(x) = cVy (x) + §7p,(x) + Pys(x) + Pyy(x),

kde n=1,2,... a ¢ (i = 1,2, 3,4) st konStanty s potiatoénymi podmienkami

"

up(Xp) = Up(x,) = up(x,) = 0,  u(x,) >0,
V(X <)Xy <Xx;<...<x,<...— 00 as vlastnostou v &isle x,
us(Xo) + U (%o) + U (xo) = uy?(xo) = 1. (€)
Podla lemmy 2 riefenia u,(x), n = 1, 2, ... nemaji nalavo od bodu x, Ziaden nulovy

bod a plati: u,(X) < u,(x) < 0 pre Iubovolné X < x < x,.
_Uva}.ujme o tychto postupnostiach

{uxo)ln=1>  {n(xo)ln=1>  {Un(xo)}la=y>  {un(xo)}azy- ®

KaZdd z uvedenych postupnosti je ohranitend vzhladom na (e) a preto z kaZdej
postupnosti moZno vybrat konvergentni postupnost. Jestvuju vybrané postupnosti

{un(x0)},  {un(x0)}, {um(x0)}, {um(xo)}

z postupnosti (f), ktoré sufasne konverguji pre m — co. Ozna¥me ich limity u,,
up, ug, ug. Ozname u(x) také rieSenie rovnice (@), ktoré v bode x, spiiia potiato&né
podmienky

uxo) = u, W(xo) = uy.  w'(xg) = up, u(xg) = up.

Lahko nahliadneme, Ze
- u(x) = lim u,(x),

m—* o

kde
Up(X) = Up(X0) ¥1(X) + tn(X0) ¥2(X) + up(Xo) ¥3(X) + Un(Xo) ¥a(X),
u(x) = ugy,(x) + ugy,(x) + upys(x) + ugyy(x).
UkdZeme, Ze rielenie u(x) je neoscilatorické. Dok4Zeme to nepriamo. Nech teda

u(x) je oscilatorické, potom méd nekonetne mnoho nulovych bodov (najviac jeden
viacndsobny, lemma 3) a teda existuje bod &, v ktorom

u@) =0, u@®)>0,

potom tieZ u(¢ + n) > O pre dostatodne malé n > 0. Odtial vyplyva, Ze u (¢ + n) > 0
od urtitého m, poénic, ale to vedie k sporu, pretoZe pre dostato&ne velké m (2 m,)
jexy>&+naul+n<0.
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V dalSom budeme vySetrovaf oscilatorické vlastnosti rieSeni diferencidlne rovnice
YW+ +Q(x)y=0 (a)

Rovnica (a,) je $pecidlny tvar rovnice (a) [b = A4’, Q = 24]. Ric¥enia rovnice (a,)
uzko stvisia 8 rieSeniami rovnice
Y +0x)y=0 (az)

Ak oznadime y,, y,, y; fundamentdlny systém rieSeni rovnice (a,) taky, e Wronskidn
je rovny 1, potom funkcia

(@) y2) ys(0) |de,

flyi(x) ya(x) yax)
Yo(x) J‘
= | 210 ya(®) ¥

kde x, € (a, ) tvori'spolu s y1(x), y2(x), yi(x) fundamentdlny systém rieSeni rov-
nice (a,). Je zrejmé, Ze y,(xo) = Ya(xo) = y4(xo) = 0, y5(x,) = 1. Pre diferencidlnu
rovnicu (a,) plati nasledujiica integrdlna identita '

Y =k — Qx)y, (cy)

kde k, = y"(xo) — Q(xo) ¥(x,). Pre rieSenie y,(x) konstanta k, = 1. V. A. Kondrat-
jev [1] dokdzal tito vetu:
Ak v diferencidlnej rovnice (a,):

1. Q(x) = <—2—9ﬁ + el(x)) , kde &(x) 20, J f-l;(cﬂ dx = oo, potom existuje

taky fundamentdiny systém rieseni, ¥e dve rieSenia su oscilatorické a ich nulové body
sa oddelujii a jedno je neoscilatorické a monotonne konverguje k nule.'

_ ( 245 _ a,(x)) S S0)s (—29& ¥ es(")) =

kde &,(x) 2 0, e5(x) 20 a jﬂ%ﬁ dx < oo, J‘ﬁ?("i& dx < o, potom rie-

Senia diferencidlnej rovnice (a,) su neoscilatorické.

3. 0x) g( i‘l}— — eq(x )) , kde g4(x) 20 a Ie‘( X) dx = oo, potom exis-

tuje taky ﬁmdamentdlny systém rieSeni rovnice (a,), %e dva z nich si oscilatorické

a ich nulové body sa odde(uju a tretie je neosc:latorlcké a monotonne konverguje
do + 0.

O rieSeniach diferencidinej rovnice (a,) dd sa dokdzaf nasledujica veta:
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Veta 3. Nech v diferencidinej rovnici (a,):

o

1. O(x) 2 (—agis— + t:,(x))L3 , kde £,(x) 20, '[f‘fc—x) dx = 00, Q'(x) 20
x

(= nenastdva v Ziadnom intervale), potom existuje fundamentdlny systém rieSeni
rovnice (a,) taky, %e tri riefenia osciluju a kaZdé dva z nich si nulové body oddeluju
a jedno je neoscilatorické, monotonne konvergujice k nule.

w

2. (—%3— - sz(x)) —15« S0(x) =0, kde g5(x) 20 a J'ez(x_)lni dx < oo,
x ' x

potom ka2dé rieSenie rovnice (a,) neosciluje.

o0

3. 0(x) = (—- 2‘9/3 = s‘(x)) —l? , kde g4(x= 0, J.-%Ji)- dx = o0, potom exis-
x

tuje fundamentdiny systém rieSeni taky, e dve rieSenia oscilujt a ich nulové body sa
oddeluju a ostatné dve rieSenia neosciluji a diverguju (monoténne) do + oo.

Ddkaz. UvaZujme fundamentdlny systém rieSeni rovnice (a,), ktory v bode x,
vyhovuje tymto podiatoénym podmienkam

1 ak i+1=j . :
(1) =d = . =
yj (xO) - {O) ak l + 1 *j: = 0,-1’2’ 3, J h 1’2’ 3’ 4.

DokdZeme teraz tvrdenie 1. Z [ 1] vyplyva, Ze rieSenie y, vyhovujice tymto podmien-
kam

}I(XO) =1, j."l(xo)- ;’;’(xo)v j"x"(xo) = —Q(xop)

neosciluje a monotdnne konverguje k nule a riefenia y,(x), y;(x) osciluji a ich nulové
body sa oddelujui. PretoZze Q'(x) 2 0, potom Wronskidny rieSeni y,, y,; V3, ys ne-
rovnaji sa nule pre x # x, ako to vyplyva z lemmy 4 (b(x) = —Qz— 2 0) a tedy
nulové body tychto rieSeni sa navzdjom oddeluju.

Rie¥enia }l(x), Y2(x), y3(x), y4(x) tvoria hladany fundamentdlny systém rovni-
ce (ay)

2. Z [1] vyplyva, %e kaZdé netrividlne rieenie rovnice (a;) tvaru y=cyy +
+ c;y, + c3y; je neoscilatorické. UkdZeme najsamprv, Ze y,(x) je neoscilatorické
a potom ukdZeme, Ze aj rieSenie y = ¢,y; + ¢y, + €3¥3 + 4y, je neoscilatorické
pre x > x,. .

Riejenie y, nemd nulovy bod pre x > x, a je dokonca konvexnou funkciou pre
x > xq, ¢o vyplyva z integrdinej identity (c,).

Rie3enie y(x) je bud rasticou alebo klesajiicou funkciou pre x > x,. Sta&i ukdzat,
¥e nemdZe nastaf: y(x) > 0 a y’(x) md nekonene vela maxim a minim. Nech by
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tomu tak nebolo, potom y" md nekonetne vela nulovych bodov. Oznaéme ¢ prvy
nulovy bod y“(x), potom z rovnice (a,) dostdvame

yx) = - ! o) W) dt > 0

&o je spor s tym, Ze y” md dalsi nulovy bod a teda y'(x) je od urgitého x bud kladnd,
resp. zdpornd. Z toho, Ze y(x) je bud rastiicou. alebo klesajticou funkciou pre
x> J_t > xo a z toho, Ze y,(x) jc konvexnou funkciou pre x > x, vyplyva, Ze
y= y + ¢4y, nemd od uréitého x am Jeden nulovy bod

3. Z[1] vyplyva, Ze existuju rieSenia y, , y,, y, také, e y, neosciluje a lim y,(x) =

X—a
a y,, y; osciluji a ich nulové body sa oddeluju. UkdZeme, Ze y, je neoscilatorické
a lim y,(x) = 0. Je zrejmé, Ze y,(x) (ba ani yj, y;) nemdze mat nulovy bod pre

X

X > xo. Naozaj, nech x;, > x, je daldi nulovy bod riefenia y,(x), potom existuje

bod ¢ € (xo, x,) taky, Ze y3(&) = 0 (na zdklade Rolleovej vety), &o ale nie je moZné,
lebo z integrdlnej identity (c,) vyplyva, Ze

Yax) =1 = Q(x)ys > 1 pre xe(xo,xy).

Z poslednej nerovnosti vyplyva, Ze y,(x) neméZe mat vlastnu limitu pre x — oo
a nemdZe nastat ani pripad aby y,(x) >0 a ya{x) mala nekone¢ne vela maxim
a minim a je tiez vidiet, Ze lim y, = co. Rieenia y,. y,. Vs, Y4 tvoria hladany

fundamentdlny systém rovnice (a,).
Ziverom dakujem M. GreguSovi a V. Sedovi za pripomienky pri priprave tejto
prace.
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O mexoTopuix csojjersax pemennit nu(depennEarLHOrO ypaBaeHEA
P4 24@) Y + A+ o))y =0

I'.Mampanna

Pe3ome

B pafote NOXa3aHM CICAYIONME TPH TCOPEMBI:
Teopema 1. Iycrs A(x) 2 0, b(x) = 0 (b(x) HE paBHA TOXACCTBCHHO HY/IO HH B K3KOM IpOMe-

[}
xyrxe), &(x) + A'(x) > 0, I(b — A" dx = oo, TO BHIONHEHRE ycnoBHA F()(xo)) S 0 xoTa Gui B
omHOft TOUKE x, € (@, 00) AOCTATOTHO WA KO/EGNEMOCTH pemmenns ¥(x) Ha (xg, 00).

Teopema 2. IMycts b(x) 2 0 (b(x) He paBHA TOXICCTBCHHO HY/MIO HE B KaKOM MpPOMEKYTEE),
x
Hx)— A'(x) <0, 24(x) + I(b'— Adr 2 2>0 x> Xg, TO ypasHemme (a) obnanmaer xo-
xo
neSmonMMHCH ¥ HEXONEGMIOMMMHCA PEMGHHAMN Ha (X, , ©0), TAE Xy 2 Xq.

Teopema 3. ITycTs B ypaBHeHHH (@)

2 \/-3— y(x)

. i @
1
1. 0(x) = ( 9 +81(x));-,—, rae & (x) = 0.-f . dx = oo, Q'(x) = 0 (= ue BeprO

HH B XRKOM MPOMEXYTKE), TO CYWECTBYeT (QYHAAMCHTAILHAR CHCTEMa DellCHMit ypaBHEHHA (a1)
TAKAN, 4TO OAHO M3 HEX MOHOTOHHO CTPEMMTCA K HYJIIO, OCTANBHBIC TPH PCLUICHHA xonebrmorcs,
NPRYEeM HyJIH BCAKAX OBYX H3 HHX YCPEHYIOTCH;

€;(x) In x

2. (— 2\/3 —vz(x))-xl—ssQ(x)g 0, roe e,(x) 20 n f»— p -dx < oo, TO BCEKOE

9
peIneHne ypaBHeHHA (a;) He xonebnercs

243 1 e4(x

3.0 s | — -—\/:-— 6X) | =, rhe &(x) 20, ) dx = co, TO cymecTmyer
9 x3 x

$ynnamenTaNbEAY CHCTEMA pemeHHH Taxas, YTO ABA M3 BXOAALIAX B HeC pemcHuit xonebmorca

X HX HyJIA YEPECAYIOTCA, & OCTAILHEIC [BA HE KOJIEOMOTCA @ MOHOTOHHO CTPEMATCH K -o0o.

a0

Uber einige Eigenschaften der Lisungen der Differentialgleichung
WY+ 24(x)y" + [A'(x) — bx)ly =0

J. MAMRILLA
Zusarﬁmenfassung

In der Arbeit sind folgende drei Sdtze bewiesen:
Satx 1. Es sei A(x) 20, b(x) =20 (b(x) =0 gelte in keinem Intervall), b(x) + A'(x) > 0,
[ ]
j(b—-A’)dx = oo, Eine hinreichende Bedingung fiir dic Oszillation der LOsung y(x) der Diffe-
_rentialgleichung (a) im Intervall (xg, ) ist
F¥(xg)) <0,
wo X € (a, ).
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x
Satz 2. Es sei b(x) = 0(b(x) = 0 gelte in keinem Intervall), b — A’(x) < 0, 24(x) + I b—A)dex
. X0
2 250 x> xo dann existiert eine oszillatorische sowie auch eine nichtoszillatorische Ldsung
der Gleichung (a) in (x,, ®©), Wo x; = Xg-
Satz 3. In der Differentialgleichung (a,) sei:

@
24/3 1
1L o) 2 T‘/_th,(x))—x—a. wo ¢£(x) 20, fi‘éﬁ =0, Q'(x) 20 (= in keinem

Intervall), dann existiert ein solches Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (a,),
daB drei Losungen oszillatorisch sind und je zwei von ihnen trennen ihre Nulistellen ab und eine
Losung ist nichtoszillatorisch und konvergiert monoton zu Null.

@
243 1 €(x) In x .
2. —5 —&(x) ) =3 S Q(x) =0, wo £,(x) 20 und —%———--dx<oo, dann ist
) x x
jede Losung der Differentialgleichung (a,) nichtoszillatorisch.
— @
243 |
3. Q%) g(— -—\9[- — 54(x))—3—. wo g4(x) 2 0, f -392 dx = oo, dann existiert ein solches
: x x

Fundamentalsystem von Losungen, daB zwei Losungen oszillieren und ihre Nulistellen trennen
sich ab, und die iibrigen zwei Losungen oszillieren nicht und divergieren gegen + .
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE

st fakultny sbornik urleny k publikdciam vedeckych préc internych a externych uditefov
nafej fakulty, internych a externych adpirantov a nadich #tudentov. Absolventi na¥ej fakulty
mézu publikovat prace, v ktorych spracovévaji material ziskany za dobu pobytu na nadej
fakulte. Redakén4 rada vyhradzuje si pravo z tohto pravidla urobit vynimku.

Prace musia byt doporudené katedrou. Price itudentov musia byt doporudené Student-
skou vedeckou spolo&nostou a prisluinou katedrou.

Publikovat moZno v jazyku slovenskom alebo &eskom, pripadne v ruskom alebo anglic-
kom. francizskom alcbo nemeckom. Prace podané na publikovanie maji byt pisané strojom
na jednej strane papiera, ob riadok, tak aby jeden riadok tvorilo 60 uderov a na strdnku
pripadlo 30 riadkov. Rukopis treba podat dvojmo a upravif tak, aby bolo & najmenej chyb
a preklepov. Nadmerny podet chyb zdraZuje tlaé a ide na tidet autora.

Rukopis upravte tak, %e najprv napffete ndzov préce, pod to meno autora. Pracovisko,
pokial je na najej fakulte, sa neuvddza. Iba tam, kde je viac spolupracovnikov a niektory
z nich je z mimofakultného pracoviska, sa uvadzaji vietky pracoviskd. Tiez tam, kde préca
bola vypracovana na dvoch pracoviskéch, treba ich obidve uviest.

Fotografie naéim podaf na &iernom lesklom papieri a uviest meno autora, zmenienie
a text pod obrazok. Kresby treba urobif tusom na priehladnom papieri (pauzik) alebo na
rysovacom papieri a taktieZ uviesf meno autora, zmen3enie a text pod obrézok.

Kaid4 préca musf mat resumé v ruskom a niektorom zépadnom jazyku. K précarm,
publikovanym v cudzom jazyku, nadim pripojif resumé v slovenskom (deskom) jazyku
a v jazyku zdpadnom v pripade publikdcie v ruskom jazyku, alebo v ruskom jazyku
v pripade publikicie v jazyku zdpadnom. Nezabudnite pri resumé uviest vidy ndzov préce
@ meno autora v rovnakom poradi ako v zékladnom texte. Za spravnosf prekladu zodpoveda
autor.

Autori dostavaji stlpcové a zlamané korektiry, ktoré treba do 3 dni vratif. Rozsiahlejsie
zmeny v priebehu korektiry ida na tarchu autorského honoraru, Ka?dy autor dostane okrem

prislusného honoraru i 50 separatov.
Redakénd rada.
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