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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC.V. MATHEMATICA XIill 1966

Generalisation of the correspondence of relative normal of the surface
into space with the projective connection

M. HEJNY

1. Let = be a surface in the three-dimensional (straight) projective space Pg
and let R € = be the regular point in which there are two different asymptotics.
By 7(R) we denote the tangent plane to the = at the point R. By first relative
normal of ® we call an arbitrary line a, if only R € a & 7(R); the straight
line & for which is R ¢ b = 1(R) we call the second relative normal of x at
a point R. We say, that the first and the second relative normals are in normal
correspondence if they are polar to the Lie's quadric of the surface w at
a point R. In this paper we shall get one generalisation of the above normal
correspondence for a space with projective connection. We shall usc the
metod introduced by A. Svec in [1].

2. Let Z3be a three-dimensional space with projective connection. In this
space we consider a surface m with the asympcotic net %, » on it. Then it
is possible to take a moving frame Ao, A1, 42, 43 so, that (see for instance [2])

dA() = ngo -}- duA1 + d'UAz

dA; = w(l)Ao -+ wiAl + Bduds + (1 — h)dvAs

dAe = a)ng + ydvA; + ngz + (1 4+ h)duAds (1)
dA; = ngo =+ w;Al + ngz + nga

o =)+ ol4+ o+ o} =0; o =addu + bldv

du A dv # 0; ) = du, vf = dv, 03 =0; (u,v)eQ

The functions § = f(u, v) and y = y(u, v) are the relative invariants of the
weights (2;—1) and (—1; 2) respectively. The function h = h(u,v) is the
invariant called torsion of the =m. It is known, that equation f = 0 (resp.
¥ = 0) holds if and only if an asymptolic dv = 0 (resp. du = 0) be the geode-
tic. In the case § y 2 0 the equation & = 1 (resp. h=—1) holds if and only if
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an asymptotic dv = 0 (resp. du = 0) is developed in local space as a plane
ourve. We omit these singular cases and we shall consider

By(h? — 1) # 0. (2
Let us denote yet
a=a)—al —al+al; b=1>0)—b — b+ b3 (3)

3. By dualisation of the surface = we understand the following Konig's
manifold (see [3]). Let R €« and let P3(R) be the local space assigned to
the point R. The space of all planes in P3(R) we denote by P3*(R). We put
still ¢(R) = R*. Then it is R* € P3(R). Now the dualisation ©* of = is & mani-
fold R*(u, v) = =*, (u, v) € Q and a local space assigned to the R* is P3*(R) =
= P3(R*). On the n* a following frame will be taken:

Eo = [Al, A2, AS] E' = —‘[AOy Az; Aa]
E2 = [Ao, Al, Aa] Es = —[AO) Al: AZ] & (4)

From the equations (1) and (2) we obtain
dE' = —w\E’, ,j=0,1,2,3
and in particular for i = 3
dE = —wlE% — (1 — h)dvE' — (1 + h)duE®. (5)

Let p e ® be a curve passing through the point 4o and having the line
t = [do, dAo] as its tangent at this point. The dual curve p* assigned to the p
has in the E3 the tangent t* = [E3, dE£®). This line can be considered as an
element of the local space P3(Ao). Using (5) it is easy to show that t* =
= [Ao, (1 + h)duAd; — (1 — h)dvd:]. The lines t and t* are said to be con-
jugated. The asymptotics are self-conjugated. The curves of the surface,
whose tangents at R are conjugated are called conjugated at the point R.

4. Let p and q be the curves upon a =w. Their developments into the local
space P3(Ao) we shall denote by p and q respectively. About the curves p
and q we shall consider that

(a) both pass through the point Ao,

(b) none of them tangent the asymptotic at Ao and

(c) they are at the point Ao conjugated.

The quadratic conic p, whose order of contact with both curves p and q
is three we shall call the main conic and its vertex the main point of the
couple P, q (or also p, q). It is known (see [4]) that to each fitted couple p, q
there exist exactly two main points M, and M2. It is not necessery to discus
the word ,fitted“ because we are not concerned about non-fitted couples
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Let p and q be described by the equations
p: du=pldr; dv=pldr; o= pdr
9: du=q'ds; dv=q%s; o= qgds (6)

and initial conditions (a). For the situation at the point A, from the (b) and (c)
it follows

P'p*'¢® # 0; ¢t = (h + 1)pY; ¢% = (h — 1)p2. (7)
(

Taylor’s expansion of the p = P(r) is

1
P(r) = Ao + r(do) + -, 9 r¥(Ado)er + *"T (Ao)rrr + |4|
where by (Ao)r or (Ao)er is denoted the first or second derivative of variable
point Ao with respect to r at the fixed point A4o. There is some discrepancy
in our symbolic; the point Ao is on one hand taken as a moving and on the
other as a fixed point of 7. But we suppose that this shall not contribute to
a misunderstanding. The symbol |4| stands for the rest of the expansion starcing
from the term 74. The same symbolic will be used too for the variable s.
From (1) and (6) we obtain

(Ao)r = pydo + pld1 4 p24.

(do)er = (.)4o + [p'(po + p}) + P! + (p2)2]41 +
+ [p2p + p3) + pi + (p1)2]42 + 2p'p2d,

(AO)rrr = ( )AO + ( )Al + ( )A2 + {p p po + PB) + 1p2)r
+ (p1)*B + (p?)%y + h[p‘:o (p — p) + pip! —
—pip?+ (p ) g — (P21 4

Substituting these expressions to the above expansion we obtain

P(r) = (1 + rp§ + [2])4o +
1 B
+ P!+ P+ P + o+ (Y] + '_3_|}A1 +

1 - o> S
+ {rp? + _2_r2[p9(p8 + p3) + p; + (P1)2B] + I_ﬁ_l}Az + (8)

1
+ (r?p'p? + ra’p‘pz(po+p3) + 3(PP%): + (P18 + (p2)3y +

+ hp'p*(p; — p1) + PP — Plp? + (P13 — (P2Py]} + @)Aa.



Similarly as in (4o)r, the symbol p} denotes the derivative of p! taken at
the point Ap.

It is unnecessary to write the similar extension for the curve q. This may
be obtained by application of the scheme

rp r Pryp, o By b oad 4
V9 s Q6 ¢ ¢ B v b a b [nl} (9
on the (8).

5. In the following we shall find the conic w. We work in the local space
P3(A4o). As we had supposed the order of the analytic contact of P(r) and
Q(s) with

I.LE(X, X)'=c”:c'xl=0; cy=c¢y; 1,j=0,1,2,3 (10)

is equal to 3. This implicates the equations
(P(r), P(r)) = 0 + [4], (Q(s),Q(s)) =0 + [4].
Hence, after the substitution from (8) to (10) the coefficients of the expansion
by 7°, r1, 72 and 73 must vanish. The similar situation holds for the coefficients
by «9, 81, s2 and s3.
There are the same coefficients coo by 70 and s0. Hence
Coo = 0. (ll
Since the coefficients by » and s must be zero, it is
co1p! + coep2 =0
coig! + co2q® = 0
and in consequence of (7) and (2)
Co1 = Coz = O. (12)

If we continue in this way with the coefficients by 2 and s2 we obtain

cu(pl)? + ce2(p?)? + 2(cos + ci2)plp? = 0
c11(gt)? + c22(92)% + 2(cos + c12)g'q®2 =0
For a suitable choice of homogeneous factor we are able to put
en = (p2)2h — 1) = (¢¥)*h — 1)1

ez = (pY)2(h + 1) = (¢V)2(h + 1)? (13)
and

cos + 12 = —hp'p? = —hq'g®*(h% — 1)7L. (14)
In consequence of singularity of a conic p we have
det lCu‘ = 0.



Using (11), (12) and (13) we obtain

Cla = €110
and
(cr2)e = & pip¥(h? — 1) = + g'¢?(h% — 1)-H. (16)

Now we need to give two remarks. Firstly we shall make an agreement
that the index by c;2 will be 1 or 2 according to the use of the upper or lower
sign. Secondly, we shall not consider the expression

(R — 1)t

as two-valued; we take an arbitrary, but from now on fixed branch.
From (14) it follows

(co3)1,2 = —Hplp2 = —Hq!q?(h? — 1)1
where (16)
H =h 4 (k2 — 1)s.

Remark. We should correctly write Hi,, but this inaccuracy will not
contribute to a misunderstanding.

Let us go on with the coefficients by 3 and s3. There are too complicated
and their adjustment needs som patience and time. In order to simplify
we shall designate

D(p) = (') + y(@??; Skp) = B(p')3 — y(p?)3
G(p) = p'p%p — D(p); p = ap' + bp? (17)
F(p) = p'p*(p; — p}) + p'p} — p°p} + S(p)

and similar

D(a), S(a), G(a), F(q) and ¢

using the scheme (9). Now we can more simply write the conditions of the
vanishing of the coefficients by 73:

en?' [P0 + p) + ¥(0%)? + pi1 + coup’ [P + p3) +
+ B(p")* + P71 + cpulp'P*(P) — p3) + ('P%); + D(p)] +
1 1 1
+ Coa| 206P'P° + (P'PY): + 5 P'P(pG + pE) + 5 Dip) + S RE() | +
+ 2013(1’1)21’2 + 2 23P1(P2)2 = 0.

An analogical equaticn holds for q too; this one we obtain using the scheme (9).
These two equations may be in accordance to (13), (15), (16) and (17) reduced to
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1 1 1
cspt + cmp? = — - Flp) (1 iy hH)+ 53 GH

1 1 1
(A% — 1)(c1ag" + e23g?) =5~ F(a) (1 + —3—kH)+ 5 Glo)d. (18)

A computation of the ¢i3 and cz3 is not necessary.

6. In this section we shall find the coordinates m! (i = 0,1,2,3) of the main
point M = m!4,. From the two-valued of some coefficients (co3, c12, €13, C23)
it follows, that there are two main points M, and M,. According to our
symbolic we shall write simply M instead of M,,.. To compute the coordi-
nates m! we see, in consequence of (2), (7) and inequalities H s 0, that the
first, third and the fourth rows of the matrix

0 0 0 —pip2H
"cl,l” = 0 (pa)z(h — 1) . iplPZ(hz o l)% en
0 iplpz(kz — l)l (p1)2(h _l_ 1) e
—p'ptH Ci3 cos Py

are linearly independent. Alse, we are able to put
m' = Cod, i=0,123,
where C3; denotes the cofactor of the element cy in the matrix |icy|. Taking

A= [(pY)2p2H(h + 1)i]1
we have

my = cispl(h + 1)3 F coap?(h — 1)}

ml = (p1)2H(k + 1)+ = (¢1)2q2H (k%2 — 1)~Y(h + 1)—+ (19)
m2 = Fpl(p2)2H(h — 1) = Fql(g?)2H (R — 1)~1(h — 1)}
md = 0.

The roots of (A — 1)¥ and (k + 1) are fixed in such a way, that their product
must be equal to the value (A2 — 1)i which was in the 5. section fixed. The
coefficients ¢j3 and cz3 may be eliminated from mo. It is possible to replace
the right-hand member in the first of the equations (19) by the linear combi-
nation of the left-hand members of the equations (18). In fact, denosing

1
¢=F 5 (b — DG + 1) £ (b — 1)}]



1
v =5 (B2 — [k + 1)} + (h — 1)}]
we obtain

cispl(h + 1)¥ F eamp(h — 1)¥ = p(crap! + caap?) +
+ ylewsgt + cxsg?) (A2 — 1).
Therefore the coordinate mo is the same combination of the right-hand mem-
bers of the equations (18). Seeing that we obtain

1 1 1
mo = ¢ [~ = Fp)(1 — - Hh) + 'S HG(p) ]+
" 1+ L) L ome
+ v 5 (q) +—;3~ +—3— (q) |- (20)

The only geometrical consequence of the equations (19) is M e1(4o).
But this result is well-known; see [4]. In order to establish a new geometrical
result, we shall specialised curves p and q.

7. About the curves p and q we considered the conditions (a), (b) and (c)
from section 4. Now, in addition, we shall consider

(d) the osculating planes of the curves p and q have a common fixed
straight line a = [A4o, W], where

W=fA1 —{-gAz +A3-

This condition may be written in the form

[Ao, dP, d2P, W] = 0
(4o, dQ, d2Q, W] = 0.

Applying (8) and (8) with (9) to this we obtain

F(p) = 2(p'g — p%)p'p?

F(q) = 2(¢'9 — ¢*)q'q*> (21)
Let us consider the set of all couples p and q which satisfy the conditions
(a) — (d). Let us denote the set of all main points M; by my (i = 1,2). We
shall see, that m; and m. are cubical curves lying upon the tangent plane
7(Ao). In order to prove this result, we eliminate the quantities p1, P2, 41, q2,

» and ¢ from the equations (19). From the second and the third of equations
(19) we have

(P = mH(h + 175 (q1)2g? = miH-A(Re — 1)(h + 1)}
PP = FmH (b — 1) qi(g?)2 = FmeH-1(2 — 1)(h — 1)



(P = F (m)m)H-1(k + 1)1k — 1)}

(@' = F (m)m)H-1(h + )1k — 1)

(P20 = (m2m)HA(h + Dih — 1) (22)
@0 = (mIm)H A + 1)Hh — 1),

Substituting (17), (21) and then (22) to the equation (20) we obtain the equa-
tions of m; and me:

miz = [B@') + (22 [1 £+ 2h(R2 — 1)-3] +
+ @%2?[z!(3g + hg + a) + 22(3f — hf + b) — 320] = 0. (23)

Il

Therefore both curves m; are cubics. A nccessary and sufficient condition
that m; = m; be a torsion % of surface = at the point 4o will be equal to zero.

We shall discuss the character of these cubics. It is known, that the cubic
with the equation (23) has one knot-point and three inflex points on one
straight line. A knot-point is common for m; and mg; it is 4o. At this point m
and m: have moreover common tangents; they are asymptotic-tangents of
the surface w at the point 49. We shall find three inflex points as intersections
of my and its Hesian

b1 = 3[B(x1)® + y(=2)3] [1 £ 2h(hZ — 1)71] —
— x122[21(3g9 + hg + a) + x2(3f — hf + b) — 320] = 0. (24)

Disregarding the point 4o as a solution of the equations (23), (24), this system
of equations may be reduced to

xl(3g + kg + @) + 22(3f — Af + b) — 320 =0
B!)® + y(x2)® = 0. (25)

The first of the equations (25) is evidently an equation of the straight line
with three inflex points on it. This one will be denoted by b — it is the same
line for m; as for mz. From the second of equations (25) it follows, that the
inflex points Jj, J2 and Js are the same for m; and m: and moreover that the
- straight lines [4o, Ji] (i = 1,2,3) don’t depend on the choice of point W.
Therefore, these straight lines have an invariant character — they are
Darboux-tangents of = at Ao.

8. In section 7. we defined two straight lines @ and b and we described
a construction of b (considering a). From the algebraical expression of a and b
follows, that there is a one-to-one correspondence between a and b. Lines
a and b are called the first and the second relative normal of n at Ao respec-
tively. This correspondence we shall call a normal correspondence of 7 at Ao.
It is a question now, whether in a local space P3(A4o) there exists a quadratic



surface, with respect to which, the normal correspondence will be a polarity.
To work out this question let

o =uyale! =0; i,j=0,1,23; wy=wy

be a possible searched for quadratic surface. A polar plane of 4o with respect
to o pass throught the straight line b (for arbitrary f, g). Hence

woo = wop = woz = 0.
Similarly a polar plan of the point W
wnzlf + wyerlg 4+ wigrt = 0
must be incident with the line b too. Therefore

Wo3z = ——31
winf + wieg + wiz = (39 + kg + a)i
wizf 4+ weeg + wes = (3f — kf + b)A4,

for an arbitrary f and g. From this, it follows immediately
wn = w2 = 0
and the above system has a non-trivial solution if and only if
h = 0. (26)
In such a case, each surface of a one-parametric set of quadratic surfaces
Z = 3xl2? — 32923 + azlad + ba2x8 4 C(23)2 = 0 (27)
has the looked for property.

Theorema. The normal correspondence of & at a point 4o seems a polarity
with respect to a quadratic surface if and only if the torsion 4 in this point
vanishes. In this case there is a bundle (27) of quadratic surfaces each of
which has the above property.

9. In the end we shall apply our results upon a straight space. It follows,
that the integrability conditions

do} = of A o
will be in force and equation (26) holds identicaly. Using this we have

0 = d[du] = dwy = (0) — ®}) A @}
0 = d[dv] = dw} = (0] — w}) A »F
0 = d[du] = dw} = (03 — @l) A w}
0 = d[dv] = dw} = (0] — ) A wi.



In consequence of this and Cartan’s lemma we obtain

0) — ol = do}; o — 0} = Cw)

) — 0 = Bwl; o} — wi = Dwj.
Substracting two and two underlying equacions we obtain

Ao} — Bw} = 0} — o} = Cw) — Duy .
But in consequence of the independence of the forms wy, wj it is

A=C; B=D
and hence
0} — ol —wl + o} =0.

Seeing (1) and (3) the last equations imply
a=b=0. (28)

Hence, in straight space there is m; = m: and bundle (27) will (according
to (28)) be Darboux-bundle

= xlx? — 2023 + C(x3)2 = 0.

The normal correspondence will be identical with the polarity with respect
to each of the Darboux quadratic surfaces. Therefore our construction of the
normal correspondence can be looked at as a generalisation (one of various
possible) of a polarity with respect to a Darboux quadrics.
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Zovseobecnenie korespondencie relativnych normal plochy
do priestoru s projektivnou konexiou

M. HEJNY

Sthrn

Nech n je plocha v trojdimenznom (rovnom) projektivnom priostore, R € = bod,
v ktorom existuji 2 asymptotiky a t(R) dotykovd rovina plochy m v bode R. Priamky
a, b, pre ktoré6 Rea & t(R) a R ¢ b — t(R) nazveme prvéd a druhd rolativna normidla
plochy =t v bode R po rade. O priamkach a, b hovorime, Ze si v normilovej koreSpon-
dencii, ak st poldrne zdruzené voéi Licovej kvadrike. Dani koreSpondenciu zovscoboc-
fujeme na priestor & s projektivnou konoxiou. Pracujeme metédou A. Sveca — pozri [1].

Bud 40 € ® = 2. Nech p, q st dve krivky plochy = a p, q ich rozvinutia do lokdlneho
priestoru P(4¢) tychto vlastnosti

(a) krivky P, q sa pretinaji v bodo A,
(b) ziadna z nich sa v bode Ao nedotyka asymptotiky,
(c) ich dotyénice v bode Ao s konjugované.

V lokédlnom priestore Py(A4o) hladdme kvadratickt kuZelovi plochu w, ktord mé s oboma
krivkami styk treticho ridu. Taka plochu budeme nazyvat hlavnou (kuZelovou plochou)
a jej vrehol hlavnym bodom dvojice P, q (rosp. p, ). Je zndme — pozri [4] — %e ku kaz-
dej dvojici kriviek uvedenych vlastnosti existuji prave dva hlavné body M, a M, leziace
v rovine t(A4o).

Fixujme prvi relativnu normslu a plochy « v bode 4o & na dvojicu p, q polozme
dopliiujucu podmienku

(d) oskula¢né roviny kriviek p, q v bode Ao sa pretinaji v priamko a. Ak uvazujeme
vietky dvojice kriviek p, q vlastnosti (a) — (d), potom odpovedajtce hlavné body M,
a M, prebehni v dotykovej rovine t(4o) isté mnoziny mi, mz. V préci je dokdzané, Ze
uvedené mnoziny su (az snéd na vynimol¢né body) kubické krivky popisané rovnicami
(23). Kazd4 z kubik m;, mz m4 jediny uzlovy bod a tri inflexné body leziace na priamke.
Votky tieto body su pre obe krivky spoloéné. Uzlovym bodom je bod 4, a doty&nice
v fiom ku m; aj m: st asymptotiky plochy. Inflexné body J; i = 1,2,3 st dané ako spo-
loéné rieSenie rovnic (25). Smery AoJ; st nezévislé od volby priamky @ — st to Dar-
bouxove smery plochy 7t v bode A¢. Ozna¢me priamku, na ktorej lezia body J; symbo-
lom b. KoreSpondencia

a— b

je vzéjomne jednoznadnd a v pripade rovného priestoru je totozns s polaritou vodi
ktorejkolvek regulsrnej Darbouxovej kvadrike plochy 7 v bode Ao. Mdzeme teda uve-
denti kore3pondenciu povazovat za zovieobecnenie koreipondencie relativnych normél.

Koneéne je ukdzané, ze nami konstruovans korespondencia je polaritou vodi akejsi
kvadratickej ploche @ préve v tom pripade, ak torzia h v bode Ao je nulovd. Potom
existuje cely zviazok (27) ploch pozadovanej vlastnosti.
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O600menne KOPpECIOHAEHIINN OTHOCUTEIbHEIX HOpMaJeli
NOBEPXHOCTH B MPOCTPAHCTBO € NMPOEKTHBHOMN COABHOCTIO

M. TENHBI
BHBOAH

Ilycts m noBepXHOCTh TpeXMepHOro (MpAMOro) MpPOEKTMBHOrO mpocrtpancrpa, R € v
TOUKA C ABYMH aCMMNTOTHUYECKMMU JuHMAMKU U T(R) KacaTeabHan MJIOCKOCTb MOBEPXHOCTH 7
B Touke R. Ilpamue a, b punoanmowue ycaosua React ©(R) n R ¢ b = t(R) Gynem
HA3KBaTh NMCPBO M BTOPON OTHOCUTENBHON HOpMalell moBepxHoCTH T B Touke K. ['oBopum,
4YTO NpsAMBIE a@, b HAXOMATCA B HOPMAJIOBOM KOppECMOoH/eHIlH €CJIM OHH MOJIAPHO COMPAMEHB
oTHOCKTEALHO KBagpuku JIu. DTy Koppecnonpenuuio 0606iwum Ha cayuait mpocrpancrsa Py
¢ NMpoeKTURHON cBA3HOCTLIO. Bocnosabsyemces meronom A. Illsena — [1].

Ilycts Ao € ® = ;. llycrs p, q napa KPUBEIX MOBEPXHOCTH 7 W P,  UX Pa3BUTHE B JO-
Kanbtoe mpoctpaictso Py(Aoe) cnepytoumux cBoicTs

(a) xpuBnie p, q nepecekatorcs B Touke Ao,

(6) M onHa M3 KPUBHIX HC KacaeTCA aCHMMITOTHYECKOW JWHUH,

(c) MX KacareabHble COMpsiKeHbl B Touke Ao.

B nokaasuoM mpoctpanctse P,(Aa) umiem ksagparnucckinit Konyc g, CONpHKOCHOBEHHE
KOTOpOro K P u q sBIAcTCA TpeTheli crenmenn. FlopepxuocTh @ HasHBaeM riaasHoll u ee
BeplInHy TiaBHolt Tourofl mapw P, q (Mun P, q). Hasecrno (cm. [4]), uro pas moGoi
YHOOMAHYTOI MapH CYIECTBYIOT TOUHO JBe riapBHuie Touku My n Mz, HnaxomAawuecs B mioc-
Kocth T(Ao).

duKcupyeM MepBYi0 OTHOCHTCJILHYIO HOPMaJsib @ TMOBCPXHOCTH 7t B Touke Ao M HA napy
P, q HAJOKHMM cClleflylollec JAOMOJIHUTeNbHOe Tpe(onaHue,

d) compukacaolecs MJIOCKOCTH KPHBHX P, § B Touke Ao nmepecerawTcAa B NpAMOM a.
Ecau paccMOTPUTH MIOM@CTBO BCeX Nap KpPHBHIX P, q MMelomux cpoicrsa (a) — (d) To
OTBEuAoNe UM riaBHee Touku My, M. npoGeruyT Kakue-TO MHOKECTBA M, M2 Kaca-
TesbHoONt miockocTH T(Ao).

B craTbe mokKas’aHO UTO OTH MHOMECTBA (3a MCKIIOUCHHEM MOMeT OHTh KAKMX-TO CHH-
TYJAPHEX TOYEK) ABJIAIOTCA KyOHueCKiMHi KpuphMit (23). ¥V mioGoit H3 3THX KPHBHIX OJHA
Yy3JI0Bas TOUKA M TPH Touek nepernba Jemalux na oxHoit npamoit. Bee oTH TOYKN ABIAIOTCA
OGIIMMH IIA My B M2 . VY3JI0BOI ABIAETCA TOUKA 1o M KacaTeJbHHE KPUBHIX My U M2 B 3TOH
TOYKe ABJAAIOTCA ACMMITOTHKAMH mopepxHocT. Touxu mepernba J; i = 1,2,3 Haxomum
Kak ofulee peumenue ypanHenuil (25). Ilpameie AoJ; OKA3HBAIOTCA He3aBUCHMI OT BhGopa
npAMoit @ — ato npaAMue JlapGy nosepxHocTH 7t B Touke Ao. IlpAmyio comepirallyio TOUYKH
neperu6a J; oGoanaunm b. Hoppecnoupenuusa

a b

BBAMMHO OHO3HAYHA H B CJyuae NMPAMOro NMPOCTPAHCTBA OHA CTAHET MOJAPHOCTHIO OTHO-
cutesnbHo nw0Goit peryasapuoit moBepxuocti JapGy npucoefuHeHHoll OBEPXHOCTH Tt B TOUKe
Ao. Ua sroro ciemyer, YTO NMOCTPOEHHYI0 KOPPECMOHAEHLUHIO MOKHO PA3CMaTPUMBATL KaK
o6obuieHre KOPPECIIOHJEHIMH OTHOCHTEJMBHHX HopMaueft.

HoHeuno nokasaHo, YTO MOCTOEHHAA KOPPECMOHJEHLUA ABJIAETCA NOJAPHOCTLIO OTHO-
CHTEJbHO KAKOH-TO KBAJpaTHYECKON IMOBEPXHOCTII B TOM H TOJBKO B TOM Cllyyae, KOrja
KpHMBH3HA h B TouKe Ao OKaKeTCA HyJeBoit. B ToM ciydae cymiecTByeT my4oK noBepXHocTell
(27) ynoMAHYTHX CBOMKCTB.
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ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. X,5 — MATHEMATICA, XIII, 1066)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V. MATHEMATICA Xl 1966

Bemerkung zur Konstruktion des Masses aus dem Inhalt

B. RIECAN

In seiner Arbeit [2] verallgemeinerte T. Neubrunn die bhekante Metode
der Konstruktion des Masses aus dem Inhalt, welcher auf allen kompakten
Teilmengen des lokal kompakten Hausdorffschen topologischen Raumes
gegeben ist. Der Verfasser der vorliegenden Arbeit gebrauchte in der Arbeit [3]
eine dhnliche Metode zur Konstruktion des Masses aus der auf Kugeln defi-
nierten Funktion. Das Ziel der vorliegender ,,Bemerkung* ist zu zeigen, dass
die Mctode von Tibor Neubrunn derart modifitziert werden kann, dass sie
auch zur Losung des erwihr.ten Problems aus der Arbeit [3] verwendet werden
kann. Diese Modifikation ist im § 1 angefithrt. Im § 2 leiten wir kurz einige
Ergebnisse der Arbeit [2]ab. Im §3 verwenden wir unsere Ergebnisse auf
die Systeme der Kugeln, wodurch auch in dieser Richtung einige neue Ergeb-
nisse erzielt werden.

A,B seien Systeme der Teilmengen des abstrakten Raumes X. Im weiteren

werden wir nach und nach die folgenden Eigenschaften von (A,B) voraus-
setzen:

1.1.1. 0 €A, ¢ eB.
2. Ei€A, E:eA, ExNnE:=0 = E1uEeA
3. F1€B (l= 1,2,) = uF,EB.
1=1
4. FeA FeB = FNnE B

Weiter sei 4 eine endliche reale auf A definierte Funktion mit diesen Eigen-
schaften:
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1.1.5. Fiir £ € A ist A(E) = 0.
6. EheA EzeA, EsNE; =0 => ME1U E2) = AME)) + AE?).
. El GA, Ez EA, El (e Eg = }.(El) ; A(Eg)
8. EecA FieB(i=12,..),EcUF; = Ve >03E; cA:

i=1

Eg CF{, A(E) - g <E A(El)

i=1

1.2. Lemma, (A,B) und die Funktion A sollen die Bedingungen 1.1.1. 1.1.5.
1.1.6. und die folgenden Bedingungen erfillen:

1.1.9. Fl, F;_EB = FlqueB
oo N
.10. VEGA, VF[EB(I: 1,2,), E::uF,ElNEc:uFl
=1

i=1
1. EGA, FI,F2EB, ECFIUFz = 38>0VE1,E26A1
E: =F:, Ezx = F2, ME) — e < AE)) + A(E2).

Dann erfallt 2 die Bedingung 1.1.8.

Beweis. Aus den Bedingungen 1.1.9. und 1.1.11. kann durch Induktion
diese Behauptung leicht bewiesen werden: Wen E € A, FieB (1 = 1,2,... N)
N

E =u F;, dann existieren zu einen beliebigen ¢ > 0 die Mengen G; =F},
i=1
GieA (i=1,2,.... N) derart, dass

N
ME) — e < T AG) . (1)
=1

Aus 1.1.5. und 1.1.6. folgt, dass 4(0) = O.

Die Voraussctzungen der Bedingung 1.1.8. seien erfiillt, ¢ > O sei eine
beliebige Zahl. Wéhlen wir N nach 1.1.10. Setzen wir E; = Gy, fir ¢ =
=12,....,N,E; = 0 firt > N. Ersichtlichist £, € A, E; = F; (i = 1,2,....).
Nach (1) ist '

N oo
ME) —e <Z AGy) = = AE,) .

i=1 i=1

1.3. Die Konstruktion des Masses u. Fiir F € B setzen wir
AMF) =sup {AE):F DE e A}.
Fiir ein beliebiges G C X setzen wir

u*(@) = inf {A(F):GCFeB}.
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1.4. Lemma. (A, B) und A sollen die Bedingung 1.1.11. erfallen. Dann ist )
eine subaditive Funktion auf B. Wenn daritber hinaus auch die Bedingung 1.1.9.
erfallt ist, dann ist 4 endlich subaditiv. Wenn auch 1.1.2. und 1.1.6. (1.1.2.,
LL.6. und 1.1.9.) gilt dann ist A aditiv (resp. endlich aditiv).

Beweis. Es sei F;, Fz € B. Nach der Definition existiert zu dem be]iebigén
e > 0 die Menge E € A, ECF, U F; derart, dass

AF1U F2) — e < AE). (2)

Aus 1.1.11. folgt die Existenz solcher Mengen E;, E; € A, dass E, = F;
(i=1,2) und
ME) — e < MEY) + AME;) =
< AF1) + A(F). (3)

Aus (2) und (3) folgt

AFy U Fs) < AF1) + A(F2) + 2¢

fiir jedes ¢ > 0 und daraus die Subadivitit 7.

Jetzt sei F, F2eB Fin F: =0 F1U Fs €B. Aus der Definition folgt
die Existenz solcher Mengen E1, Bz € A, Ey = Fy, E» = F,, dass A(F;) — e <
< A(Ey) (1 = 1,2) wo ¢ > 0 eine beliebige Zahl ist. Daraus und aus 1.1.2
resp. 1.1.6. folgb

AF1) + AF3) — 26 < MEy) + AMEs) <
= MEL U E2) < AF1 U Fs).

Da die letzte Ungleichkeit fiir jedes ¢ > 0, gilt, gile auch die Ungleichkeit
MFy) + A(F2) < AF1 U Fy). Daraus und aus der Subaddivitit folgt die
Addivitit 2. Aus der Addivitit (Subaddivitit) und aus 1.1.9. folgt die endlich
Addivitit (endliche Subaddivitit) 7.

1.5. Lemma. (A,B) und A sollen die Bedingungen 1.1.1.—1.1.2., 1.1.5.—
1.1.8. erfullen. Dann ist 2 nicht negativ, monoton, in einer leeren Menge gleich 0
und eine ¢ — subadditive Mengenfunktion. Wenn dariber hinaus 1.1.9. gelt
(speziel wenn 1.1.3. gilt) dann ist 7 o-additiv.

Beweis. Die ersten drei Behauptungen sind selbstverstindlich. Es sei

FieB (i=12,...), U FieB Zu einen beliebigen ¢ > 0

i=1

existiert die Menge £ € A, E = U F; derart, dass

i=1

ME) + ¢ > (U F). | (4)

i=1
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Nach 1.1.8 existiert die Menge E, € A E; = F; derart, so dass

AE) — e < £ AE)). (5)
i=

1

Weil E, = F; (i = 1,2, ....), aus (4) und (5) der Definition 1 folgt

AUF) —2e <Z AFY),
I=1 =1
und daraus folgt unmittelbar die Subaddivitit.
Es gelte endlich 1.1.9. und es sei F; €B (i = 1,2,....), F;n Fy = ((i #))

und U F; €B. Aus dem Lemma 1.4 und aus der Monotonie von 4 folgt die

=1
Ungleichheit

ZAF) = AUF) = MUFY)

=1 =1 i=1

und daraus

ZAF) = AUFy).
1 i=1

{=
Die entgegengesetzte  Ungleichheit folgt aus der o-Subaddivitit von 4.
1.6. Satz. (A,B) und A erfullen die Voraussetzungen 1.1.1 — 1.1.3, 1.1.5 —

1.1.8. Dann ist u* ein dusseres Mass und fur F € B gilt p*(F) = A(F).
Beweis. Es geniigt den Beweis des Satzes 4 aus der Arbeit [2] (Seite 307)

zu wiederholen, in welcher nur die im Lemma 1.5 bewiesenen Eigenschaften

von 4 vorausgesetzt werden und die Eigenschaft 1.1.3 des Systems B.

1.7. Satz. (A,B) und 2 sollen die Voraussetzungen 1.1.1 — 1.1.8, erfillen.
Dann sind alle Mengen E € A u*-messbar.

Beweis. Es geniigt den Beweis des Satzes 5 aus der Arbeit [2] (Seite 308)
unbedeutend zu modifizieren. Es sei 4 € A, B € B beliebige Mengen. Es sei
Dy, DacA Dy =Bn A' Ds = Bn Dy'. Ersichtlich ist Dy n D; = (). Nach
1.1.6 ist '

u*(B) = A(B) = A(D1y Dq) = A(D1) + AD2) .

Weiter kann man den Beweis des Satzes 5 ([2], Seite 308,12. Reihe von unten)
wiederholen.

1.8. Satz. A habe die Eigenschaften 1.1.7 und diese Eigenschaft:
AME) = inf {A(G):Ge€A,3FeB, ECFCQG}.
Dann u*(E) = A(E) far E € A.
Beweis. Es sei £ € A, E CF €B. Ersichtlich A(E) < A(F). Also ist auch
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ME) < inf {A(F) : ECF €B} = u*(E). Beweisen wir die entgegengesetzte
Ungleichheit, ¢ > 0 sei eine beliebige Zahl. Ersichtlich existieren G € A,
F € B derart, dass ECF C G und

ME) + ¢ > AG). (6)

Essei He A, HCF. Weil F C @ und also H C G, gilt nach 1.1.7 A(H) < A(@)
und also auch A(F) < A(G). Durch Verbindung der letzten Ungleichheit mit (6)
erhalten wir

ME) + & > MG) 2 AF) = pX(F) 2 p*(E).*
Da die letzte Ungleichkeit fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt, gilt auch A(E) = u*(E).

2.

Die Konstruktion des Masses aus dem Inhalt, welche in der Arbeit [2]
studiert wurde, ist iibereinstimmend mit der in 1.3 angefiihrten Konstruktion.
Nur die Voraussetzungen iiber das Paar (A,B) sind etwas anders.

2.1.1. D €A, 0eB.
2. AleA, A2€A = AlqueA; B1€B, BzGB = BlU BzEB.
3. Ae€A B,B:eB,A=B uUB; = 314,,4A:€A, 4, = B;, 42 = By,
A= A, v A..

-] n
4. Wenn AeA, Acvyu By, BieB(i=12,...) > 3n,A =uU B.
i=1 {=1

5. B,eB(x: 1,2,...) = UBIEB.
i=1

6. AcA,  BeB = Bn A’ €B.**

Die auf A definierte Mengenfunktion A wird Inhalt genannt wenn folgende
Voraussetzungen erfiillt sind:

2.21. A =B = AA4) < A(B).
2. A4 U B) < M4) + A(B).
3. AnB=0 = A(4) + AB) = A(Au B).
4. M(4) =0

2.3. Satz. Das den Bedingungen 2.1.1 — 2.1.6 entsprechende Paar (A,B)
resp. der den Bedingungen 2.2.1 — 2.2.4 entsprechende Inhalt, entsprechen auch
den Bedingungen 1.1.1 — 1.1.8,

*) Zum Beweis der Gleichkeit A (F) = u*(F) fiir F € B geniigt es die monotonie
von ] zu verwenden und diese aus der monotonie von A auf A folgt.

** Diese Voraussetzung kann abgeschwacht werden. Siehe [2] Satz 5, Seite 308 und
die Bemerkung vor den Satz 9 auf Seite 310.
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Beweis. Die Bedingungen 1.1.1 — 1.1.7 sind in 2.1.1 — 2.2.4 enthalter.
(1.1.2 und 1.1.6 sind um etwas schwiicher). Es geniigt also wenn wir 1.1.8
beweisen und dazu verwenden wir abermals das Lemma 1.2. Die Voraus-
setzungen 1.1.9 und 1.1.10 des Lemma 1.2 sind in den Voraussetzungen 2.1.2
resp. 2.1.4 enthalten. Um auch 1.1.11 zu beweisen withlen wir ein beliebiges
e>0, EeA, F1,F;eB, K =F U Fs. Nach 2.1.3 existieren E;, E- € A
80,dass E1 = F1, Ez = Fy, K = K, U E;. Nach 2.2.2 gilt A(E) — ¢ = A(E)) +
+ Az — & < MEL) -+ AE:).

Bemerkung. Aus dem Lemma 1.5 den Sétzen 1.6, 1.7 und 2.3 folgen un-
mittelbar die Sitze 3.4 und die schwichere Fassung des Satzes 5 aus der
Arbeit [2].

3.

X sei ein n-dimensionaler cuklidischer Raum, K sei ein System aller ge-
schlossener Kugeln in X. Wir vollen die hinrcichenden Bedingungen dazu
suchen, dass irgendeine auf K definierte Funktion 4y das Mass auf die Borel-
schen Mengen induziert.

3.1. Jp sei cine auf K definierie Funktion. Bezeichnen wir mit A das System

der endlichen Summen der gegenseitig disjunkten Mengen aus K, mit B das
n
System aller offenen Mengen. Fir £ €A, E = U K;,* — K, ist gegensecitig
i=1
disjunkt, setzen wir

ME) = £ Jo(Ky).
i=1

Weiter definieren wir 4, u* nach 1.3.

3.2. Fiir £ € K bezeichner wir mit K(¥) die Menge aller Systeme L = K
mit diecsen Eigenschaften:

321. FeL = F <E.
2.VreEVFeK, FcE,2eFiGecL:ze( =cENF.

3.3. Satz. ), sei eine auf dem System K aller geschlosenen Kugeln des eukli-
dischen Raumes X definierte Mengenfunltion. Ao erfilte die Bedingungen:

331 (E)=0V EcK; 1(0) = 0.
332. EoUVE,EE cK(:i=12,..),EiNnE =0 (i #j) =

i=1

Ao(E) = Z 4o (B).
=]

—i
* Ein solcher Ausdruck ist ersichtlich eindeutig.
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333EeK,LeK(E) = Ve>0,3Ly,....., L eL,Lin L; = 0 (i #]j)
Z 2o(Ly) > Mo(E) — ¢

i=1
Dann ist p* ein auswendiges Mass, alle borelsche Mengen sind u*-messbar

Beweis. Die Voraussetzungen 1.1.1 — 1.1.7 sind sichtlich erfiillt. Ahnlich
gelten 1.1.9 und 1.1.10. Es bleibt uns 1.1.11 zu beweisen. ¢ > 0 sei eine be-

K

licbige Zahl. Es sci E€ A, F1,F2€B, E = F,,F>, E = UGy, GjeK (j =
i-1

=12, ...,k), Gin Gy =0 (¢ -+ j). Zu cinen belicbigen x € Gj N F; existiert

dic Menge G € K derart, dass 2 € ¢ = G N F; . * Bezeichnen wir fir ¢+ = 1,2

und z € (; mit dem Zeichen F! (x) dic Menge aller solcher K e K dass x € K =

=G, N Fi. Setzen wir F! =y {Fl(x):w ey}, F' = F, U F,. Es ist leicht

ersichtlich, dass Fi e K((}) (j = 1,2, ..., k). Deshalb existicren nach 3.3.3

. X ny

gegenseitig disjunkte Mengen L}, L}, ..., L} € F' so, dass Zhe(L}) > A(@;) —
i=1

— ¢/k. of sci eine Menge dieser Indexe m, fiir welche L = F,. Sctzen wir

K k
Eiv=v Ul Ex=u UL, Dam ist B, = F;, E;cA (i=1,2) und es
i=1mext, j=1 meal,
k my .
gilt AE)) + A(Ez) =Z Z Ao(Ld) >
j-1i=1
k
> Z Ao((fy) — e = ME) — e.
i=1

3.5. Satz. K sei ein System von geschlossenen Kugeln, Ao eine auf K defi-
nierte Funktion welche den Bedingungen 3.3.1 — 3.3.3 und der Bedingung:
Jo(E) = inf {A(F) : E = F°, F €K} entspricht. Dann st p* ein Mass auf
borelschen Mengen, welches eine Erweiterung der Funktion Ao ist.

Der Beweis ergibt sich aus dem Satz 3.3 und dem Lemma 1.8.

3.6. Im Satz 3.3 ersetzten wir die gevohnlich geforderte o-Addivitédt (welche
in diesen Falle nicht verwendet werden kann) mit der Bedingung welche von
allen Massen erfiillt wird, fiir welche der Satz von Vitali gilt. Im Satz 3.7
zeigen wir hingegen, dass alle solche Masse in der angefiihrter Weise kon-
struiert werden kénnen. Zum Zweck einer kurzen Ausdrucksform fiihren
wir einige Bereichungen und Definitionen ein.

K sei ein System allen geschlossenen Kugeln in E,. Wir werden sagen, dass
das System L = K die Menge A — E, auf Vitalische Art bedeckt, wen zu

* An dieser Stelle und nur hier beniitzen wir die Eigenschaften des Euklidischen
Raumes.
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dem beliebigen x € 4 und zu beliebigen offenen z enthaltenden Menge U ein
solches F e{ existiert, dass x € F = U ist. Beobachten wir, dass das beliebige
System L € K(E) dic Menge E auf Vitalische Art bedeckt.

Mit dem Zeichen D werden wir alle dusseren Masse in £, mit der folgenden
Eigenschaft bezeichnen: Aus dem A = E, auf Vitalische Art bedeckenden
beliebigen System L — K kann man ein abzihlbares Teilsystem gegenseitig
disjungierter Mengen {L,} derart auswihlen, dass u(4 —uU Li) =¢, wo ¢

1=1
eine vorhergegebene positive Zahl ist. Das dussere Mass u nennen wir regulir,

wenn zu der beliebigen borelschen Menge E und zum beliebigen ¢ > 0 eine
solche offene Menge U existiert, dass £ = U und u(U — E) < e.
Schliesslich wird das dussere Mass p als Caratheodorisches éusseres Mass

bezeichnet, wenn aus der Bedingung AN B =0 die Gleichheit u(4 U B) =
= u(4) + u(B), folgt.
3.7. Satz. u ses ein Caratheodorisches dusseres Mass, p< D. Fir Ee€K

setzen wir Ao(B) = u(E). p* sei ein durch die Funktion do induziertes dusseres
Mass. Dan ist u*(B) = u(B) fir eine beliebige borelsche Menge B.

Beweis. Die Funktion Ao erfiillt dic Voraussetzungen 3.3.1 — 3.3.3 des
Satzes 3.1, also ist u* ein dusseres Mass und alle borelschen Mengen sin u* —
messbar. Aus der Regularitit des Masses u folgt die durch den Satz 3.5 ge-
forderte Eigenschaft 4o.

Deshalb Ao(E) = u*(E) und also ist fir £ e K u*(F) = u(E). U sei eine
beliebige offene Menge. Weil u € D existiert die Folge {Ei} der gegenseitig
disjunkten Mengen aus K derart, dass £, = U (i=1,2,...) und es gilt

u(U —u E;) = 0. Ersichtlich ist
=1

W) < w(U —E E)+ i

I C g

Ei) < f: u(Ey). (7)
=1

1

k ' K
Weil U E; = U fiir jedes k ist, gilt auch Z u(E;) < u(U) fir jedes k, daraus
i=1

1=1
folgt

u(Ey) < A0). (8)

M3

i

Aus der Ungleichheit (7), (8) und aus dem Satz 1.6 folgt u(U) = u*(U).
Anderseits fir E € A, E = U gilt AE) = u(E) < u(U). Also u*(U) = AU) =
=sup {A(F):E<= U, E € A} < pu(U). Aus beiden bewieseren Ungleichheiten
folgt u*(U) = u(U), wobei U eine beliebige offene Menge ist.

Schliesslich sei B eine beliebige borelsche Menge. Erinnern wir uns, dass

1
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die Masse u* und u regulir sind. Also zu einen beliebigen & > 0 existiert
die offene Menge U — B derart, dass p*(U) — u*(B) < e. Daraus folgt die
Ungleichheit p*(B) > u*(U) — e = w(U) -- e = u(B) — e. Da die letzte
Ungleichheit fiir jedes ¢ > 0 gilt, gilt auch u*(B) = u(B). Es ist gut bekannt,
dass das Caratheodorische dussere Mass in E, regulir ist.

Die umgekehrte Ungleichheit wird analogisch bewiesen.

3.8. Bemerkungen. Die Arbeit [3] enthilt die Sitze, mit deren Hilfe man
das borelsche Mass konstruieren kann, mit Hilfe der auf offenen Kugeln
definierten Funktion. Im Satz 3.3 resp. 3.5 zeigten wir die Konstruktion des
Masses mit Hilfe der auf geschlossenen Kugeln definierten Funktion.

Bemerken wir noch, dass wir im Satz 3.5 anstatt des Systems geschlossener
Kugeln, ein System von offenen Kugeln erwigen kénnten. In diesem Falle
gelte nicht 1.1.10 aber dhnlich wie im Lemma 3.4. wiirden wir 1.1.8 beweisen.
Dariiber hinaus wiirde die Behauptung des Satzes 3.5 bei den Voraussetzungen
des Satzes 3.3 gelten. Trotzdem werden wir einen Satz, welcher zum Satz 3.5
analogisch ist nicht beweisen, da sein Beweis keinere weiteren Methoden
erfordert und das gehorige Ergebniss in viel stirkerer Form in [3] bewiesen ist.
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Poznamka ku konStrukeii miery z objemu
B. RIECAN
Suhrn

V préei [2] zovSeobecnil T. Neubrunn znému metédu konstrukecie miery z objemu.
V tejto préci je dand ist4 modifikdcia Neubrunnovho zovseobecnenia.
Nech A,B st dva systémy podmnozin abstraktného priestoru X a A mnozinovéd
funkcia splfiujica podmienky 1.1.1 — 1.1.8.
Pre F € B polozme
A(F) = sup {A((E): F = E € A}

& pre Iubovolné G = X polozme
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#*() = inf {3(F) : G = F € B}

Platia naslodujice vyslodky: u* jo vonkajiia miera (veta 1.6) a kazdd mnoZina E € A
je u* moratelnd (veta 1.7).

Pri splnoni nejakych daldich podmicnok je p* predizenim 4 (vota 1.8).

7 uvedonych vyslodkov vyplyva okrem vysledkov ktoré im zodpovedaji price [2]
tioz vota o prodfzeni miery z funkeie definovanej na systéme vietkych uzavretych gal
v ouklidovskom priostore.

3aMeTKa K KOHCTPYKI[MM Mepnl u3 obObema
L. PUKE'YTAH
Brinojint

B crarbe uayqaercest mojinduicanyins annoro HoliGpyuiom oGoGuienitst M3secTHOro MeTojla
KOHCTPYKIMM Mephl 13 obbema (em. [2]).

Ilycts A, B — kaacenl nojMuokectn aberpaktioro npoerpancrsa X, A — dymnisins
MHOKecTRa, onpejencnias na A. Hyers .1, B i A yrosaersopsiior ycjonmsay 1.1.1 — 1.1.8.
Han suoGoro F € B onpejieim

A(F) = sup {l(lf) Fe=Ee A}
n gas aoboro nogmuoxkecrsa I' = X nogaomum
p*(0) = inf {i(lf‘) e Feb}.

Torna u* sanusiercs sueniieil Mepoit (Teopema 1.6) 1t Bece Muoectsa £ € A u*-usmepuMul

(reopema 1.7). Ecuaun, kpome Toro, ;s neakoro I e A
A(E) = inf {A(I) : I'e :1, cywectnyer FeB, EcF < I'})

TO u* ABIAETCA Npojloskeriem 4 (teopema 1.8).

U3 npunegeHnbIX pesysibTATOR BHTCKACT, KPOME COOTBOTCTRYIOIMMX Teopem paloTer [2],
TaKMKe TeopeMa O MPOAOIBKCHIH MCPBI 113 YHKI(I OMpeIeIeHtol Ha Kacce BCeX JaMKHY-
THX IAPOB B OBKJMIOBOM ITPOCTPAHCTHE.
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(ACTA F.R.N. UNIV. COMEN. X.5 -—- MATHEMATICA. X111, 1066)
ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X.,, FASC. V. MATHEMATICA XIlIlI 1966

HOCTpOGIIHG BCeX YACTHYHO YIOPATO0YEHHBIX MHOMECTB,
I‘OMOMOI)(I)HO 0T06pamaemmx Ha JIAHHO€ YaCTHYHO YNOPAJ0YCHHOO
MHOKECTBO

II. KOPEIL,

B. B. Hauwenron s crarve [1] pemaer sanauy: lNyers gana Byaesa anrebpa K,
nycth BeAkoMmy x € K conocrannena erpykrypa Ly, npuuem HaiMcHbIIeMY
1 naiiboubuiemMy ogaementy 13 K conocTanacnnl 005J1eMeHITORRC CTPYKTYPHI.
Hadiitit Bee (¢ Touroctbio ;10 nsoMop(isma) erpykryput L, romomopdno orobpa-
waemvie Ha K tar, 4roOul s Besikoro & € K MHOMGe:TBO Beex apryMcHToB
DeMCHTA X (¢ YACTHYHLIM YHOpsjloucnneM Kak B L) Gulio uzomoppuo L,.
B cratbe B. B. llamenkora HEeKOTOpLIe HescHocT (!). B 9T0il crathbe Mu
PA3pelny  aHAJI0rNYNyIo 3aj{auy JUIsA YacTHYHO YHOPAJOYCHHLIR MHOMKECTB,
CTPYKTYP M HOJHBIX CTPYKTYP.

1. Odosnavenue u HEKOTOpbLIe NMOHATHA

Mut 6yaeM 1OAL30BATBCA DTHMH JOTHYECKHMH 0003HAYCHUAMI: => BJlIeYer,
<> DRBUBAJIEHTHO, . 11, +- 1, (V) fuia Beex , (3x) cyuiectsyer z. Kpantopht
obiHocTH B Havasie GopMyJsl Mul GyieM OMycKarhb.

T € X o003Hayaer x ABJIAETCHA DJIeMeHTOM MHOmecTBa X, x \/ Y, COOTBeT-
CTBCHHO Z A Yy 0003HaYaeT MHOKECTBEHHYIO CYMMY, COOTB. MHOMECTBEHHOE
nepecevyeHne MHOKECTB T, ¥; {Z : ¢(r)} 8HAYUT MHOMECTBO BCEX X 00J1aA0IIMX
cBoiictBoM  ¢(z), {re A :¢qx)} = {r:zxz€ A4 . ¢(r)}, {Az, Bz : ¢(z) =
= Az : 9@}V {Bz:9@)}, {a,b})={z:x2=a+4+ 2= b}.

V' M, coors. A M 0603HaIaeT MHOMECTBEHHYIO CYMMY, COOTB. MHOKECTBEH-

Hoe mepecedenue ceMbi MHOmecTB M, \VA; = \/{A,:z € X}, ANAz=
xeX xeX
A{Az :x e X}; O snaunt mycroe muomecrso. X = Y amauur X ectb nop-

MHO?KeCTBO MHOKecTBa Y.
O6pas oiemenra z B oTOGpaskeHnn f mb 6ynem oGosnavars zf; zf-! =

(1) Cmorpu Math. Rewiews 25 (1963), N 3872.
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= {y:yf = z}. Eciu f — orobpamenne muomecrsa X B ¥, A = X, 10
Af = {z €Y :(32)(z€ A . 2f = 2)}.

a < b(R), cooTB. a < b(R) 3uauur, 9T0 ¢ MeHbIIe MM PABHO b B YACTUIHOM
ynopspodennn R, coors. a < b(R) . a # b. (N, R) 3HauuT 9acTHYHO ynops-
JIOYeHHOE MHOKECTBO C MHOKECTBOM 0JIeMeHTOB N M 4YacTHYHHIM YIOPANO-
gennem R. Ecin R, 8§ — vactnunne ynopajnodenus, R < S snaunrz < y(R) =
=2z < yS), R=Ssnaunr R<=S .8 = R.

NrX, coors. UrX Mu Gynem oGosHayaTh HAWGOJBUIYI0 HUHHIOW TpaHb,
COOTB. HalMEHBLINYI0 BEPXHIO I'PaHb MHOANecTBa X B YacTMYHOM YNOPANO-
wennn R, a N rb = N& {a, b}, aUrd = Ur{a, b}. [laa gacruunoro ymopa-
nouenusa M, mu Gynem BMecTo (um, NUCATh TOJNBLKO (v, aHaJoOrH4HO M Aasa U,
N, U ¥ 9acTUYHbIE YIIOPANIOYEHUA Ty, Fr U T. 1.

CTpyKTypy M MOJHYI0O CTPYKTYPY MBI NOHNMaeM KaK 4acTUYHO YNOPAMLo-
YeHHbHle MHOKecTBa, o6Jajaloline HEKOTOPHMM CBOcTBaAMM (CMOTpH, Halpu-
mep, [2]). OroGpamenue f vacTuuno ymopamodennoro muoxecrsa (N, Ny)
HAa YaCTMYHO YIOPANOYEHHOe MHomecTBO (M, M,) MB HasnBaeM TroMOMOp-
¢uamom, ecau (na1a Beex z, y € N) z < y(Ny) = af < yf(M,). OroGpancenne f
crpykrypn (N, Ny) Ha crpykrypy (M, M,;) M HasbiBaeM CTPYKTYPHBIM
romomMopusMoM, eciiu

(N y)f = zf nmyf, (@uNy)f = Zfumyf.

Oro6pasenue f noano#t crpykrypu (N, Ny) Ha nonunywo crpykrtypy (M, My)
MHl HasHBaeM INOJHHIM roMoMoppusMoM, ecau s Beakoro A = N

(NxA)f = Nu(Af), (UnA)f = Un(Af).

Mu roBOpMM, 4TO YacTUYHO YNOPAAOYeHHHe MHOxectsa (N, Ny), (M, My}
nsoMop}HH, ecu HaftfieTcs BBANMHO OJIHOBHA4YHOe oTobpaenue f MHOKeCTBA
N na M, paa xoroporo z < y(Ny) < zf < yf(M,).

Mu jajiee ycJIOBHMCA, YTO C BpeMeHM NocTaBiteHus sanadu 1 mMu Gynem
sieMenTH MHOMectBa M o6osnavath Z, §, ..., G, b, ..., 0JIeMEHTE MHO{eCTBA
N 6ynem o6osHAYaATL Z, ¥, ..., @, b, ... .

2. @opMyIHpPOBKa 33181

Banaua 1'. ITyems (M, M,) — wacmuuno ynopsdoueHHOEe MHOHCECMEO,
nycmy ecaxomy T € M conocmaeseHo 4acmuuHo YnopIOONEHHOE MHONCECMEO
(%, &) nalimu ece (¢ mownocmblo 3o U3OMOPPHUIMA) HACMUNHO YROPAOOUEHHbIE
mroncecmsa (K, K;) maxue, wmo cywecmeyem zomomopgusm h (K, K,) na
(M, M,) maxoit, xmo 84z ecaxozq z € M (zh=*, K,) usomopgro (Z, Zr).

OueBMIHO, MOKHO OCTUYb (IyTeM BaMeHH (Z, Z,) BOMOPYHEIMH JACTUIHO
YUOPANIOYEHHKIME MHOMKECTBAMM), 4TO AIA BceX z,y € M, z #y Oyper
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Z A § = 0. Teneps Mu cosnanum MHOxectBo M = {Z : z € M} u onpenenum
9acTHYHOe ynopapnodeHue M, MHO»kectBa M:

< M, < z<y(M,).

Yacruuro ymopanouennoe muoxectso (M, M,) usomopdno wacTidHo ynopsa-
RoueHHOMY MHOmsecTBy (M, M,).

Herpynuo nokasarh, 4TO JIOCTATOYHO OTPAHNYMTHLCHA PEILCHUEM 8afadu:

3anaua 1. [Tycme (M, M,) — wacmuuno ynopadouennoe mnoncecmso, nycms
anemenmu. mioncecmea M — nonapro Henepecckarwjuecs Henycmuvie MHO-
acecmea. Ilycmo ecakomy T € M conocmasaeno wacmunioe ynopsdouenue Zy
mHoncecmea %, nycmv N = \V M, nycms f — omoGpancenue mmoncecmsa N
Ha muoncecmeo M, onpedesernoe coomHouweruem

(a) f =4 < zeEF.

Haiimu ece wacmuuno ynopadoennwe muoncecmea (N, N,) maxue, umo f
aeasemea 2omomopduamon (N, N,) na (M, M;) u wmo na ecakom T e M
vacmuynble ynopadovenus Ty u N, cosnadaiom, mo ecmsv:

U,veT = (u=v7E) < uvdNy)).

Ocranbuee 3anayu Mul copMyanpyem cpasy aTuM o6pasoM.

danaua 2. ITycms (M, M,) — cmpykmypa, nycms ece asemermsr M nopapro
Henepecekalowuecs mroncecmea. Ilyemo ecavomy T € M conocmasaero wacmuy-
hoe ynopsadovenue Ty maxoe, wmo (Z,T, —) cmpykmypa. Iycmv N =V
nycms f — omobpancenue onpedesennoe coommowernuesm (a). Haidmu ece
wacmuuno ynopadovennvie mroxcecmea (N, N,) makue, ymo (N, N,) — cmpyk-
mypa, f — cmpykmypusiii 2omomoppusm (N, N,) na (M, M,) u wmo ra
ecarom T € M wacmuunvie ynopsadovenus Ty u N, cosnadarom.

3anaua 3. ITycmo (M, M,) — noanas cmpykmypa, nycmo ssemenmo M —
Henycmuie nonapro nenepecckaiwuecs mHoxncecmea. Ilycmov ecakomy T e M
conocmasaeno wacmuyoe ynopadouerue Ty MHoMceCMsa T marce, ¥mo (%, Ty) —
noawasn cmpykmypa. Ilyemv N = \/ M, nycmv f — omobGpamcenue onpede-
Aennoe coomuouleHuem (a).

Haiimu ece wacmuuno ynopsdouenwvie muomcecmsa (N, N,) maxue, wmo
(N, N;) — noanas cmpyrmypa, wmo f — noanwii 2omomopdusm (N, N,)
Ha (M, My) u ymo na écarom T € M uwacmuunwie ynopsdouenus %, u N, cosna-
daiom. .

Mu ycaoemmes: OtoGpaskenue f Bo Bee#t crathe ecth oTobpaskeHme, Ompe-
ReseHHOe cooTHOINeHueM (a). Bmecro zf Mu Oynem mucats u Z. [lotromy Beerpa
Gyner umers MecTo T € %, y € § M Tak jaJee.
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3. Peiuenne 3axaun 1.

3.1. Ilycte R — npousBo.TbHOE YacTH4YHOE YNOpsjouYeniie MHoskectsa N.
Ilorom (N, R) ynosmersopsier 3ajaue 1 B TOM M TOJILKO B TOM ciydae, KOrja
(1) z = y(R) = & = (M)

2) T=49 = [z = yR) < 2 = y(&)].

Jloxasareascrno. a) Ilyers (N, R) ynosaersopsier sanaue 1.

{1) caenyer ua Toro, uyro f — romomopuoe orodpamenue (N, R) uwa (M, M,)
(1 u3 Toro, uro jA x € N zf = ).

(2) caenyer us Toro, 4to Ha BesikoMm T € MT, cosnajiaer ¢ R.

6) llycrs ucnoanenst (1) n (2).

N3 (1) caenyer, uro f — romomopduoe orobpancenne (N, R) na (M, M,).
[lyers € M, up € 2. Torja w = »(= ), u noromy, caeays (2), v = v(R) <=
u < v(%,). Cienosaredbiio, Ha BCeM T 4acTHYHLIE ynopsjiodennsa R, ¥y cosua-
nawr. Ioromy (N, R) viossersopsier sajaue 1.

Onpepexenne 1.
= y(%r)
(I1) S yYl) o < 7+ 2 = y(Ro)

(I TS YR) - F=§.7:

3.2. Ry n Ry — wacruuusie yropsajodenns muoskectna N.
HoxasarteabcerBo. a) Jlua ornomenna Ry.

1. Ry pedduercusno. Jro 04eBUHO.

2. Ry antucummerpuuno: r S y(Ro) .y = 2(Ro) = T =4 .2 S y@) .y <
= z2(g) = z=y.

3. Ry rtpansutuBHO: ¥ S y(Ro) .y Sz(Ry) »> Z=F=Z.2=5y@) .y <

A

= 2(F) = v = 2(7) > x < z(Ry).
0) Jlaa ornHowenus Ro.

I
|

. Rz pedrexcusHo. IT0 0YeBHHO.
. R antucummerpuuno: z S y(R2) .y S o(Rs) = v S y(Re) .y <
SaR) . T=7 > =yR) .y =x(Ry) = z =

N >

=

3. tpansnTuBHO: a) T = Y(Re) .Y S (Re) . T=F =2 >z S y(Ry) .y <
S 3(Ro) = < 2(Ro) = x = z(Re).
0) z=yRe) y=2Re) @#G+GH#32) =>T=GM).5=
SEAMy) . @FGHy#2)=>Z < §(My) . § SXM)H+ 2= 5(M,) 75 <

< zZ(My) => T <2zM) => z < 3(Rp).
3.3. Ilycrs R — wacruunoe ymopsjpodenne muosecrsa N. Ilorom (N, R)
ynosiaerBopsier 3agade 1 rormga u rosbko Torga, Korga Ry — R = Rs.

HoxasareascrBo. Caenya 3.1. mocrarouno moxasaTh, 4o Ry = R = R:
Bieder (1) u (2) u oGpaTHo.
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a) Ilyerb Rp = R = Rs.

1.2 = y(R) = v = y(Re) = T =< j(My).
2. % =§.2 Sy, = o<y (Ro) = ¥ = 7/(R)
0.Z2=y.r<yR) = T = j/' = Y) > T =g .2 S y(Ry) >
= = y(ry).
0) Hyers nveer mecro (1) u (2).
Laezsy) =F=7.2 < yT) = 2 < y(R).

/\

-
2.xsyR) == g(My) . x ZyR) > @< GgM)+Z=3) .2 <
=YR) =T < yMy) +T=j.2 =y = < y(Re).

CnenoBarednbHO, HMeEET MeCTO:

Teopema 1. Ilyemo (M, M;) — wacmuuno ynopsdowennoe muoxncecmeo,
nycmy oaesenmyr M — nenycmue nonapio nenepecenawoujuecs Mmioxcecmaa.
Ilyemy scawomy T € M conocmas.aeno wacniunioe ynopadonerue Ty mnoncecnsa T.
TTomor cce (¢ mownocnvio do usomopgiusna) wacmuuno ynopadoxernwe mio-
aceemea (K, Ky), das komopwx cyueemsyem  eomomopfnsm g(RK, K,)
(N, N¢) maroii, wmo das scawoeo ¥ € M(Tg=', K;) usosopdino ¢ (%, Tr) — amo
wacmurato ynopsdoveniwe miuonceemoa (N, R), 20e Ry R = Ra. I pumom
Ry, coome. Ry — naiismenvwee coome. naiiGoaviuee (omiocumeavro — ) omuno-
wenus marue, wmo (N, R) ydosaemeopaem 3adave 1. O6pamno, cce (N, R),
2de Ro= R = R2 ucnoansiom zadauwy 1.
dameuanue: 3ajaua 1 nmeer Beerpa pemenne, nanpumep (N, Ro).

4. Peurenue 3ana9n 2.

4.1. Tlycrs (M, M,) ncnoansier Bce npeanocsiikn sajnauu 2. Iycrs (N, R)
ynosaerBopsaer 3ajade 2. llotom Ry R = Ry u
B) T=ZgM) = u(ueF.u<yR). )vey.r = vR)).

HloxaszareabcTBo. CrpyKTypHBIT rOMOMOPOMBM BCerja MBJIACTCA TOMO-
MOP(PUBMOM OTHOCHTEJILHO YACTHYHOTO ynopspodenus. Ilotomy, cienys 3.3.,
Ry R= R;.

Ilyers 2,y € N,z < §(M,). Totom znyye(xn nvy)f = fnmyf = 7.
CurefoBaresibHo, N0CTATOYHO B3ATH % = z My Y. CylECTBOBaHUE ¥ BHITEKAET
13 NPHHIIINA JYaJILHOCTH.

4.2. Tlycrs (M, M,) ucnoanser ce npeanocsutkn 3agauu 2. Iyers B — wac-
TH4HOe yrnopsjo4enue MHomecrsa N Taxoe, uro (N, R) — crpykrypa, Ry —
< R = Ry, u ucnomneno (3). llorom (N, R) ynosiersopser sagade 2.

Hoxasarenscrro. Jlocrarouno mokasars, uro f — CTPYKTYPHBI TOMO-
Mopduam. B cuiry mpumumna gyanbHOCTH [OCTAaTOMHO NOKA3aTh, 9TO f — roMo-
MOP(m3M OTHOCHTENBHO CTPYKTYPHOTO Iiepecedenna. s reopemsr 1 caenyer,
4T0 f — romoMopdM3M OTHOCHTENBHO YACTUYHOTO VIOPALOYEHHA.

Hycrs 2,y € N. Tlotomy uT0 Z N g y = x(R), mbl umeeM (z Nr y)f < Z(M,),
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aHaJNOrNYHO (r NrY) < H(M,). llyers w < ZM,), w < §(M,). B cuay (3)
cyuecTByorT u,v € w, u < z(R), v < y(R). Ilotom v ngr v < z Ngy(R),
U (uNrO)f S (@nrY)f(My). A uNpv=uNWv € W, u notomMy W <
S (z NnrY)f(M,). Cnenonareabto (z Ngy)f ABnAerca Haubobluei HUMKHeH
TpaHbi0 MHOKecTBa {Z, §} B 4acTMYHOM ynopapodenuu M,, T.e. f apasercs
roMoMop(u3aMOM OTHOCHUTEJILHO CTPYKTYDPHOTO MepeceYeHus.

4.3. Ilycrs (M, M,) ncnonuner sce npeanocouiku sagauu 2. Motom (N, Ry)
yAoBJieTBOpAeT 3anade 2.

Hoxasarenscrso. [lo nemme 4.2. gocrarouno nokasars, uro z < #(M,) =

=> (Ju)(ueZ.u=< y(Rz)) (Fv)veg.z = v(R)).

Ecau Z = §, mocTatouHo B3ATL 4 = TNz Y, v = Z U3 .
Ecau ¥ < §(M,), noctatoyHo BsATh 4 = z, v = ¥.

Teopema 2. ITycms (M, M,) cmpyrmypa. [Tycms snemenmu M — Henycmule
NONAPHO HENepecerauuecs MHOHCeCmsa, nycms écakomy T € M conocmasiero
uacmuvioe ynopsdouenue Ty Muoxncecmsa T makoe, wmo (%, Ty) — cmpyrmypa.
HTomom ece (¢ mounocmovio do usomopghusma) cmpyxmypw (K, K,), das xomo-
pux cywecmsyem cmpykmypubiii 2omomopfuzm g cmpysmypy (K, K.) na
(M, M;) maroit, umo das ecanozo & € M (Zrg™?, K¢) usomopgna c (z, Z,) —
amo wacmuyno ynopadouennsie muoncecmoa (N, R), 20e Ry C RC Ry, (N, R)—
cmpykmypa u ucnoaneno (3). Obpamno, ecau (N, R) — empyxmypa, Ry—=
= R = R; uucnoaneno (3), mo (N, R) ydosacmsopaem 3adave 2.

dameuanne. 3anava 2 mmeer Bcerna pewenme, Haupumep (N, Rs).

4.4. Vcaosue (3) B TeopeMe 2 HEBOBMOMHO 3AMCHUTE YCJIOBHEM

(3" T<§M) > Guuez.u < yR))

(n Tem Gosee ero HeBOBMOMHO BHIIYCTUT).

Hoxasarenscrso. Ilyere M = {a,b,¢}, a <b < &(M,), a = {a1, as},
ay < ag(@), b = (b1}, ¢ = {a1}; morom N = {a1, az, by, a1}. Iyers a) <
< b < ca(R), 1 < az < ci(R), by u a2 necpaBuumer B R. Tlotom (N, R)
ABJIAETCA CTPYKTYpOH, Ro= R = Rz u ucnoaueuo (3'), a (N, R) HeBoaMOmHO
CTPYKTYpHO romMomopdHo orobpasure Ha (M, M,).

5. Pemenne sanaam 3.

6.1. Ilycrs (M, M,) ucnonHsier Bce NpeNNOCHIIKM 3ajaqn 3. Iyers (N, R)
ynosaersopser sanaue 3. Ilorom Ry= R = R; u ucno:seso (3).

Hoxrasareascrro. Crenyer ua 4.1. 1 us Toro0, 9T0 NpPEANOCHIKHN 3a7adn 2.
ABIIAIOTCA CJIE[ICTBHEM IpPEANOCHJIOK BajauMm 2.

5.2. Ilycrs (M, M,), N ncnonssior npeanocraxu sagaqn 3. Iycrs R — gac-
THYHOE ynopAnoieHue MHoxecTBa N Takoe, 9ro (N, R) — noanas cTpykrypa,
Ry = R = Ry u (3). Ilorom (N, R) ynosaersopsier sajage 3.
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Hoxasareascrro. (N, R) YRoBJIeTBOpPAET 3afaYe 2, M MOTOMY JOCTATOYHO
TIOKa3aTh, 4T0 f ABJIAETCA MOJHEIM roMomMopduamom. Ilo NPHHIMIY AYaJbHOCTH
JIOCTATOYHO [OKAa3mBaTh AIA HMHUMyMa.

[ycrs 0 £ A = N. Jlas Beakoroz € A NrA =< z(R), n noromy (NrA)f =
= zf(M,). Tlotomy umeer mecro (g A)f = Nm (Af)(M,). Hano 110KasaTh,
ato (Nr A)f — HaiiboNbWAA HIGKHAA TpaHbL MHOMeCTBA Af (orHOocuTeaBHO
9acTHYHOrO ynopsajoyennsa M,).

[lycrs % siserca numneii rpanbio MiioecTsa Af oTHOCHMTeNILHO YacTuy-
Horo ynopajodeuun M,. Jlnsa sesikoro z € A u < z(My), u noromy, B cury
(3), cymecrsyer z) € u, 7 < z(R). Ml BosmMeM ans Beakoro z € A orum
obpaszom nyiemeHT z; 1 06o3naunm A, = {r1:z € A}. OueBupno, yro Nr 4; <
= Nz A(R), caenonareanno, (Ne A)f < (NrAf(M,). A Nadr = N Ar e
€u, r.e. (Nr A1)f == %, u noromy u < (Ng A)f(M,).

5.3. Ilycrs (M, M,) ncnoanser nce npennoceuiku 3anaun 3. Ilorom (N, Ry)
ynoBJyieTBopsieT 3ajade 3.

HlokasareabcTBo TO camoe xak 4.3.

Teopema 3. [Tycmv (M, M,) noanas cmpykmypa. ITycmy snemenmur smno-
acecrmea M — nenycmeie nonapro nenepecerawyuecs muoncecmsa. Ilycms
scakomy ¥ € M conocmasaeno wacmuunoe ynopsdovenue z, makoe, ymo (%, Z,) —
noanas cmpykmypa. Ilomom cce (¢ mounocmwio do usomopghusma) noawsvie
cmpyrmype (K, K, ) 042 komopwix cywecmeyem noansiis eomomopgpusmg (K, K,)
na (M, M;) maxoii, wmo dasn ecarozo T € M (zg~t, K,) usomoppna (%, ) —
amo (N, R), 20e (N, R) — noanas cmpyrmypa, By = R = Ry u ucnoaneno
(3). O6pamno, ecau (N, R) — noanas empyrmypa, Ry = R = Rs u ucnox-
neno (3), ydosaemsopsem (N, R) zadaue 3.

damevanue. 3agasa 3 MMeeT, CJef[oBaTeJIbHO, TOKe BCEIAa pelleHue,
Hanpumep (N, Rs).

5.4. Vcnosue (3) B TeopeMe 3 HeBO3MOMKHO BaMeHUTD ycaosuem (3') (1 Tem
Gonee ero HeBOB3MOMHO BBIIIYCTHUTD).

Horasareascrro. locraTouno paccMoTperh npumep, NpUBeleHHL B 4.4,

6. ipyroe pemenme sagaun 2.

6.1. Ilycrs (M, M,) ucnonuser Bce npeanoceuiky 3agaun 2, nycts (N, R)
YRoBaersopser sanave 2. Ilycts

@) [Eyl={fzez:zsSyR) (2, 91= tey:z<2R) .
ITorom

A1 [z,yl= =z

A [z,91= 7
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A2 Y,y €ly, x]l = y1u, ¥ €y, v
A2 Yi,y2 € (2, 7] = y1n, y2 € [z, ¥]
A3 Mroxceemso [T N m F,x) A [Ty 7, y) useem naiiboavwuii ommocumebho

Ry saemenm.

A'3  Munomcecmeo [, T Up ] A [y, T Un §] useem nausenvwuii onmocu-
meanio Ry oaemenm.

A4 re (T, y] <>yelr,7]

A5 [ 2] = {y 1y = x(Ro)}

A6 xe[F yl.yeldg,z] = relF,z]

A7 ZZg=IMy) = [Z,xl=sV {5 ¢t :tely, ]}
A7 E g M) = [x,2) =V ([t E]: t ez 7))
A8 T M) < [Fy] £ 0

A'8 Tz g(My) =[x, 5] # 0

Hasn coornoutennii A1, A'l, A2, A'2, A3, A3, A4, A, A6, A7, A'7, A8, A'8

Ml OyzieM nods3osatbes o0nuM obosnaverem A.

Hoxrasateabcerpo(?). Al. Caenyer neuocpejcrsento 13 (4).

A2. yr, 2 €(F, 2] = i,z €d, 1 = H(R) .y = 2(R) = y1UrYy: =
=YV, EY . NUrRY: = ¥R) = y1v, y2 €y, 1]

A3. Otum nauboapunm HiaemenTom sisiaserea ¥ N g ¥: llotomy uro (x Ngy)f =
=ZNyuY, *NrY =2(R), xNrpy = y(R), Mo uMeeM X NRrY €
€[ZNm ¥,x] A [T Nar §yy). Tlyers 2z € [T A 7,2] A [ N §,y]- Torom
z < x(R), 2z < y(R), caenosarenvo z =rnp y(R), a 2€ET NpF
H noromy 2z < x Ng y(Ro).

Ab. ze[Z,y] = v < y(R) = y €[x, y]. OOpaTnasg MMIUINKAIMA JAyaJbHa.

A5. Cauenyer wenocpepgcTBeHHO M3 (4).

A6. ze[%,y)].yel§, =] > 2=yR) .y <2R) = z < zR) > ze[x,z].

A7. Ilyers 2 = § =< 7(M,), a €[z, x]. HymHOo mnOKasaTb, 4YTO CYLIECTBYET
ajeMenT b € [¥, ] Tak, uro a € [z, b]. Ilyers w e[y, z], b = aUg u.
Hotomd = (a Uru)f = af Usn uf = ZUn § = 7. [lotomy uto a < 2(R),
u < x(R), u, cienoBatensno b = a Ug u < z(R), Mul umeeM b € [b,2] =
= [, z]. lanee mu umeem a < b(R), a € Z, To ectb a € [z, b].

A8. Ecimn 7 < §(M,), T0 Z Ny § = T. Ilotom, B ciuty A3, UMeeT MHOKECTBO

(*) Hocrarouno nokasate A1, A2, ..., A8. Coornowenna A’l, A2, A3, A'7, A'8
cllefyloT M3 ayaabHocTH. OcTalbHHE [Ayasiblible COOTHOWEHHA A’5, A’6 MB HemulieMm I10-

TOMY, YTO OHM clenyioT u3 A. CooTHowenne A% CaMORYaJbHO.

(%) Mo npmHuMIy AYaJLHOCTH KOCTATOYHO NMOKas3aTh (B oToM mopsaake!) A’5, A’6, A9.
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[ZNar §, 2] A [T Nar 7, y] HaliMedbltii 2JileMeHT oTHocHTeTbHO Ry, T.e.
ono Henycrto. Iloromy 1 [ Nar 7, ] = [¥, y] # 0.
HaoGopor, ecan u € [T, y], To v < y(R), r.e. © = y(M,), a 4 = T, n noTOMy
T = y(My).
6.2. llyets ncenonnenm Bce npepnocuuikin sapaun 2. llyers pa W =
= {[&, y]), [y, ) : x, y € N} mncuouanenn coornomennsa A. Iorom paa W
HCIIOJIHEN bl 1T COOTHOLIEHIH

A'S [z, %) = {y 1 x < y(Ro)}

A’6 zely,x].yelz y) = relr, ]

A9 ‘ u S o) .veT,y] > uwelX,y]

A9 w = o(Ry) . ve[xr,y] = uwelr, i
JlokasareascrBo(®). A’5. 1. Ilyers z € [z, Z). llotom B cuay Al z € Z,

T.¢.2 = Z. llorom 2 € [z, Z] u Bemay Ab z € [7, 2], To ecthb X € [, 2] ¥, B cuIIy

AD, z = z(Ry). ,

2. llyers © < 2(Rp). Ilotom Z = Z u, B cuay AD, z €[z, z], T. ¢. x € [T, 2]

uBcuayv Ab z ez, z], r.e. 3 € [z, TJ.

A6, llyers x € [y, T), y € [z, ¥]. Cnenya A4 mu umeem y € 7, z), = € [Z, y]
u B ey A6 2 € [Z, 2]. B enay A4 x € [z, ).

AY. Ecant w = v(Rp), 10 & = v u B cuay AD u € [u, v]. Ecom v € [Z, y],
TOvEX, T.e.?=T. A norom v € [v, y] u, B cuiy A6 u u € [4, v], MLl UMeeM
u € [T, y].

Onpesenenue 2. a) Cucmemy mmomceems W = {[%,y], [y,Z%]: 2,y e N}
Mut Oydem naszveams cozdaioueli cucmemol, ecau ora ucnoansem coommoutenus A.
0) IHlycmv W seasemcs cozdaioweii cucmemoii; 06 omiowenuu S mvl Oydem
206opums, 4mo oro coidano cucmemoii W, ecau

(5) r < yS) < xel7,yl

6.3. ITyctb ucnoanens Bce npeanoceutku 3agauu 2. [lyers W — cospawman
cucrema, S — oTHoweHue, cosnanHoe cucremoit W. Ilorom S sBnserca dac-
TIYHBIM YIOpAAOYEHNEeM MHOkecTBa N.

Hoxasareabcrso. 1. S pedaexcusno: Ilycts z € N; AS Bieder, 4To
T e[x, z], . e. B cuary (B) z < z(8S).

2. rpananrusno: Ilyers x < y(S), y < 2(S). B cuay (5) z € [7, y), y € [¥, 2].
B cnay A6 z € [Z, 2], T. e., caenya (5), z < 2(S).

3. 8 anrucummerpuuno: Ilycrs z < %(S), ¥y < 2(S). Ilorom B cuay (5) z €
€[, yl, Te. [Z,y] # 0 u B cuny A8 z < #(M,). Anasnornuno § < Z(M,).
Caenoparenvuo, = . Ilotom z € [7, y] u, B cuay A5, r < y(Ro). Anamo-
Mo y < 2(Rp). CaenoBaresibHO, T = Y.
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6.4. Ilycre ucnonnenn Bce npexgnocuiku 6.3. Iotom Ry = S = R;.

Hoxasareascrso. 1. Mlyets z < y(Ry). B cuny AS z€[d,y), aZ=§¢
(cMorpu, Hanpumep, A1), T. e. z € [Z, y] u B cuay (5) z < y(9).
2. MNyers z < y(8S). Tlotom z € [Z, y] u, cnenyn A8, z < §(M,). Ecin Z < 7,
10 2 < Y(Rs). Ecom Z = §, 10 z € [7, y] u B cuiry A5 2 < y(Ro), u Tem Gostee
z g y(Rz).

6.5. Ilycts ucnonmenur Bce npeanocuaxu 6.3. Ilotom (N, S) ssasercs
CTPYKTYpOIt.

Hoxrasareancrso(!). llycrs z, y € N. B cusy A3 muomectBo [Z N i, z] A
A [Z Nm §, y] umeer naudosbiumii oeMent otHocutensHo Ry. Mu 0603Haunm
ero 4yepea z. B cuny Al u A5 2 = Z Ny §. Mut umeem 2 € [Z, 2], T. e. B cuaty
(5) z < z(S). Ananoruyuo z < y(S).
IMycrs reneps u < 2(S), v < y(S). B cuay (5) u € [@, 2], u € [7, y]. B cuny
A8 u = Z(My), u < g(My), T.e. W=ZNpHM,), T.0. TS EM,). Mu
uMeeM % = z < x¥(M,), u €[4, z]. B cuny A7 cywecrsyer z; € [z, z], Tak
aro % € [u, 21]. B cnay Al 2 = 7, 1. e. 21 € [Ty, 2], T. €., B ety (B), 1) <
< z(8). [anee, cnenys (5), umeer mecro u < z1(S). Mu umeem u < z; < 2(9).
AnasornyHo Haitnerea ¥, w < y1 < y(8), 1 = Z. Mo umeem u € [%, 7],
u € [%, y1]. B cuny Abd 1 €[u, %], y1 €[y, ;1]. Crenya A2, z1Ng,y1 €
€ [u, Z]. Mu o6osnaunm z; Ng, y1 = u1. Umeer mecro u; € [u, Z], 4To Biaeder
u =2z, 1. e w €[u, w1]. Beuny Ad u € [w, w], T e., caenya (5), v < wi(S).
Umeer mecro u; < z1(Ro), u Tem Godee u; < z,(S). Hanee z; < z(8), T.e.
w =< 2(8), 1. e., B cuay (5), uy € [%, 2], Te. u; € [Z, z]. AHATOrU4HO u; €
€[z, y], Te. w1 €[2, z] A [Z, y]. [loTom, caenyn onpenesnenuwo z, u; < 2z(Ry),
u TeM Gosee w1 < 2(8). A u < w(S), T.e. u < 2(8S), uro TpeGomagoch O
KasaThb.

6.6. ITycrs ucnosnnenn Bce npepnocsutkn 6.3. ITorom

TZGM) > (Fuuez.usy®l). (Wrved.z <v{l)).

Horasarenbctso(®). Ilycrs z,y e N, Z < §(M,). Tlotom B cuny A8
{z, 9] # 0. Ilyets u € [Z, y]. Ilotom B cuny Al Z=Z, T.e. u €z Mu
umeeMm u € [u, y], T. e. © < y(S).

Jlemmur 6.1. — 6.6. Buekyr:

(Fu)uez.u< yS).

6.7. Ilycts menonmenn Bce mpepmochiaku sagagu 2. Ilycrs W — cospato-
masa cucreMa, mycTb oTHoweHue S cospmauo cucremo#t W. Ilorom (N, S) yno-
BJIETBOpAET 8ajade 2.

() o mpuENUMmY MYadbHOCTH NOCTATOYHO MOKA3aTh CYMIECTBOBAHME T M g y
(%) ITo mpMAOMOY AyalbHOCTH KOCTATOYHO MOKA3aTh
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6.8. Ilycts ucmosHenst Bce nmpenuochaky 3apasn 2. Ilyers (N, R) ynosae-
TBOpser 3ajxade 2, nyctb W(R) — cosnaloman cicrema, onpejiejieHHas COOTHO-
mwenunamu (4). [lyers S cospana cucremoii . llotom § = R.

Iorasareanctno. 1. 2 < y(R) = 2z € [T, y] = ¢ < y©).

2. z=5y8) > zex,y] >zefz:z2ex .z S yR)} => 2 < yR).

B cuay 6.7., ecanr § — oTnoulenne, coyannoe (Kakoii-undyab) cosjaoien
cucremoii W, yaosaersopsier (N, S) sapaue 2. B ciuy 6.8. mul nojyuum stum
nyrem Bce pewenna 3apaun 2. lHoromy nmeer mecro:

Teopema 4. [Hycmo (M, M;) — cmpykmypa, nycmv 2.1eMCILINMBL MILOHCECIBE
M — nonapno nenepecerkawujuecs nenycmuie snoxncecnsa. Ilyemo  sesromy
T € M conocmasaeno wacmunioe YropLoowenue Ty MHUOMCCCNGA T INAKOE, MO
(%, X,) — empyrmypa. Homom sce (¢ mounocmeoio do wsomopfiusma) cmpyk-
mypw (K, K;), 0as womopwx cyujecmeyem cmpyrmypiolii  20momopifiuim
g (K, K,) na (M, M,) maroii, wmo dag ccaroco T € M empyrmypa (T4, Ky)
usomopina cmpyrmype (T, ¥r) — omo cmpykmypue (N, B), 20e N = VM u R
npodecaem see wacnmuiiie YRopadoueni, s KOMOPLLT cyryecmsyem co3danyas
cucmema W mak, wmo R cosdano cucmenoit W. Odpamuo, ecau R cozdana
(karoi-nudyds) cozdarweii cucmenoii, mo (N, R) yoocaemsopsem 3adave 2.

7. JIpyroe pemnienne 3agaqn 3.

7.1. Illyers (N, R) yioniaersopsict 3ajade 3, nyers paaa W(R) =
{{z, v, ly, 7] : 2, y € N} ucnosneno (4). llorom umeer mecro

A1, A'1, A4, A5, AG, A7, A’7, A8, A'8

B2 ¢ # X =[7,z2] = U;X €7, 2]
B2C # X <[z,4] = N X €[z, §]

B3 € # X = N = wmnomcecmeo AN[Unm(Xf), 2] umeem naubosvwuii ssemenm
xeX

N

omuocumeavito Ro.

B3 € # X = N = muoncecmeo A [Un(Xf, x] umeem naumenpuiuis ssemenm
x:X
omuocumeavro Ry. :
HoxazarensctBo (¢). B2. Ilyers ¢ £ X = [7, z]; naa Besikoro z € X ecTh
2 < 2(R). Torom u UrX < 2(R), a (UrX)f = 4, 1. e. UrX €[, 2].
B3 Umeer mecto A [Am(Xf), 2] = A {z:2¢ N (Xf) .2 < 2(R)} =

xeX
= [Num (Xf), NrX]. A (NrX)f = Nu(Xf), n noromy NgX saBIsercA
HCKAHHBIM HAUOOJBUWIHM 3JIEMEHTOM.

(*) Ecmu (#M, R) ymosnersopsieT 3ajaue 3, TO YROBJETBOPSET W 3afaue 2, M NOTOMY
nocraToyHo KokasaTh B2 u B3 (B’2 m B’3 y:xe caegyloT M3 RyajbHOCTH).
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Onpenenenne 3. ITycmv ucnoanens: npednocwaku 3adawu 3. Cucmemy mmo-
ocecmse W = {[Z, y], [z, 7] : ,y € N} mbl Hasosem noano cosdamoweli cucme-
Moil, ecau ona obaadaem ceoticmsamu

A1, A1, A2, A2, B2, B’2, B3, A4, A5, A6, A7, A'7, A8, A'8.

7.2. llycrs W asnserca noano cospaiowieit cucremoit. Ilycrs otnowenue S
cosnano cucremot W. Ilorom (N, S) ynosnerBopsier sagaue 3.

Nokasareascrso. Ecim B B2, B2, B3, B'3 mu Boamem X = {z, y}
wau X = {y1, y2}, Ml moayanm A2, A’'2, A3, A’3. lloromy Bcakasa nosano
cosfaonlasg cucreMa sApJserca cospaouieii cucremoili. CiepoBaresnbHO, focra-
TOYHO NOKAasarh, 4to (N, S) — nosHasA cTpyKTypa M 9TO f — MOJHBI romo-
mopusm(?).

Ilycts ¢ # A = N. Mu o6Gosnauum z = N\y(Af) n z 0603HaunM nanMeHbIIMiT
9JIEMEHT Z OTHOCHTEJNbHO Z,. Jlaa Bcakoro x € A ects z = Z(M,), T.e.
[z, ] # (. Tloromy uT0 2z — HauMeHbIUMit dJeMeHT CTPYKTYpH (Z, Z,), ecTh
2 < z(S). CnenosaTesnnHO, 2 ABJAETCA HUHel IpaHbio MHOkecTBa A (OTHO-
CUTeJIbHO 4acTHdHOro ymopsnodeHnsa S). Mul 0603HauMM Z MHOKECTBO BCex
9JIEMEHTOB MHOKeCTBA Z, KOTOphle ABJIAIOTCA HUKHUMI TPAHbAMI MHOecTBa A
orHocutenbHo S u pasnee o6osuauum u = U;Z (4ro, KoHeuHo, paBHO UgZ).
Mu umeeM u € Z, T. e. 4 = %. Jlaa BeAaxkoro x € A ectb Z = [Z, z] u B cuay B2
ue|[zz],T.e. u < z(S). [loromy u € Z.

Ilycts v siBnfercA HMIKHEN IpaHbIO MHOMECTBA A OTHOCHUTENBHO YaCTHYHOTO
ynopapouenuna S. Ilorom pas BeAkoro z € A ects v = Z(M,), T.e. v =
< Nm(Af) = @(M,). laa Beakoro z € A Mu umeeM v < u = Z(M,), T.e.
B cuay A7 cywecrByer 2 € [, x] Tak, u4T0 ¥ € [¥, 21]. Mu Bmbepem nmuA
BCAKOIO T € A TaKoe Z) ¥ MHOKECTBO BCEX OTUX BJIEMEHTOB MH 0603HauuM Aj.
Haa Bcakoro z; € Ay BepHO v € [v, 71], Te. 1 € [¥, Z1], U cienoBaTeJbHO
21 €[v,%]. Mu umeem A; = [v,u]. B cuay B’2 Nz41 = N4 € [v, u],
T. e. v = NsAdi(S). A NsA1 ABIAETCA HUMCHeN TpaHbi0 A B YaCTUYHOM yIOpA-
mouennn S, Nsd1€eu =2z, T.e. Nsd1 = u(S). OxoHTaTENIBHO MBI UMeeM
v < %(S), 9ro TpeGoBaJOCh MOKA3ATh.

HNanee mu umeeM u = Nm(Af), 1. e. (NsA)f = Nu(Af). CrepoparensHo,
J ABAsAeTcA DOMHHIM roMoMopdusMoM.

B cuay 7.2. ecan orHowenne S cosfano (kaxoit-HuGyAb) MOSHO co3paroler
cucremoit, ynosiaersopsier (N, S) sapaue 3. B cunay 7.1. u 6.8. M momyaum
STMM DIyTeM Bce pemenusa sagadu 3. CienoBaTesbHO, MMeET MECTO

Teopema b. ITycmy (M, M,) — noanas cmpyxmypa, nycmdv 3/eMmeHmbl MHO-
awcecmea M — nenycmuie nonapho Henepecekarowguecs muoncecmea. Ilycmo

(") Mo npMHUMOY AYaJbLHOCTH NOCTATOYHO IOKasaTh, uTo B (N, S) mMeer BcAKoe (He-
OyCTO6) MHOKECTBO TOYHYIO HHIKHIOI I'DaHb M 4TO f — roMoMop(u3M OTHOCHTEILHO TOYHON
HmKHe#t rpauu. Jlasee, MOMKHO HOJBLBOBATHCA BCEMM peayibraTamH absama 6.
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ecaxomy T € M conocmasaeno wacmuunoe ynopsdouenue T, Mmuoncecmeéa %
makxoe, wmo (%, T,) — noanas cmpyrkmypa. Ilomom ece (c mourocmyvio do
usomopguzma) noanvie cmpyrmypst (K, K,) marue, umo cyugecmsyem nosrsiit
comomopgiusm g (K, K,) na (M, M,) mar, wmo 043 ecaroco T € M noanas
cmpyrmypa (¥g~1, K;) usomopgna c (¥, xr) — omo ece (N, R), 20e R npo-
Geeacm 6ce omHoOWeERUSL, 048 KOMOPBIT CYU{ECNGYEM NOAILO CO30A0UAR cucmeMa
W mar, wmo R cozdano cucmenoii W. Haobopom, ecau R cozdano noano cosda-
ouell cucmemoii, mo (N, R) ydosiemsopsem 3adaue 3.

Jdureparypa

(1] B. B. Tawe#kos: O6 oi1oM KIACCC CTPYKTYP € HCCMHCTBCHUBIMU JOTOJHCHUAMH.
Wasecria BeCIIMX yueOnbix sanejfenuit, maremarnka, 1958, N 4 (5).
[2] G. Szédsz: Einfuhrung in die Verbandstheorie, Vorlag der Ungarischen Akademie
dor Wisenschaften, Budapost 1962.
Adresa autora: Katedra algebry PFUK, Bratislava, Smeralova 2
Do redakcie doslo: 5. 11. 1964.

Konstrukcia vsetkych ¢iasto¢ne usporiadanych mnozin,
ktoré mozno homomorfne zobrazit na dania ¢iastoéne usporiadant
mnozinu

I. KOREC
Sthrn

V é&lénku sa riesi tloha:

Je dand ¢iastoéne usporiadand mnoZina (resp. zvéz, resp. uplny zvaz) (M, M,),
pricom prvky mnoziny M su po dvoch dizjunktné neprézdne mnoziny. Ku kazdému
prvku T € M je priradené z, tak, Ze (Z, Ty) je Siastolne usporiadand mnozina (resp. zviz,
rosp. uplny zvaz). Ndjst vSetky (az na izomorfizmus) (N, N,) také, Ze (N, Ny) je diastotne
usporiadand mnoZina (resp. zviz, resp. uplny zvéz) a ze oxistuje homomorfizmus g
(resp. zvézovy homomorfizmus, resp. uplny homomorfizmus) &iastone usporiadanej
mnoziny (N, Ny) na &iastoéne usporiadanu mnozinu (M, M,) taky, Ze pre kazdé z € M
je tiastodne usporiadand mnozina (Zg—!, N,) izomorfné s &iastotne usporiadanou mno-
%inou (%, Zy).

Dokazuju sa vety:

RieSenim uvedenej ulohy pre pripad &iastodne usporiadanych mnoZin st vietky
(N, R), kde N = \/ M, (N, R) je &iastone usporiadané mnozina & plat{ Ry = R — R;.

Rieenim horeuvedenej ulohy pre pripad zvézov (resp. uplnych zvézov) su vietky
(N,R), kde N =\ M, (N, R) je zvéaz (resp. plny zvéz), Ry — B = R; a plati (3).

Pritom (N, R) 84 reldcie definované vzfahmi (I), (II) v odseku 3., podmienka (3)
je uvedend v odseku 4.

Pre pripad zvazov a tplnych zvizov je podané eite druhé rieSenie, v ktorom nevy-
stupuje podmienka, aby (N, R) bol zviz, resp. Gplny zvéz.
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Die Konstruktion aller teilweise geordneten Mengen, welche man
auf die gegebenen teilweise geordneten Mengen homomorph
abbilden kann '

I. KOREC
Zusammenfassung

Im Artikel wird die Aufgabe gel6st: :

Es ist eine teilweise geordnete Menge (resp. ein Verband, resp. ein vollsténdiger Ver-
band) (M, M,) wobei die Elemente der Menge M, paarweise disjunkte unleere Mengen
sind. Zu jedem Element Z € M wird Z, derart zugereiht, dass (Z, Zr) eine teilweise geord-
nete Menge (resp. ein Verband, resp. ein vollsténdiger Verband) ist. Die Aufgabe lautet:
Alle solche (N, Ny) zu findeh, dass (N, N,) eine teilweise geordnete Menge (resp. ein
Verband, resp. ein vollsténdiger Verband) ist und dass ein solcher Ordnungshomomorphis-
mus (resp. vollstéindiger Homomorphismus), g der teilweise geordneten Menge (N, Ny)
auf teilweise geordnete Menge (M, M,) existiert, dass fir jedes eine teilweise geordnete
Menge (zg—!, Ny) isomorph mit der teilweise geordneten Menge (Z, y) ist.

Folgende Séatze sind bewiesen:

Die Losung der oben angefiilhrten Aufgabe fiir den Fall der teilweise geordneten
Mengen sind alle (N, R), wo N =\/ M, (N, R) ist eine teilweise geordnete Menge und
es gilt Ry = R = R;. Die Lsung der oben angefiihrten Aufgabe fiir den Fall der Ver-
bande (resp. vollstindiger Verbénde) sind alle (N, R), wo N =\/ M, (N, R) ist ein
Verband (resp. vollstindiger Vorband) und es gilt (3) und Ry = R — R:. Dabei sind
Ry, R, die Relationen, welche mit Beziehungen (I), (II) im Absatz 3 definiert sind und
Bedingung (3) ist im Absatz 4 angefiihrt.

Fiir den Fall der Verbinds und der vollstdndigen Verbénde ist noch eine andere
Loésung angefiihrt, wo die Bedingung, dass (N, R) ein Verband (resp. ein vollstindiger
Verband) sein soll, fehlt.
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0 asociativnej operacii A na triede svizov £,

J. BADIDA

V pricach [4], [5] zaoberali sme sa problémom o existencii asociativnych
a komutativnych operédcii na niektorych triedach sviizov, pritom ticto ope-
racie si rézne od priamcho a voIného sidinu. Podrobne tento problém bol
sformulovany v praci [4] (pre grupy pozri [2]).

V predlozenej praci poukazujeme na dalSiu takito operdciu, ktord ozna-
¢ujeme A, na uréitej triede svizov o, do ktorej triedy patria vietky svizy,
sphiujice uréité podmienky.

V dalSom texte kardinalny saéin (svdzov A(¢ € M)) budeme oznadovat
[1x4y(t € M), volny sG&in I1*4,(: € M). Dalsie pojmy a oznadenia budeme
pouzivat ako v [4] a &iastolne ako v [1].

§ 1. Operacia A na triede 2,

Definicia 1,1. Nech S je sviz, ktory sa d4 vyjadrit v tvare ordindlneho
suctu dvoch svizov (porov. [1], kap. 11, § 7, str. 48)

(a) S=X@Y.
Budeme hovorit, Ze vztah (a) vyjadruje ordinalny rozklad svizu 8, v ktorom X
je dolnou a Y hornou triedou svizu 8.

Definicia 1,2. Budeme hovorit, Ze sviz S patrf do triedy Qo, ked sti splnené
nasledujiice podmienky:

1. sviz S je atomérny,

2. existuje ordindlny rozklad svidzu S tak, Ze v ordindlnom rozklade («)
je dolna trieda svizu S najmensi podsviz, ktory obsahuje vietky atémy
svizu S.

Z vlastnosti 1. je zrejmé, Ze svizy patriace do triedy Qo obsahuji naj-
mensi prvok, ktory budeme ozradovat symbolom O, pripadne s indexami,
vyjadrujicimi, do ktorého prislusny prvok patri.
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Lemma 1,1. Nech S je lubovolny sviz z triedy Qy. Ak S=X® Y, S =
= U® V a oba tieto rozklady spliiujii podmienky 1., 2. z definicie 1,2, potom
plati:

X=U, Y=V,

Dékaz bezprostredne vyplyva z definicie 1,2.

Lemma 1,2. Nech A;(i € M) sit atomdrne svizy. Potom sviz A = [1xA4, je
tieZ atomdrny.

Toto tvrdenie je zrejmé.

Lemma 1,3. Nech A = [1xA,(i € M), priom A; si atomdrne svdzy. Nech
my, m, n si (konelné alebo nekoneéné) kardindlne ¢isla. Nech poet atémov
svdzu A je my a polet atomov svizu A je m. Potom plati:

a) proky svizu A, ktorych i-tda zlofka je atom svizu A; a ostatné zlofky si
najmendie proky svizov Aj(je M, j # 1), sii atdmy svizu A a kafdy atom
v A je takéhoto tvaru;

b) pre pocet atémov svizu A plati vztah

n
m=2X m;.
i=1

Tvrdenie lemmy je zrejmé.

Nech S;= X;@ Yi(i € M) si Iubovolné navzijom disjunktné svizy
z triedy Q.

Definicia 1,3. Nech I' = {8} (¢ € M), priom rozklad S; = X; @ Y; ma
vlastnost 2 z definicic 1,2. Symbolom A(I') budeme oznadovaf sviz

nxX; @ 11*Y; (teM).

Lemma 1,4. Nech T'= {8}, Si=X,@® Y (s € M) je systém navzdjom
disjunkinyjch svizov z triedy Qo. Nech pre kaidé i € M je X; najmensi podsviz
svdzu Sy, ktory obsahuje vietky atémy svizu S;. Ak mnoZina indexov M je ko-
neénd, potom I1xX; (i € M) je najmensi podsviz svizu A(T), ktory obsahuje
vdetky atomy svizu A(T).

Dékaz. Z lemmy 1,3 a z definicie ordinélneho rozkladu vyplyva, Ze podsviz
I1*X; (¢ € M) svdzu A(T") obsahuje vietky atémy svizu A(T).

Nech teraz mnozina indexov M je koneénd a nech X je najmensi podsviz
sviazu A(T'), ktory obsahuje vSetky atémy svizu A(l'). Zrejme X < IIxX;
(¢ € M). Pre kazdé i € M existuje v A(I') podsviz S;, ktory je izomorfny
so sviizom S;. Potom S; = X; @ Y|, kde sviiz X; je izomorfny s X;. Mnozina
X N X; je podsviiz v S, obsahujici vietky atémy sviizu ], teda plati (vzhla-
dom na minimélnost svizu X;) X; = X n X;, t.j. X n X; = X;, takie plati
X; = X. Z toho vyplyva, Ze podsviiz sviizu X, vytvoreny podsvizmi X (¢ € M),
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je obsiahnuty v X. Tento podsviz je viak I1xX, (: € M). Plat{ tedaI1*X; = X,
a teda X = [1xX; (: € M), ¢im je tvrdenie lemmy 1,4 dokdzané.
Poznamka. V dalSom texte teda mnoZinu indexov M budeme povaZovat
za koneénu.
Veta 1,1. Nech I' = {S;} (2 € M) je systém mnavzdjom disjunktnijch svdzov;
patriacich do triedy Q. Potom svdz

Al =TI*X; @ [I*Y, (1 € M)

splituje podmienky 1., 2., vyslovené v definicis 1,2 a teda patri do triedy Qq.

Do6kaz. Podmienka 1. vyplyva z lemmy 1,2 a z toho, Ze [1*X; = A(I).
Podmicnka 2. vyplyva z lemmy 1,1 a z lemmy 1,4.

§ 2. Niektoré vlastnosti operacie A

V tomtc odseku dokaZeme, Ze opericia A, definovani na triede Qo, pri-
raduje kaZdej neprazdnej mnozine navzajom disjunktnych svizov I' =
= {Si} (i € M), patriacich do triedy Qo, sviz A(I'), patriaci do triedy Qo
tak, Ze plati:

a) pre kazdé S; existuje v A(T') podsviz S, izomorfny so svizom S,
b) sviz A(I') je vytvoreny mnoZinovym siuétom uUS;,
c) operacia A je asociativna.

(Podrobnejsie, pozri tivod v [4].) Dalej dokdzeme, Ze sviz A(I") sa dé ziskat
aZ na izomorfizmus zo svizu §(I') = II*S; (¢ € M) pomocou vhodnej kon-
gruencie.

Veta 2,1. Pre operdciu A s splnené vlastnosti a), b).

Dokaz vyslovenej vety bezprostredne vyplyva z definicie priameho stéinu,
z lemmy 6,2 (pozri [4], § 6) a z konstrukcie svizu A(I") (porov. dékaz vety 6,1
v praci [4], §6).

Veta 2,2. Nech mnoZina indexov M = UM,, kde j € N a pre Tubovolné k,l
EN(k #1) nech je Myn My =0, Ty = {S} (1 € M;). Potom operdcia A
splituje podmienku c), t. j. operdcia A je asociativna, ize

AT) 2 A({A(TY)) (G e N) .

Dékaz vyplyva z asociativnosti operacif priameho a voIného stéinu.

Poznamka. Komutativnost opericie A je zrejma. Vyplyva z komutatfv-
nosti operacii priameho a volného siéinu.

Lemma 2,1. Nech A je svdz, ktory obsahuje podsvizy A; (i € M), prifom
mnoZinovy sicet U A; je mnoZina generdtorov pre sviz A. Potom sviz A je homo-
morfnygm obrazom svizu &(T') = I1*A4; (volného silinu svizov Aj).
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Dékaz. Nech &(I') je volny sudin svizov A;. Vyberme teraz navzijom
disjunktné svizy A; tak, Ze A;o2 A;, pritom A; si podsvizy sviazu &(I)
a UA4; je mnozina generatorov pre sviz &(I'). Prisluny izomorfizmus ozna¢me
@i. Podla [3] (§ 2, veta 2) existuje homomorfné zobrazenie ¢ svizu &(I') do
svizu A tak, ze pre kazdé i € M a kazdé x € 4; je

p(x) = @ui().
KedZe U 4; je mnozina generatorov pre sviz A a platf
v A =g(l) =4,

je @(&(I')) = A, ¢im je tvrdenie lemmy dokdzané.

Nech &(I') = IT*8; (¢ € M) je volny sidin navzajom disjunktnych svizov S;
z triedy €. Je zndme, Ze vo sviize &(I') existuju podsvizy S;, izomorfné s S;
(pre kazdé i € M).

Nech S; = X;@® Y; (! € M). Najdime ku svizu X; izomorfny podsviz
v I1*X; (i € M) a oznaéme ho X;. Dalej nijdime vo sviize I1*Y; (i € M
podsviiz, izomorfny so svizom Y a ozna¢éme ho Yy. Je zrejmé, Ze mnoZinovy
stdet sviizov X;, ¥; ddva podsviz S; svizu A(T) (I = {Si}, ¢ € M) a plati:

A
Si=Xi®Y:.

Veta 2,3. Nech &) = I*S;, kde I' = {S;} (: € M) a S; s mnavzdjom dis-
Junktné svizy z triedy Qo. Potom sviz A(I') sa dd ziskat, a% na izomorfizmus,
pomocou vhodnej kongruencie definovanej na svize &(I').

Do6kaz. Podla predchadzajicich ivah vo sviize &(I') a A(T") existuje systém
podsviizov S; a Si tak, ze plati:

(b) S, 08 a 8,08 (teM).

)

Zo vztahov (b) vyplyva izomorfizmus svizov S;, S;, t.]j.
S;00 8, (e M).

Dalej je zndme, ze S; st generdtory svizu A(T') a teda podla lemmy 2,1 sviz
A(T') je homomorfnym obrazom svizu &(T'), t.j. volného sidinu svizov S;.
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Uber assoziative Operationen A auf der Klasse von Verbiinden Q,

J. BADIDA
Zusammenfassung

In dor Arbeit [4] wurde die Frage iiber dic Existenz assoziativer und kommutativer
Operationen auf Klasse aller Verbinde, bzw. auf gewisson Verbandklassen gostollt,
wobei dicse Operationen verschieden vom dirckten und freien Produkt sein sollen.

In dor Arbeit wird bewiesen, dass dio Antwort an diose Frage auch fiir cino gowisso
Verbandklasse 2o bejahend wird. Die Klasse 2o ist mit Hilfe ciner gowissen Bedingung
(s. Abschn. 1, 2) definiert.

ObaccoumapuBHoii omepanuu A Hakaacce CTPyKTyp
SIH BAJLMIIA
Pesome

B Hacrommue#t padore mokasLIBacTCH, 4TO OTBET HA TMOCTaRJcHuLll Bompoc B paGote [4]
(nompoc o cyuwiecTBOBaHMIT ACCOMMATARNBLIX M KOMYTATHBHLIX OMCpanuil HA Kiacce BCEX
CTPYKTYP, WM e sl CHpelelenbX KIaccoB CTPYKTYP, NPHUYEM DTH ONCpAIUMM AOJKHBL
OHTb HEOAUHAKOBHMI ¢ MIPAMBIM M CBOGOAHEIM MPOM3BCACINEM) ABIACTCA MONOMUTCILIBIM
U anA ompejesieHHoro kiaacca Q,. Huace Q, onpegeasercs npu nomowm onpeescHHOro
ycuioud 1t ero mozxpo6iuoe onpeaencHie npuBoguTca B abaaue 1,2.
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Kofenové vlastnosti FeSeni systému t¥i linearnich homogennich
diferencialnich rovnic 1. fadu

S. SANTAVA.KROHOVA

Uvod. V préci jsou scudovany kofenové vlastnosti feSeni systému
(1) y =4y

a jsou zobecnény znamé vlastnosti feseni diferencidlnich rovnic 3. fadu pro
feSeni systému (1) za piedpokladu, Ze A je ¢tvercova matice tfetfho radu,
jejiz prvky ay, i,j = 1,2,3, jsou spojité funkce proménné z € (— oo, o)
a y sloupcovy vektor o slozkich 1, y2, ¥s.

Prace pouziva a navazuje na vysledky praci M. Greguse [1], [2], [3], které
se zabyvaji vlastnostmi feSeni diferencidlni rovnice 3. fadu

(a) y" + 2a(@)y’ + [a'(x) + b(x)]ly = O,

a to ve vété 2[1], 3[1], 4[1], 6[3], 7[2]. Dikazy v této praci bylo tieba provést
bez pouziti Mammanovy identity, které se béiné pouzivé pki studiu kote-
novych vlastnost{ rovnice (a).

V prvé d&asti je ukazéno, Ze za danych predpokladi pro koeficienty ay),
1, = 1,2,3, systému (1) mizZe mit feSeni systému (1) pouze jeden dvojndsobny
nulovy bod a Ze tento kofen rozdéluje interval (— oo, o) na dva intervaly
tak, Ze v jednom z téchto intervala lezi viechny kofeny slozek uvaZovaného
feSeni, dale je ukazano, ze za uvedenych predpokladu se kofeny jednotlivych
slozek vzdjemné oddéluji, Ze existuje alespori jedno FeSeni bez nulovych bodi
a jsou vysloveny véty o linedrné zavislych feSenf systému (1).

Druhé &ast prace se zabyva vztahy mezi feSenimi systému (1) a systému
k nému adjungovanému a je ukdzdno, Ze slozky téchto systémi hovi systé-
mim dvou linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fddu. Koienové vlastnosti
feSeni téchto systémi lze aplikovat na slozky fesenf systému (1).
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Uvazujme systém
1) y =4y,

kde A je ¢tvercovd matice tietiho Fadu, jejiz prvky ay(z), i,j = 1,2,3, jsou
spojité funkce proménné x € (— oo, co) a kde y je sloupcovy vektor o sloz-
kéch y1, yo, ya. Predpokladejme, Ze v matici A jsou viechny prvky kromé
ai2, a3, a3 identicky rovny nule. Oznatme déile aj2 = ai, as3 = a3, az = a3
a predpoklédejme, Ze existuji prvni derivace funkei ai(x), az(x), as(z) pro
x € (— oo, c0). ’

Yy
Véta 1. Predpoklidejme, %e reSeni systému (1) yj(x) = (yg;) s} =1, 2; 3,
Y3y
splituji v bodé xo podminky yy(xo) = 1 pro i = j, yiy(xe) = 0 pro i £ j. Je-li
pro z € (— oo, 00) a; > 0,¢ = 1,2,3, potom pro x € (xo, ) je yy > 0, i,j =
= 1,23. Je-li pro xe€(— oo, 0)a; <0, i =1, resp. 1 =2, resp. i = 3
aa >0, 1=23, resp. t = 1,3, resp. i = 1,2, polom pro x € (— oo, 29) je
Yy <0, 4,5 = 1,2,3 v pripadé 1 # j a pfitom © 4+ j= 4, resp. © # j a piitom
1+ J= 4, resp. i # j a pfitom 1 + j 5~ 4, pro ostatni hodnoty i.j je y; > 0.
Totéz plati pro x € (xo, 00) v piipadé, fe pro x € (— oo, o) je a; > 0, i == 1,
resp. t = 2, resp. i =3 a a; <0, 1 = 2,3, resp. 1 = 1,3, resp. 1 = 1,2. Je-li
Pro x € (— oo, ) a; <0, ©= 1,23, potom pro x € (- oo, xo) je yy > 0,
i,j = 1,2,3.

Diikaz. Predpokladejme, Ze pro x € (— oo, o0) je a;' > 0, ¢ = 1,2,3, a uva-
Zujme FeSeni ys, pro které v bodé xo plati y13(x0) = 0, ya3(x0) = 0, yas(xo) = 1;
tedy pro toto feSeni plati y4(x0) = 0, y,(x,) = a,a,. Pfedpoklidejme, Ze
existuje &fslo o1 > zo tak, Ze yi3(x1) = 0, piicemi yi3(x) > 0 pro x € (xo, 71).
JelikoZ yg = asyis > 0 pro z € (o, 1), ¥s3(xo) = 1, je yas(x) > 0 pro z €
€[ %o, 21 ]. Podobnd y.,5 = asyss > 0 pro x €| a0, 21 ], y23(x0) = 0, tedy
Y23 > 0 pro z € (xo, 21 >. Jelikoz tedy i3 = a1yzs > 0 pro z € (2o, 71 >,
nemize platit yis(z1) = 0. Odtud plyne, Ze yi3(z) > 0 pro z € (29, o0). Pro
tretf slozku FeSenf ys plati yas(zo) = 1, g/:',3(:ro) = asy13 > 0 pro = > o, tedy
ys3(2) > 0 pro x € (o, 0). Pro druhou slozku fedeni ys plati ys3(x0) = 0,
Y23(%) = azyss > 0 pro z >z, tedy yes(x) > 0 v intervalu (zo, o0). Pro
feSenf y;, y2 a ostatni piipady se dikaz provede obdobné.

Poznémka 1. Hodnotu tfetf slozky v bodé xzo uvazujeme rovnou jedné
bez omezeni obecnosti, nebot ve vété 3. bude dokazano, Ze vSechna feSeni

k 0 0
typu yi(wo) = [ 0], vesp. yz(zo) = k), resp. ys(@o) =(0), kde k # O
0 0 k

je libovolné konstanta, jsou linedrné zavisla.
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n
Véta 2. KaZdé feSent y == | y2| systému (1), jehof jedna slofka sc v bods xo

Y3
anuluje, se dd psdt ve tvaru

(2) Yi = ciyn + Cayge, 1 = 1,2,3.

Je-li yi(xo) = 0,1 = 1, resp. © = 2, resp. © = 3, polom

| 7n(xo) Fra(xo) Fpa(wo) | ’1711(1‘0) Fp2(o)  F53(%o)
() g = | Fr(20) Fra(20) Fxa(xo) [, Y12 = | Im1(To) Im2(To) Fma(xo) |,

Fi(x) Fi2(x) Fis(x) Ja(x)  Ha(x) Fis(x)

prifems @ = 123, j =1, resp. 2, resp. 3, k = 2, resp. 3, resp. 1

¥n 2\ (413

m == 3, resp. 1, resp. 2 a kde | go1 |, | #22 ), | #23] je libovolny fundamentdlng
¥31/ \ys2/ \¥ss

systém systému (1).
n

Dukaz: Kazdé feSeni y = |y2] systému (1) miZeme psit ve tvaru

Y3

(4) Yi = €11 1 Cayiz + cyiz, 1 = 1,2,3,

kde yy, 4,5 = 1,2,3, jsou slozky libovolného fundamentalniho systimu (1)
a ¢, = 1,23, jsou konstanty. Uvazujme fFeieni systému (1), pro které
Yi(@o) = 0, ya(wo) = «, y3(xo) = B, kde «,f jsou dané konstanty. Slozky
tohoto Teseni vyjadreme ve tvaru (4), pficemnz yu, ¥, ¢ = 1,2,3, jsou dany
rovnicemi (3), ys3,¢ = 1,2,3, jsou slozky libovolné¢ho feSeni systému (1) li-
nearné nezavislého na fesenich o slozkach y;, yse, 2 = 1,2,3. Pro uvaZované
feeni plati

yu(zo)er + yie(xo)ce + yis(xo)es = O,
(5) ya1(o)er + y22(xo)ce + yoz(Xo)es = «,
y31(xo)e1 + ysz(@o)ez + yas(xo)cs = f.

Ze soustavy (5) pro c3 obdrzime

l Y11(xo) y12(o) 0|
21(@0) Ya22(%o) o
’ y31(x0) y32(xo) f

3 = ’

W

(6)
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Yy
kde W je wronskidn fundamentilniho systému (ygj) » J = 1,2,3; po dosa-
Y3y
zenf za yu, Y2, © = 1,2,3, z rovnic (3) do rovnice (6) obdrzime ¢3 = 0.
Véta 3. Vdechna fedeni y;, j = 1, resp. j = 2, resp. j = 3 systému (1), pro

k 0 0
kterd v bodé zo plati yi(xo) = (0) , resp. ya(xo) = (lc) , resp. ya(xo) = (0),
0 0 k
kde k je libovolnd konstanta, jsou linedrné zdvisld.
Dikaz. Provedeme dikaz pro ys, ostatni pfipady se dokaf obdobné.
’ 0
Ptedpokléddejme tedy, Ze ys(zo) = (0) ; slozky uvazovaného fefeni muZeme
k
dle véty 2. vyjadtit rovnicemi (2), kde i1, w2, + = 1,2,3, jsou vyjadeny
rovnicemi (3). Konstanty ci, c2 miZeme vypolist ze soustavy

y21(xo)c1 + yea(wo)ce = 0,
ya1(xo)c1 + ys2(xo)ce = k.

Obdrzime
0 y22(xo) y21(zo) O
k ya2(xo) k yai(xo) k
- W D 7
kde
— | Y=(®0) yae(zo) = W?, pritemz W je wronskidén fundamentilnfho
Y31(o) ysa(ao)
systému feSenf, pomoci ndhoi jsou vytvofeny funkce 1,32, § = 1,2,3.
0
k
Stejné tak pro kazdé jiné Yeenf ys typu ys(xo) = (O) obdrzime ¢, = Wl
ky
. ; Y Yis . 3
Polozime-li — = ¢, obdrifme — = ¢, tj. yis = c#i3, + = 1,2,3.
ky Yis

‘ Yy Y12
Véta 4. Nech? 2o < 21 € (— 0, 0) a nechf y1 = |ya |, y2 = [yz2] jsou
Ya1 Y32
dvé fedent systému (1), pro kierd plati
(7 Yu(2o) = yy(x1) = 0,
J=12,4=1, resp. s = 2, resp. i = 3, potom fedeni jsou zdvisld.
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Dukaz. UkdZeme, Ze pro kazdé fesen{ ys, pro které platf rovnice (7), ¢ =1,
se dd psat ve tvaru ys = cy;, kde c je konstanta a y1 je rovnéz fedenf systému

Yn
(1), pro které plati rovnice (7),1 = 1. Utvofme fesenf y1= (yzl) tak, Ze
Y31
F11(20) F12(0) F13(x0)
Yy = | gu(n) fiz(ar) gr3(n1) |» ¢ = 1,2,3,
Ju(x) Fiz(x) His(x)

Y1y

kde (372;) » J = 1,2,3, je fundamentdlnf systém systému (1) a kde jeden,
Y3y

z determinant matice

( #11(xo0) F12(zo) !713(330))
yn(1) F1z(21) F13(z1)

je nenulovy.

Ztejmé y1i(xo) = yn(21) = 0. UkaZeme, Ze y2 = cyyy. Slozky Y2 miZeme
psat ve tvaru
Y1z = a1¥a + C2¥iz + c3iis,
konstanty ¢y, ¢z, c3 volime tak, aby
(o) + cag12(x0) + cagia(xo) = 0,
a1ynu(a1) + cafrz(z1) + csfis(x1) = 0;
ptedpokladejme
F11(20) F12(20)
Ju(z1) Fz(z1)

potom, oznaéfme-li tento determinant D, obdrzime

# 0;

Y12(0) Y13(%0) ¥13(Zo) Y11(0)
®) s | y12(21) Y13(z1) _ s y13(x1) yu(21) | °
= D ’ = D cs cs,
t.
(2) = e | J12(o) Fr3(x0)| ( #13(x0) F11(z0)
Yix(z) = B gu(x) Fua(z1) fastzs) + Fiz(x) Fislas) Fule)

#11(2o) #12(zo)

+ %alz) y11(x1) Fia(z1)

D

}= cyua(z), kde c¢= =
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Tedy celkem plati y» = cy;. Pro i = 2, resp. ¢ = 3 v rovnicich (7) se dikaz
provede obdobné.

Véta 5. Predpoklidejme, %¢ pro x € (— oo, co0) je v systému (1) a4 # O,
1 = 1,2,3. Potom pro redeni y systému (1) plati, e me:1 dvéma po sobé ndsledu-
Jtcimi kofeny sloZky y, lefi pravé jeden kofen slofky yii1, + = 1,2,3, pfidem?
pTOi=3jc;i—+— I = 1.

Diakaz. Za pfedpokladu a; :# 0 lezf mezi dvéma kotfeny slozky y, alespon
jeden kofen slozky #2, nebot jsou-li zy << x» ¢isla, ve kterych yi(x1) = yi(x2) = 0,
potom existuje &islo x3 € (1, 72) tak, Ze y,(x3) = 0; jelikoz Yy = aiyz, a1 #~ 0,
je y2(x3) = 0. Podobny vysledek obdrzime pro ys, ys. Mezi dvéma po sobd
nésledujfcimi kofeny x; < @2 funkce y lezi lichy pocet kofent funkee y;,
tedy také lichy podet kofent funkee y,. V intervalu (z,, ,) vS8ak nemohou le-
Zot tii kofeny slozky y,, ncbot medzi témito koieny by lezely dle ptedcho-
ztho alespon dva kofeny slozky ys, mezi kterymi by lezel alesponi jeden koken
slozky 71 a &isla @y, 22 by nebyly dva po sobé nésledujici kofeny slozky y.
Podobné provedeme ditkaz pro ya a ys.

Vita 6. Systém (1) md za predpokladu ay(x) > 0,1 = 1,2,3, pro x € (— oo, o0)
alespoii jedno FeSeni y, které md v intervalu (— oo, co) vsechny slofky kladné.

Dukaz. Utvoime fundamentdlni systém feSeni systému (1), ktery oznad-

Yy
me y; = | 4y |, j = 1,2,3, piifemZ v bodé xp pro tato feSeni plati y;(xo) =
34
0 0 1
= (0], y2(x) = (1], ys(xo) = [ 0] . Tato YeSeni maji pro x > zo viechny
1 0 0

slozky kladné. Bud z¢ > 21 > x: > ... posloupnost &isel 1c0n§rergujicich
k — co. Utvoime posloupnost feseni systému (1) {yn}7 tak, Ze slozky

(9) ' Yin = C1n¥i1 + C2nFiz + C3n¥i3,
¢ = 1,2,3, sphiuji podminky yia(xs) = 0, yea(Zs) = 0, yan(zs) > 0, piiemz
(10) Yin(@0) + Uza(x0) + Yiu(%0) = 1.

Resend y» mé tedy pro x > x,, n = 1,2,3,... viechny slozky kladné.
Posloupnosti

(11) {y1n(@0)} 5 {y2n(x0)}7°, {yan(20)} 5

jsou vzhledem k (10) chranidené. Existuji tedy posloupnosti z (11) vybrané,
které konvergujf. Oznadme limity téchto vybranych posloupnosti «, 8, y.
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Kvili jednoznadnosti ozna¥me tyto posloupnosti jako (11). Ozna&me déle

N
y = (yz) feSenf systému (1), které spliiuje podminky

Y3
¥1(x0) = a, ya(xo) = B, ys(xo) = y.

Redenf y ziejmé nenf trivialni, nebof

(12) lim {5, (x0) + ¥3,(%0) + Y3u(20)} = a2 + B2 + y2 = 1.

n—oo0
Zitejmé je pro x € (— oo, o0)

lim y14(x) = y1, lim ypu(x) = y2, lim y3a(z) = ys,

fn—oco n—+oo n—>oo

nebof feSeni (9) miZeme psat ve tvaru

Yin(x) = Ysu(o)Fi1(x) + yon(wo)Fs2(x) + Y1n(x)Fis(z)
i = 1,23, a tedy

Yi(®) = y¥u(r) + pFee(x) + afia(x),
t=1.23.

Predpokliadejme déle, Ze existuje &islo Z, ve kterém #,(Z) = 0. UkaZme,
Ze to nenf mozné. Zrejmé existuje pfir. &islo no tak, Ze xn0 < T, pridemz a0
je ¢islo z vySe uvedené posloupnosti &isel zo > x; > 22 > ..., pro které
Y1n0(Zno) = 0, Y2no(Zno) = 0, Y3no(Tno) > 0. Pron > nga prox > 0 ma ieSenf yq
viechny slozky kladné, nebot x> 2,0 > s, tj. y1a(x) > 0, wyeu(z) > 0,
Yan(xr) > 0; odtud plyne lim y,,(x) = yi(x) = 0, lim you(z) = y2(x) = O,

n—oo n—»oo
lim y3a(x) = ya(z) = 0. Podle pfedpokladu mé byt lim y(Z) = y1(Z) = 0.
n—oo0 n—oo

Zvolme libovolné z tak, Ze x,0 < z < Z. Pro vSechna x > zn9, n > no, je
Y1a(x) > 0, you(z) > 0, y;,,(x)_= aryen(z) > On_ tj. 0 < y1a(®) < y1n(Z). Je-li
lim y1,(Z) = 0, je téZ lim y14(x) = 0. Jelikoz z je libovolné éislo z intervalu

n—oo n—>oo

(Tno0, 7), je lim y1,(x) = 0 v intervalu (xn0,%), t.j. y1(x) == 0 v intervala

n—oo

(rno, Z), coz je ve sporu s ptedpokladem, Ze y nenf trividlni fesenf. Tedy
pro vSechna z € (— oo, o0) je y1(x) > 0.
Obdobné provedeme dikaz pro yo(z) a y3(x).
II
Oznaéme A* matici sdruZzenou s maticf 4.

Adjungovanym systémem k systému (1) je systém
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(13) ' = —A*z.

n 21
Pro libovolné dvé Fedenf y = (yz), z = (22) systém (1) a (13) plati

Y3 23
(14) Y121 + Y22 + Y323 == konst.
yn
Méme-li dvé libovolné linedrné nezdvisla FeSent systému (1) y; = |y | .
\y31

Y12 )
y2 = | y22| a utvofime-li funkce

Y32
(15) o5 = Ya1ye2 |, — Y31 Y33 — Y11 Y12
Ys1Y32 Y1 Y13 ’ Y21 Yoo
w1
potom je znidmo, Ze | wz | je feSenfm systému (1) [4].
w3

n

Jelliy = (y.) libovolné feSenf systémn (1), potom
Y3 g

(16) Y101 + Yews + ysws = W,

kdeW je wronskidn fesenf y, yi, yz; jsou-li fedeni Y, Y1, ¥z linedrné zavisla,
je W = 0 a rovnice (16) je tvaru

(17) Y101 + ywz + ysws = 0.
Z rovnice (16) obdriime systémy linearnich diferencidlnich rovnic 1. ¥adu,
: n w1
kterym vyhovujf vidy dvé a dvé slozky ¥edenf {y.) a [ w2| . Nésobme rov-

Y3 @3
nici (16) postupné funkcemi ai, a2, as, obdriime rovnice

(18) a1 + agyewz + aysws = a W,
¢t = 1,2,3. Dosadime-li za a,y2 do prvé rovnice y;, za azys do druhé rovnice Y2
a za asy1 do tfetf rovnice y;, obdrzfme z rovnic (1) a (18) pro slozky feSeni
n
y2| postupné tyto vysledky:
Y3

slozky y1, y2 hovf systému
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(19) Y= ays,

wgYe = AW — aywyy; — Bw,Ys,
slozky y2, y3 hovi systému
(20) Yo = @33,

w5 = W — ayw,y, — azo5y;,
slozky ys, y1 hovi systému
(21) ' Ys = azy,,

Wy = W — a0,y — a,049,.
Dosadime-li za a,w, do prvé rovnice (18) —w,, za a,w, do druhé rovnice
(18) —w;, za aw, do tfeti rovnice (18) —w;, obdriime z rovnice (13) a (18)

w1
pro sloiky Feseni | wz | postupné tyto vysledky:
w3

slozky w1, wg hovi systému
(22) W, = —a,w,,

Yowy = a; W + apyyw; + agyge,,
slozky wa, w1 hovi systému
(23) wy, = —a,w,,

Ys0, = @ W + agyow, + agyo,,
slozky ws, w2 hovi systému
(24) w;i = 0wy,

Y10y = o, W + ayyws + ay,0,.

Vlastnosti feSeni systému (19)—(24) lze aplikovat na pifslusné slozky reSeni
systému (1), resp. (13).

Pfedpokladame stile, Ze funkee a;, i = 1,2,3, jsou funkce spojité v intervalu
(— oo, ) a Ze v tomto intervalu je a; # 0, ¢ = 1,2,3. Pfedpoklddejme, Ze
néktera slozka feseni y systému (1) se anuluje v bodé zo. Na pf. yi(zo) = 0.
Potom slozky feSenf y muzeme dle véty 2. psit ve tvaru (2), kde gy, ¢ = 1,2,3,

J =12 jsou vyjadieny rovnicemi (3). Pro funkce w;, w2, ws, definované
rovnicemi (15), pak plati

w1(xo) = W2, ws(xo) = 0, ws(x) =0,
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kde W je wronskién fundamentélnfho fefeni systému, pomocf néhoZz jsou
vytvoteny funkce yy, ¢ = 1,2,3, j = 1,2. JelikoZ za nadich ptfedpoklada
muiizeme slozky Fefenf y psit ve tvaru (2), je wronskidn v systému (19)—(24)
roven nule.

Stejnd jako ve vétd 1. lze pro funkce w1, w2, w3 dokézat, Ze v intervalu
(— oo, x0) je w1 > 0, w2 > 0, ws > 0. Pro z < xo lze tedy funkef w3 ve druhé
rovnici systému (19) délit; obdrzime

(25) ?/‘1 = Yz,
; az
Yo = — (Y1 + way).
w3
asw asw (72100
Polozme 4 = a; exp {-—‘[—---2-— --Z--dx}, B=—- 2 exp{J‘— it d:c] ; sys-
w3 w3 w3
tém
(26) Y, = Ayq,
?/:_r = By,,

mé stejné kofenové vlastnosti jako systém (25). Znamé kotenové vlastnosti
systému (26) muzeme aplikovat na slozky y1, y2 feSeni y systému (1). K po-
dobnym vysledkim dojdeme u systému (20), (21) za piedpokladu ya(xo) = 0,
resp. ys(xo) = 0.

Véta 7. Nuinou a postatujici podminkou, aby pro feleni y(x) systému (1)

k 0 0
typu y(xo) = (0) . resp. y(xo) = (Ic) , resp. y(zo) = (0) , k #0, platilo
0 0 k

v prvém piipadé ya(x) = 0, ve druhém piipadé ys(x1) = 0, ve tretim pripadé
y1(z1) = 0, kde 21 # x0, je, aby existovalo FeSeni z(x) systému (13) typu z(x1) =

0 ‘ 0 o
== (az) v prvém pripadé, z(x) = (O) ve druhém pfipadé, z(x1) = (0)
0 a 0
ve tietim pripadé, kde a 5= 0, pro které plati z1(xo0) = 0 v prvém prFipadé, z2(xo) = 0
ve druhém pHipadé a z3(xo) = 0 ve tietim pFipadé.
0
Dukaz. Predpokladejme, Ze y(xo) = (O) , kde k £ 0 a yi(z) = 0, kde
5 .
21 # xp. JelikoZ prvni slozka se anuluje v bodé zo, lze FeSenf y psat dle véty 2.
ve tvaru

Yi = C1Yi1 + czylz’i = 1)2)31
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kde funkce yn,yz,¢ = 1,2,3, jsou funkce urlené rovnicemi (3), piidemz
v rovnicich (3) misto bodu zy uvazujeme bod z;. Pro uvedené funkce platf
yu(x1) = ya1(z1) = 0, yi2(21) = ysa(x1) = 0. V bodé zp mé byt

ayn(zo) + czyr2(xo) = 0,
c1y21(xo0) + cayze(xo) = O,

tedy, aby konstanty c, cz byly nenulové, musf platit

y1(o) y12(x0) | = O.

y21(xo) ya2(xo)

y11(x) Y12(2)
y21(x) yo2()
mu (1), pro které

Funkeci miizeme povazovat za tieti slozku feSenf z(z) systé-

Y21Y22
Y31Y32

Y31Y3:
YuYi.

Y1nyiz
Ya1Yy22

2 = 23 =

’ ==

a které spliiuje podminky
z21(1) # 0, 22(21) = 0, 23(21) = 0, 23(20) = 0.

Ukazme obracené, Ze ke kazdym dvéma bodum zo # 21, pro které z3(zo) = 0,

[+4
z(z)) = (O), o # 0, existuje FeSeni y(x) systému (1), které spliiuje podminky
0

0
e = (o) st =0, .50
k

Slozky uvaZovaného FeSeni z(x) muZeme psit ve tvaru (15), piidemz

Yu Y12
(y:n) ) (yzz) jsou linearné nezavisld feSenif systému (1), spliujici pod-
Y31 Y32

y11(%0) Y12(zo) |

minky 1 = 0, =0, =0, =0,
Yy yu(z) ya1(x1) y12(x1) Yaz2(1) y21(%0) Y22(Zo) I

= 0, takZe z1(x1) # 0, z2(x1) = 0, 23(x1) = 0, 2z3(xp) = 0.

Resenf y(z) systému (1) miZeme vyjadiit ve tvaru

(27) Yy¢ = cya + czyiz + Cayes,

) Y13 Yu Yi2 .

+ —= 1,2,3, kde | y23 | je FeSeni systému (1), které spclu s FeSenimi | y21 |, | yze
Ys3 Yay, 32,
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tvolf fundamentdlni systém fesenf systému (1) a které splituje podminky
Y23(21) = y3s(z1) = 0.Konstanty ci, ¢z, c3 v rovnicich (27) volime tak, aby

ciyn(xo) + cz2yi2(wo) -+ csyra(xo) = 0,
c1y21(xo) -+ Ccayee(To) + cayaa(xo) = 0,
c1y31(%o) + c2yaz(xo) + cayas(xo) = k,

Y12(%o) Y13(0)
Y22(2o) y23(o)

k
-

_k | y13(20) Y11(x0)

Co — —. - k y(2o) y12(xo)
y G2 = W 5

Y23(%0) y21(%o)| =W !ym(xo) Yy22(Zo)

Y Y1 Yis
kde W je wronskidn fundamentidlniho systému FeSeni ya |, (ye2 ], | yes

Y31 Y32 Y33

‘Odtud plyne ¢z = 0, yi(x1) = ciyn(x1) + cayiz(r)) = 0.
Tvrzeni vély v prvém, resp. druhém piipadé obdrzime obdobné.
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O cBoiicTBax KOpHeif pelieHuit cUCTEMBI TPEX JIMHEHHBIX
OfHOPOAHKIX nuddepeHIMaTbHEX YpaBHeHuii 1-oro nopsaaka
C. IAHTABA-KPOTOBA
' BuBoau
B nacrosme#t paGote M3ydaloTCA CBOMCTBA KOpHedt pewenu#t cucremn (1)y’ = Ay,
‘TRe A-KBaJipaTHaA MATPHIA 3-TO MOPHAAKA M Y-BEKTOP C TPeMA KOMIIOHEHTAMH.

B nepsoit yacti paGoTH MOKa3aHO, YTO NP HEKOTOPHX YCJIOBMAX KOMMOHEHTH peleHMs

HCCIeflyeMol CHCTEMH (1) MMEIOT TONLKO OfHY [ABOMHYIO HYJIEBYIO TOYKY; 9Ta TOYKA HeJNT
‘HHTEPBAN (—oo, co) B TaKHe JBA MHTEPBANA, YTO B OJHOM M3 HMX KOMIOHEHTH pPELIeHHUS
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cncremul (1) He of6iajaloT HyJeBHIMM ToYKaMmu. Jlamee BafaHH YCJIOBHA, HNPH KOTOPHIX
HYJM KOMIIOHEHT' pellleHuit cucTeMH (1) BBaMMHO pasfeiAlOT APYT ApPYyTa, ¥ YCIOBUA, NpH
KOTOPHIX CYI[eCTBYeT pellleHne, KOMIOHEHTH KOTOPOro He MMEIOT HM OfHOI HyjeBolt TOYKH.
Bo BTOpoO# yacT U3y4alOTCA COOTHOLIEHNA MEKAY PELIeHUAMH CUCTeMH (1) ¥ pelleHuAMHA
CONPHAMEHHON ¢ Helt cucremoit.
B koulle paGoTH NHOKAa3aHO, YTO KOMIIOHEHTH MCCIefyeMHX pelleHu#t COOTBETCTBYIOT
cucreme ABYX JuHeWHHX AuddepeHIMATLHHIX YpaBHEHMH 1-0ro mopAmKa.

Die Wurzeleigenschaften des Systems von drei linearen homogenen
Differentialgleichungen I. Ordnung

S. SANTAVA.KROHOVA
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Wurzeleigenschaften des Systems y’ = Ay,
wo A eine quadratische Matrix des 3. Grades und y ein Spaltenvektor mit drei Kompo-
nenten ist, studiert. In dem ersten Teil wird gezeigt, dass die Komponenten der Lésung
des erwihnten Systems unter gegebenen Bedingungen nur eine Doppelnullstelle haben
konnen; diese Nullstelle teilt das Intervall (— oo, oo) in zwei Intervalle, so dass in einem
von ihnen die Komponenten der Lésung des Systems y’ = Ay keine Nullstellen besitzen.

Weiter werden angegeben: Bedingungen, unter denen sich die Nullstellen der Kompo-
mnenten abtrennen; Bedingungen, unter denen eine Lésung existiert, deren Komponenten
keine Nullstellen haben; Sitze iiber linear abhingige Losungen.

In dem zweiten Teil werden die Relationen zwischen den Lésungen des Systems
y’ = Ay und des zu diesem adjungierten Systems erértert. Zum Abschluss wird gezeigt,
dass die frither erwdhnten Komponenten den Systemen von zwei Lineardifferential-
gleichungen 1. Ordnung entsprechen.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X, FASC. V. MATHEMATICA XIII 1966

0 poufZiti Ritzovej metédy

J. KACUR

V prdci sa dokazuje, Ze za istjch podmienok mocnina kladne definitného
operdtora je kladne definitnd. Z toho vyplyva kladnd definitnost niektorych ope-
rdtorov, napr. polyharmonickych, vystupujicich v istych okrajovijch qilohdch
z teorie parcidlnych diferencidlnych rovnic.

Pod kladne definitnym operdtorom 4 v H budeme rozumiet operator,
ktorého obor definicie D4 je hustd mnozina v H, je linedrny (mdZz2 byt i ne-
ohraniteny) a pre vietky u € D4 plati:

(Au,u) = y2 || u|2, y > 0 je konStanta.

Je zndme, Ze problém existencie rieenia
(1) Az =f, feH

je pre kladne definitny operator 4 v H ekvivalentny s problémom existencie
minima funkciondla

(2) F(z) = (4z, 2) — (x,f) — (f, 2)

Pre takyto operator postupnost pribliznych rieSeni minima funkcionala (2)
Ritzovou metédou konverguje v H ku zovieobecnenému rieseniu zo rovnice (1),
a teda ak a9 € Dy, je zo aj rieSenim (1).

Lemma. Kladne definitny operdtor A v komplexnom priestore H je symetricky,
t.j. pre vdetky u, v € Dy je (Au, v) = (u,4v).

Doékaz. Nech w € Dy, potom (Au,u)=y%| u|? a preto vyraz (Au, w),
u € Dy, je redlny. Platf teda

(3) (Au, u) = (Au, u) = (u, Au)
Z vlastnosti operatora A plynie, Ze D4 je linedrny podsystém H. Ak u,v €
€ D4, podla (3) méme, Ze
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(A(u + v), % + v) = (u + v, A(x + v))
(A(u + iv), u + ) = (w + v, A(u + 1))

Po tiprave a séitanf tychto rovnic dostdvame (Au, v) = (u, Av) .
Z definicie sid¢inu operdtorov je zrejmé, ak A je operator s definiénym
oborom M, a ak postupnost mnozin M,, M,, ... M, ma vlastnosti

loMkEMk_l,lc—_— 2, i
20ak u € My, potom Aue My_1,k=2,...,n

potom mozno na My definovat operator A*.
Veta 1. Nech A je kladne definitny operdtor v H s kon¥tantou y (v pripade
redlneho H aj symetricky), definovany na M,. Ak existuje postupnost mnoZin

M\, M,, ..., M, tak, %e

loMkEMk_l, k = 2,...,n

2°ak w € My, potom Aue My 1, k=2,...,n
3° M, je hustd v H,

potom operdtor A* je kladne definitng v H s konstantou y*.
Dékaz.
Podla predpokladu (Awu,u) = y2 ||« |2, u eM;.

Z toho na zéklade Schwarzovej nerovnosti

Il Aw il = (du, u) = y2 || u |2,
odkial

(4) | Aw |2 = p¢ || w |2

Vetu dokéZeme tplnou indukciou. Nech (A*u,u)>= p2 ||u |2, u e M, pre
k=12 ..,n—1 Potom (4d¥+lu,u) = (A(4*u), u) = (A*u,u) =
= (A¥1(Au), du) = y%*-2|| Au |2 = y%+2 || u |2, w € My+1. Ak k = 1, potom
pod operdtorom A*-! rozumieme identicky operator.

Vetu 1 mézme aplikovat na tento problém:

Na mnozine Q + I', kde Q je ohranitena oblast v E,, (Eukleidovsky
m-rozmerny priestor) a I' je po kusoch hladké hranica oblasti Q, uvazujeme
o okrajovej tulohe pre elipticki samoadjungovand parcislnu diferencilnu

m m o0%u
rovnicu 8 konStantnymi koeficientmi ¥ X ay——— = [, f je spojita fun-
i=1k=1 0% Oxk

kcia, v = 0 na I'. Oznaéme operitor na lavej strane tejto rovnice

m m 02

(5 A=X X
(6) R o,
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a M; mnozinu funkeii, ktoré maju spojité 2k-té parcialne derivacie v Q 4+ F
a na I spliaji podmienky

clu 5
=0 -g— B =
6’:{116;17[2().1.‘[3&1'“
2u ok—2y 8
6 e e ) e =
(6) oxi10is oxnoxe...0X e 2

pre vSetky kombinacie indexov.

Plati veta (I, str.100): Mnozina funkcif, ktoré maji vSetky parcidlne
derivacie v Q a st rovné nule v nejakej hrani¢nej oblasti Q (t.j. v prieniku
e-6ho okolia hranice I' s mnozinou Q + I'), je hustd v Ly(Q).

Tym skér pre I = 1,2, ..., n je mnozina My hustd v Ls(Q). Je zname, Ze
A definovany na M, moZno povaZovat za kladne definitny operator v kom-
plexnom priestore Ls(Q). Pretoze mnoZiny My spliaji podmienky vety 1,
operator A% vystupujici v okrajovej ulohe pre rovnicu

(7) Aky =f

s okrajovymi podmienkami (6), je kladne definitny v Lz(Q).

Specidlnym pripadom rovnice (7) s okrajovymi podmienkami (6) je poly-
harmonicka rovnica L¥u = f, kde L je Laplaceov operator, s okrajovymi
podmienkami (6).

Na ten isty problém sa d& previest rovnica (7) s nehomogénnymi okrajo-
vymi podmienkami (6).

Oznadme 1 prvi vlastni hodnotu operéatora (5). Nech B(z) je spojita funkcia
z L3(Q) a nech B(z) > — 2, potom operator

(8) A" = A + B(x) (t.j. A'w = Au + B(x)u)
definovany na M, je opit kladne definitny v Ly(Q).

Vidno, Ze aj operdtor A’* v rovnici A%%*u = f, pri nehomogénnych okra-
jovych podmienkach (6) je kladne definitny v La(Q).

Literatura

(1) G Muxaun: IIpo6ieMa MMHNMYMA KBaJ[paTHYHOrO $ynkumonasna, Mocksa 1952

Adresa autora: Katedra matematickej analyzy PFUK, Bratislava,
Smeralova 2/b

Do redakecie doslo 20. 6. 1964.
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O npumenenun merona Purna
M. KAUYP
BuBoau

B paGorte nokasaHa Teopema:

Iycte A nonomuTenbHo-onpenesenunit omepatrop B H, ¢ nocrosiuuoit y (B cayuyae
ne#icreurennoro H u cummerpuveH), onpeneneHunit na M.

Ecan cyuecrnyer nociiegoBaTesibHOCTb MHOecTB My, Mz, ... My Tak, urto

1° Mp C Mg_1x=2,...,n

2° ocom ye Mg, 10 Aye Mp_1, ks =2,...,n

3° M, nnorno B H
To omepartop AK, onpemeneHHn#t nHa Mg, MonoMuUTeNbHO-ONpeaeneHnuit B H, ¢ nmocToAH-
Holt oK.

Jlamee Teopema npuMeHeHa B KpaeBoft 3ajatie CAMOCOMPAMEHHOrO YpaBHEHs B YaCTHHX
NPOU3BOAHLIX DJIMNTAYECKOr0 THMA, C MOCTOSAHHLIMU KOI(HUIIMEHTAMH.

Uber die Verwendung der Ritz-schen Methode
J. KACUR
Zusammenfassung

In der Arbeit wird folgender Satz bewiesen:

Satz 1. 4 soi ein positiv definit Operator in H mit der Konstante y (im Falle reellen H
auch symmetrisch) definiert auf M;. Wenn eine solche Folge der Mengen M, Ma,..., My,
existiert dass,

1° Mp = Mg_1,k=2,...,n

2° wenn u € My, dann Aue Mg_1,k=2,...,n

3° My ist dicht in H,
dann ist der Operator A¥ definiert auf My, positiv definit mit der Konstante pk.

Weiter wird der Satz in der Randaufgabe der selbstadjungierten elliptischen Parziellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten verwendet.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. X., FASC. V. MATHEMATICA Xxill 1966

O niektorych vlastnostiach riefeni diferenciilnej rovnice tvaru
¥ (@) + p)y"(x) + 24(2)y'(z) + [4'(2) + b(z)]y(x) = 0

L. MORAVSKY

Prica je rozdelend na tri dasti.

V prvej &asti je odvodend diferencidlna rovnica druhého rddu, ktorej
vyhovuji tzv. zvizky rieSenf diferencidlnej rovnice (a) a zostrojend tzv. kvé-
ziadjungovana diferencidlna rovnica k rovnici (a).

V druhej &asti si odvodené postadujlice podmienky, za ktorych rie$enia
diferencidlnej rovnice (a) s dvojnasobnym nulovym bodom nemaji dalsf
nulovy bod pre x < a, resp. # > a, kde a € (— oo; 00) a za ktorych nulové
body rieseni diferencidlnej rovnice (a) sa oddeluj.

V tretej dasti sii odvodené postadujice podmienky, pri ktorych kazdé
riesenie diferencidlnej rovnice (z) mé najviac dva nulové body, alebo jeden
dvojnasobny.

V &lanku sme pouzili metédy z prac M. Gregusa [1] a [2] o vlastnostiach
rieSenf diferencidlnej rovnice y”(z) 4+ 24(z)y’(z) + [4'(z) + b(x)]y(x) = 0.

|

Uvazujme homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu tretieho ridu

(@) ¥ (@) + p(@)y"(x) + q(@)y' () + r(@)y(x) = 0,

kde p(z), ¢'(z), r(x) st spojité funkcie x € (—oo; 00). Potom diferencisdlna
rovnica (a) sa d4 pfsat v tvare

(@) Y'(2) + Py (@) + 24(2)y (2) + [4'(2) + b@)y(z) = 0,
1
kde g(z) = 24(2), 1(2) = 4'(z) + b(a), b(2) = r(z) — 4'(z) = r(e) — 4 (@).

Nech a € (— oo; o0). Pre kazdé rieSenie diferencidlnej rovnice (a) platia
integrlne identity
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l x z
(1) y@)y" (@) — - y'*2) + A@)y*x) + f pyydt 4 f by%dt = y(a)y"(a) —
1
— 5" ¥'%a) + A(a)y¥(a)

@) ¥'@) + 24@y@) + [pydt + [ 6 — Aydt = y'(a) + 24()y(a).

O ich sprivnosti sa presved¢ime derivovanim a vhodnym upravenim.

Veta 1. Neck A(x) <0, A'(z), p(x) =0, b(x) = 0 [p(x) <0, b(z) < 0] st
8pojité funkcie x € (— oo; 00). Nech asport jedna z funkcii p(x), b(x) nie je
tdenticky rovnd nule v Ziadnom Ciastoénom intervale. Nech riedenie y(x) dife-
rencidlnej rovnice (a) vyhovuje podmienkam

y(a) = y'(a) = 0, y"(a) # 0.

Potom y(x) a jeho prvd a druhd derivdcia nemd nulovy bod pre x < a [x > a).

Doékaz. Vetu 1. dokéZeme pre p(z) = 0, b(zx) = 0. Podobne sa veta dokaze
pre p(x) < 0, b(z) = 0.

Nech y(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice (a) s dvojnisobnym nulovym
bodom v bode a.

Predpokladajme opak. Nech y"(x) ma v bode x; prvy nulovy bod nalavo
od a. Integrilna identita (1) pre rieSenie y(z) mé tvar

l xz x
Y@ @) — 5 ¥'2) + A@y) + [ pyy'de + [ byt = o.
V bode z; plati

1 a a
— 5 ¥¥@) + A)y(m) — f pyy'dt — f by*dt = 0.
z, z,
Co je spor. Teda ¥"(x) nemé pre x < a Ziaden nulovy bod, t.j. y"(z) <
< 0[y"(x) > 0] pre x < a. Preto funkcia y(z) je konkévna [konvexna] pre
z < a a teda ani y'(z), ani y(z) nemé nulovy bod pre z < a.
Désledok 1. Kazdé rieSenie diferenciélnej rovnice (a), ktoré spltia pred-
poklady vety 1. mé najviac jeden dvojnasobny nulovy bod.
Kazdé riesenie diferencilnej rovnice (a), ktoré vyhovuje podmienke y(a) = 0,
dé sa pisat v tvare y(z) = ciy1(x) + caya(x), kde 31 (), y2(x) v bode a vyhovuje
podmienkam

%i(a) = yi(a) = 0, yj(a) £ 0,
Yo(a) = yy(a) = 0, yj(a) # 0.
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Mnozinu rieSeni diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti y(a) = 0 nazyvame
zvizkom v bode a.

Zvizok v bode a € (— oo; 00) vyhovuje diferencidlnej rovnici druhého-
radu tvaru
yi(x), ya(x), y(x)
yll(x)’ 3/.2(1'): ?/'(x) = 0,
%(@), ys(2), y'(x)

t.j.

n(@), yao(x) y1(z), ye(x) y'}(x), y%(x)
¥,(x), ¥.(x) ¥,(x), y,(x) ¥,(x), yolx)

Aby sme mohli («) prepfsaf do jednoduchsieho tvaru, oznaéme

(@) () — ¥'(x) + y(x)

?/1(17), yz(x)

B = i), ) |
Potom
iy — | @, @) | L n(@), ) (@), Yol2)
Y@=y, nw | T | e e | T e e |

Pretoze yi(z), ya(x) st rieSenia diferencidlnej rovnice (a), plati

Y1(2), Yo()

w’(z) + pE)w’(z) + 24(x)0(x) = 412, ¥.()

Takto (x) mdézeme prepisaf do tvaru

B) w@)y'(@) — o' @)y (@) + [0"@) + pl)e’(@) + 24(x)o(@)]ly(x) = 0.

Ak w(z) # 0, rovnicu () mozno napfsaf v tvare

.y(x) = 0.

) [y'(z) ]’+ 0"(z) + plr)o’ (z) + 24(z)o(x)

w(z) w?(x)

UkézZeme, Ze za predpokladov vo vete 1. je w(z) # 0 pre z > afz < a]..
Je zrejmé, Ze w(a) = w’(a) =0, w"(a) % 0. Predpokladajme opak. Nech.

o(z) mé v bode x; > a prvy nulovy bod napravo od bodu a. Potom by rov-
nice

ny}(xl) + czyg(xl) =0
a1y (@1) + cayp(x1) = 0

mali netrividlne rieSenie pre ci,cz, t.j. existovalo by riefenie Ziyi(x) +
+ Coya(x) zo zvizku v bode a, ktoré mé v bode z; dvojnisobny nulovy bod.
0 je spor s vetou 1. ’
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Veta 2. Nech y:1(x), y2(z) 8w dve linedrne nezdvislé riedenia diferencidlnej
rovnice (a). Potom
Y1(2), ya(x)

0@ = |y (@), yalz)

je riedentm diferencidlnej rovnice
(®) o"(2) + [pE)e'@)] + p)e"(x) + [24(x) + pi()]w’(x) + [4'(x) —
— b(z) + 24(z)p(z)]w(z) = 0.
Doékaz. Pretoie y'l(x), y2(x) sl linedrne nezévislé rieSenia diferencidlnej
rovnice (a) platf

Derivovanim tejto rovnice dostdvame

ks , ey — | ¥1(2) Yo(@)
0" (@) + [p)e'@)] + 24’ @o(@) + 24(EW (@) , R

odkial vyplyva

()  @"@) + [p)e'@)] + pE)e’(x) + [24(z) + pA()]w’(x) + [4'(z) —
— b(z) + 24(z)p(x)]w(z) = 0.

Rovnica (b) budeme v daliom nazyvat kvéziadjungovanou diferencidlnou
rovnicou k rovnici (a).

Pozndmka 1. Ak v rovnici (a) je p(x) = 0 pre z € (— oo; co), potom tato
prejde do tvaru

(a1) ¥ () + 24(x)y () + [4'(z) + b(x)]y(x) = O
a k nej kvéziadjungovana do tvaru
(b1) w”(x) + 24 (x)w’(x) + [4'(x) — b(z)]w(z) = 0.

Poznéamka 2. UkédZme, Ze derivovanim diferenciélnej rovnice (8) za pred-
pokladu w(x) # 0 dostdvame diferencidlnu rovnicu (a).
Derivovanim rovnice (8) dostavame

0@Y"@) + {0"(@) + [PE)' @]} y(@) + )o@y (@) + 24’ (@o(z)y(z)
+ 24(@)’ @)y(@) + 24(@o(=)y (@) = 0.

Z diferencidlnej rovnice (8) vyplyva
(@)  o"@y) — '@y (@) = —o@@)y (@) — p)e’(@)y(z) — 24()o(z)y(z)

& teda z rovnice (b) a zo vzfahu (3) dostdvame diferencidlnu rovnicu (a).
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II.

Veta 3. Nech A(z) < 0, A'(z), p(x) = 0, A'(z) + b(x) = 0 [p(x) = 0, 4'(x) +
+ b(z) < 0] st spojité funkcie x € (— oo; 00). Nech y(x) je riedenim diferen-
cidlnej rovnice (a) vlastnostt y(a) = y'(a) = 0, y"(a) #~ 0.

Potom y(x) a jeho prvd a druhd derivdcia nemd nulovy bod pre x < a[x > a].

Dékaz. Dokazeme prvy pripad vety 3. Nasobme diferencidlnu rovnicu (a)
funkciou y'(z) a imtegrujme &len za ¢lenom od a po z. Dostdvame integrdlnu
identitu

(4) Y@y @) — )y'2dt + [py'y"dt + [2Ay'2dt + [(A" 4 blyy'dt =y (a)y' (a).

Predpokladajme opak. Nech z, je prvy nulovy bod y”(z) prez < a. lnte-
gralna identita (4) v bode z; pre rieSenie y(x) jo tvaru

Iyuzdt — J'pyryndt - J-2Ay'2dt e J‘(Ar + b)yy'dt = 0.

(‘0 je spor. Tym je dokézand prvé dast vety 3. Podobne sa dokéze druhd &at
vety.

Veta 4. Nech A(x) =< 0, A'(x), p(x) = 0, b(x) — A'(x) = 0[p(x) = 0, b(x) —
— A'(x) < 0] st spojité funkcie x € (— oo; 00). Nech aspoi jedna z funkcit
p(x), b(x) — A'(x) nie je identicky rovnd nule v Fiadnom Eiastoénom intervale.

Potom rieSenie y(x) diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti

yla) = y'(a) = 0, y"(a) # 0

a jeho prvd a druhd derivdcia nemd pre x < a [x > a] Ziaden nulovy bod.
Doékaz. Dokazeme prvy pripad vety 4. Podobne sa dokéze druhy pripad
vety.
Predpokladajme opak. Nech z; je prvy nulovy bod y"(x) pre x < a. Integral-
na identita (2) v bode ; pre rieSenie y(z) je tvaru

0 = y"(a) — 24(m1)y(x1) + [py"dt + [(b — A")ydt.

Co je spor. Tym je dokazany prvy pripad vety 4.

Podobne, ako v praci [1] sa d4 dokazat nasledujica veta.

Veta 5. Nech w(x) # 0 pre x > a[x < a] je riefenim diferencidlnej rovnice (b)
8 dvojndsobnym nulovym bodom v bode a. Potom nulové body zvizku v bode a
diferencidlnej rovnice (a) sa oddelujii napravo [nalavo] od bodu a. Ak % je prvy
nulovy bod riedenia yi(x) viastnosti yi(a) = y,(a) = 0, y"(a) # 0 napravo [na-
lavo] od bodu a, potom kafdé riedenie zvizku rézne od y1(z) md medzi a a
Prdve jeden nulovy bod.

65



I1I.

Lemma 1. Nech p(z) = 0[p(x) = 0] je spojitd funkcia z € (— oo; o0)
a nech p(z) = 0 neplatf v Ziadnom intervale. Nech z(x) je rieSsenfm diferen-
cidlnej rovnice

(c) 2"(@) — p(e)"(z) = 0
vlastnosti
2(a) = 2'(a) = 0, 2"(a) # 0.

Potom rieenie z(z) a jeho prva a druhé derivicia nema Ziaden nulovy bod
pre x> a.
Doékaz. DokéZeme prvy pripad lemmy 1. Je zrejmé, Ze

(8) [2(z)2"(2)]" = 2"(2)2"(2) + 2(x)2" ().
Z diferencidlnej rovnice (c) a zo vzfahu (5) vyplyva
(6) [2(z)2"(@)] = 2'(z)2" () + p(x)z(x)2"(x).

Nech zp > a je prvy nulovy bod z"(z). Integrovanim (6) od a do z, dosté-
vame

1 T
—z'2 "dt = 0.
5 2'2(xo) + jpzz 0

Co je spor. Odtial vyplyva dokaz prvej dasti lemmy 1. Podobne sa dokaze
druhé dast.

Lemma 2. Nech z(z) je rieSenim diferencidlnej rovnice (c) a y(x) je rieSenim
diferencidlnej rovnice (a). Nech a < b € (— oo; o).
Potom platf

b b
(7 y"(0)2"(b) — y"(a)2"(a) + [24y’z"dt + [(A’ + b)yz"dt = 0

(8)  y'(0)2"(6) — y"(a)e"(a) + 24(b)y(b)2"(b) — 24(a)y(a)2"(a) +
b
J(6 — — A" — 24p)yz"dt = 0.

Doékaz prevedieme jednoducho tak, Ze nésobfme diferencidlnu rovnicu (a)
funkciou z"(x) a integrujeme ¢len po ¢&lene od a po b. Vhodnou tpravou dosté-
vame (7) a (8).

Veta 6. Nech A(z) <0, A'(z), p(x) =0, bx) = 0 [p(z) < 0, b(z) < 0 ] sik
spojité fumkcie x € (— oo; o) také, Ze A'(x) + b(z) < 0[A'(x) + b(z) = 0],
pritom nech p(x) mie je identicky rovnd nule v Ziadnom CiastoCnom intervale.
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Potom kaZdé riedenie diferencidlnej rovnice (a) md najviac dva nulové body,
alebo jeden dvojndsobny.

Dokaz. Dokazeme prvy pripad vety 6. Nech a € (— oo; o) je Iubovolny,
ale pevny bod. Nech y(z) je rieSenim diferencialnej rovnice (a) vlastnosti

y(a) = y'(a) = 0, y"(a) > 0.

Stadi, ak ukéZeme, Ze y(z) nemé nulovy bod pre x > a (pre * < a nemé
nulovy bod, ako vyplyva z vety 1. pretoze kaZzdé rieSenie y(x) diferencidlnej
rovnice (a) vlastnosti j(a) = 0 vyhovuje tej istej diferencidlnej rovnici dru-
hého radu tvaru (8) a za predpokladov vety 6. je w(x) # 0 pre z > a.

Predpokladajme opak. Nech x; je prvy nulovy bod y"(x) pre z > a.Na
interval < a; ;> pouzijeme identitu (7) z lemmy 2., pritom z(x) je riesenfm
diferencidlnej rovnice (c) vlastnosti

2(a) = 2'(a) = 0, z"(a) > 0.
Z integralnej identity (7) dostdvame

— y"(a)2"(a) + féAy’z”dt + _[z(lA’ + b)yz"dt = 0.

Co je spor. Odtial a z lemmy 1. vyplyva prvé tvrdenie vety 6. Podobne sa
dokaze druhy pripad vety 6.

Veta 7. Nech A(x) <0, A'(z), b(x) = 0, p(x) = 0 [p(z) = 0, b(x) < 0] su
spojité fumkcie x € (— oo; co) také, Ze b(x) — A'(x) — 24(x)p(x) < 0 [b(x) —
— A'(x) — 24(z)p(x) = 0] pre z € (— oo; 00) a pritom funkcia p(x) nie je
tdenticky rovnd nule v Ziadnom &iastofnom intervale.

Potom ka%dé riedenie diferencidinej rovnice (a) md najviac dva nulové bod y,
alebo jeden dvojndsobny.

Dékaz sa prevedie podobne ako vo vete 6. s pouzitim identity (8) a lemmy 1.
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O HexoTOpHIX cBoltcTBax pemeHnit guddepeHNaTILHOrO
YpaBHEHUsA BHUAA

y"(z) + p(zly”(x) + 24(z)y’(z) + [A’(z) + b(z)]y(z) = 0

J. MOPABCKH
BriBogn

Pa6ora paspmeseHa Ha Tpit HacTH:

B nepsoit yactn BuBefeHo puddepenuuanbHOe ypapHeHne BTOPOTo MOPARKA, KOTOPOMY
COOTBOTCTBYIOT TH3. Ny4yku pemienuit pauddepenuuanbHoro ypasHeHHA M IOCTPOEHHOE
TH3. KBasuajbloHUpoBanHoe nuddepeninanibHoe ypaBHeHMe K ypaBHenuwo (a).

Bo BTOpOit YacTH BBEIBEEHH JOCTATOMHBIC YCJIOBHA, NMPH KOTOPHIX peinenus nuddepen-
OUaJbHOr0 YpaBHEHMA C J(ByKpaTHOH HyJeBOH TOYKOH He MMEWT naJsbHedmed Hyesoi
TOYKM 1A T < @, pecll. £ > a, I'fie a € (—oo; co) H NPU KOTOPHX HYJEBHE TOYKH pelneHnit
nruddepeHInaTLHOr0 ypaBHEHHA OTHEJNAIOTCH.

B Tperpeft uyacTH BHIBEJEeHH MOCTATOUHHIE YCJIOBHA, NMPU KOTOPHX Kas/oe pelleHie
nuddepeHnuaTLHOrO ypaBHeHHsi nMeeT camoe Gosbinee JBe HyJIeBHe TOUKM, WJIH OLHY
ABYKPATHYIO. .

B craree nmpumenanuch Metopsl paGor M. I'peryma [1] u [2] o cBoiteTsax pewenus gudde-
PeHIMANLHOrO YypaBHEHUA y”(z) + 24(z)y’(x) + [A'(z) + b(z)]y(x) = 0.

Uber einige Eigenschaften der Losungen der Diferentialgleichung
y"'() + p()y”(x) + 24(x)y’(®) + [4'(2) + b(x)]y(x) = 0
L. MORAVSKY
Zusammenfassung

Die Arbeit wird in drei Teile geteilt:

Im ersten Teil wird die Differentialgleichung zweiten Grades abgeleitet, der die sog.
Losungsbiindel der Differentialgleichung (a) entsprechen und die sog. quasiadjungierte
Differentialgleichung zur Gleichung (a) definiert.

Im zweiten Teil werden die geniigenden Bedingungen abgeleitet, unter denen die
Lésungen der Differentialgleichung (@) mit doppelten, Nullstelle keine weitgre Nullstelle
fuir x < @ bzw. 2 > a haben, wo @ € (— oo; co) und unter denen sich die Nullstellen
der Losungen der Differenzialgleichung (a) trennen.

Im dritten Teil werden die geniigenden Bedingungen abgeleitet, unter denen jede
Losung der Differentialgleichung (a) hochstens zwei Nullstellenpunkte oder eine doppelte
hat.

Im Artikel wurden die Methoden aus den Arbeiten von M. Gregus [1] und [2] iiber
die Eigenschaften der Losungen der Differentialgleichung y’"’(z) + 24(2)y’(zx) +
+ [4'(z) + b(x)]y(x) = 0 verwendet.

68



‘ ACTA FACULTATIS
RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAIANAE
MATHEMATICA

Vydalo Slovenské pedagogické nakladatelstvo v Bratislave — Schv. vym. SNR-OSK
¢.1268/1.1965 — Néklad 1102 — Rukopis zadany 9. decembra 1964 — Vytlatené vo febru-
éri 1965 — Papier 5153-01, 70 x 100, 70 g — Tla&ili Polygrafické zdvody, zév. 2, Bratislava,
ul. Februdrového vitazstva 6/d — Tladené zo sadzby monotypovej — Typ pfsma garmond
& petit Modern Extended — K-20*51510 03/2 67 — 5356 — 65 — AH 4,416 — VH 4,539

Cely ndklad prevzala kniZnica PFUK, Moskovskd &. 2
Technicky redaktor Adam Handk

69












ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE

st fakultny sbornik uréeny na publikovanie vedeckych prac internych a externych
utitelov nas$ej fakulty, internych a externych a$pirantov a nasich Studentov. Absol-
venti naSej fakulty mézu publikovat préace, v ktorych spracivaju materidl z{skany za
pobytu na naSej fakulte. Redakénd rada si vyhradzuje pravo z tohto pravidla urobit
vynimku.

Prace musi odporidaf katedra. Priace Studentov musi odporuéat Studentska ve-
decka spolo¢nost a pr'islu§né katedra.

Publikovat mozno v jazyku slovenskom alebo ¢eskom, pripade v ruskom alebo
anglickom, francizskom alebo nemeckom. Priace podané na publikovanie maja byt
pisané strojom na jednej strane papiera, s riadkovou medzerou, tak, aby jeden
riadok tvorilo 60 uderov a na stranku pripadlo 30 riadkov. Rukopis treba podat
dvojmo a upravif tak, aby bolo ¢o najmenej chyb a preklepov. Nadmerny poéet
chyb zdrazuje tla¢ a ide na autorov ucet.

Rukopis upravte tak, Ze najprv napiSete nazov price, pod to autorovo meno. Pra-
covisko, pokial je na nasej fakulte, sa neuvddza. Iba tam, kde je viac spolupracovni-
kov a niektory z nich je z mimofakultného pracoviska, uvddzajui sa vietky pracovis-
ka. Tiez tam, kde prica bola vypracovana na dvoch pracoviskich, treba obidve
uviest.

Fotografie treba podaf na ¢iernom lesklom papieri a uviest autorovo meno,
zmen$enie a text pod obrazok. Kresby treba urobif tuSfom na priehladnom papieri
(pauzdk) alebo na rysovacom papieri a taktiez uviest autorovo meno, zmen$enie
a text pod obrazok.

KaZda praca musi maf resumé v ruskom a niektorom zapadnom jazyku. K pra-
cam publikovanym v zapadnom jazyku, treba pripojif resumé v slovenskom (&es-
kom) jazyku a v jazyku zadpadnom; v pripade publikacie v ruskom jazyku, resumé
v slovenskom jazyku a v zdpadnom jazyku. Nezabudnite pri resumé uviest vidy
ndzov prdce a autorovo meno v rovnakom poradi ako v zdkladnom texte. Za prav-
nost prekladu zodpoveda autor.

Autori dostdvaja stlpcové a strankové korektury, ktoré treba do 3 dni vratif.
Rozsiahlej$ie zmeny poéas korektury idi na farchu autorského honorira. Kazdy
autor dostane okrem prislu§ného honoraru i 50 separatov.

Redakénéd rada



M. Hejny¥: Zovieobecnenie koreipondencie relativnych normal plochy do
priestoru s projektivhou konexiou . . . s i .

B. Riedan: Pozndmka ku konstrukcii miery z objemu 7

I. Korec: Konstrukcia vEetkych &iastoéne usporiadanych mnozin, ktoré moz-
no homomorfne zobrazit na danu éiastoéne usporiadani mnozinu

J. Badida: O asociativnej operéacii A na triede svézov Qo

S. Santavd-Krohovaé: Kofenové vlastnosti Fefeni systému tii lineérmch
homogennich diferencidlnich rovnic 1. fadu

J. Kadur: O pouziti Ritzovej metdédy

I. Moravsky: O niektorych vlastnostiach riefeni diferencidlnej rovnice tvaru
Y7 (x) + p(x)y” + 2Ax)Y (x) + [A'(x) + b(x))y(x) =0 . . . .

M. Hejny: Generalisation of the correspondence of relative normal of the
surface into space with the projective connection

B. Rieédan: Bemerkung zur Konstruktion des Masses aus dem Inhalt

1. Korec: Die Konstruktion aller teilweise geordneten Mengen, welche man
auf die gegebenen teilweise geordneten Mengen hormomorph abbilden

J. Badida: Uber assoziative Operationen A auf der Klasse von Verbinden Qo

S. Santavd-Krohovéa: Die Wurzeleigenschaften des Systems von drei
linearen homogenen Differentialgleichungen I. Ordnung .

J. Kadur: Uber die Verwendung der Ritz-schen Methode . .
J.Moravsky: Uber einige Eigenschaften der Losung der leerentxalglexchung
Y7 (x) + p(x)y” + 2A(x)y’ (%) + [A'(X) + b(x)]Jy(x) = .

M. Teitan: OGoGumeHne KOPPECTIOHAEHIME OTHOCHTEILHHIX HOpPMAaJeit IOBepXHOCTH
B NPOCTPAHCTBO C NPOEKTHBHOM OGABHOCTIO . . .+ + « « « &« « o o o « « « & =

B. Preuan: 3aMeTka K KOHCTPYKLUHMM MePH M3 006BEMA . . « . « . « « « « « . .

M. Hopen: IlocTHoeHMe BceX YaCTHYHO YNOPAAOYEHHHX MHOMKECTB TOMOMOpPQHO
orofpa«aeMBX Ha JaHHOE YACTHYHO YIOPARXOYEHHOE MHOMECTBO . . . . . . .

fla Bapupa: O6C accommaTuBHO#t omepamum A Ha Kaacce CTPYKTyp Q0 . . . . .

C. IlTanTaBa-kporosa: O cBoficTBax KOopHeH pemeHult cUCTEMH TPEX NHHEHHHX ORHO-
ponENX nBdepeHNUATBPHHX yPaBHEHHHM 1-0T0 MOPAMKA « .+ « « « « + o + .«

M. Kauyp: O mpuMEHEHHH METONA PATHA . « . - « - « « « « o o o o« « o « o &

JI. MopaBckm: O HexoTopHX cmoitcTBax pemennit nudepeHIUATBHOrO ypaBHEHNA
Buga ¥ (X) + P (X)y”" X + 2A (X)y'(x) + [A’ (x) + b@Iy®) =0 . . . . . . .

13

23
37

43
57

61

13

23

41

43
57

61

13

23
37

43
57



	
	Mathematica
	Table of contents



