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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSII‘AﬂS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. Il MATHEMATICA 1964

Uber das Randwertproblem der n-ten Ordnung in m-Punkten

M. GREGUS

Einleitung. Es ist bekannt [1], dap wenn die lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung
L) =0
und # Randbedingungen
Ui(y) = 0, i=12,..,n

in zwei Punkten a < b gegeben sind, dann kann man unter gewissen Voraussetzungen
zu dem beliebigen Punkt & € (a, b)) die sogenannte Greensche Funktion G(x, &)
konstruieren, mit deren Hilfe die Losung y des nichthomogenen Problems

LQy) = r(x)

Uiy) =0, i=12...n
in der Form '

b
y(x) = | G(x,8) r(€) d&

geschrieben werden kann. :

Weiter wird dieses Ergebnis zur Losung bestimmter Randwertprobleme mit
Parameter verwendet, und zwar so, daf das Problem auf eine bestimmte Fredholmsche

- Integralgleichung zweiter Art iiberfiihrt wird. ‘

In dieser Arbeit wird das angefiihrte Problem verallgemeinert, und zwar so, dap
die Randbedingungen in m-Punkten a@; < a@; < ... < a,, vorgeschriecben werden.

Es werden sogenannte partikulire Greensche Funktionen konstruiert mit deren
Hilfe das unhomogene Randwertproblem in m-Punkten geldst wird.

Ahnlich wird das Randwertproblem in m-Punkten mit einem Parameter auf eine
gewisse Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art iiberfiihrt.

Die in dieser Arbeit angefiihrten Ergebnisse sind ein spezialer Fall der Ergebnisse
der Arbeit [2], jedoch ist die Metode der partikuliren Greenschen Funktionen vorteil-
haft fiir praktische Anwendungen. -
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1. Es sei das Randwertproblem

s

n—1

L(y) = Po - Y +p, i ,,_): +..+py=0 @®z2),
U0) = ayy(ay) + af,”y’(a,) T (’-(" Dyn= l)(a ) +
+ apy(a) + afy'(a) + ... + ol VYV, + 0

+ W (@) + )Y (@) + . + VY V(a,) = 0,
(@, <ty < oo €@y i =1,2, s, m=2)
gegeben, wo die Funktionen p, + 0, p,, ..., p, im Ifltervall {a,, a,y stetig sind und
Uy, Uy, ..., U, sind linear unabhingige Formen von y(a,), ..., y" " (a,), ..., ¥(a,,),
¥ Vay).
Setzen wir voraus, dass das Problem (1) unldsbar ist, d. h. seine einzige Losung
ist die Funktion, welche identisch gleich Null ist. Dann gilt folgender Satz.

Satz 1. Fiir einen beliebigen Punkt & € (ay, ay4,) kann man die Funktion y =
= Gy(x, &) konstruieren, welche folgende Eigenschaften hat:
. n—2

1. Gi(x,€), ——a—Gk(x, E) = Gyx; E), i ——=5 Gu*, &) = Gyan-1(x, €) sind ste-
ox

tige Funktionen von x € {a,, a,).
n—1

0
1. Die Funktion P Gi(x, &) = Gyn-1(x, &) ist in {ay,a,y iiberall au fer dem
X
Punkte € stetig, wo sie eine Unstetigkeit erster Art mit dem Sprung der Unstetigkeit

o(r;) hat, d. h.

Gian-1(€ + 0,8) = Gpn-1(§ — 0,8) = @

Po (&)

3. Die Funktiqn Gi(x, &) ist die Losung der Differentialgleichung L(y) = 0 in den
Intervallen ay,E), &, a,) und sie erfiillt die Randbedingungen U(y) = 0,i = 1, ...,n

4. Die Funktion Gy(x,&) ist mit den Eigenschaften 1.,2.,3. eindeutig bestimmt.

Beweis. 3,(x), y5(%), ..., y,(x) sei ein Fundamentalsystem von Losungen der Diffe-
rentialgleichung L(y) = 0. Dann mup die Funktion G,(x, &), welche wir konstruieren
wollen, in den Intervallen <a,, £), (¢, a,,> die Form

Gi%, &) = a3, (%) + ap,(x) + ... + a3, (x) (@ S x <E)
Gy(%,8) = byy1(%) + bopy(¥) + ... + by(x)  (E<x < a)

haben, wo ay, ..., a,, by, ..., b, Konstanten sind. Aus der Stetigkeit der Funktion G,
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und aus ihren ersten » — 2 Ableitungen nach x im Punkte § und aus der Bedingung (2)
folgen fiir die Differenz c; = b; — a; n Bedingungen

c131€) + 2328 + ... + pa(6) =0

118 + 25 + ... + cp€) =0

-----------------

PO + IO + e+ TG =0,
n— n— ¢ - 1
¥ @) + eyF O + o F eyt TIE) = -
Po(&)
Die Determinante dieses Systems ist die Wronskische Determinante des Fun-

damentalsystems der Losungen im Punkte & und daher sind die Zahlen c; eindeutig
bestimmt.

Wenn wir .
U(y) = 44,0) + 4,(») + ... + 4,0,
setzen, wo
Ay =ap@) + aPy@) + ... + o7 Vg, j=1,2,..,m

ist und wenn wir einschreiben, daB Gy (x, &) n Bedingungen U(y) =0, i=1,...,n
erfiillt, erhalten wir
— aydy(vy) + a;45(32) + - + 4,4, +
+ aydp(r) + a24;5(37) + - + 4,45500) +

...................

+ ay Ay () + a,4(1)) + o + @, A5, +
+ by Ay s1(y1) + byAus1(02) + oo + bydyr () +

+ BlAim(yl) + EZAfm(yZ) + ...+ EnAim(yn) o 0: i= 1’ 23 ey M.

Das angefiihrte System von Differentialgleichungen kann auch in folgender Form
geschrieben werden

b, Uy,) + b U (n) + ... + b U, =
= 1 4;(31) + 245 () + - + 4 () +
+ c14i(01) + 241(32) + - + A +

+ c1du(y1) + c24u(y2) + oo + cudu(y)-
Die Determinante dieses Systems von Gleichungen ist verschieden von Null, weil
Y1, Y25 -+s ¥, ¢in Fundamentalsystem von Ldsungen der Gleichung Ly) =0 bilden
und das Problem (1) ist unlésbar. Also aus diesem System kann by, b,, ..., b, eindeutig
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- bestimmt werden und dann ist a, = b; — ¢;,. (Wenn die rechte Seite dieses Systems
gleich Null ist, dann ist b, = 0 und a; = —c;.) Damit ist der Satz bewiesen.

2. Die Ldsung eines unhomogenen Problems in der Form eines Integrals.

Es sei '

L(y) = r(%) 3
Ul(y) =0 (i =1, “2’ ey ”)

ein unhomogenes Problem. r(x) sei eine stetige Funktion im Intervall {a,, a,).
Setzen wir voraus, dap das dem Problem (3) entsprechende Problem (1) unldsbar
ist. Dann gilt folgender Satz: '

Satz 2. Gy(x,&), k =1,2,...,m — 1 seien zum Problem (1) gehirige Greensche
Funktionen. Dann ist die Losung y(x) des unhomogenen Problems (3) mit der Formel

m—1 ag+1

yx) = k; aI Gu(x,8) r(©) d§ @

gegeben.

Beweis. Aus der Stetigkeit der Ableitungen nach x der Funktionen Gy(x, &),
k=1,2,...,m—1 bis in die Ordnung r — 2 eingerechnet im Intervall {a,, a,)
folgt :

az 5 am
y(l)(x) = j Glx'(x’ g) I‘(é) dE.; + ...+ I Gm—lxl(xs &) T(E_,) dEn l = 1: 29 ERTPY (Rl \2
$*~1 (x) und y™ (x) werden wir im beliebigen Punkt x € (ay, a;+;) besonders
rechnen und besonders in den Punkten a,, kK = 1,2, ..., m. Es ist

e+ 1

YO =  Gran (1 DPOE + . 4 <[ [ GUr DrOE + | G B r©dE] +

x

o aky g Om
+ | Grarpn-i(x,8) 1) dE + ... + ]_' G- 1xn-1(x, &) 1(€) € =

Grc+1

= }z‘ann-x(x, §rEds + ... + kax-—n(x, &) r(€) d§ + Giun-1(x, x) r(x) +

ar+ 1 Qrc+2

+ | Grn-t(x,8) 7€) & — Gipn-2(%, X) 1(¥) + [ Gis1en-1(%, &) r(€) d€ +

+...+ ‘Im -1 (x,E) (8 5 = szm-x(x,f;)r(&)d€+---+ [ Gien-1(x,8)r()dE+

Gm ok

m
ot | g5, 1B B,

“Ahnlich

=

) +1

YO0) = § Guanlt, E) r®) dE + .. + 1 Gunle D 1@ 85 +
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QK +2

+ 7(x) [Gran-1(%, X = 0) = Goen-a(X, x + O] + [ Gy 1an(x, &) (§) dE +

Gk + 1

+.. + I G- 120(x, §) 1(E) A€ = szl,n(x, ErE)dE + ... +

Gn-1

Qk+1 r(x) Ak +2

+ | G, &) r(®) dE + ) J Gusrax, &) () dE + .

Gk +1

+ j Gm lx"(x’ &) I‘(é) dg,

weil "

Gixn-1(%, X — 0) — Gypn-1(%,% + 0) = Gppn-1(x + 0, x) — Gypn-1(x — 0, %) = %

Aus den Formeln fiir y~(x) und y™(x) stellen wir leicht fest, dap lim y{% “(x)
und 11m+ y®(x) fiir k < m existiert. Ahnhch konnen wir leicht feststejl‘l-t;::daﬁ inso-
weitx.;cak> list, lim y"~"(x) und lim y™(x) existiert und daB lim y(""’(x) =

X=ap - X=a - xX=ay -

lim y" " V(x) = 3" (g,), lim y™(x) = lim y?(x) = y™(a,) gilt. Aus den 50 er-

xX=ax+ x—ax- x=ag+
rechneten Ableitungen folgt

aj-1

L(y) = fL[G,(x, ElrE) dE + ... + j L[G;5(x, E)] r(E) d€ +

+ I L[G;-1(x, O] 7(§) dE + r(x) + 5 L[G(x, D)} r(§) d& + .

+ 5 L[G,-1(x, )] (&) d€ = r(x).

fm-1

Endlich
U0) = IU:(G1)r(§)d§+ + I UdGp-1) (%) dE = 0.

m-1
Damit ist gezeigt worden, dap die Funktion (4) das Problem (3) 15st.
3. Das homogene Randwertproblem (1) sei unldsbar.
Gi(x, £) seien Greensche Funktionen des Problems (1). Weiter sei G (x) die Losung
des Problems
LIG(x)] = 0,
ULlGH)] = ... = Ui-l[Gi(x)] = Ui+1[Gl(x)] = ek _= U,[Gix)] = 0,

Es ist bekannt, dap solche Ldsungen existieren. Dann kann ganz dhnlich wie
im Abschnitt 2 bewiesen werdcn, dap die Funktion . -

m—1 ax 4+

yx) =¥ I Gi(x, E)-r() d& + v,GI(x) + 72620 + . + 1,Go(®)
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die Losung des Problems
L(y) = r(x) ’ ®
Ui(y) =Y i= 1, 2, .t ) -
ist. .
4. Losungen von Randwertproblemen als Losungen von Integralgleichungen.
Es sei das Randwertproblem

L(y) =gy + r(®) ©
. Ug(y) =‘Y‘, i=4, 2,.-.,n
gegeben.
L(y), U(®), r(x), a;, B;, 7; sollen dieselben Eigenschaften wie in den vorhergehenden
Abschnitten haben. Weiter sei g(x) eine stetige Funktion im Intervall {a,, a,)
nicht identisch Null. Das zum Problem (6) gehorige homogene Problem d. h. das
Problem (1) sei unlésbar und G,(x, €), k = 1, ..., m — 1 seien Greensche Funktionen
des Problems (1). Dann folgt aus dem vorhergehenden Abschnitt, dap die Losung y
des Problems (6) der Integralgleichung

m=1 ax+1

yx) =3 [ Gx 8@y + r@OIdE + v,Gy(¥) + .. + 1,G(x) (7))

k=1 ax
entspricht. Wenn wir
Ki(x,8) = Gi(x,€) g(§)
m—1 Gc+y
Jx) = 11G,(%) + ... + 1.G(x) + ."Zl | Gux,8)r(©)dg
bezeichnen, dann konnen wir die Integralgleichung (7) in der Form

m=1 Gr+y

W) =f) + T | KB HE) 6

schreiben.
5. Vom Parameter abhéingige Randwertprobleme.
Gegeben sei das Randwertproblem

Ly) = Ag(x) y ®)
Up) =0, i=12..,n

g(x) habe die Eigenschaften, wie im vorhergehenden Absatz. Das Problem (1) sei
unlésbarund G,(x, €),k = 1, ..., m — 1 seien Greensche Funktionen des Problems(1).
Dann ist wie aus dem Vorhergehenden folgt, das Problem (8) ekvivalent mit der
Integralgleichung

m=1 G+t
W) = 7-,‘; ‘I Gi(x, §) 8(8) () d&.
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O okrajovom probléme n-tého radu v m bodoch
SUHRN
M. Gregus

V préci je rozrieSeny nehomogénny okrajovy problém n-tého rddu v m bodoch pomocou tzv.
partikuldrnych Greenovych funkcii.

Pomocou tychto vysledkov sa v prici dokazuje, e okrajovy problém n-tého rddu v m bodoch
z4visly od parametra je ekvivalentny s rieSenim Fredholmovej integrilnej rovnice druhého druhu.

O rpaeBoii 3ajaun n-0ro NOpAJKA B M TOYRAX
M. I'perym

Pe3ome

B paGote paspemena HeOTHOPOAHAS KpacBas 3a4adya n-0ro HOPAAKA B M TOYKAX C MOMOMIBIO
T. H. 9aCTHYEBIX GyHrKumi [puua.

C momomzio 3T0ro pe3ynsrata B pabore yKa3aHO, 4TO Kpaesasi 3aJa4a n-Oro HOpsAxa C mapa-
METPOM B m TOYKAX 5KBHBAJICHTHA C PEMICHHEM HHTErPAIbHOTO ypaBHCHEA Ppearonbma BTOPOro
poxma.

55
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. Il MATHEMATICA 1964

Eine Bemerkung zur Zerlegung der natiirlichen Zahlen
A.HUTA

1.

Bezeichnen wir mit R,(x) die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen einer
natiirlichen Zahl x in »n Glieder (Summanden) unter folgenden Voraussetzungen:

1° die Glieder sind natiirliche Zahlen

2° die Zerlegungen mit zwar gleichen Gliedern, jedoch in anderer Reihenfolge,
werden als gleiche angesehen. Werden also Glieder einer Zerlegung mit x;, j =
=1, 2, ..., n bezeichnet, so kann man im weiteren voraussetzen, dap x; < x, fir
i<j.

Dann gilt die Relation

R(x + ) — Ry(x) = Ry_y(x + 1 — 1). (1)

Die Relation (1) 14pt sich folgendermafen beweisen:

Alle Zerlegungen einer Zahl y, deren Anzahl R,(y) ist, zerteilen wir in zwei Gruppen.
Die erste Gruppe wird diejenige Zerlegungen enthalten, deren erstes Glied 1 ist.
Die Anzahl dieser ist offenbar R,_,(y — 1) denn nach dem ersten Gliede folgen
alle Zerlegungen der Zahl y — 1 in n — 1 Summanden.

Die zweite Gruppe wird alle iibrige Zerlegungen erhalten, deren Anzahl R (y — n)~
ist. Es ist ndmlich jedes Glied, einer Zerlegung, dieser Gruppe wenigstens gleich 2.
5 Durch Yerkleinerung jedes Gliedes einer solchen Zerlegung um 1 bekommen wir

alle Zeﬂegungen der Zahl y — nin n Summanden. Wir haben also die Gleichung

n(y) u—l(y i l) + Rn(y - n)’
aus welcher durch die Substitution y — n = x die Relatlon (1) folgt.
Da es unmdglich ist eine natiirliche Zahl kleiner als » in n natiirliche Summanden
zu zerlegen, gilt _
R(x) =0 fir x=12,...(n - 1), (#3)
und offenbar
R(n) =.1. 3
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Wir haben also das folgende Ergebnis: Die Anzahl der Zerlegungen R,(x) einer
natiirlichen Zahl x in » natiirliche Summanden, in welchen es nicht auf die
Reihenfolge der Summanden ankommt, ist eine Losung der Gleichung (1) mit den
Anfangsbedingungen (2) und (3).

2
Die Gleichung (1) ist eigentlich eine Lineare unhomogene Differenzengleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die zugehorige homogene Gleichung ist
. R(x + n) — R,(x) = 0. (C))
Die charakteristische Gleichung

m—-1=0,
hat die Wurzeln :
€ n= cosﬂ— + isinﬁn—
n n
(G=12,..,n),

80 dapP die allgemeine Losung der Gleichung (4)

R() = 3. ¢4 ©

ist, wo die ¢;, Summationskonstanten sing.

Die Losung der Gleichung (1) finden wir mittels der Methode der Variation der
Konstanten.

Diese Methode besteht darin, dap man die Konstanten c; , in (5) fiir eine Funktion
«der x haltet und die Losung der Gleichung (1) in der Form

R = 3, ©

-sucht, wo ¢; ,(x) unbekannte Funktionen sind.

" Die Anzahl dieser Funktionen ist #, jedoch nach Einsetzen der Ausdriicke (6)

_in die Gleichung (1) bekommt man fiir sie eine Bedingung. Man kann also diesen
Funktionen weitere (n — 1) Bedingungen beliebig vorschreiben. Dies «geschieht 4
auf folgende Art und Weise: Wegen

Acj (%) = ¢;(x + 1) = ¢; (x)
ist

L
R(x+1)= Y c;u(x)ej' + ¥ dc; (x)e]n" .
1 J=1

Durch das Festsetzqn

Ac; (x)ef' =0
1 a2

j
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" wird
n

R(x + 1) =Y ¢; (%) €] ,.
i

=1

Aus dieser Gleichung, durch dhnliche F ortsetiung, bekommt man fiir dié Diffe-
renzen der unbekannten Funktionen die folgenden » Gleichungen

Z Ac],n(x) 8;,.:1 = 03 I = 13 29 ey (B — 1)
Ji=1
Z ACj,"(x) 8.’;’:" = ,,_.1(x +n - 1). (7)
i=1
Bezeichnet man die Determinante dieses Systems mit D, und die Determinante,

die aus D, entsteht durch Ersetzen der Elemente der j-ten Spalte mit den Werten
der rechten Seiten der Gleichungen, mit D; , so bekommt man

dc; (x) = l:;"' j=1,2,..yn

und davon
Dj .,
i)=Y Dj + kjn

wo die k; , Konstanten sind.
Endlich durch das Einsetzen dieser Relationen in die Gleichung (6) bekommt
man die allgemeine Losung der Gleichung (1)

n n D R

Die Konstanten k;, werden aus den Bedingungén (2) und (3) bestimmt.

3

Zum Abschlup sollen noch die Ausdriicke R,(x) als Beispiele fiir n = 2, 3, 4
ausgerechnet werden.

a) Vorerst, da jede natiirliche Zahl als Summe eines Gliedes nur auf eine Weise
ausdriickbar ist, gilt offenbar R;(x) = 1.

Fiir n = 2 haben wir also die Gleichung

Rz(x + 2) = Rz(x) = Rl(x + 1),
oder

Ry(x + 2) — Ry(x) = 1.
Die charakteristische Gleichung hat die LSsungen

€2=—1, &;=+1L
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Das System fiir die Variation der Konstanten lautet
(=1 Acyy(x) + 177 Acy,y(x) = 0,

(=D 2Acy5(x) + 17 2Acy,y(x) = 1,
mit den Wurzeln

1 1
Aclz(X) = —‘—2— (—1)"‘4.1 Asz(x) = -7 X 1"+l
wovon

1 . X
c1a(x) = vy (=% + Ky, ¢32(x) = 5 + k,

und wenn wir die Bcdingungen
Ry(1) =0, R,(2) =1,
beriicksichtigen, bekommen wir
R =[S
b) Fiir n = 3 haben wir
Ry(x + 3) — R;y(x) = Ry(x + 2),

oder
1 x+2 1 x+2 X
Ry(x +3)—Ry(x) = (1) = 1""* 4+ +1
4 4 2
Die charakteristische Gleichung hat die Wurzeln
_ 1 .3 1 .3
813=‘—2+l-3/-2—, 823="7"l—\-/2—, €33 =1

~ Das System fiir die Variation der Konstanten ist

3
Y Acjs(x) €53 =0  fir 1=1,2,
i=1 .

3 A
Y Acj3(x) . €55° = Ry(x + 2),
) j=1
seine Losung
;%) = —;-ej,Rz(x +2) fir j=12,3
und wieder unter Beriicksichtigung der Bedingungen (2) und (3) haben wir

1 7

x x 1 .
R,(x)=?sﬂ +'§3;3 —-,72-+ﬁ——8—(—1)

60



c) Fir n =4ist
Ry(x + 4) — Ry(x) = R3(x + 3),
oder

1 1 . 7 3)?
Ry(x +4) — Ry(x) = 33’1‘;3 + 3° at)

= A _1 x+3
g3 ~ ot 5 (-

Die charakteristische Gleichung hat die Wurzeln
€a=10 Eyu=—1, €4=—i, gu=1

‘Das System fiir die Variation der Konstanten ist

4
Y Acj(x) €5t =0, fir /=123
i=1

4
.ZlACJ4(x) . 8;:4 = R3(x + 3)-
j=

Das Endresultat unter Beriicksichtigung der Bedingungen (2) und (3) fiir
n=4ist

Ry(x) = 2—;8(185;‘ + 93, + 1883, + 2x° + 6x> — 9x — 13) —

1 x X X x x X
& W(ZSH +285, +e3t+e53 )+ —37(—1) .

Die numerischen Werte von R,(x) fir n=1,2,3,4 und x=1,2, 3, ... 15 enthilt
die am Ende angefiigte Tafel

les

-
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Poznamka k rozkladu prirodzenych ¢isiel

A. Hufa

Oznagme s R,(x) pocet vietkych rdznych rozkladov prirodzeného &isla x v # Elenov za tychto

predpokladov.
~1° &leny su prirodzené &isla

2° rozklady s rovnakymi &lenmi ale v inom poradi sa pokladaji za rovnakeé.

Ak teda oznatime &leny nejakého rozkladu x;,j = 1,2, ...,n moZeme predpokladaf, Ze x; = x;
pre i <j.

Potom plati vzfah -
Ry(x + 1) — Ry() = R,_y(x +n— 1) )

Riesenie rovnice (1) je dané vyrazom (8).
V poslednej &asti ¢lanku st uvedené Ipecidlne pripady vztahu (8) pre n =2, 3, 4 a na konci je
tabulka numerickych hodnét pren =1, 2,3,4ax=1,2,...15.

Ilpumeyanne K pasioKeHHI0 HATYPAIbHBIX YHCeN

A.Tyta
06031a9MM Yepe3 R,(X) KOMHYECTBO BCeX PA3HBIX PA3/IOKEHMH HATYPAILHOIO YHCIIA X B 1 'WICHOB
' OpH CleAYyIOMHMX IPEeTOIOKEHHAX:

1° Bce wWieHHI HATYPAILHBIEC YHCIIA,

2° pa3oXeHHs C PABHBIMH WICHAMH, HO B HHOM IODSAKe, MONATaloTCA PaBHbIMH.

VITaK ecim MBI 0GO3Ha4YHM IIIEHB! HEKOTOPOTO PA3JIOKEHUS Yepes X ;, j = 1,2,..., n MBI MOXEM
[peanonararh, 4T0 X; = x; s i < J-

TToToM mMeeT MECTO CIIEAyIOIee COOTHOICHHE

R(x+n—R,x) =R, 1(x+n—1) @

Pemenue ypaprerus (1) mano BeipaxenmeM (8).
B nocneaHeil YaCTH CTAThU IPUBENCHB! YaCTHHIE CITyYau COOTHOINCHAA (8) osan =2,3,4uB3a-
KJTIOYeHNHA Ta6/MIA YHCIIEHHbIX 3HaveHnit nia n = 1,2,3,4ux = 1,2,...,15.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IX., 2. — MATHEMATICA, 1984)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. 1L MATHEMATICA 1964

O jednej postacujlicej podmienke neoscilatori¢nosti rieSeni
linearnej diferencialnej rovnice treticho radu

J. CERVEN

Uvazujme linearnu diferencialnu rovnicu 3. radu

Y+ px).Y +4q(x).y =0, (A)
kde koeficienty p(x) a g(x) su spojité funkcie v intervale (— oo, 00).

Na vySetrovanie podmienok pre neoscilaény charakter rieSeni d. r. (A) som pouZil
met6dy obdobné tym, ktoré pouZil vo svojich pracach M. Gregus a vo velkej miere
aj jeho osobnu pomoc.

Definicia: RieSenie dif. rovnice (A) spliiajice podmienku p(a) = 0, resp.
¥'(a) = 0, resp. y"(a) = 0, kde ae(— oo, ), nazveme rieSeniami zvizku prvého,
resp. druhého, resp. treticho druhu v bode a dif. rovnice (A). (Pojem pochadza
od M. Gregusa.)

Veta 1: Nech pre x < aje p(x) £ 0a g(x) = 0 a nech y(x) je rieSenie dif. rovnice
(A) s vlastnostou y(a) = 0. Potom plati: a) Ak y'(a) + 0 a y"(a) = 0, tak y(x) + 0
aj ¥'(x) £ 0 pre x <a.b) Ak y'(@) =0 a y"(a) + 0, tak y(x) &= 0 aj y'(x) + 0
aj ¥"(x) % 0 pre x < a.

Do6kaz urobime nepriamo: a) Nech y’(a) > 0 a nech & je prvy nulovy bod funkcie
¥'(x) nalavo od bodu a. Potom pre x € (€, a) je y'(x) > O, preto y(x) rastie po za-
pornych hodnoté4ch k nule v bode g, teda y(x) < 0. Pre x € (€, a) plati potom y'(x) > 0
a y(x) < 0. Potom pre xe <€, a) je —p.y — q.y = 0, teda y"(x) = 0. Integrujme
poslednti nerovnost v intervale(x, a), kde x e <, a), bude y"(a) — y'(x) =0,
teda y"(x) < y"(a) = 0, t. j. ¥"(x) < 0. Poslednti nerovnost opit integrujme, a to
v intervale <&, a), bude y'(a) — ¥'(§) < 0, teda y'(€) = y'(a) > 0, &o je spor s pred-
pokladom, %e y'(£) = 0. Preto y'(x) > 0 pre vietky x < a, a teda y(x) stéle rastie
Po zipornych hodnotich k nule, t. j. je ¥(x) < 0 pre vSetky x < a. V pripade
¥'(@) < 0 sa dokaze podobne, %e y'(x) < 0a y(x) > 0prex < a.b) Najprv dokdZeme
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Ze y"(x) # 0 pre x < a. Nech y"(a) > 0 a nech & je prvy nulovy bod funkcie y"(x)"
nalavo od bodu a. Potom pre x € (€, @) je y"(x) > 0; preto y'(x) rastie po zapornych
hodnotéch k nule v bode a, teda y'(x) < 0; preto y(x) klesa po kladnych hodnotéch
k nule v bode g, teda y(x) > 0. Pre x € (§, a) plati teda y"(x) > 0, y'(x) < 0, y(x) > 0.
Potom pre xe (&, a) plati —p .y — q.y = 0, teda y"(x) < 0. Poslednti nerovnost
integrujme v intervale <, a), bude“y"(a) —a'¢)=0,t. j. ") = y"(a) > 0, &o je
spor s predpokladom, Ze y"(§) = 0. Preto y"(x) > 0 pre vietky x < a. Preto y’(x) < 0
(rastie po zapornych hodnotich k nule v bode a) a y(x) > 0 (klesd po kladnych
hodnotach k nule v bode a) pre vietky x < a. V pripade y"(a) < 0sa dokaZe podobne,
Ze-y"(x) <0, y'(x) > 0, y(x) < 0 pre x < a. Tym je veta dok4zana.

Veta 2: Nech pre x = aje p(x) < 0a g(x) < 0 a nech y(x) je rieSenie dif. rovnice
(A) s vlastnostou y(a) = 0. Potom plati: a) Ak y'(a) += 0 a y"(a) = 0, tak y(x) + 0
aj y'(x) + 0 pre x > a. b) Ak y'(a) = 0 a y"(a) + 0, tak y(x) + 0 aj y'(x) + 9 aj
Y'(x) = 0 pre x > a.

Dokaz sa prevedie podobne ako dokaz vety 1.

Désledok: Nech pre x € (— o0, o) je p(x) = 0 a alebo gix) = 0 alebo g(x) < 0.
Potom kaZdé netrividlne rieSenie d. r. (A) ma najviac jeden dvojnasobny nulovy bod.
DokéaZeme nepriamo: Nech x; < x,, y(x;) = ¥'(x;) = 0, y(x3) = y'(x;) = 0.
Potom v pripade g(x) < 0je x, dvojnasobny nulovy bod a teda podIa vety 2 muselo by
byt y(x) & 0 pre x > x;, teda aj y(x,) + 0, €o je spor. V pripade q(x) = 0 je x,
".dvojnasobny nulovy bod a teda podla vety 1 bolo by y(x) + 0 pre x < x,, teda aj
3(x;) % 0, & je opit spor s predpokladom. Tym je dbkaz prevedeny.
Nech y;(x) a y,(x) st diferencovateIné funkcie do tretieho ridu. Ozna&me

71(x), ¥i(®)

=150 M o

potom je
e | 21(x), ¥3(x) ,
Y =150, ¥ ()

Veta 3: Nech pre x € (—o0, ) je p(x) = 0 a g(x) = 0, Nech y,(x) a y,(x) st
tieSenia dif. rovnice (4) s vlastnostou y(a) = yi(@) = 0, ¥i(@) * 0, y,(a) = y3(a) = 0,
¥2(a) + 0 a nech je funkcia w(x) urdena rovnostou (1). Potom pre x > a je w(x) + 0
aj wi(x) % 0.

Dokaz: Najprv dokdZeme nepriamo, Ze pre x > a plati w'(x) + 0. Nech existuje
& > a tak, Ze w'(§) = 0. Potom homogenna ststava linedrnych rovnic o neznimych
€ acy
¢1-116) + ¢;.5,(6) =0 @
¢y . Y1) + 2. 2(6) =0
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mé aj netrividlne rieSenie, lebo determinant tej sistavy w'(€) = 0; d. r. (A) mé teda
netrivialny integral

¥x) = ¢1.y1(x) + ¢z . y,(%), X 3)
ktory v bode & mé inflexny nulovy bod a v bode @ ma nulovy bod, lebo y4(a) = 0 =
= y,(a). To je spor s vetou 1. Teda pre x > a musi byt w'(x) = 0. Dalej je w(a) = 0,
preto pre x > a je aj w(x) + 0. Tym je veta dokdzana.

Veta 4: Nech pre x € (— 00, ) je p(x) £ 0 a g(x) £ 0. Nech y,(x) a y,(x) st
riSenia dif. rovnice (A) s vlastnosfou y,(a) = yi(a) = 0,¥1(a) * 0,y,(a) = y3(a) = 0,
y5(@) + 0 a nech funkcia w(x) je ur€end rovnostou (1). Potom plati w(x) % 0 aj
w'(x) = 0 pre x < a. ;

Dokaz sa urobi podobne ako dokaz vety 3. .

M. Gregu$ dokéazal vo svojej praci [1] tato vetu: VSetky rieSenia y(x) zvizku
prvého, resp. druhého, resp. treticho druhu v bode a dif. rovnice (A) vyhovuju lin.
dif. rovnici druhého radu

wx) .y — wx) .y + (W) + px). wx).y =0, ) (B)

kde funkcia w(x) je ur&ena rovnosfou (1) a y,(x) a y,(x) st rieSenia'gvizku prvého,
resp. druhého, resp. treticho druhu d. r. (A) v bode a.
Na zaklade tejto vety a vety 3, resp. vety 4 dokéZe sa nasledujica veta.

Veta 5: Nech pre x e (—o0, ) je p(x) £ 0 a g(x) = 0 resp. g(x) £ 0. Potom
nulové body rieSeni zvizku prvéhq druhu v bode a dif. rovnice (A), ak existuji,
oddeluju sa napravo, resp. nalavo od bodu a. Ak & je prvy nulovy bod rieSenia y,(x)
dif. rovnice (A) s vlastnostou y;(@) = yi(@) = 0 napravo, resp. nalavo od bodu a,
potom kaZdé iné rieSenie zviizku prvého druhu v bode a ma medzi bodmi a, € prave
jeden nulovy bod.

Dékaz podal vo svojej praci [1] M. Gregus pre d.r. y” + 24(x) y" + (4'x)+
+ b(x)).y = 0. Pre d. r. (A) sa veta dokdZe podobne.

Lemma 1: Nech 7 je interval, nech a € I, c € I a nech pre kaZdé xe I je

p(9) < | g de S 0. T @

Nech y(x) je rieSenie dif. rovnice (A) s vlastnostou y(a) = 0 a okrem toho alebo
¥ (@ =0 a y"(a) + 0 alebo y'(@) + 0 a y"(a) = 0. Potom pre xel, x + a plati
Y(x) % 0 aj y'(x) + 0.

Doka¥eme nepriamo najprv, ¥e y'(x) = O pre x > a, xel,ato v pripade, ked
¥'(@) = 02 y"(a) + 0. Nech& e [ je prvy nulovy bod funkcie y'(x) napravo od bodu a.
Integrujme d. r. (A) v intervale {a, x), kde x € {a, &), bude

() — 3@ + §p) . Y6 . du + Pae) . y) . du = 0.
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Ak na posledny integral Tavej strany tejto rovnosti aplikujeme metédu integréacie
per partes, dostaneme :

Y = '@ + ¥ ) dr + | y@). (o) — [ 4 di)du =0, (5
7 a p &

Iebo y(a) = 0, pri¢om 7 je TubovoIné &islo z intervalu 1. Ak rovnost (5) vyndsobime
funkciou 2. y'(x) a pouZijeme identitu

2.¥'(x) . y'(x) = (*x)

a potom integrujeme v intervale {q, £>, dostaneme
4 & x
Y€ — ¥*@) — 2y"(@) [ ¥'(x) dx + [ (29(x) y'(x) [ q(r) dt) dx +
a a b .

4 x u
+ §20'() [y @) . (pw) — [ q(1) df) du . dx = 0. (6

Ak y"(a) > 0, je pre x € (a,&) y'(x) > 0 aj y(x) > 0, y'(§) = 0 a pretoZe pre y = ¢
a pre u € I plati (4), je lava strana rovnosti (6) zaporn4, o dava spor. Ak y"(a) < 0,
pre xe (@, &) je y'(x) <0 aj y(x) <0 a y'(§) = 0, potom pre y = c Iava strana
vzfahu (6) je opit zaporné, &o dava spor. Preto y'(x) & O pre vietky x > a, xe'L
Potom aj y(x) + 0 pre x > a, xel.

Teraz dokaZeme, Ze y'(x) + 0 pre x < a, x € I. Keby to neplatilo; tak bude nalavo
od bodu a existovaf prvy nulovy bod & funkcie y’(x). Potom viak vztah (6) pri
¥"(@) #+ 0 a pre v = ¢ vedie k sporu (lava jeho strana je zdporna). Preto pre x < a,
x € Ije y'(x) + 0, a teda aj y(x) + 0. V pripade, Ze y'(a) + 0 a y"(a) = 0, keby § bol
prvy nulovy bod funkcie y'(x) napravo alebo nalavo od bodu a, potom vztah (6)
"dava pre y = c spor. Preto y'(x) + 0 aj y(x) + 0 pre xe I, x + a. Tym je lemma
dokézana.

Poznamka: Ak a je dvojnasobny nulovy bod netrividlneho riefenia y(x) d. r. (A),
pri¢om plati (4), potom pre x e I, x * a plati y(x) + 0 aj y'(x) % 0 aj y"(x) + 0.
Predpoklad existencie nulového bodu funkcie y"(x) vedie totiZ k sporu so vztahom (5).

Lemma 2: Nech a je vnutorny bod intervalu 1. Nech pre pevné c € I a pre kaZdé
x € I plati (4). Nech w(x) je funkcia uréend rovnostfou (1), prifom y;(x) a y,(x) st
riefenia dif. rovnice (A) s vlastnostou y,(a) = yi(a) = 0, y{(a) * 0, y,(a) = y3(a) =
= 0, y5(a) + 0. Potom pre xe I, x + a plati w(x) & 0 aj w'(x) £ 0.

- DokéaZeme najprv nepriamo, Ze w'(x) + 0. Keby existovalo &islo & tak, Ze w'(§) =

= 0, potom sustava rovnic (2) m4 aj netrividlne rieSenie (c,, c,), pretoZe w'() = 0

je jej determinant, a teda existuje netrividlne rieSenie (3) d. r. (A), ktoré ma v bode &
inflexny nulovy bod, lebo y(€) = y"(€) = 0, a v bode a ma nulovy bod y(a) = 0,

&o je spor s lemmou 1. Preto pre xel, x & a je w(x) &= 0 a teda s ohfadom na

w(@) = 0 aj w(x) + 0. Tym je lemma 2 dokazana.
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Veta 6: Nech pre pevné c € I a pre kaZzdé x € I plati
p(x) < [ dt < 0. | 4)

Potom ka¥dé netrividlne rieSenie dif. rovnice (A) ma v otvorenom intervale I najviac
dva nulové body alebo jeden dvojnasobny nulovy bod.

Dobkaz: Keby y(x) malo v 7 tri nulové body x; < x, < x5 a y(x) by bolo riefenie
s dvojnasobnym nulovym bodom v x,, tak y(x) a y(x) su riefenia zviizku prvého
druhu v bode a a vyhovuju teda d. r. (B) a ich nulové body by sa oddelovali, t. j.
y(x) by muselo mat nulovy bod v intervale (x,, x3), &o je spor s lemmou 1. Pripad,
Ze neexistuje nulovy bod okrem dvojnasobného nulového bodu je z lemmy 1 zrejmy.
Tym je veta dokazana.

Poznidmka: V lemme 1 a 2 a vo vete 6 mbZe, pravda, byt aj I = (— 0, 00).
UvaZujme dve rozne lin. dif. rovnice treticho radu

Y+ px).y +49(x).y=0, (A)

"+ P(x).z2 + Q(x).z =0, © -

kde p(x), g(x), P(x), Q(x) st v otvorenom intervale I spojité funkcie.

Lemma 3: Nech y(x) je TubovoIné rieSenie dif. rovnice (A). Potom ho moZno
napisat v tvare

YO = Y() + [ (—q) . y(0) . V(x, 1) . dt, (7
kde Y(x) je rieSenim dif. rovnice
Y+ p(x). Y =0, (D)
ktoré m4 v &sle a tie isté potiatoéné podmienky ako riefenie y(x),
| Vi), Y6, Yi0)
- Vix, 1) = | Y(x), Y1), Y30 ®
Y3(X), Ya(t)’ Y3'(t)

pri€om Y,(x), ¥,(x), Y5(x) je fundamentalny systém rieeni dif. rovnice (D), ktorych
wronskién je rovny jedne;j.

Dékaz lemmy podal M. Gregu$ metédou varidcie konitant aplikovanou na dif.
rovnicu s pravou stranou v tvare y" +p.y = —q.).

Veta7:Necha < banechpre x €(a, b) = Ijep(x) < 0,p(x) < P(x),0 £ q(x) =
S O(x). Nech y(x) je rieenie dif. rovnice (A) a_z(x) rieSenie dif. rovaice (C), ktoré
majii v bode a rovnaké potiatotné podmienky y(a) = 2¥(a) pre i = 0, 1, 2. Potom
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plati: a) Ak z(a) = 0 a z'(x) > O pre x € (a, b), tak pre x € (a, b) je y(x) > z(x) > 0.
b) Ak z(@) <0 a z'(x) <0 pre xe(a,b), tak pre'xe(q, b) je y(x) <-z(x) < 0.

Dok4Z%eme len tvrdenie a); tvrdenie b) dokaZe sa podobne. Rovnice (A) a (C)
upravime na tvar .

Vi+o.y=—q.y
Z"+p.2=(p—-P).2 -Q.z

a aplikujeme na ne lemmu 3. Potom je
¥x) = Y(x) + [(—q() (1)) . V(x, 1) . dt

z(x) = Y(x) + f([p(t) — P(O1z'(r) — Q(r) z(t)). V(x, t).dt,

pri¢om y(x) a z(x) spltiaja v &isle @ rovnaké pociatoéné podmienky a V(x, ) je uréené
rovnostou (8). Teda je

yx) = z(x) = }([P(t) -1 Z (D) + [0 2(1) — q() Y1) . V(x, ) de.  (9)

Pii pevnom ¢ je V(x, t) = v(x) rieSenim d. r. (D) s vlastnostou

() = V(t, 1) =0, (U(x));zt =0, (v(x)):;___t =
= (Y™  YdO, YO =Wt =1>0.

PretoZe d.r. (D) je $pecialnym pripadom d. r. (A), pri¢om g(x) = 0,a teda p < j q.dt=

= 0, spliia v(x) predpoklady lemmy 1, a preto je v(x) + O pre x # t; pretoZe
(v(®))z=r =1>0, je v(x) >0, t. j. V(x,1) >0 pre x = ¢, a teda pre te(a, x) je
-V(x,0) > 0. ‘ ;

Je z'(x) > 0 v intervale (g, b) a z(a) = 0, teda z(x) > 0 v (a, b). Ze y(x) > z(x),
to dok4dZeme nepriamo. Nech y(x) < z(x),potom gq.y < ¢.z22Q.z,t.j. Q.z —
—q.y 20 v.(a,b). Potom prava strana vzfahu (9) bola by kladna, &o je spor.

“Teda y(x) > z(x) > 0 v (a, b). Tym je tvrdenie a) vety 7 dokézané.

Veta 7': Nech a. < b, ce {a, b) a nech pre kaZdé x e (a, b) = I'plati O = ¢g(x) <
S0()a
p(x) £ P(x) £ [Q(1)dr £ 0. (10)
Nech y(x) je rie¥enie dif. rovnice (A) a z(x) rieSenie dif. rovnice (C) s vlastnostou
y(a) = z(a) = 0. Potom plati:

a) Ak alebo y'(a) =z(@) =0 a y"(@) =z"(a) > 0 alebo y'(a) = z'(a) >0
ay’(a) = z'(a) = 0,tak prex € (a,b) je y(x) > z(x) > 0.b) Akaleboy'(a) = z'(a) = 0
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a y"(a) = z(a) < 0 alebo y'(a) = Z'(a) < 0 a y"(a) = z"(a) = 0, tak pre x €(a, b)
je y(x) < z(x) < 0.

Do6kaz: Tvrdenia vety 7' vyplyvaja z vety 7 v désledku platnosti lemmy 1. Koefi-
cienty d. r. (C) a jej rieSenie z(x) spliiajd totiZ predpoklady lemmy 1, a teda musi byt
Z(x) % 0 v (a, b). PretoZe v pripade a) je z"(d) > 0 a z'(a) = 0 alebo z'(@) > 0
a z'(a) = 0, musi byt z'(x) > 0V (a, b); st teda splnené predpoklady vety 7a), a preto
y(x) > 2(x) > 0 v (a,b). V pripade b) je z'(a) <0 a Z'(a) = 0 alebo z'(@) < 0
a z"(a) = 0, a preto z'(x) < 0 v (a, b); st teda splnené predpoklady vety 7b), a preto
¥(x) < z(x) < 0. Tym je veta dokazana.

Veta 8: Nech b < a a nech pre xe(b,a) = I je p(x) £ 0, p(x) £ P(x), Q(x) =
< q(x) < 0. Nech je y(x) rieSenie dif. rovnice (A) a z(x) rieSenie dif. rovnice (C)
ktoré rieSenia maji v bode @ rovnaké pociatoéné podmienky ¥Xa) = z2(a) pre
i =0, 1, 2. Potom plati: a) Ak z(a) = 0 a z'(x) < O pre x € (b, @), tak pre x € (b, a)
je ¥(x) > z(x) > 0. b) Ak z(a) £ 0 a z'(x) > 0 pre x € (b, a), tak ¥x) <z2(x) <0
pre x € (b, a).

Dokaz sa urobi podobne ako dokaz vety 7.

Veta 8':Nech b < a, c € {b, a) a nech pre kaZdé x € (b, a) = I'plati (10) a Q(x) S
< g(x) £ 0. Nech je y(x) rieSenie dif. rovnice (A) a z(x) rieSenie dif. rovnice (C)
s vlastnostou y(a) = z(a) = 0. Potom plati: a) Ak alebo y'(a) = z'(@) = 0a y'(@ =
= 2"(@) > 0 alebo y'(a) = z'(a) < 0a y"(a) = z"(a) = 0, tak pre x € (b, a) je y(x) >
> z(x) > 0.b) Ak alebo y'(¢) = z'(a) = 0ay"(a) = z"(a) < Oalebo y’ (a) =2'(a) >0
a y"(a) = z'(a) = 0, tak pre x € (b, @) je y(x) < z(x) < 0. -

Dokaz sa urobi podobne ako dokaz vety 7'.
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06 OHOH MOCTATOYHOI yC/IOBHH HEKOJeGIeMOCTH pemreHmii
JHHenHOro Mud. ypaBHEHHA TpPETHEro MOPHANKA

1O. Yepsens
Pe3zoMme

B pa6ore paccmaTpuBaercs ymH. aud. ypasrenue 3-ro mopuanxa (A), k03dhdH3HEHTEI KOTOPOro
HenpepuBHble Qynkimm. Pa6ora Moxer GbITh B OCHOBHOM pa3fielieHa HA TPH YacTH. B mepBoit
9YacTH PacCMaTPHBAIOTCA HEKONIEOIONNE CBOMCTBA CBA3M PEIIECHHN NPH HEKOTOPHIX CHEHHABLHEIX
yoitoBmsax. Bo BTOpo#t 4aCTBH ITOKA3aHO, ITO YCIIOBHE (4) mpeacTaBiseT COG0H OCTATOYHOE YCIIOBHE
HekoJ1e6/1eMOCTH pemenmit mud. ypaBEeHES (A). B TpeTheil 4YaCTH OpUBEOCHEI TEOPEMBI CPABHEHHSA
pemenult gByX JHH. gud. ypaBHEHHUH 3-rO mopsmka.

Uber eine hinreichende Bedingung fiir die Oszillationsunfihigkeit der Losungen
der linearen Differentialgleichung dritter Ordnung

J. Cerven
Zusammenfassung

In der Arbeit wird die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung (A), deren Koeffizienten
stetige Funktionen sind, untersucht. Die Arbeit kann man in drei Teile teilen. Im ersten Teil werden
nichtoszillatorische Eigenschaften der Biindel von Losungen bei einigen Spezialbedingungen
untersucht. Im zweiten Teil wird gezeigt, daB die Bedingung (4) eine hinreichende Bedingung fiir
einen nichtoscillatorischen Charakter der Losungen der Differentialgleichung (A) ist. Im dritten
Teil sind Vergleichungssitze der Lsungen von zwei linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung
angefiihrt. -
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. II. MATHEMATICA 1964

O asociativnej operacii na urditej triede sviizov

J.BADIDA

t

V préci [3] bol rieSeny problém o existencii asociativnych a komutativnych operjcii
na niektorych triedach svizov, pri€om tieto operacie st rozne od priameho a voIného
st¢inu. Podrobnejsia formulacia tohto problému pre triedu vietkych grip je formulo-
vana A. G. Kuro3om v jeho knihe [2] a pre svdzy v Givode u¥ spomenutej praci [3].
V tejto poznamke uké,ieme existenciu d’al§e_| takejto operacie na urditej triede svizov.

1. Pojmy a oznadenia

Terminolégiu budeme pouZivat ako v praci [3] a Ciastotne ako v [1]. Pripomeiime
hlavne nasledujice pojmy: -

Nech X, Y st Tubovolné disjunktné usporiadané mno#iny. Ordinalnym si&tom
X @ Y budeme rozumief mnoinovy sidet, vietkych prvkov xe X a ye Y, kde
bindrna relicia < je definovana takto:

Ak x £ x, v X, respektive y < y, v ¥, potom ¥ < x;, respektivey S y, vX @ Y.
Ak xeXayeY, potomxSyvX®Y.

Poznamka. Ak X, Y st sviizy, potom aj ordindlny sidet X @ Y je sviiz (pozri [1],
kap. II, § 7, str. 48).

Nech S je Iubovolny sviiz, R< S. R nazyvame refazcom, ak je R usporladana
mnoZina. Hovorime, Ze refazec R spojuje prvky a, b, ak a je najmensi a b najvas¥
prvok mnoZiny R. Di*kou d(R) refazca R nazyvame mohutnost mnoZiny R (v [1] je
pojem di¥ky refazca definovany inaksie).

V dalSom texte TubovoIny refazec spojujiici najmen3i prvok sviizu S s Iubovolmjm
prvkom x e S budeme oznatovat symbolom r(x).

Nech {C,} (v e M) je mno¥ina sviizov. Nech ka¥dy zo sviizov C, obsahuje najmenﬁi
prvok O,. Diskrétnym priamym st&inom sviizov C, budeme rozumief ‘mnoZinu C
vktkych zobrazeni f mnoimy M do v C,, pre ktoré plati '

a) pre ka¥déve M je Av) e C,,
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b) ak f[0] je mnoZina vietkych veM, pre ktoré f(v) = O,, potom mnoZina
M — f[0] je konelna. :

'V mnofine C su definované svidzové operacie po zlo¥kach: ak f, g e C, potom
f g je ten prvok ke C, ktory pre ka?dé v e M spitia rovnicu f(v) N g(v) = A(v);
podobne sa definuje fu g.

Nech S,(v e M) je systém navzijom disjunktnych svdzov. Symbolom ILS, budeme
oznadovat diskrétny priamy sidin svizov S, a symbolom IT*S, voIny sidin svdzov S,.

2. Operiacia 6, na triede svizov Q,

Nech Q je trieda vietkych svdzov, ktoré obsahujii najmensi prvok.

Definicia 2,1. Nech a je nekoneéné kardinalne ¢islo, nech S je Tubovolny sviiz
ztriedyQ, S = 4 @ B (1), pri¢om 4, B s podsvdzy svazu S. Budeme hovorif, Ze
ordindlny rozklad (1) m4 vlastnost (o), ked plati:

Ak x € A, potom ka¥dy refazec r(x) < S, v ktorom x je najva&$i prvok, ma dizku
mensiu ako a.

Lemma 2,1. Nech S=A® B, S = C® D. Nech C & A. Potom A < C.

Dokaz. KedZe C = A, potom existuje prvok c € C, ¢ ¢ A. Potom musi byt ¢ € B,
takZe pre vietky ae 4 plati a < c. Potom je ale pre vietky ae A splneny vzfah
aeC.

Lemma 2,2. Predpokladajme, Ze sviz S (z triedy Q) md aspori. jeden ordindlny
rozklad typu (o). UvaZiujme vSetky mozné ordindlne rozklady typu (o) svizu S : S =
= A' @ B', kde i prebieha nejakii neprdzdnu mnoZinu indexov N. Oznalme A = U A',
B=n B Plati S = A @ B a tento rozklad je typu (o).

Dékaz. Z lemmy 2,1 vyplyva, ¥¢ mnoina podsvizov {4} sviizu S je usporiadana
(pomocou mnoZinovej inkluzie), teda 4 = U A° je tie¥ podsviiz v S. Nech x € S.
Preka¥déie Njex € A' U B'. Ak je pre ka?dé i e N x € B, potom x € B. Ak existuje 7,
tak¥e x € B, potom x € 4', teda x € A.

“"Nech ac A, be B. Existuje i tak, ¥¢ ac A'. Ked¥e be B, je be B', teda a < b.
Tym je dokdzané, %¢ S = 4 @ B.

Nech x € 4, potom x € A' pre vhodné i. Teda ka¥dy retazec r(x) je dizky mengej
ako a. '

Definicia 2,2. Nech Q] je trieda vietkych svizov S, ktoré obsahuji najmensi
ptvok a daji sa vyjadrif v tvare ordindlneho suétu (1), majiceho vlastnost (a).

Podla lémmny 2,2 ka¥dému svizu S z triedy Q. mdZeme priradif svizy, ktoré
oznatme S(X,), S(Y,) tak, Ze

S = S(X) ® S(Y))
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a tento rozklad je ,,najmensim* rozkladom typu (o) v tomto zmysle, e pre kaZdy
rozklad S = A @ B typu (o) plati:

Ac S(X), B> SY).

Definicia 2,3. Nech S,(v e M) sii TubovoIné svizy z triedy Q,. Nech I" = {S,}.. -
Symbolom §,(I') budeme oznalovat sviz

I1S,(X,) @ IT*S(Y,).
Lemma 2,3. Nech o je nekonecné kardindlne Cislo. Nech T = {S,} (ve M) je
mnoZina svdzov z triedy Q. Potom rozklad svizu 8,(I') v ordindlny sicet
8(T) = IIS(X,) @ IT*S(Y,) 'y
mad vlastnost (o). .
Dokaz. Nech feI1S(X,). Podla lemmy 5,1, § 5 v praci [3] kazdy refazec r(f)-

v I18,(X,) ma di¥ku mensiu ako a, a teda podla definicie 2,1 rozklad svizu 8(I')
v ordindlny sucet (1') mé vlastnost (o).

Lemma 2,4. Nech S je sviz, A, B a D su podsvizy svizu S, S = A @ B. Potom
D = (A n D) ® (B n D) (niektord z mnoZin A n D, B N D moZe byt prdzdnd).
Tvrdenie je zrejmé.

Lemma 2,5. Nech S, a S, su svdzy, S3 = Sy * S, (* znamend volny sicin). Potom
"sa S nedd rozloZit v ordindlny sucet svojich podsvizov (t. j. neexistuji podsvizy A, B
svdzu S5 tak aby bolo S; = A@® B, A+ 0, B+ 0).

Dokaz. Nech S; = S; *S,, S; = A ® B, kde 4, B s podsvizy svidzu S;.
Z definicie voIného st&inu dvoch svézov vyplyva, Ze kaZdy prvok x € S, je neporovna-
telny s ka’dym prvkom ye S,. Ak teda 4 N S, + 0, potom S, c 4, a teda tiek
S © A, takZe svdz S, (vytvoreny svdzmi S, S,) je podmnoZinou svizu 4, ¢o je
spor. Analogicky dochiadzame ku sporu, ked Bn S, =+ 0.

Lemma 2,6. Nech S=384I), S=C@®D, ID+0¢, MS(X,)<C. Potom
S,(X,) = C.

Dokaz. Podla lemme 2,3 sviz §,(I') = C @ D patri do triedy Q;, teda C * 0.
Nech P = IT1*S,(Y,). Ak P = (J, potom zrejme D = (J. Nech aspoii pre jedno v eM
je S,(¥,) + @, potom zrejme D # @. Podla lemmy 2,4 pre sviz P = IT*S(Y,) je
splneny vzfah P = (C n P) @ (D N P). Podla lemmy 2,5 je alebo C n P = {J alebo:
DAP=@. Ak DAP =0, je D=0, & je proti predpokladu. Teda Cn P = @,
P < D. Z toho vyplyva I1S,(X,) = C.

Lemma 2,7. Nech S = §,(T). Potom S(X,) = IIS(X,), S(Y,) = IT*S(Yy).

Dékaz vyplyva z lemmy 2,3 a z lemmy 2,6.

Veta 2,1. Operdcia 8, defingvand na triede Q, je asociativna.

Dékaz vyplyva bezprostredne z asociativnosti operacii priameho a voIného
stdinu, '
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006 acconuaTHpHON Omepaiu HA ONPEETCHHOM KIACCE CTPYKTYp
. Bagnna
Pesome

B Hacrosme# 3aMeTke IOKa3BIBAETCA, YTO OTBET HAa MOCTABJICHHBIH BOmpoc B pabore [3] (Bompoc
.0 CYIIECTBOBAHMM aCCOLMATHBHBIX M KOMYTATHBHLIX ONEPALHit HA KJIACCE BCEX CTPYKTYD, 3BEHT. s
OIpeENeHHBIX KJIACCOB CTPYKTYD, IPHYEM 3TH OllepAHH JODKHEI OEITh HEONHHAKOBBIME C IPSAMBIM
H CBOOOMHBIM IPOH3BEICHHUEM) SIBIISETCH MOJIOXHTEIBHBIM B ISl OIPEACIICHHOro KJIacca CTPYKTYp
Q; ( — xapmuHanbHOE wHCI0). Kiace 7 ompemenseTcs NpH MOMOIIM OIpEACICHHOTO YCIOBHA
H ero noapobHOe onpeaeneHne NpUBOIUTCA B ab3aue 2.

Uber assoziative Operationen auf gewisser Klasse von Verbiinden
J. Badida

Zusammenfassung

In der Arbeit [3] wurde die Frage iiber die Existenz assoziativer und kommutativer Operationen
auf der Klasse aller Verbiande, bzw. auf gewissen Verbandklassen gestellt, wobei diese Operationen
-verschieden vom direkten und freien Produkt sein sollen.

In der vorgelegten Bemerkung wird bewiesen, daB die Antwort an diese Frage auch fiir eine gewisse
Verbandklasse Q, bejahend wird, wobei & eine Kardinalzahl ist. Die Klasse Q ist mit Hilfe einer
gewissen Bedingung (s. Abschn. 2) definiert.
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TOM. IX., FASC. I -MATHEMATICA 1964

Poznamka ku stabilite rieSeni linearnych diferencidlnych rovnic

R. KODNAR

V knihe [1] su uvedené vety o ohranienosti rieSeni vektorovej. diferenciilnej
rovnice
z' = [A(x) + B(x)] z
za predpokladu ohranienosti rieSeni rovnice
Yy =AXx).y
A(x), B(x) st matice, z, y vektory.
UkaZeme, Ze pomocou tzv. roz$ireného systému moZno tieto vysledky zovieobecni

aj na nehomogénne systémy. :
Majme systém

dz; & .
e j;lau(x)zj, i=12..,n
v kratkosti
z' = A(x) z (1)
Tento systém moZno roziirit na systém
gi:.=1=la,,(x)z,.+ 0.Z41s i=12,.,n
dzu+l —
dx g
v krétkosti ‘
¥ = A¥R)2* ©)
Medzi systémami (1), (2) plati vztah:
Z 1[4 N
Ak | : | je riesenim systému (1) potom z je rieSenim systému (2) a naopak.
Z, n
c

(c je Tub. kontanta.)
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UvaZujme teraz o0 nehomogénnom systéme

o S a0z R, =12
X i=1
ozna¢me ho ]

z' = A(x) z + h(x) 3)
Rozsireny bude

—(dl‘z—‘= Z au(x)zj+h;(x)z,,+1, i= 1,2,...,"
X =
dz,44
dx ¢
v kratkosti
z* = A*(x) z* (C))

Medzi rieSeniami systémov (3), (4) plati pre ¢ = 1 ten isty vzfah, ako medzi rieSeniami
systémov (1), (2). Opierajiic sa o tento vztfah, dokaZeme vety. =

Veta 1: Nech 4 je kon$tantni matica, diferenciilna rovnica (5) y' = Ay ma vietky
rieSenia ohranifené a nech pre maticu B(x) a vektor A(x) plati

flIB@)|ldx < +o0, [llAx)]ldx < + o ©6)
Potom st ohraniené aj riefenia rovnice
z' = [4 + B(x)] z + h(x) )

Poznamka: || B(x) ||, || A(x) || znadia normy definované tym istym spdsobom ako
v |1].
Veta 2: Nech matica A(x) v rovnici (5) je periodicka, vetky rieSenia rovnice (5),
st ohranidené a nech platia podmienky (6). Potom aj rieSenia rovnice (7) st ohranitené.
Veta 3: Nech A4(x) v rovnici (5) je Tubovolna integrovateInd matica, rielenia
rovnice (5) si ohraniené a nech platia podmienky (6).
Nech dalej

" lim inf | tr [A(x))]dx; > — 0

xX—
Potom sti ohranidené aj vSetky rieSenia rovnice (7).

Veta 4: Majme diferenciilnu rovnicu

' z' = [A + B(x) + C(x)] z + h(x) 8)
Nech plati: "' )

1. A je konitantnd matica, ktorej vietky charakteristické &isla maju nekladnd
realnu ¢&asf, si_nenulové a s nulovou redlnou ¢asfou su prosté.

76



2, 11:,:) B(x) =0, f“ E%_

Idx<+oo

}DII Cx) ||dx < 4+

4. Charakteristické Cisla matice 4 4+ B(x) maji nekladnu redlnu dast pre x = x,.
5.

?llh(x)ll dx < 4+

Za tychto podmienok su rieSenia diferencidlnej rovnice (8) ohranigené.

Doékaz: Rovnicu (5) roz§irme do rovnice

y =A*x)y (59
v ktorej
Ax) O
A*(x) = :
00...0
rovnice (7), (8) rozsirime do tvaru (7’), (8")
z' = [A*(x) + B¥*(x)] z @)
z' = [A*(x) + BY(x) + C*(¥)] z 3"
kde y
B(x) hy(x)
B B(x) 0 € )
B¥(x) = ;| Biw) = ) ) = ‘
h,(x) 1 00...0 o0 ’(')"(")
00...0 o

Takto roziirené rovnice spliiuji predpoklady vety 1, 4, 6 a 3 v [1], 2. kapitola.
Z tychto viet plynie ohranitenost rieSeni rovnic (7'), resp. (8'), a teda aj rovnic (7),
(8)’ é. b. t. d. )

Vetu 4 mo¥no dokazat za trocha vieobecnejsich predpokladov pomocou lemmy,
ktori odvodili Doleal a Kurzweil v praci [2], str. 165.

Lemma: Nech u(x), v(x) = 0 st integrovateIné funkeie v <0, c0) . ¢(x) nech je
neklesajica funkcia v <0, ). Ak pre kazdé x € €0, ) je

u(x) < o00) + gxu(xl) o) dxy
plati

u(x) S o(x) exp {) o) dxy
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Veta 4a: Nech plati:

1. 4 je kon3tantnd matica, ktorej vietky charakteristické &isla maji nekladnd
realnu &asf, s nulovou reélnou &asfou s prosté.

2. Nech sa splnené podmienky 2, 3, 4, 5 vety 4.
Potom st vietky rieSenia rovnice (8) ohranifené.

Dokaz: Postupujeme podobne ako v [1] str. 48, ‘odkial berieme aj ozna&enie.
Transforméciou

z=Tx).w
dostaneme
w =T '(x)[4 + B(x)] T(x) w(x) + |
+ [T“(x) C(x) T(x) — T (x) %1-“-] w(x) + T~ 1(x) h(x) )
Ozna&ime '

T™}(3) C(x) T() — T() S = R(¥)
Podla [1] str. 49 plati

fIIRx)lldx < + o
Rozpieme (9) na komponenty

—(z—‘;i = ((x) w; + . i d,_,-(x) W; + irij(x) W; + Z"\gij(x) hj(x), i= 1, 2, ey k (10)
j=k+1 j=1 =1
S w3 s X e+ T S, h(x) (D
j=i+1 i=1 Jj=1

i=k+1,..,n

d;;, r;; majl ten isty vyznam ako v [1] a 9;; st prvky matice T~ 1(). Budeme riesit (11)
prei=n

Wy = Cpexp [ (! An(xy) dxq] + a‘ exp [ [ Au(s) ds] [ ernj(xl) wi(xy) +
X1 J=
+jZ1 9,,(x1) hy(x,)] dx,
PretoZe reélne (‘;asti A(x) pre i = k + 1, ...,n s pre dostatolne velké x menSie

ako nejaké zdporna konitanta, existuji kladné konstanty a, by, b, tak, Ze plati
pre x = X, !

| wy| < bye™ + by [ ™ || R|| [ w]ldx, +
0

+ bzge"‘(""" T A dxy (12)
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V pripade i = n — 1 dostaneme podobne ako v [1] integralnu rovnicu
Wn—1 = Cy—1 EXp [oj Ap—1(xq) dxq] + gexP [ ,Dvn-1(s) ds] d,— 1, (%1) Wa(x,) dx, +
+ (];CXP [ fAn-1(s) ds] (jern—l,j(xl) wi(x;)) dx; + (13)

+ Jexp [[ Ao i@ A1 (T 9y, 1000) i)
Z (13) pouZitim nerovnosti (12) dostaneme nefovnosf
[ Waes | S B € 4 By [ || R 1w [l 43, +
=+ b4§e‘“"“*" N1 A dxy +
+ cnﬂb4ofe-“(“’“’[b1 e ™ + b, jle-“’“"‘) RN wll ds +
+ by [ | T A1 45 dx, (14)

Upravou (14)a pouiitim vztahu x .e™ ™ < Ne 9~ pre x = 0, 0< a <a, N>0
dostaneme

. ,
| Wooy | S bse™ ™ + b [TV || R|| || w]| dx, +
. 0 A
x
+ by fem T T || A daxy . (15
0 .

Tymto istym spdsobom by sme mohli pokracovat pre vietky i(k + 1 < i < n).

Z rovnice (10) prechodom k integralnej rovnici ako v (13), dostaneme pre vietky
1 £i £ k nerovnost

[wil Sleil+efJCY [wiDdxg + [IIRIIwlldx, +
. 0 j=k+1 0

x &

+6f.ll T A&l dx,. (16)
Stitanie nerovnosti typu (15) dava
Y I wil See™™ 4 eg feT TR | wil dxy +
j 0
x,
+ 01656'" ETEN T ) A dxy
(0 <) a* = min (al, Ay eeny a,,_k_l)
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Plati

1

e @I | R|| [ wllds)dx, + [([e ™| T ||l ] ds) dx, =
0o o

Oty

(f
0 — x
L (gotso R ] dey + — [IRT W] dx, -
= ——a—*— € l 1 a* !
0

0
_ L (oo oty yhydxy + — [ 1T 1B dxy
= 1+ 73
0 ]

"Teda nerovnost (16) moZno prepisat
x f .
Iwil=ci+cs[IIRINwIdx, +e; JUTT IIAIAx, (1=i<k)
] 0

Ak tito nerovnost kombinujeme s nerovnostami podobnymi (15) prek + 1 =i < n,
dostaneme

”W”écs,+c9l.[”R””W”dxl+01,06f”h”dx1 (17)
(

Tu sme pouzili, Ze || T7'(x) || £ M, pre x » oo, M > 0 ([1], str. 49).
Oznaéme :

cg + 1o !, A1l dxy = o(x)

Funkcie ¢(x), || R|| spliiuji pfedpoklady lemmy. Z nej dostaneme, Ze || w|| je
-ohranifend, a teda je ohranidena aj || z||.

Poznamka: Vety 1, 2, 3 sa daji dokdzat pomocou lemmy za rovnakych pred-
pokladov ako pouZitim roziirenych systémov.
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damMerka 06 ycroiiuuBocTH
pemenuii muHedHbIx nEpPEepeHEATLHBIX yPABHSHHIH

P. Kogaap
Pe3oMme

B tpyaze [1] npuBOaATCA pe3yILTATH MCCIESAOBAHUN IO OrPAHAYSHHOCTH PEIICHASA BO3MYIIEHHOrO
JmHeHOoro maddepeRraNbHOro ypasHerns K ypasaermo dy/dx = Ay (4 — MATpHIA, Y — BEKTOP).
ABTOp CTAaTBH MOKA3BIBAET, YTO C HOMOIMIBIO TAaK HA3BIBAGMOM PACIIMPEHHOM CHCTEMEI 3TH

Pe3yNbTAaTEl BO3MOXHO DACHIMPUTh HA HEONHOPONHBIE CHCTEMEL ITH 066OMEHMA NPHBOAATCH
B TeopeMax 1, 2, 3, 4.

TeopeMy 4 BO3MOXHO JOKA3aTh IPHHEMAS HEMHOXKO GoJree 00mme NPeAoN0oXeHES C IOMOLIBIO
niemmsi B. Tonexena u Y. Kypupaiina [2]. Pe3ynsTaT OpHBE/IcH B Ka4eCTBe TEOPEMSI 4a.

Eine Bemerkung zur Stabilitsitofrage
der Losungen der linearen Differentialgleichungen

R. Kodnéir
Zusammenfassung

In der Arbeit [1] werden die Ergebnisse der Untersuchung der Begrenztheit der Ldsungen einer
perturbierter, linearer differentialer Gleichung zur Gleichung dy/dx = Ay angegeben. (4 — Matrix,
y — Vektor.)

Der Verfasser weist darauf hin, daB an Hand eines erweiterten Systems diese Ergebnisse auch
fiir nicht homogene Systeme verallgemeinert werden kdnnen. Diese Verallgemeinerungen werden in
den Sétzen 1, 2, 3, 4 angefiihrt.

Der Satz 4 kann unter etwas allgemeinern Voraussetzungen mit Hilfe des Lemma vom Dole#al
und Kurzweil bewieseri werden [2]. Das Ergebnis wird als Satz 4a angefiihrt.






(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IX,, 2. — MATHEMATICA, 1964)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. I MATHEMAT!CA 1964

Nomogram pre funkcie prvej nomografickej triedy
v obore komplexnej premennej

P. GALAJDA

V préci [16] som sa zaoberal normalnymi tvarmi

z—-zo=—i—(w—w0)2

z—z= CONGw — w0)]

kde C znamena funkcie sin, cos, sh, ch. Tieto normalne tvary boli prevedené na
kanonické tvary a skon$truované aj prisluiné nomogramy.

V tejto préci prevediem dalsi normalny tvar na kanonicky a zobrazim nomogram
funkcie S majlice vyznam sin, cos, sec, csc, sh, ch, sch, csch.

1. J. A. Vilner v [12] stanovil vetky analytické funkcie prvej triedy

_ Fw,2) =0 (1.1)
vyhovujice podmienkam
- I~ . 62 Int _
A »=0; i,=0; poq 0 | (1,2)
vo tvare explicitnom vzhladom na w . .
dw [ elida=iab a—— \/ e jfda-.-i'db ‘
Ez—— —& y—-l ’ W—\/'—G -—y—:l—dz (13)
kde ’ B
s LI
f— 2%, + 1, -2 - 2,7+ = T, (1.4)
: 1+ 7? ’ 1+ 12
Predpokladajme, Ze _ _
Ci#0; Jj+kondt; i+ konit. (1.5
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Nech C, je kladné a ay, by, @5, b, st TubovoIné redlne konstanty. Zo vztahu

ja=j*+Cy;  G=C, —1i’
a za predpokladu (1.5) dostaneme:
7= J/Ts tg/Ci(a — a0) = —/C; cotg y/Ci(a — o)
V stivise s predpokladom (1.5) v rovniciach (1.6) ur¢ime i aj nasledovne:
1. il </Ci; &> 0=1=./C,tgh/C,(b — bo)
2. |i] > /Ci; i, <0=1=./C, cotgh \/Cy(b — bo)
Za ;;redpokladu (1.5) ak C, je zaporné, potom

i=—=C,tg/=Cy(b — by) = cotg /—Cy(b — bp)
Tak isto z rovnic (1.6) pre
1. 71 <V=Ci; Jja<0=j=~/=Cytgh/=Cy(a — ao)
2. 171> V=Ci; Ja>0=j=—/=C, cotgh/=Cy(a — ao)
Dalej z predpokladov
I o> 0] =T tg/Cila - ag) = —y/C; cotg /Cy(a — ab);

i=¢C,
c; <0=i=—/C tg/—Cy(b—bo)= / —C; cotg JCi(b — bg);
.;::51\/—(:1
kdesg, + +1
- | S = 1
2. ¢ =0=>j= e l—b-—bo \
- 1 =
3 ¢ =0=>j=— 4 i=0
a—go
e =0=7=0; Tt
1=0=j=0; il
- 4, ¢, =0=j=0; i=0

(.7

(1.8)
(1.9)

(1.10)

(1.11)
(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)
(1.16)

(1.17)
(1.18)°

Z uvedenych predpokladov a ddsledkov J. A. Vilner stanovil vietky nomo-
grafické funkcie tvaru (1.1) prvej triedy v jednoduchSom explicitnom tvare vzhladom
na w alebo z. Tieto jednoduchSie explicitné tvary vietkych nomografickych funkcif

prvej triedy
w=f(2); z=0W
nazval normélne tvary nomografickych funkcii.
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2. V dal¥om urobim aplikaciu predoslych tivah na zobrazenie normélneho tvaru:
Z—2zy= %ln S[N(w — wo)] 2.1)
kde S su funkcie sin, cos, sec, csc, sh, cosh, sch, csch, d'ale} N ay Iubovolné realne

alebo imagindrne &isla, z, = ag + boi, wo = po + ¢oi TubovoIné komplexné &isla
Zobrazime normalny tvar (2.1) pre funkciu sinus:

zZ—2zp= le-ln sin [N(w — wy)] 2.2)
ktory prevedieme na kanonicky a z neho uréime zodpovedajice zobrazovacie rovnice.

V préaci [12] (pozri taktie? pracu [16]) za predpokladov, ak C, + 0; j, = 0; i+ 0,
sa dokéazalo, Ze plati:

() (B)+(-T0) o

. _J:__i— 2.3
e"' ) _ T
(e ’°)+( ) _|-o0
(T‘/'b \/'b \//ib
5 TT -
S=']i_; H=-" 1-_1; X=¢s
iy Vi, _
) . i, Q.4
) £ T=-3. " R=_F

Z kanonického tvaru (2.3) a z rovnic (2.4) uréime S, H, X, Y, T, R, ktoré pre
vztah (2.2) st:

-7 .2 = e
S = ti/e_— = - sm22p e*fere;  H=-— t\/t—' = cos 2P

iy iy )
X = e‘JTn p e—2R.72; Y = —‘/—'__— = cos 2B (2'5)

b =
- > ! j i

je=  sinh?20 Lt '

T _ X e2Revzo. p —— = —cosh 20

Wi o 2 ’ Vi,
kdeP = R,[N(W - wo)l, @ = mlN(W — wO)L“l = R,[¥(z — z)] = R.[yz] - Re['YzoL
B = L,[v(z — 20)] = I[yz] — I,lyzo), priom C; = —4y%.

Teda kanonicky tvar pre pripad (2.2) podla (2.5) bude
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2

.2
( —Me”‘m) (e™R<") + (cos 2B) + (cos 2P) = 0

2

)
(M e"'m) (e72"") + (cos 2B) + (—cosh 2Q) = 0

Porovnanim (2.6) zo zakladnym kanonickym tvarom

S(p) X(a) + Y(b) + H(p) =0 }
T(q) X(@) + Y(b) + R(q) = O

pre ktary platia zobrazovacie rovnice

1
()
X, =0

__Sm)
o= ")
__T@
Xe= "R

dostaneme zobrazovacie rovnice pre pripad (2.2), ktoré su

X, = e2Relvz]

XB=0

s 2
sin”2P CZR.[VZol

P = 3 Cos 2P

. 2 .
_ Sinh"2 0 k.11

¢ 2cosh20

Y,=0
1
a0}
1
Y=
? H(p)
1
! R(q)
YA =
1
B™ cos 2B
_ 1
P " cos2P
_ 1
2™ cosh 20

Z rovnic pre Xp a Yp vyli¢enim P dostaneme
' Y2 42 2Relmolyy 1 =0

Z rovnic pre X, a Y, vyli¢enim Q dostaneme
Y5 + 2e 2Ry ¥, — 1= 0
Z poslednych dvoch rovnic vyplyva, e premenné P a Q sa zobrazia hyperbolami,

ktoré pre obidva pripady oznadime

2 —2R,[7z0] e
Yoo +2e¢ “Xe,0Yp,00—1=0

Privzostrojeni nomogramu treba rozli§ovaf v rovniciach (2.9), & y je redlne alebo

rydzo imaginirne &fslo.
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Ak 7 je realne &islo a rozdielne od nuly, potom pre stupnicu premennej @ z prvého
paru rovnic (2.9) bude . :

R(yz] = YRz = ya

X A= ezya, YA = 0

Pre y > 0, premenna a zobrazi sa na stupnici s nositelkou na osi X od bodu X, = 1
a% X, = + . Ak y je parametrom, potom pre zoy = O (t. j. pri zo, = 0) stupnice
premennych P a Q sa nemenia a stupnica a sa len prekétuje nepriamym spdsobom,
ak y nemeni znamienko a ak meni, potom kladné a zdporné kéty prechédzaji jedna
v druht.

UvaZujme druhy par rovnic (2.9), kde B = L,[y(z — z,)]. KedZe z, = 0 v danom
pripade (yzo = 0) B = I,[yz] = yb. Dosadenim za B = yb do rovnic pre X a Yy
v (2.9) dostaneme

1
Xp=0  Ya=-5 2vb
Z poslednej rovnice pre b — 4LY = Yg= 1o
Pre
LA AN S
be<T'f’ 2¥> je Yge(—oo; —1)
UvaZujme, Ze
3
0|b| £ 2.11
S1b1S 41 @.11)
potom stupnica b leZi na kladnej polopriamke osi y.
Ak
n T
- — = |b| £ 2.12
aiyr =212 37 212

stupnica b le#i na zapornej polopriamke osi y, &o je zrejmé, ak od =/2 | y | od¢itame
jednotlivé &leny nerovnosti (2.12) ¢im dostaneme

I3 T ' T
21yl = 2|¥l

Porovnanim (2.12) s (2.13) ie

v

(2.13)

i .
b|=——1b
b1 = 577 = 101
teda b’ sa zobrazi na zipornej polopriamke osi y. Nasledkom toho premenné b
vyhovujiica nerovnosti (2.11) sa zobrazi pomocou zobrazovacich rovaic
1

XB =0 YB = COS—Z'Yb- (2.14)
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a premenné b’ podla zobrazovacich rovnic
' 1
Xs=0 Yo=-— bl
&o vyplyva z rovnice (2.14). .

Ako je vidiet z rovnic (2.9) funkcia (2.2) pri y konstantnom a pri' konstantnom
L[yzo) = vI.zo = Ybo sa zobrazi nomogramom, ktory sa sklada z dvoch priamo-
&arych stupnic pre (4), (B) a z jednoparametrického zvizku (parameter R,[yzo] =
= vyd,) hyperbol (2.10), ktoré su nositeTkami stupnic (P), (Q) a prechadzaju cez tri
redlne body, majice spoloénti doty&nicu v jednom z nich; spolo¢na dotyénica ku
krivkdm zviizku hyperbol a tetiva prechadzajuca cez dva druhé stredy zvizku sd

nositelkami stupnic (4), (B). Ak

o
IQ : v rovniciach (2.9) pre Xp a Yp zvo-
‘ lime P = const a Q = const, potom
1 dostaneme zvizok priamo k precha-
dzajici podiatkom (pozri schému
N

na obr. 1).
\ \ I‘

Ked%e sme zvolili ¥ za pevné ‘
&slo, parametrom je a,. 7
Pritom ‘ \ \

X,=¢e"Y,=0

-
N

¢ 1
Xp=0 Yp=
e " cos2[yb — vbo]
dostavame tie isté stupnice @ i b Obr. 1 c?
pri parametrii a,. A Q

Rovnice stupnic P = R,[N(w — wp)].a Q = L[N(w — wo)] (pri y realnom),
pretoZe parameter je do, porovnajlic s pripadom. z, = @p + boi, t. j. ked by =0
a a, = 0 vidime, e ostatné hyperbolické stupnice dostaneme z pripadu z, = 0
afinnou transformiciou posunutia tohto (normélneho) pripadu pozdl% osi x. Pri
tomto vietky kéty P a Q sa pohybujii rovnobeZne s osou x, a tym dostdvame hyper-
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bolickii krivku, ktor4 je nositelkou stupnic P a Q v Kartezidnskych stradniciach:
o rovnici (2.10). Analogickym spésobom sa urobi rozbor stupnic aj pre pripad, ak y-
je imaginarne dislo.

3. Zobrazenie normalneho tvaru (2.2). podla zobrazovacich rovnic (2.9), ako
ukazuje schéma nomogramu na obr. 1, je pre &itanie nevhodny. Pre zvySenie &itatel--
nosti upravme determinanty odpovedajlice rovniciam (2.9)

e2Relvz] 0 1 CZR.[W] 0 1
0 S 1 0 1
cos2B | =0, cos2B " [=0
sin’2P  speryzg 1 sinh®2Q gy 1 (3.1)
2cos 2P cos 2P | 2cosh 20 cosh2Q

takto: Prvy stipec vynasobime s e~ 2 druhy s 1/2 a pripoditame druhy stipec:
k prvému. V takto vzniknutych determinantoch vynisobime v prvom determinante
treti riadok s (—2 cos 2P) a v druhom treti riadok s (2 cosh 2Q) a pripodftame druhy-
stipec k prvému. Delenim obidvoch determinantov s takto upravenym prvym
stipcom dostaneme

1.0 1
1 0 —Z—e 1 0 > e
1 1 1 1
1 "2— -TZ—COSZB . 0, 1 ? —2-—00528 =0
1 1 ___Cos2P 1 cosh 2Q (3.2
1 + cos?2P 1 + cos?2P 1 + cosh?2Q 1 + cosh?2Q

Pre konetni tipravu determinanty (3.2) ndsobme eite takto: Prvé stipce s m e~ 2Rel?7ol

a druhé s 2n e~ 2R«"%] &im dostaneme '

1 0 n e~ 2Relrzl
m  —2R,[yz0] —2R[z0]
1 —e ne cos2B | 0
me” 2R,[yz0] 2ne” 2R,[720] cos 2P '
1 + cos?2P 1 + cos?2P
10 n e~ 2Rel)
M -2R.Iyz0) ~2R,[y20) o
1 3 e ne cos 2B -0 G3)
me- 2R,[7z0] 2ne” 2R.[7:o]cosh 2Q
1+cosh?2Q 1 + cosh?2Q
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“kde m, n stt moduly, ktoré volime m = 20, n = 10. Ak y je realne &islo, zobrazovacie
rovnice pre normalny tvar (2.2) si:

X,=0 = 10e™ %"
X, = 1021 Y, = 10e™*%cos y(b — by)
X, = 2()2e_27"° Y,= - 20 e_27“°c2052'y(b — bo) G.4)
1 + cos®2y(p — po) 1 + cos*2y(p = po)
- 20¢ 2% Y = 20 e~ 2" cosh 2y(g — qo)
1+ cosh?2y(g — q0) ‘ 1 + cosh?®2y(q — qo)

Z poslednych dvoch rovnic eliminiciou dostaneme
Xp,0) — 1067272 + Y 5 = (10 e~2%0)2 (3.5

Teda nositelka pre stupnice P a Q budi kruZnice o strede S [10 e"27“°, 0] a polomere
r = 10e~%", Touto tipravou sme rovnice hyperbol (2.10) pre nositelku P a Q
pretransformovali v rovnicu (3.5), t. j. v kruZnice.
Z poslednych dvoch rovnic (3.4) vyplyva, Ze P a Q zobrazia sa taktieZ zvizkom
la¢ov o rovniciach yp = —xpcos 27(p — po) a yg = Xq cosh 2y (g — qo).
Zobrazenie normalneho tvaru (2.2) podla zobrazovacich rovnic (2.18) je na obr. 2,
pricom bolo volené N = y = 1.
Priklad. Pre dané a = —0,10, a5 = 0, b — by = 0,273 &itame na obr. 2 podla
kIu€a p — py ~ 0,92, g — g, ~ 0,42.
Analogickym spdsobom sa d4 skonstruovat nomogram pre pripad, ak y je volené
imaginarne ¢islo.
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Homorpamma naa ¢ysknmit nepsoro Homorpaguueckoro kiacca
OT KOMILICKCHOIO apryMesTa

II. l"a.na_i,i,ua

Pesome

B 310it craThe npEMeHeHHeM Teopuu M. A. BumbHepa Geulo pa3paGoTaHQ XKaHOHHYECKOE Npel-
CTaBJICHHE /i1 OCHOBHOM HOpMaNbHOH dopMynl

2 -2 = %m SINw — wo)l,

rae S 3BavAT QyHKUME $in, COS, sec, csc, sh, cosh, sch, csch, a z = a + bi, zy = ag + boi, w =p +
=+ gi, wog = pg + qoi N ¥ Y IPOH3IBOJILHBIE JCHCTBHTENbHEIES NGO MCTO MHMMEIE IHCIIA.

Vpaseenna mxai (2.9) s xaHOHHIeCKoH dopMyssl (2.6) 6bUTH NepeoGpa3’oBaHEl B YDAaBHEHHS
(3.4), Ba ocHOBaHME 4ero ramepGoONEI Ans mepeMeHHOro P H Q mepeoGpa3oBaHCh B OKPYKHOCTE.
Ha ocHOBaHMHA neprpasom ypaBHeHHi 612 TOXE IOCTPOSHA HOMOTPAMMa 17151 HOPMAJILHOM
dopmymer (2.1).
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Ein Nomogramm fiir die Funktionen der ersten nomographischen
’ Klasse im Gebiet der komplexen Veriinderlichen

P. Galajda
jZusammenfassung

Unter Benutzung der Teorie von J. A. Vilner wurde in dieser Arbeit die kanonische Form fiir
die normale Form

Z=Zy= %ln S[N(w — wy)]
verarbeitet, wo § die Funktionen mit der Bedeutung sin, cos, sec, csc, sh, coh, sch, csch, sind und
z = a + bi, zy = ay + byi, w = p + qi, wy.= py + qqi, weiter N und Y beliebige reale oder imagi-
ndre Zahlin sind. Die abbildenden Gleichungen (2.9) fiir die kanonische Form (2.6) wurden auf
die Gleichung (3.4) transformiert, wodurch die Hyperbeln fiir die Verdnderlichen P und Q in die
Kreislinie transformiert wurden. Auf Grund der derart transformierten Gleichungen wurde auch
das Nomogramm fiir die normale Form (2.1) konstruiert.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IX., 2. — MATHEMATICA, 1964)

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IX., FASC. IL MATHEMATICA 1964

Konstrukcia relativnej normaly v P,

M. HEJNY

PouZivame nasledovni symboliku. Aritmetické body oznadujeme velkymi latin-
skymi tlaéenymi pismenami. Geometrické body oznacujeme svorkovymi zatvorkami.
- Aritmetické priamky oznaCujeme velkymi latinskymi pisanymi pismenami. Geo-
metrické priamky oznaujeme opét svorkovymi zatvorkami.

V projektivnej rovine P, nech je dani krivka

Rt), —-T=<tsT, )
kde T > 0. Krivka (1) nech je triedy aspoit C5. O parametrizacii krivky R(f) pred-
pokladiame, Ze determinant

[R®), R@), R@Ol=c=*0

je konstantny pre vSetky uvaZované t. Pritom &arkou oznadujeme deriviciu podla
parametru 7. Zakladna rovnica

R"(t) = 2a(t) R'(t) + d(t) R(?)

krivky (1) udava funkcie a(?), d(¢), pomocou ktorych je definovany relativny invariant
vahy 3

b(r) = d(r) — a'(1)
a sprievodny repér

R@®», T@®=R®, N@© =R — al)R@)

krivky (1) v bode R(?).
Dualizaciou dostaneme priamkovi rovnicu

A1) = cT'[R(H), R@] .
krivky R(t). Dualny tvar uvedenych vztahov je
(2@, Z#(0), Z'@)] = c™*
R"(t) = 2a(t) Z'(t) + d(1) Z()
b(t) = a'(t) — d().
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Dudlny repér je tvoreny priamkami

20, TO)=RO, N =R~ al)R(@.
Koneéne plati
_ d@) + d(f) =24'(®)
a
(@) = c7'[RE), TO)], T() = ¢ '[R(®), N,
A = ¢ T(O), NI

V daliom budeme vysetrovat krivku v okoli bodu R(0O). Budeme oznadovat R(O) =
= R, T(0) = T, a(0) = a a pod.

Relativna norméla {7} krivky (1) v bode {R} je udana analyticky. Ak krivku R(z)
vztiahneme ku projektivhemu obluku

() = |0 a,

dostaneme privilegovany repér, ktorého normala (relativna) je projektivnou normalou
krivky (1) v bode R. Jej geometrickd konstrukcia je znidma. Napr.: projektivna
norméla je doty&nicou oskulaénej kubiky (v nesextatickom bode). V dalSom poda-

* vame geometricki konstrukciu relativnej normaly {7 } a zaroveii i konstrukciu bodu
T. Nasa konitrukcia je samozrejme zavisld od parametrizacie.

Nech te (0, T). Priamka {¥(t)}, uréena bodmi {R()} a {R(—1)} obali krivku
{S(»}. Bod {U(r)}, ktory spolu s {S(?)} oddeluje harmonicky body {Z(#)} a {Z(—1)}
opiSe krivku, ktorej doty¢nica pre ¢ — 0 sa bliZi ku relativnej norméile. Pritom bod
{S()} sa bliZi k bodu {T}. Dualizujme. Priesednik {¥(¢)} priamok {#()} a {#(—1)}
opite krivku, ktorej dotyénica {¥7(f)} sa bliZi ku relativnej normale. Kone&ne priamka
{#1(t)}, oddelujiica harmonicky spolu s priamkou {¥(¢)} priamky {Z(f)} a {%(—1)}
obali krivku {W(7)} a bod {W(r)} sa bliZi ku bodu {T}. Tak mame dokonca dva
spdsoby konstrukcie aj relativnej normaly aj bodu {T}. DokaZeme tvrdenia presne,

V lokélnej bazi (R, T, N) rozvinieme krivku R(¢) do Taylorovho rozvoja

_ a » d 3 a 3 2a'+d 4
R(?) = R(l,+ S+t + @) +~T(t btk s it @) +
Podla definicie krivky U(t) plati dalej podla (2)

U@® = Mo R() — u() R(—1)
odkial po vydisleni je

U(t) = R(l + 7Tat2+ @) + T(®) + N(%t2+ @)
Veta 1. Platia tieto dva vzahy
sy {8} = {1} Adun {0} = {#}.
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Dékaz. Prvy vztah dokéZeme, ked za aritmetického zastupcu bodu {S(¢)} vezmeme
bod t~1S(7), kde S(¢) je dany hornym rozvedenim do Taylorového radu. Dalej
volme aritmetického zastupcu priamky {F(¢)} takto: .

L) = Q)™ [RO), R(=D] = Z1 + @) + T(®) + /()
naznacenou limitou dokiZeme i druhu &ast tvrdenia.

Veta 2. Platia tieto dva vzfahy.

+N( t+—t“+4a+dt + )

12

Symbolom [N| oznalujeme zvySok Taylorového rozvoja od &lena a," v&itane.
Bod S(7), ako aj S'(¢) je linedrnou kombinaciou bodov R(f) a R(—t). Je preto

S = Mo R() + p) R(—1) @)
a tie

0 = M¢) R'(2) L(t) — w(®) R'(—1) L(0).
Odtial

M) = py() R(—0) FL(0) = p() [R'(—1), R(®), R(-1)]
K@) = py() R'(1) L) = p() [R'(H), R(?), R(-1)),
kde py(#) a p(t) su nenulové faktory. Jednoduchy vypodet,da
0 =%+ %12+%t3+®
p(t)— —%— 5 +—~t *+ (.

Pre jednoduchost sme poloilll p() = (2t)"2. Po dosadeni do (2) je

5(1) = R(i‘]l—;'({i £+ @) + T(t + at® + (5)) + N((5))-
}l_fg {U0} ={R} a }gl; {U@} = {=}-

Dokaz. Opét musime volit vhodnych aritmetickych zastupcov. Za aritmetického
zastupcu bodu {U(#)} volime priamo bod U(). Dalej je

limt™'U(t) = ——-R + N.
t=0

Priamka lim {%(f)} je urend bodmi 11m {U(t)} a llm {U'(n}, t. j. bodmi {R}

t—0

{ 7; R + N} a je preto totoZna s relativnou normélou {7 }.
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Dolné tabulka priraduje vzijomne duidlne objekty.
(R} = (RO} (VD) = (V)
{1} = {7} N} « {0}
N {0 {20}
8@} = @)} d) <d).
Dualiziciou dostdvame z viet 1 a 2 tvrdenie zhrnuté vo
vete 3. Platia nasledovné vzfahy
lim (0} = {7}, lim (V) = (R},

lim {(#(0)} = {#) a lim {W0)} = {T}.

Adresa autora: Zilina, Hliny, blok 30. Do redakcie doslo 20. V. 1963.

Hocrpoenue orHOCHTEIbHON HOPMANH B NPOEKTHBHOM IIOCKOCTH
M. Teiiabrit
BriBoas!

Iycres C: R(?) npoexTHBHas IIocKas KpuBas. Ee kacaTelbHYIO M OTHOCHTENIBHYIO HOPMAJb
B Touke R oGo3nasum RT w RN. ITapamerp ¢ MOXeT ObITh MPOEKTUBHON Ayroi. OTHOCHTENLHAS
HOPMAJIb CTaHEeT IPOSKTHBHOM HOPMAJIBIO, TOCTPOEHHE KOTOPOM H3BECTHO. B craThe HaHO mOCTpoe-
HMEe OTHOCHTEJIbHON HOpPMAaJIX B TAKOM ClIyyae, KOraa napamerp ¢ He ABIAeTca 00a3aTeIbHO OYTOH.
SICHO, 9TO MOCTPOEHME 3aBHCHT OT NapamMeTpH3amuu Kpusoi C.

Construction of the relative normal in the projective plane
M. Hejny
Resume

Let C: R(r) be a projective plane curve. Its tangent and the relative normal in the point R we
denote by RT and RN. It is possible that the ¢ is a projective arc. In this case the realtive normal is.
changed into a projective normal whose construction is known. In the article we give the construction
of the relative normal in the case when ¢ is not necessary an arc. It is clear that this construction
depends on a parametrisation of the curve C. N
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Poznamka k transformécii rieSeni
linedrnych diferencidlnych rovnic 1.radu*)

K. DUDASKOVA

V préci [1] uvaZoval M. Laitoch o transformaécii rieSeni linearnych homogénnych
diferencidlnych rovnic 1. radu. UvaZovanou transforméciou sa viak rielenia ne-
transformovali v celych definiénych intervaloch tychto rovnic, ale len v definiénom

intervale rieSeni istej nelinedrnej rovnice. Tento nedostatok je tu odstrineny. Okrem
" toho je tu uvedena transforméicia nehomogénnych linearnych diferenciélnych rovnic
1. radu a niektoré jej dosledky.

1. UvaZujme o diferencidlnych rovniciach

@ Y+ ey =0
Q@ Y+0MNY=0,
~ v ktorych funkcie g(#), Q(T) su spojité v intervale j, resp. J. PodIa tedrie transforméacie
linedrnych diferencialnych rovnic ([2]) je rovnica (Q) v intervale I = J ekvivalentna
s rovnicou (g) v intervale i < j, ak existuje dvojica funkcii X(7), Z(¢) s vlasthostami:
1. X(?), Z(t) e C,(d), X(G) = 1,
2X'@®)+0, Z(t) £ 0, teia plati:
Ak U(X) je IubovolIné rieSenie rovnice (Q) v intervale I, zlo¥end funkcia

u(t) = 2(t) UIX(®)] W

je rieSenim rovnice (g) v intervale i. Dvojicu funkcif X(¢), Z(r) nazyvame nositefom
ekvivalencie rovnic (Q), (g).

Vyjdic z tejto definicie, moZno jednoducho tvahou dokazat pomocni vetu 1

Pomocna veta 1. Nutnd a postalujica podmienka, aby diferencidlna roonica (Q)
bola v intervale I ekvivalentnd s rovnicou (q) v intervale i a X(1), Z(f) bol nositelom
tejto ekvivalencie, je, aby X(t), Z(t)_spfﬁali v i vztah

Q,9) Z'() + {-QIX(O) X'(1) + g(} Z(t) = O
*) Napisané v ramci §. V. K.
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a platilo .
X®*0, tei, Xi@=1LI 2y

Vztah (Q, q) znamena jednu podmienku pre dve funkcie, preto, jednu z nich moZno

volit TubovoIne. Ak poloZime Z'(f) = X’L() , dostaneme pre X(¢) nelinearnu dife~
. . t

rencidlnu rovnicu, uvedenu v praci [1]:

XII
—— —-0X'+qg=0.
X' 1

RieSenia danych rovnic (Q), (¢) sa transformuji len v definiénom intervale rieSeni
tejto rovnice. Aby sa transformovali v celych definiénych intervaloch rovnic (Q), (q),
namiesto Z(¢) zvolime X(?), a to tak, aby X(j) = J, X'(¢) = 0, ¢ € j, napriklad pomocou
jednej z troch funkcii X(f) = kt + q, X(¢) = tg (kt + q), X(¢) = arctg (kt + q).
Plati potom ' . '

Veta 1. Nech X(/) je zobrazenie intervalu j na J také, ¥e X'(f) + 0, t € j. Nech Z(¢)
je netrivialne rie§enie rovnice

Z' + {-QIXWI X't + q()} Z = O.

Potom plati: Ak U(X) je TubovolIné rieSenie rovnice (Q), funkcia (1) je rieSenim
rovnice (g).
2. UvaZujme o nehomogénnych diferencialnych rovniciach

@ ¥+ a0y = q,()
(@ Y+ Q)Y =0uD),

v ktorych funkcie g(f), ¢,(¢) su spojité v intervale.j, funkcie Q(T), Q,(T) spojité
v intervale J. S

Metbdou varidcie konstant dostaneme, Ze ak U(X) je netrividlne rieSenie dife-
rencidlnej rovnice (Q), potom

U(X) = C(X) UX)

je rieSenim (Q) prave vtedy, ak C(X) je rieSenim diferencialnej rovnice

C'(X) U(X) = 04(X).

Z teérie transformécie [2] je dalej zname, Ze ak je diferencidlna rovnica (Q) v inter-
vale I ekvivalentn4 s diferencidlnou rovnicou (g) v i a X(¢), Z(f) je nositel tejto ekvi-
valencie, potom X(f), Z(¢) je aj nositeTom ekvivalencie zodpovedajicich homogennych
rovnic, a teda medzi X(¢), Z(¢) plati v I vztah (Q, ¢).VyuZitim tychto dvoch skutoénosti
moZno dokazaf vetu 2.

Veta 2. Ak diferencidlna rovmica (Q) je v I ekvivalentnd s diferencidlnou rovinou

100



(@) v i a X(t), Z(t) je nositel tejto ekvivalencie, potom
7)) = QLIXO ZO X'(),  fei. | &)

Obrdtene, ak X(t), Z(t) je nositel ekvivalencie rovnice (Q) v I s rovnicou (q) v i a medzi
pravymi stranami rovnic (q), (Q), plati v i vzfah (3), potom sii rovnice (g), (Q) ekvi-
valentné v tych istych intervaloch s tym istym nositelom ekvivalencie.
3. UvaZujme o diferencialnych rovniciach (q), (Q) v pripade, e J = j, Q(T) =
=0, TeJ
Y+ a9y = q,(2), @

= Q7). : &)

Moino poloZit X(¢) = t, tej a funkcia Z(¢), dand vzfahom (Q, q) bude Z(7) =
e /10% (Volili sme ¢ = 1.)
Medzi rieSeniami u(¢), U(¢) rovnic (4) a (5) plati vzfah

u(e) = e UU,  tej,

podIa vety 2 prave vtedy, ak
g,(f) = Q,(f) e 120,

Nulové body funkcii u(z), U(¢), ako aj funkcii q,(¢), Q,(¢) st totoZné. Z toho a z vlast-
nosti nulovych bodov rieseni rovnice (5) plyni tieto tvrdenia:
a) Ak ma funkcia g,(f) kone€ny poéet nulovych bodov, potom kaZdé rie¥enie
rovnice (4) ma koneény podet nulovych bodov.
b) Ak je funkcia g¢,(f) v j oscilatorick4 a primitivna funkcia k funkcii ¢,(f) e/?®¢*
je ohraniend, potom existuju rieSenia rovnice (4) bez nulovych bodov.
¢) Ak je funkcia g,(?), t €, oscilatorick4 a primitivna funkcia k funkcii g,(f) /4%
je zhora aj zdola neohranifena, potom vsetky rieSenia rovnice (4) su oscilatorické.
Vztah medzi rieSeniami rovnic (4) a (5) moZno pouZif aj na charakteriziciu rieSeni
diferencidlnej nerovnosti
Y+49H)yz0, (6)
resp. diferencidlnej nerovnosti
Y +4q@®y 0. (6"

Veta 3. Funkcia y(?) € Cy(j) je v intervale j rieSenim diferencidlnej nerovnpstz 6),
[diferencidlnej nerovnosti (6’)] prdve vtedy, ak sa dd pisat v tvare

W) =% U@, | tej,

kde U(t) je neklesajuca (nerastica) funkcia z triedy C,(j).
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st fakultny sbornik uréeny na publikovanie vedeckych prac internych a externych uéitefov
nadej fakulty, internych a externych apirantov a nafich #tudentov. Absolventi nasej fakulty
mdZu publikovat préce, v ktorych spractvaji materiél ziskany za pobytu na nafej fakulte.
Redakéné rada si vyhradzuje pravo z tohto pravidla urobif vynimku.

Prace musi odporudit katedra. Price ftudentov musi odporuéif tudentské4 vedecké spo-
loénost a prisluina katedra.

Publikovat moZno v jazyku slovenskom alebo &eskom, pripadne v ruskom alebo anglic-
kom, franciizskom alebo nemeckom. Price podané na publikovanie maja byt pisané strojom
na jednej strane papiera, ob riadok, tak aby jeden riadok tvorilo 60 tderov a na stranku pri-
padlo 30 riadkov. Rukopis treba podat dvojmo a upravif tak, aby bolo &0 najmenej chyb
a preklepov. Nadmerny poéet chyb zdraZuje tlaé a ide na udet autora.

Rukopis upravte tak, Ze najprv napifete ndzov price, pod to meno autora. Pracovisko,
pokial je na naSej fakulte, sa neuviddza. Iba tam, kde je viac spolupracovnikov a nieklory
z nich je z mimofakultného pracoviska, uvidzaju sa vietky pracovisk4. TieZ tam, kde praca
bola vypracovana na dvoch pracoviskéach, treba ich obidve uviest.

Fotografie treba podaf na &ernom lesklom papieri a uviest meno autora, zmen$enie a text
pod obrazok. Kresby treba previest tuSom na priehladnom papieri (pauzak) alebo na rysovacom
papieri a taktieZ uviest meno autora, zmensenie a text pod obrazok.

KaZd4 praca musi mat resumé v ruskom a niektorom zédpadnom jazyku. K précam, publi-
kovanym v cudzom jazyku, naéim pripojif resumé v slovenskom (¢eskom) jazyku a v jazyku
zépadnom v pripade publikicie v ruskom jazyku, alebo v ruskom jazyku v pripade publi-
kécie v zdpadnom jazyku. Nezabudnite pri resumé uviest vidy ndzov prdce a meno autora
v rovnakom poradi ako v zdkladnom texte. Za spravnost prekladu zodpoveda autor.

Autori dostivaji stlpcové a zalomené korektiry, ktoré treba do 3 dnf vratif. Roz-
siahlejiie zmeny v priebehu korektiry idi na tarchu autorského honoriru. Kazdy autor

dostane okrem prisluiného honoraru i 50 separatov.
Redakénd rada.
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