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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8-10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC. VIII-X. MATHEMATICA 1961

K o0meli Teopun 9aCTHYHO YHOPAJOYEHHBIX MHOKECTB*)
M. Benanmo, Byxapect
§ 1. Beengenue

B macTosmeM AOKJaJe s Mpeciiedyo Ielb HpeACTaBUTh OYEPK O MOHX HCClle-
JIOBAHHUAX O OOLUEH TEOpUH YaCTHYHO YHOPSNOYEHHBIX MHOXECTB, Hall KOTOPBIMH
s pabotai ¢ ocenu 1957 r., BKpaTlle HAMETHTh HaNpPaBJICHHs, B KOTOPHIX, IO MOEMY
MHEHHMIO, pa3BUTHE 3TOW TEOPHH OBLIO OBI XKeslaTeJbHBIM K HAKOHEL IIOCTaBATH He-
CKOJIbKO Hepa3pellleHHbIX MpobieM, pelleHHe KOTOPhIX B OymymieM, 6e3 cOMHEeHHUS,
NpeCTABAT HOBHIE YKa3aHHUs JJIA JaJIbHEHINEr0o Pa3BUTHS TEODHH.

SI DOJKEeH 3aMeTHTh, YTO HE CMOTpS Ha OTHOCHTEJIbHOEe 60raTcTBo Martepuala,
0 xoTopoM byzeT peyb, 3TOT MO TOKJIAJ COAEPXKHUT TOJBKO OOLIHE CCHUIKK HA MOIO
TeopHI0 O MyjbTHpemeTkax (= multistructures [3]) m Ha ee mpuioOXeHHs, Ko-
Tophle OYAyT OOBEKTOM CaMOCTOATENILHOTO IOKJIAaja.

Mos Touka 3peHHs B ITOM IOKJaJe Ta €, 4TO X B MOHMX NpPHMEYaHHAX
B Comptes Rendus [4, 5], To ecTh TouYKa 3peHHs atzebpauyeckas WM CKOpee aize-
6pausylowas, 3TO 3HAYKT, YTO 5 IOHAMAIO 06WYI0 MeOPUI0 YACMUYHO YNOPAOOUEHHbIX
MHOMCECME MOAbKO KaK npodoadceHue meopuu myssmupewiemok [3, 8, 11], mouno
maxxce KaKk meopus myabMupeulemox AGAAEMCA npoodoaNceHUeM Meopuu peuemox
[17] ¢ nomowysio nodxodsawezo pacuupenus memooa Jedekurnoa. SI AyMaio, B CAMOM
IieJie, 4TO 3TO CaMble MPOCThIE X OMHOBPEMEHHO CaMble IeHCTBEHHBIE METOMBI, IO-
3BOJIAIIONLNE CyujecmeeHHoe WCCIIEJOBAHHE ,,BHYTPEHHER cTpykTyphi“!) cambix 06-
IIMX YACTHYHO YHOPAHOYECHHBIX MHOXECTB. '

C OofHOM CTOPOHBI HEKOTOPHIE TPYOHOCTH, ¢ KOTOPBIMH Sl BCTPETHJICA B KJIaCCH-

*) Jloknax i MexayHaponHoro kosuoksuyma B O6epBonbdaxe mo TeopHH
yHOPANOYEHHBIX MHOXeCTB, 26— 30 oxTs6psa 1959 r.

1) Tlom 5THM 8 HOAPA3yMEBAIO B3aHMHbIC OTHOLIEHHS MEXy NapaMu CPAGHUMBIX
asemermos ( B CMBICIIE YaCTHYHOTO YIOPSA/IOYEHHS) K NAPAMH HECPAGHUMbIX ITIEMEH-
TOB (B TOM %€ CaMOM CMEICIE).
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(ukauun MynbTHpeweTOK (MPM MYJbTHPEUIETOYHO YNOPSAOYEHHBIX Tpynmax [7])
a ¢ APYroi CTOPOHBI ‘MOH ‘HCCNIENOBaRMS -0 - QyHKHun MéGuyca [8, 12], makonen,
NpPUBENM MEHS K NPHHIUNAM Teopnn KOTOpYIO 15 3;[ec1> u3narawo (§ 3 H cliedy-
romye). '*)*)

§ 2. Ucropnueckue zameTkn

IlepByro MOMBITKY CKOHCTPYMPOBATh OOLIYIO TEOPHIO YACTHYHO YIOPSAOYEHHBIX
MHOXECTB CJIeJIaJl, HACKOJIKO 5 3Ha10, O. Popadopu [28]. Ero uensio Gbinn, KaxeTcs,
abCTpakTHbIE HCCIIEOBAHNUS (B BBIPAXKEHUSIX YaCTHYHOT© YIOPS/IOYEHHUS) HEKOTOPBIX
TEOMETPUYECKHX KOHTHHYYM. XOTS €ro MeTOHbl He Ae/IeKHHIOBCKHE B CMBICIE
IpeAnaraéMoro nokjnaja, OHM He MEHEEe COBepIIEHHBI (CM. IJIaBHBIM 06pa3oM ero
paboTtsi [28, I1I] mo Teopun Mepsl); HO He KAaXeTCs, Bee Ke, YTOOBI HX MOXHO GBLIO
NPAMEHHUTD 3a NpejesaMd KJacCHQUKAaIMM YaCTUYHO yNOPSHAOYEHHBIX MHOXECTB,
KOTOPBIMH OH 3aHumaeTcs B cBoux Gefiige, Geriiste u T. 1.

C mouku 3penusn, komopoii 6 3mom Odokaade A npudepmcueafocz,, MOXHO. JJaTh
Teopuu Popadopu CIEAYIOUIYIO OYEHb NMPOCTYHO MHTEpPNpeTaluIo (IpaBla, Mbl [e-
naeM abCTpakuuio M3 ,,HeleNeKMHIOBCKOro“ XapakTepa.ero Meromos): Teopus
Dopadopu SIBISETCS. YACTHIO TEOPUH YaCTHYHO YNOPATOYECHHBIX MHOXECTB, Haoe 1eH-
HbIX Cc80ell 0e0eKUHO08CKOll 2e0 MempuyecKkoii cmpykmypoii.” 2 3)

1.“) ITocyie okOHYaHUS MOMX JOKJIALOB S1.1QJy4H oT Jua Axy6uxa u Musana Ko-
Aubuapa HeCKOJIbKO MHTEPECHBIX 3aMETOK, KOTOPBIE s 0TMedy Ha IIPHHAIJISKALHX
MeCTax 3Be3[0YKON M KOTOpble s pa3paboTaro B MHOM paGore. OGOUM BbIpaxaio
CBOIO JIpyXecKyro 6JaromapHocTs. ; .

Bnaronapro Toxe M. Koaubuapa u T MaMpu/my 3a paboTy mo nepeBoO/ly, a TAKKE
1 A. Kedepa 3a UEHHOE COTPYJIHUYECTBO NPH MEPEBOIE. ,

*) B nucbme ¢ 25 anpenst 1960 r. M. KonubGuap o6paTtun Moe BHHMAaHME HA He-
nasHble ucenenopanus b. Pueyana u 3. PueuanoBoit o TeopeMe [uBenko (cp. Moo
3ameTky [11], I u naneie § 7), rae aBTOpHI NPHILIM, HE3ABHCHMO OT MEHS, K TOli-
xe Mpiciy. Cp. TaKkKe MO0 paboty [4], 2.2, Ilpumep 5. OnHako B yNOMstHYTHIX
WCCIIeJOBAaHHMAX aBTOPHI IBHO HE Pa3BUBAIOT CBOM MBIC/IM B AEIEKUHIOBCKOM CMEICIE.

%) Bce ¢ 4eM CBS3LIBAIOTCA OMpEAC/ICHUS M 0GO3HAYEHHS, cMoTpH § 3 Hacrosi-
1LET0 AOKJIa/a, TIaBHbIM o6pa3oM 3.2, npumep 1 u 3.4 11)1;1 NOHATHS e ACKHUHIOBCKOM
reOMEeTPHYECKOH CTPYKTYPBI. = & v

23) Pycckoe CJIOBO »CTPYKTYypa‘ ynmpe&meﬂ:x C’ ONHOH CTOPOHBI B CMBICIIE
Gpannysexoro cnosa ,structure”, ¢ Apyroil CTOpPOHEI ‘B ' CMKiCiie ¢dpaniryickoro
cnoBa ,treillis“. SI ynorpebisio ob6a 3maueHMs 3TOro €NoBa W BO ‘H3Gexaline He-
AOpa3yMCHHH, OCTABJSIO CJIOBY ,,CTPYKTYpa“ TOT e CMEICK kak dipariyickomy
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BupoueM, Toxe caMOe MOKHO cka3aThb 06 uccnenosauusx I. Maxnuaa[40] nocss-
IIEHHBIX [JIaBHBIM 06pa3oM mpobieMaM BKIIOYEHHs H HccleqoBaHitsx P. boxu[21],
OTHROCHTENBHO HEKOTOPHIX 0600eHnH 6YneBHIX anre6p, KOTOPHIE OH HU3yYadeT MO,
Ha3BaHHEM ,,0y/1€BOTO YacTH4HOrO ynopsmouenus* (= Boolésc¢he Partidlordhung)
0COGEHHO C TOYKH ‘3peHHs MX MOHOTOHHBIX cBs3eil [9] (,,funktionelle Paarungen
B TepMHHOJIOTHN P. Broxu, TaM xe).>) s

Onraxo; KaxeTcs, ¥TO HepBbIM Obu1 . XaycaopgS3 4), KOTOpKI# IpyIIEs K MBICTH
NPUMEHHTL MHBIE FEOMETPHYECKHE CTPYKTYPBI IIPH HCCIIENOBAHMAX OGIHX CBOMCTB
YaCTHYHY YIOPAIOUEHHBIX MHOXECTB. [lesio MaeT, IMEHHO, 0 reoMeTprYeckoif CTPyK-
Type, obpasyioweiicss OTHOLICHUSIMH Ay U My OTpeneeHHbIMU B Moeif 3amMeéTke [4]
(2.2, npumep 2); cM. ToXe W Aaibiuie 3.2, npumep 2.5 He 3HaIO '0fHAko, KaK IpH-
MeHMJI B mocieacTBuy Xaycaopd cBou MBICIEI, KOTOpLIM JywHuk [25] 'man oueHb
UHTEPECHOE NPHUIIOKEHHE B TEOPUM MOPSIKOBBIX THNOB (COBEPIiieHHO) yHOPSHOYeH-
HBIX MHOXecTB. B 'Moeif ‘paGote [3] # pa3sun obuyio TeOpHio XaycaopdoBCKOM

cloBy ,,structure’. ®pamnmysckoe ,,treillis Ha3biBaw ,,pemieTka“. B cnericrsue
sToro mis ¢ppanmysckoro ,,multitreillis* ynoTpe6isito clnoBo ,,MynsTHpemerka‘’. A1u
TEpPMHHEI 1 ymoTpeGisito ¥ B cBoeM BTOpomM mokiazme [61]. Bra TepMuHOIOTHA
coBNajdeT C TEPMHUHOJIOTHEHN, KOTOPOH BOCIIOJIb30BATIACh B HEJABHO BhILLEAIEM flepe-
Bone xHAr® Bypbaku mo onen TONOJIOTHH (CMOTPHU Bypﬁaxn O6masl TOMOJIOT ¥,
Mocxksa 1958 r.). .

3) IlpuroM, 3TO He 3HAYAT — U A XOUY ITO 3/ECh SICHO ormemn, = '4TO noHAmue
2e0 MempuyecKoti ¢CmpyKmypul YACMUyHo YNOPAOOYEHHO20 MHOMcetmea AGHO "evichiy-
naem @ a06oil ghopme A060il pabomel U3 mex, KOMopvlie MHe U36eCMHbL U Komopble
3AHUMAIOMCA meopueil yacmuuHo ynopadouenrstx mHoxcecms (cM. namsine). ToibKo
Hocjie MOMX HCCIENOBaHuil 0 MyhbTHpenteTkax[3] u ocobeHHO MOMX HCCiIeOBaHHMiH
o ¢ynxnuu Mébuyca ([8], §3) MHe ymanocs mocnenoBaTeNbHO AOWTH K PACKPHITHIO
3TOr0’ BAXHOTO MOHATHUS.. IIpoGsieMBl, K KOTOPHIM 3TO NOHATHE NPUBOIHUT H POJE,
KOTOPYIO OHO MIPa€T B TE€OPHH YaCTHYHO YNOPSAZOYEHHBIX MHOXECTB, KOTOPYIO 31
3[1ech Tpeiararo, siBJsieTCst B HekOTOPOM HATpaBJIEHMH CPaBHHMA C POJIbIO, Kakyio
UrpaeT MOHATHE TOMOJOTHYECKON CTPYKTYphl B TEOpHH aOCTPAaKTHBIX LpOCTPAHCTB.

%) D10 2 ysHan w3 macbMa B. Jlywmmuka (#rods 1956 r.), Ho 6€3 Toro, 4T06HI OH
MOT, KaK "OH, W BIpOYEM, 3TO 3aMe4aeT CaM, JocTaButh MHE TOUHEIE CBEZIEHNs TIO
aToMy moBoxy. B 1951 fio 1952 rT., y MeHs, He3aBuCHMO 0T Xayénopda, nossunack
Ta € MBICIIb, KOTOPYIO i CHCTEMAaTHYECKH IpeCiieIoBaJl B CBOHX HMCCJIEIOBAHHAX
o Teopeme ymnotHeHus Wlpeitepa [10] u mMeHHO, M3 3TOro aHajW3a BO3HHKJIA
Teopus 0 MyJbTupeneTkax. OHako, MHe GBUIO HEBO3MOXHO HalTH 4TO-IHGO B pa- |
Gortax Xaycnopda, 4To Morno 6bI 66ITE XOTH HEMROIO MOX0KEE HA' TOHATHE MYJIb-
THPEINETKH; CM. TI0 3TOMY TioBoay mMom 3amétku [11] — ,,Zusétze beéi der Korrektur®.
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reoMeTPHYECKOH CTPYKTYDBI, NIPH 7ipedaodceHuu yniomHeHHocmu, T. €., AMCHHO, Teo-
PHMIO MYJIbTHPEILETOK.

S ewe ynomsHy uccienosanus P. @paiice [29], B KOTOPBIX OH M3y4aeT YaCTHYHO
yNOpAIOYeHHbIE MHOXECTBA C TOYKH 3PEHHUS IIPEKPACHON TeOPHH MYJIbTHOTHOIICHHMH
(multirelations) [30] u wuccienoBanus @. Puca [44] 0 4acTHYHO YMOPSAMOYEHHBIX
rpymnax. C TOYKH 3pEHHS HACTOAILIETO NOKJIaa 3TH HcciexoBaHus Puca 3Havu-
TeJIbHBI HMEHHO TIOTOMY, 4YTO 371eCh BNepBbie’) (He ynoMuHas o6 HHOH paboTe TOro
xe aBTopa B Comptes Rendus de 1’Académie Hongroise des Sciences) nosiByisieTcst Ho-
Basl IIO CyLIECTBY reOMeTpHYecCKasi CTPYKTypa NMpPH HCC/IEIOBAaHHH YaCTHYHO YMOpS-
JOYEHHBIX MHOXECTB, @ MMEHHO JaHHas OTHOLIEHUSMH A, U My, onpelesieHHbIMH
B Moeil 3ametke [4] (2.2, apumep 3).

HenexHHAOBCKasg IeOMETpUYECKas CTPYKTypa He 4YTO HHOE, KaK COEIHUHEHHE
PHCOBCKO# reOMETPUYECKON CTPYKTYPHI C XaycaophOBCKOW reOMETPHYECKOM CTPYK-
typoii ([4], 2.3; cM. mo 3Tomy moBomy mMoro paGoty [3], Teopemy 1.4.1). Xots
PHCOBCKasi reoMeTpUYecKas CTpyKTypa y Puca coBmagaer ¢ IUCKPETHOW reOMETpPH-
geckoit cTpyktypoii ([4], 2.2, npumep 6 u 2.5.1); cm. Toxe [17], cTp. 52, onpenenexue
H CTp. 221, ynpaxHeHue 6. )

MEe ocTaeTcs elle yNnoMsSHYTb ucciaenosanus M. M. [si [23], mocssiieHHble
HEKOTOPHIM KapOWHAJIbHBIM M ODAUHAJIBHBIM ,,apUPMETHUECKUM® Omepauusm,
KOTOpBIe MOXHO OCYHIECTBJIATh Ha HACTHYHO YMOPSOOYCHHBIX MHOXKECTBAX, HUAECHO
KOTOpBIX BIEPBHIE HaxoOuM B paGorax Xaycoopgpa [33] u Bupkzoga [18, 19]. It1o
NPUBOINT, Kak ObiBaeT B NOJOOHBIX Cilyyasx, K KIacCHPUKALMKA YaCTHYHO YHOPSIO-
YEHHBIX MHOXECTB [IOCPEACTBOM HEKOTOPHIX Pa3JIOKEHHI HIIM JaXe TEOPEMBI®) O pas-
JIOXEHMH, KOTOPBEIM [Jal0T MOBOM 3TH onepauuy. Takue kiaaccudukanum, XoTs 1 60i1b-
LIOH BaXXHOCTH, MOIJIM OBI II0 MOEMY MHEHHIO JaTh HAM TOJIbKO YaCTHUYHEIA 00pa3
BHYTPEHHEH CTPYKTYPHI') 4aC THYHO yIOPA0YEHHBIX MHOXKECTB H HMEHHO TOTOMY, 4TO
paccMaTpuBaeMbie apupMeTHIECKHE ONepalii MOA00HE! onepauuaM Teopun I'. Kan-
mopa 0 TPaHCOMHUTHBIX KapAWHAJIBHBIX M OPAMHAJbLHBIX YHCIIAX, TO€ PacCMaTpH-
BalOTCA TOJBKO CEAYIOIIME ABA KJIACCa YAaCTHYHO YIOPSIOYEHHBIX MHOXECTB P:
KjJdacc Takux P, roe u3 oTHOWmEHHWH a, be P U a = b ewimexaem a = b u Kitacc
Takux P, 20e uz omuowenuti a,b € P esimexaem uau a = b, uau b = a. Uto xacaercs
nepeozo Kjacca, OTHOIIEHHE > (YaCTHYHOIO YNOPSNOYEHHs) HE WIpaeT 3[ech HH-
Kako#l pojH; BO BTOPOM Xe Kjacce, HAOOOpOT, HECPaBHHMBIE 3JIEMEHTHI (B CMBI-
cJie YaCTUYHOIO YNOPANOYEHHs), HE UrPAlOT HUKAKOW PoM. XOTS HACTOsAIIHE 3HA-
YeHHe MeToJoB ]34 (TaM Xe) IJif TEOPHH YACTHYHOTO YNOPSIOYEHHS, IO MOEMY,
He B ,,apupmMeTHyecKux‘‘ TOXKAECTBAX, KOTOPBLIE OH IOJIYMWJ MPH 3THX ONEpPamusiX,

%) Takumn SABJAIOTCA XOpomIo M3BecTHbIe pe3ynbTathl P. I1. [Juayopca [24],
HAywnuxa 1 3. B. Munaepa [26], Bupxzoga u T. Haxaama ([17], ra. II, § 8) m T. L.
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HO B ,,FeOMETPHUECKHX"* CBOMCTBAX, HANPUMEDP TeopeMa 6 ¥ aHaNOrMYHbIE CBOHCTBA
dopMyHpoBaHHble B ynpaxHerusx 2 u 3 B kmure [17], ru. II, § 7 & [19]. 3o
3HAYHT, IPHMEHHTh KAHTOPOBCKWe omepaunn # HX o6obmemma ([19], [23], [33])
K TEOPHH TeOMETPHYECKUX CTPYKTYP YaCTHYHO YNOpANOYeHHbIX MHOXecTB. Cp. §11,
TIpo6aema 11. ,

Yro Kacaercs ,,apHupMETHYECKOH* TOYKH 3PeHHsI B OOLIEH TEOPHH YACMUYHO20
yHnopsaaovYeHusi, TOo, O MOEMY, CKopee TOYKa 3PEHHs ,,yNOPANOYECHHS IO nenu-
MocTh* ( [JedekuHd) yeM TOYKa 3PEHHS ,,yNOPANOYEHHS IIO pennuuHe* (Kawmop)
IOKaXeT, Kak M B NPOILIOM, CBOIO IUIOZOTBOPHOCTb. B 3TOM OTHOLUEHHH Xapa-
KTepUCTHYHBI HelaBHble MccienoBanus bpyno Bocbax [63], [64] (u cooTBeTCTBY-
jolMe Ccbiiku) Kak W mccaenosanus Jleomca Jlecus u PoGepta Kpyaso [65]
(ocobernno I u III). '

C 1pyro#i CTOpPOHBI, €CJIH J€JI0 HAET O MHOXECTBE OPAMHAJIBHBIX YHCEJ, MBI BCET-
IIa WMeeM 37eCh, KaK XOPOILO U3BECTHO, YaCTHYHOE YNOPAHOYeHHe, IO CYLIECTBY
OTJIMYaromieecsi OT OOLIKHOBEHHOTO YNOPSAOYEHHMs OpPAHWHAJIbHBIX YHUCEN MO Be-
JIMYMHE, 4 MMEHHO TO, KOTOpOe OMIpeNeJIeHO HETMMOCTBIO OpIMHAJILHBIX HYHCEJN
,,cnesa* (cp., nanp., [17], ro. III § 3 mim [46], tn. X, rae aenumocTh ,,CIpaBa‘‘
0603HaYaeT TO, YTO HEIUMOCTh cieBa B-[17], U3-3a HEMHOTO HHOTO ONpEHCNICHHS
OpIMHANBHOTO YMHOXeHHs). Kak MBe WM3BECTHO, CBOMCTBA 3TOrO 4YacTUYHOro
ynopsino4YeHus He ObIIM JO CHX IOP 6oJiee noapoOHO MCCIIENOBaHBI. MBHe KaxeTcs,
YTO HMEHHO, 3TO YAaCTHYHOE YMOPSAOYEHHE CONEPXKHT ,,NENCKUHIOBCKYIO®, T. €.
,,ACTHHHYIO** apu()METHUKY OPAMHAJIbHBIX YHCEJL.

S1 Gyny Temepb OpMyJIMpOBaTh OGLIME NPHHIMIBI MpeUIaracMoil TEOpHH dac-
THYHO yHOPSIOMEHHBIX MHOXKECTB, TAKHM 00pa30M, 4TOObI BCE BHIICYKa3aHHBIE TEO-
DHH 3aKJII0YAJHCh B HMX €CJH HE BO BCeX MOAPOGHOCTSX, TO MO KpaiiHeH Mepe B HX
OCHOBaX.

Ho pasbiie 4eM 3TO CHOEJNATh, A yKaXy Ha M3MEHEHHs B TEPMHMHOJIOTMH pand
KpaTuaiiluero oGbsCHEHHS M KOTOpPbIE, A JAyMaro, CMOTY JIOCTATOYHO ONpaBiaTh
nocieayromumu paccyxneHusamu (§§ 3—10). S npennararo Ha3wBaTh (Cp. MOH 3a-
MeTkH [S]) abcmpaxkmmoii konguzypayueii IR TPOCTO KoHguzypayueli KaxXHAO0€
YaCTHYHO ynopsanaoueHHoe MHOXecTBO ([ 17], ri. I, § 1). [lenas 370, s NpuAiao caMmoe
IIMPOKOEe 3HAYeHHe MOHATHIO abCTpakTHOH KOHQHIypauuH 6 cmbicae Bupkaoga
([17], . I, § 10), xOTOpY:0 MOXHO NOAYHHHTL TCOPHH MYJIBTHPEHICTOK, Kak
A ynomusan o6 3Tom panbiue [3]. . '

Yr1o kacaeTcs NOHATHS IIEINW, OHO MMeeT BO BCEM 3TOM HAOKJAA¢ NPHBBIYHOE
3navenue ([17] rn. I §9).

§ 3. OGuue NpMHIMIBI

B nansHeiimem GykBoit P Gymy o6o3Hayath nro6yio KOHQHIypauuio (OTHOCH-
TeJIbI0 YACTHYHOro YNOPANOYEHHs = WM £ ) NaHHYIO [UIs BCEX Clly4aes. Ilycts X mo-

401



bas 4acThb (IOAMHOXECTBO) KOHGHrypauuu P. 51 o6o3Hauy 3Hakamu V X, A X (cM.
Mo10 paboty [4]) MHOXeECTBa BCeX .Mascopanm M BCEX MUHOpaHm TIOAMHOXeCTBa X,
cootBercTBeHHO ([20], § 6, a63an 7), Toraa creunanbHo noydyum \/ @ = A @ = P
rae @ — MycToe MNOIMHOXECTRO KOHurypauuu P. BrmpoueM 3TO mnpHBBIYHBIE
ofo3Havenns u3 obeit Teopun MHOXecTB [20].

3.1. Onpenenenne. Ion omHowenuem deaumocmu (Kpamuocmu) s IOHUMAIO
Kaxgoe GuHapHOe OTHoweHWe |' (Z) cBA3LIBaloOllee HEKOTOphie J1emermst d e P
(me P) ¢ HekoTOpbIMH nodmHoxmcecmeamu A = P (B < P) Tak, uto dI A (mZB)
BJieyeT 3a coboit \V A + o ude \V A(AN B+ @ nme A B).

Eciu dY A(de P, A< P), s Gyay roBopuTh, 4T0 d siBiseTcss |' — Oeaumenem A,
paBHBIM 06pa3oM s CKaxy, YTO m siBjisgeTcH X — kpamuvim B(m € P, B < P), maiub 661
mZB. Auanoruunyio dopmy otHowmenuii d \'{a, a’, a”,...} (mZ{b,b’, b",...}) uutaem
,»d ABNIAETCA 0bwum ' -~ Oeaumesem 35ieMeHTOB a, a’, a’, . . . (m sBnseTCH 00WUM
Z — Kpamubim 35eMeHTOB b, b’, b”,...). C Apyroi CTOpOHBI, €CJIM NOJIOXKHTb \/ & =
= A @ = P (cM. BblilE), TO OTHOLIEHHS d ', mX @ He JIMUIEHBI CMbICHA.

3.1.1. MHoXecTBO BCceX OTHOWIEHHMH NEJMMOCTH (KpaTHOCTH) IaHbiX B P 0003Ha-
yuM D(P) (EIR(P)). OTH MHOXECTBA MOXHO YHOPSANOYHTh KaK IMOJIHbIE OyjeBble
anre6ps, corsiacHo Moeit pabote [4]. SI ymaro, o 311 GyneBsle anre6pot T(P), M(P)
HMMEIOT KO€-KaKoe OTHOILIEHHE K BHYTPEHHe# CTPYKType KoHburypauuu P.

3.1.2. A 6yny rosoputs, 4to oTHOweHHA I, Z(I € D(P), X eE)J?(P)) SBJIAFOTCS
83aumno oeoticmsennvimu, eciid d ' A(d € P, A = P) paBHOCWJIbHO dZA B mBOHCTBEH-

HOM MHOXeCTBe P xoHourypauun P ([17], ro. I, § 3) u ecnu mEB (me P, BSP)
paBHOCWILHO mI' B B ABOWCTBEHHOM MHOXECTBE P xoupurypauuu P; cp. [4], 2.4.

3.2. Ilpumepni. 1. OtHowenuss A, M, onpeneneHbl CIEXyIOIAM oOpa3oM:
dAgA(d € P dedexundoeckuii deaumenb nogMHoxecTBa A < P) 3HauuT, y1o de V A
u d=u pa gwboro ue VA; mMgB(me P Odedekundosckoe kpamrHoe TOIAMHO-
wectBa B < P) 3HauuT, uto me AB U m = v nna amobozo ve A B. (cp. [4], 2.2.
npumep 1).

IMpumep 2. OTHOUICHHA A u> My onpeneneHsl cienyromuMm obpasom: dA,A
(de P xaycdopgdoeckuii deaumeav*) nommuoxectBa A< P) 3uauut, uyrto de V A
a d=x, mus mobozo x, € V A Takoro, 4to x; < d; mMyB(m xaycoopgposckoe
kpamnoe*) nonMuoXecTBa B< P) 38auuT, uto me A Bum = x' s ao6oz20 x' € \ B
makozo, ymo x' =.m (cp. [4], 2.2, npumep 2).

IIpumep 3. OtHomeHus Az, My ompenescHbl CIECAYIOLIHM 06pa30M dAgA
(d € P pucoeckuii deaumens nogMHOXecTBa A < P) 3HauuT, yT0 d € \/ A M 1714 4106020
ue€V A cymectByeT x; €V A TaKog, 4To x; < d u x; < u; mMygB (m € P pucosckoe
KpamHoe MoAMHOXeCTBa B < P) 3HauuT, ut0 m€/\ B v ana aw6ozo v e/ B cyue-
crByeT X' €/\ B Takoe, 4t0 X'.=.m u x' = v (cp. [4], 2.2, mpumep 3).

. lIpumep 4. OtHowenus 4, M onpeneneHsl cieayromumM obpasam: d4A4 (de P
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deaumenp noamuoxectsa A < P) 3nHauut; uto deV A; mMB (m e P kpamnoe noj-
MHOXecTBa B < P) 3Hauut, uto me/\ B (cp. [4], 2.2, npumep 6).

BnipoueM sicHO, 4TO Az U M ; B3auMHO 1BoiCTBeHHBI (3.1.2) H COOTBETCTBEHHO Ay
AMy, Agu Mg, Au M ToXe B3aUMHO nBoiicTBeHHbl. KpoMe Toro uMeeM Harmpumep
Ay dg = Ag v My My = Mg a Takxe &' £ 4 s moboro 'e D(P) u 2 = M
ans nxboro £ e M(P) u 1. a.; cp. [4], 2.3 u HemHoro Bbiwe 3.1.1.

S mokazan Taxxe (Bce eute B [4], 2.2 npuMep 5) MPOCTYIO XapakTEPUCTHKY OT-
Howenuit I € D(P), Z e M(P) nocpencrBoM (yHKumit ,,deaumocmu’’ d(x) = VX
(s moGoro X< P) u dyskumii ,,kpamuocmu’’ m(x) € A X (ans moboro X< P).
OTHBIHE COCPEOTOYMM CBOE BHMMaHHMe Ha mape I, X, rae I’ mpOM3BOJIBHBIA JJie-

MmenT D(P) u Z anement M(P).°)

3.3. Onpenenenne. S HaszwBawo (I, Z) — uembipexy204bHuUKOM BCAKOE MHO-
XKECTBO M3 HETHIPEX 3JieMeHTOB a, b, d, me P, Takux uro dI{a, b} u mZ{a, b}.
O6o3Hnavuenue: (d, m; a; b). OueBUIAHO, 4TO BCSAKHH 4YETBIPEXYTOJILHHK B CMBICIE
[10], 1.3 sBasieTcs mo kpaiiHei# Mepe (4, M) — YETHIPEXYTONLHHKOM.

3.4.Onpenenenue. 5 6yny r_onop’m'b, 4YTO Konqmrypaunﬂ P Haodenena zeomempu-
yeckoit (X', Z) — cmpykmypoii, ecia CylIeECTBYET MO Kkpaiineit mepe omun (I, £) —
yeThIpexyronbauk B P (3.3). Dt1o onpenenenue Gonmee obiiee 4eM TO, KOTOpOE
s mpenuiaran B pa6ote [4], 2.5, akcuoma SDI. .

CumBosioMm G(I', 2) 1 ob6o3nauy reomerpuueckyro (I, Z) — CTpykTypy B P.

Taxum o6pa3oM, Hanpumep, P MOXKeT GbITh HaJesieHa reoMeTpuyeckoit (4, M) —
CTPYKTYpO#l, KOTODYIO Sl ONATH HA30BY O0edeKUHOO0BCKOU TEOMETPHYECKOH CTPYK-
Typoit kKoHpurypauun P; reomerpuueckoit (4y, My) — CTPYKTYpoH WiH xaycoop-
o6CKOil TEOMETPUUECKOH CTPYKTYpOil; reoMeTpuyueckort (dg, My) — CTPYKTypoir
HJTH pUco8cKoii TEOMETPHYECKOR CTPYKTYpPOii; H HAKOHEll reoMeTpuieckoi (4, M) —
CTPYKTYpPO# WJIH OuUCKpemHoil TeOMETPHYECKOH CTPYKTypo# (cM. 3.2, mpHMeEpHI
1—4 u [4], 2.5.1). 910, MO CylIECTBY, IOTOMY YTO B KaXIOM H3 3muXx Cly4acs

BBINOJIHEHO CBOMCTBO HaTypalbHOCTH oTHoweHuA I € D(P), Z € M(P). CM. marbine
4.1.1, cBoiicTBO A.

3.4.1. TloHATHE. FeOMETPHYECKOH CTPYKTYphi abCTpakTHOM KOH(Urypauuu, Ko-
TOpOE 5 BBOXY B 9Ty TEOPHIO, MTPAeT B KaKO# TO Mepe poJib moo6HyIo TOM, KOTO-
pyIO TIOHSITHE TOTOJIOTMYECKOH CTPYKTYpPhl MIpaeT B TEOPHH aGCTPAaKTHBIX Npo-
ctpancTs, CM. Ha cueT 3Toit Tembl Moo paGory [10], § 2.

B CBSA3M C 3THM 5 XO4Y yNIOMSHYTb, YTO KaK TONOJIOrH4€CKHe CTPYKTYPHI TaK B reo-
METPHYECKHE CTPYKTYPHI MOXHO YaCTHYHO YHOPAAOYHTH CJEAYIOIHM 0OpasoMm:

.51 6yy roBOpHTH, IMEHHO, 4TO FeoMeTpryeckas (I, Z) — cTpykTypa KoH(}uUrypa-

) B 4acTHOCTH, He Heo6x00umo, umobvlt Y u X Obliu 63auUMHO 06oiicmeenH bl
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muH P bosee meaxan dem reomerpuueckas (I’, ') — crpykTypa KoHdHrypamum P
H Oyny 3amnuceiBaTh

* G(1", 2" £ G(T, %)

ecau aw0boit (X', L') — uemvipexyzoavnux konguzypayuu P asasemca oOHospemenHo
(I, Z) — uemewipexyzonvnukom. BunapHoe oTHOmieHHe (¥) SABJISETCS, YTO JIETKO
3aMETHTh, OTHOLICHHEM YaCTHYHOTO YMOpsioueHHs. TakuM o6pa3oM, Hampumep,
OuckpemHas zeomempuueckaa cmpykmypa G(A, M) xongueypayuu P ssasemcs
.bonee meaxoii, uem ece ocmaavuvie: G(X, X) < G(4, M).

ITo oTHOwWIEHHEO (¥) MHOXECTBO BCEX TEOMETPHYECKHUX CTPYKTYP KOH(Hrypanun P
ABJIAETCS NOJIHOM OyJeBoil anreGpoit.

S ewe 3ameuy, uto yciosusa I £ Y, X' < ¥ ([4], 2.3) Buekyr ycinosue (*), HO
obpaTHoe HE BepHO.

3.4.2. Ha psiny c reoMeTpHYECKAMH CTPYKTYPaMH NOJIE3HO TAKXKe BBECTH H IeOMe-
TPHYECKHE noAycmpykmypel U 1 6yay TOBOPUTb, YTO UMEHHO, KOHGUrypanus P nade-
neHa 2eomempuueckoit I' — noaycmpykmypoii (£ — noaycmpykmypoii), eCId AMEIOTCS
xoTsi b1 Tpu 37eMeHTa a, b, d € P(a, b, m € P) Takue, uto dI{a, b} (mZ{a, b}).

3.4.3. Onpenenenue TOHATHA TIEOMETPHUYECKOH CTPYKTYpHI (WOJYCTPYKTYph)
abcTpakTHOH KOH(Hrypamuu comepXuT TpeGOBaHHME CyIIECTBOBAHHSA, T. €., YTO
HEKOTOpHIe MOAMHOXeCTBa KOoHpurypanun P (0O6pa3oBaHHBIE W3 OBYX 3JIEMEHTOB
He 00s3aTeNbHO Pa3HEIX) 06/1afal0T |' — AENUTENaMHM WM X — KPaTHBIMH. JTO
TpeGoBaHHEe MOXET OBITH 11€7eCOOOPa3HO YCHJIEHO HECKONBKMMH CIOCObaMu,
M3 KOTOPBIX NPUBOXY CJIEIYIOLIKE.

3.4.3a. OnpenencHue. Sl Ha3bIBAIO YHUGEPCAAbHOI BCAKYIO TEOMETPHUECKYIO
CTPYKTYPY KOH(Urypammn P, eciu [Uisl 110601 IAPHI 37IEMEHTOB @, b € P CyIECTBYIOT
3NIEMEHTHl (He 00s3aTeNbHO EAMHCTBEHHBIE), YIOBJETBODPAIOLINE OTHOLICHUAM
dX{a, b}, mZ{a, b}. CornacHo 3ToMy peleTka GyZeT He YTO MHOE KaK KOH(I-
rypauus, OTHOCSINAACA K CBOeH Ie[eKMHIOBCKOW CTPYKTYpe, TpPEeINoJ0oXKHB, 4TO
OHa, yHugepcavHa!

3.4.36. Onpenenenne. 5 HA3BIBAIO N0 1HO 1 BCAKYIO T€OMETPHYECKYO CTPYKTYPY
KOHGuUrypaumu P, eciu kaxcdoe IOAMHOXeCTBO (naxe mycroe!) HMeeT |' — HenuTelb
M X — KpaTHoe.

-OTcroa cnenyeT CyLIeCTBOBaHME NEPBOro 3jeMeHTa 0 € P M TOCIEIHEro 3ie-
MeHTa 1 € P u ouesuono 1P, 0ZP.

Korna, nanpumep, I' = 4y u £ = My (3.2, npumep 2), Mbl NOJy4aeM IOJIHbIE
XaycnopoBCKHE F€OMETPHYECKHE CTPYKTYDBI, KOTOPbIE €CTECTBEHHO OGBABIAIOTCH
N0 IOBOAY NpoGjeM acCONMATHBHOCTH ONepaluii MyJbTHPEIETOK (CM. MOM
paboTet [3], [8]) 1 Ha 3HaueHue koTOPHIX B aGcTpakTHOM Teopuu byrKIMH Mébuyca

s HOKa3al B IPYroM MecTe (CM. TOXe IO 3TOMY NOBOAY MOM 3ameuanus B Comptes
Rendus [12]).
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3.5. TeoMeTpHyeckWe CTPYKTYpbl WM IOJYCTPYKTYpPH KOHGHIypamuit MOXHO
TpaHChOPMHPOBATHL OJHH B JPYrHe C OMOIIBIO TEOMETPHYECKAX TOMOMOPHU3IMOB
(¥ MX YaCTMYHBIX CJIy4aeB) M 3TH TpaHCHOPMallM{ MIPalOT 3[4eCh Ty Xe pOjb, YTO
u romomopdm3mel pemetku B Teopun pewerok ([17] u [36]). Cp. Takxe Mo
zametky [11], L

3.5.1. Onpenenenue. Ilycts P, P' nBe KOHOQUIypaluu (He o06a3amenbHo pas-
AudHble) W3 KOTOPBIX KaXxIas Ha/ieJieHa HEKOTopoii reomeTpudeckoit (I, ) — éprl(-
Typoit (HanpuMep, CBOell IeIeKHHIOBCKOH reOMETPUYECKOH CTPYKTYPOil MM TOXe
xaycmophoBCKOH reoMeTpHYECKO CTPYKTypo#t, M T. d.; 3.2). S Ha3sbBaio noboe
oTobpaxenne ¢ koHpurypauuu P B (Ha) koHpurypamuo P’ 20 MempuyEcKUM 20MO-
mopdusmom, ecnu oTHowrerus a, b, d, me P, d\'{a, b} u mZ{a, b} BrekyT 3a coboit
oTHowenus dd I'{ap, bdp}, mpZ{ad, b¢} (8 P'). Ecu monoxum P = P’, TOraa Mel
MMEEM JIEJIO C 2e0MempuuecKum IH00MOPPHUIMOM.

3.5.2. Onpenenenue. IIpu NpeanonoxeHusx 1 0003HayeHusx kak B 3.5.1 1 6yny
Ha3BIBATH 260 MeMPUYecKUM U0 MopPHusmom Noboe 83aumMHO 00HO3HAUHOE OTODpaxe-
Hue ¢ Konpurypammu P Ha P’ Takoe, uTo oTHoweHnuss a,b,d, me P, dY{a, b}
u mZ{a, b} BnexyT 3a coboit orHoweHus dpY{ad, bp}, mpZ{ap, bp} B P’ u mooce
camoe 015 o6pammnozo omobpancenua ¢~ '. Teomerpuueckne (I, Z) — CTPYKTYyphI
xoHpurypanuit P, P’ 6ynem B ToM cilyyae Ha3eiBaTh usomopgueimu. Korma P = P',
LENO MAET O 2e0MempuuecKom agmomopgusme.

3.6. 3ameuanus. 1. Korna reoMeTpuueckue CTpYKTYps U3 3.5.1 1 3.5.2 apastoTcs
IACKPETHBIMU CTPyKTypamu (3.2, mpumep 4), NMOJYy4YaeM OYEBUIHO 06bIKHOBEHHbIE
HOHATHA ToMoMopdusma (3HmOMOpdu3Ma) u mu3omopdu3ma (aBToMOpOH3MA)
B cMbicie yactuuroro ynopsimovenns ([17], r. I, § 3 u ro. 11, § 5) u obpatHo.

OnHako MOXHO IyMaTh, YTO 3TO HE TaK BO BCEX OCTAJIBLHBIX I'€OMETPHUYECKUX
CTPYKTYpax, xoms 0eio udem o 2eomempuueckux uzomopgusmax. IHbIMHA CIIOBaAMH,
MBI MOXEM OXHIaTh, YTO TeOMETpHYECKHi H3oMopdu3M Mexnmy P u P’ He Bceraa
ABJIAETCA H30MOPOHU3MOM B CMBICJE YACTHYHOTO YNODsZOYeHHsS, M obpaTHO —
Takoi# m3oMopdusM He Beerza OyeT reoMeTpHYECKHM H30MOpHHU3IMOM.

2. JleiicTBUTENBHO, M3060# reoMeTpHyeckuil roMoMoBGU3M ¢, 0TOGpaKarOIMiA
reomeTpuueckyio (I, ) — CTpykTypy KoHdurypamuu P B (Ha) reOMETPHYECKYIO
(X, X) — cTpykTypy KOH(Qurypauuu P, sBIsSeTci ToMOMOpQH3MOM & cmbicae
yacmuunoz2o ynopadoueHus, auumib 61 2eomempuieckan (I, £) — cmpykmypa KoH-
durypanuu P 6biia HamypabHoii (CBepXy WM CHH3Y) 6 cmbicae 4.1.1, cBoiicTBO A
(cM. Toxe 8.2.2).

3. C Apyro#l CTOPOHBI CYIIECTBYET KJIAcC FEOMETPHYECKHX CTPYKTYp abcTpakTHOR
KOH(QHIypalnud, KOTOphle (CTPYKTYpHI) SBJAIOTCS HMHBAPHAHTHBIMH IIPH BCAKOM
m3oMopu3Me B CMBIC/IE YACTHYHOTO YMOPSANOYEHHs, KOTOpHIH (M3oMopdu3m),
TaKuM 06pa3oM, SBJISETCS TeOMETPHYECKHM H3oMopdu3MoM. BripoyeM, 3TOT Kiace
COIEPXHT PHCOBCKYIO T€OMETPHYECKYIO CTPYKTYpy 3.2. - y
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. 3a. IlpuBeny Temepb KOHCTDYKUMIO 3TOTO KJIACCR; MHTEPEC 3TOM KOHCTPYKIMH
NPOUCXOMHT, pa3yMeeTcs, M3 e€ YNCTO anrebpamyeckoro xapakrepa (CM. 0 3TOMy
nosoay HeMHOIO gaieiue § 10) u cBoicTBeHHOro BCAKOM KoH(urypauuu. IoTomy
s 3[1eCh 3TO ONHMUIYy B HEKOTOPHIX AeTansx, S paccmaTtpusaro J11060e dpopManbHOE
BBIPaXEHHE ,,Beca*’  HAMMCaHHOE IIOMOILBIO 3HaKoB V , /A , onpeeNeHHBIX B Havae
3TOro maparpada; sbipaxeHus Beca 0 sesaromea ssemenmamu konguzypayuu P, B T0
Bpems Kak BIpakeHus E Beca'w (= 1i1060€ HATYPANbHOE YHCIIO) HMEIOT tdopmy:

E1VEz =U (al V. ay), ayva, =Via,, a}, (a,, a, e P)
aje Ey
az!Ez

uau popmy

E AE, =U (a;ray), ana, =N{a,, a,}, (a;, a, e P)

ajeEq

azeEy
rae Ey, E, BhIpaxeHHsl, CyMMa BECOB KOTOPHIX paBHa @ — l. DTa KOHCTPYKIHUS
HaNoOMHHAeT MHOTHE aHaJIOTMYHbIE KOHCTPYKIMH, KAKOBOI, HAIIPUMED, ABJISETCS KOH-
crpykuus u3 [17], Foreword on Algebra p. VIII unu mouTH Takas e KOHCTPYKLHSA
II. M. Yummena ([17], ra. 11, § 11) cBo6omabIx pelneTok (B ciyyae rae P HajgeneHa
CBOEH 0edeKkund06cKoil TEOMETPHYECKOH CTPYKTYPOii); OHa HAOMHHAET TOXE MOIO
paboty [3], 2.1, dopmynsi (2), (2'); pasuuya moasko 6 Mom, YTO 30eCh HENO HIET
0 xaycoopdosckoii TeOMETPHYECKOH CTPYKType koHdurypauuu P, B TO Bpems Kak
B MOHMX BBIIlI¢ YIOMSHYTHIX GOPMyJIax 3TO JucKpemHas TeOMeTPHYECKas CTPYKTypa
koHurypauun P. Bripouem, Bbipaxenus E SBIAIOTCA BCErOa NOOMHONCECMEAMU
XoH(urypauuu P; 3TH NOAMHOXECTBA MOTYT GbITh GECKOHEYHbIE, HO MOTYT OBITH
H nycmele. B nocnenseM ciydae ynoGHO Ui NPAMEHHMOCTH BBINIEYKa3aHHbIX
dhopMyI1 oA0XKUTE (110 onpénenenmo)

Evg =g =EArg (83 <cEcP)

BopoyeM, 3aech HECKONBKO IIPOCTHIX NPMMEPOB Pa3bACHSAIOUIMX TO, O 4YeM MBI
TOJBKO YTO TOBOPHIIM. _ v s

l'Ippmep 1. BoIpakeHHS X, V X,, Xy A X, THe xl, X, € P, IBIAIOTCS, COTJIACHO
TPENIIECTBYIOUIEMY, BHIpaXeHuAMH Beca 1. UTak, x,. V x, SBIsETCH TIPOCTO MHO-

' XKECTBOM BCeX OQUIMX MaXOpaHT 3JEMEHTOB X, X,, TOTAa KaK X; A X, SABISETCS

MHOXECTBOM BCEX OOLIMX MHHODAHT.

IIpumep 2. Buipaxenue (x; V x,) V X3, TI€ X;, X,, X3 € P, Beca 2. OHO mpen-
CTaBJIs€T MHOXECTBO BCEX, OOIIMX MaXKOPAHT 3JIEMEHTOB X;, X, H X3!, :

Ilpumep. 3. Beipaxenue (x; V Xx;) A (x3 V X4), TOE X;, X5, X3, X4 € P, Beca 3.
~©DopmainbHble BhipaxeHus E o6nanaor cremyoluM ¢yHIaMEeHTaIbHBIM CBO-
CTBOM, JI0Ka3ATe/IbCEBO KOTOPOro (MHIYKIMS OTHOCHTEJIBHO Beca!) He IpeNcTaBIIseT
HHKaKHX 3aTPYAHEHHM: o :
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Jlaa 6cakoz0 20MOMOPPHUIMA P 8 cMbicAe YACMUHHOZO, YNOPAOOUEHUA U 8CAKO20
svipancenun E = E(xy, X5, ..., Xp415 V, A) 6€ca © umeem:

- By 3 Xy iinei X g1z Mo /\)‘/’CE(XNI’ xz‘f’:-'--: Xp+19; V, A)T

4. Ha ocHOBaHMHM 3TOTO IycTh A S ,P — Takoe, uto V 4 =0= g uE xaxoe-ﬂuﬁynb
¢opMasibHOE BBIpaXXKCHHE Beca w.'}l 6yny roBopHTh, 4TO 3neMeHT d € V A sBns-
erca I'(E) — Oeaumesem MHOXeCTBa A, XKOrja BBIIOJHEHO CJICAYIOLIECE YCJIOBHE:!
ecu eMeHTy d Ha3HAYMM YCTaHOBJICHHOE, 3apaHee BBHIODaHHOE, MECTO MeXIy
aJleMeHTaMu x € E M OCTaBUM OCTaJIbHBIE ( JJIEMEHTOB X Ipo0eraTb BCEMM BO3-
MOXHBIMH criocobamu MHOXecTBo V A, moTom Beerna E(xy, X3, ..., Xp+13V, A)
N (V A) #@. Yto kacaercs Z(E) .— KpamHblX MHOXECTBA A, A MX ONpEAEIAIO
IBOMCTBEHHO K ompeneneHuto I'(E) — nenuTesed, T. €. BCIOAY 3aMEHHM B3aHMHO
V 1 A (Ho coxpansem N!). Otnowenus I'(E), Z(E) 6ynyT, Takum 06pa3om, B3aHMHO
IBOWCTBEHHBIMH B cMbICie [4], 2.4.

WTak, U3 NpeauIecTBYIOIIETO ACHO, 4TO oTHomeHHs I'(E), Z(E), KOTOpbIE 5 TOJIBKO
YTO ompeneiuy, OymyT MHBADHAHTHBHIMH NPH KaXIOM roMomopgusme (A30Mop-
(bu3Me) B CMBICIIE YACTMYHOTO YIOPSIOYeHHS KoHburypauuu P na i'cdl{(bnrypaumo P
C npyroit croporbl mer umeem a U'(E){a, b} u bZ(E){a, b} 011 ecex 3semernmos
a, b e P, makux umo a = b. Taxum o6pa3oM koHpurypanus P o61aaeT MHBapHAHT-
HeIMH TeoMeTpuyeckumu (I, £) — CTPYyKTypaMH IIpH KaXIOM romMoMoppusme
B CMBICJIE YaCTHYHOIO YNOPAOOYEHHS.

BripoueM, MpealiecTByrOMAas KOHCTPYKIHS MOXET ObiTh M3MEHEHAa M MHOTHMH
IPYTMMH CHOCOOaMH.

3.7. TeomeTpuyeckre TOMOMOPGHU3MBI U HX YaCTHYHEBIE c.nyqau HE SIBIAIOTCA
€MHCTBEHHBIMH TpaHchOopMalMsiMH, KOTOpbie MOXHQ IPHMEHSATH K TI€OMETpH-
YEeCKHM CTPYKTYpaM KOHUTypauuu. PsgoM c 3THMH roMomopdusmamu (kak
00HO3HAYHLIMU TpaHchopMauWsaMK) yNOoGHO pPacCMAaTpHUBATh TaKKe MOHOTOHHBIE
cBsi3H (BOOGLUE MHOZ03HauHble!), KOTOPBIE 5 BBEJ NO IOBOAY MOMX HCCIEOBAHMIA
o mysnbtupemerkax ([10], 1.4 u [3], §3) u u3yueHHe KOTOPBIX ABJIAETCA BOOGuIE
HeOGXOMMMBIM B TEOPHH YIUIOTHEHHBIX [€OMETPHYECKHX CTPYKTYp (CM. HEMHOrO
Janbine, § 4) kaK BpoyeM M B aOCTpaKTHOM TEOPHH KOHAYKTOpa ([15], § 3)

MOHOTOHHBIE CBSI3M, B Clyiae KOT[a OHH OOHO3HAuHble, OBLIM paccMaTpeHbI
panbie Broxu [21] u He3aBucuMO OT 3TOr0 aBTopa MHOI B[9]. CoBceM HeJaBHO OHA
GBI Takke paceMOTpeHsl B, ®Peavwepom [27] mon HaszsammeM ,,cBsi3u lamya
cMemanHoro tHma® (= Galois — Korrespondenz gemischten Typus). HeiicTBu-
TENbHO, CJIOXKEHHE OBYX CBs3eit ['asya npomugonosoxcHozo BUOA NaeT BCETAA MOHO-
TOHHYIO CBS3b.

407



§ 4. DuemenrapHble CBOiiCTBA MHIMIEHTHOCTH

OcHoBHO# MPoG6IeMOil TEOPHH F€OMETPUYECKMX CTPYKTYp KOH(HTypammii sBis-
€TCs, €CTECTBEHHO, KJIACCH(PUKAIUA ITUX CTPYKTYP.

WUrak, uccnenosanue 3Toif NMpo6GIeMBI 3aBUCHT OT HEKOTOPOrO YHMCIa TIpel-
HOJIOXEHUH, GoJblleii YacTbI0 OOBIYHBIX, KOTOPBIE 5l HA3BIBAKO ,,3JIEMEHTaPHBIMH
CBOMCTBAMHM MHIMIEHTHOCTMH'’, CM. IO 3TOMY IIOBOJY MOH 3aMeTKH [ 5,6], a Takxke
u Moro pabory [3], §§ 3, 4. : :

* BOT HEKOTOpBIE M3 3THX CBOWCTB:

4.1.Ynnoruenne. 5 6yny roBoputh, uto reomerpuueckas (I, £) — crpykrypa®)
KoHuUrypanuu P sBIseTcs yniomuenuoii, Koraa Ijs BCeX 3JIEMEHTOB a, b, u, ve P
TaKuX, 9TO ¥ 2 @ =2 Vv U u = b = v CYIIECTBYIOT 3JIeMEHTH d, m € P, Takue 41O
u 2 dI'{a, b} (ynaomuenue ceepxy) u v < mZ{a, b} (yniommenue cnuzy). Dto
ONpe/ieNieHHe PACTIPOCTPAHSAETCS M HA TEOMETPUYECKHE TIONYCTPYKTYPhI KOH(HUrypa-
uuu P (3.4.2).

W3 3Toro onpeneneHus BHITEKAET, YTO YHUBEPCAIbHBIE*) MeIeKMHIOBCKHE W JIHC-
KPETHBIE TEOMETPHYECKHE CTPYKTYPHI (IOJIYCTPYKTYPbl) KOH(HUIypaiuu P sIBISIOTCS
BCErJa YIUIOTHEHHBIMM; OTCIOAA CJelyeT Hajiblue, uto myasmupewemxa ([3], 1.1)
SIBISETCS KOHguzypayueii, y Komopoii obe xaycoopdosckue 2eomempuyeckue noay-
CMpyKmypbl AGAAIOMCA YNAOMHEHHbIMU.

4.1.1. 5 ynomsny ciemyrolude CIeACTBHS CBOMCTBA YIUIOTHEHHS, HOKa3aTellb-
CTBa KOTOPHIX IOYTH TPUBHAJILHBI:

A. Bceskas ynnoTHeHHass reomerpuyeckas (I, ) — cTpykTypa Hamypaivha
B TOM CMEICJIE, YTO 04A 8CAKUX d4emeHmos a, b € P, makux umo a = b, umeemcs
aX{a, b} (waTypansHOCTb CcBepxy) u bZ{a, b} (HATYpaMbHOCTH CHH3Y).

B. Beakas ynnoTHeHHasi reomerpuyeckas (I, £) — cTpykTypa SBISETCS 00HO-
8peMeHHO aHnaaumuyeckoli u cunmemuyeckoii ([4], 2.5) u noaToMy pezyaaproii (CHU3Y
M CBEPXY); KPOME TOIO OHA SBISETCA CTPYKTYPOR C Kapme3uanckoii c8A3HOCHIbIO
6uda 1—4; cM panpiie.

4.2. 3ampiranue. S 6yny HasbBaTh J06yI0 reomMeTpuueckyo (I, X)— CTpYKTypy
3amkHymoit ceepxy (cumu3y), ecim mis MoObIX 35eMeHTOB a, b, d, me P, roe dY
{a, b}, mZ{a, b}, otHOmeHue a, € d/a(a’ €a/m) Bneder 3a coboit dI{ay, b}
(mZ{a, b})").

Henexunnosckue, xaycnoppOBCKHE M IUCKPETHBIE T€OMETPHYECKHE CTPYKTYDHI
SIBJIAIOTCSA BCETa 3aMKHYTBIMH CHHM3Yy H CBEPXY.

*) Ilpumeuanne B. Puevana.
™) s u, ve P Takux, 9T0 u = v, 1 0603HAYy CHMBOJIOM #/v MHOXECTBO BCEX
3J1eMeHTOB X € P TakuX, 9to # 2 x = v ([17], ron. 1, § 1).
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- 4.3. Hacoumennocrs. S rosopro, 4ro reomerpuyeckas (X, XZ) — cTpykTypa
SABJIACTCA HacblujeHHoil céepxy (cHu3y), Korma s BCeX 3JeMEHTOB a, b, d, me P
Takux, uro dl{a, b} u mZ{a, b}, orHomenus d'€ P, d 2 d'Y{a, b} (m' e P, m
< m'X{a, b}) BiekyT 3a coboit d = d'(m = in’).

JleNeKMHOOBCKAE H XaycHOp(OBCKHE TIeOMETPHYECKHE CTPYKTYPBI SBJISIOTCH
OYEBH/IHO HACHILIEHHBIMHA CHH3Y M CBEDXY, HO OUCKDEMHAA 2e0 MEMPUYECKAR CmpyKmy-
pa He HacvlyeHa Hu daxce 6 cmuicae 5.4, CBOMCTBO A.

4.4. Kapresuanckaa unrepnosnsmua. S ropopio, uro reomerpuyeckas (I, 2) —
CTPYKTYpa SIBJISIETCS CTPYKTYPOH C KapTE3HAHCKOH HHTEPIOIANHNEH, €CIIH IS JTHOOBIX
aeMeHTOB a, a’, a,, b, b', by, d, m € P Taxux, uro’') d\'{a, b}, mZ{a, b}, a, € d/a,
a'ealm, by ed|/b, b’ eb/m, a;X{a,b'}, a'X{a,b,}, b)Y{a',b} u b'Z{a,, b}, cymecTnyeT .
Takoit aneMeHT x € P, uto x € (a;/b) N (by/a’); cp. [5, 1], 2.5, [8, § 3] u [12, IT].

I'eoMeTpuYECKHE CTPYKTYpBI C KapTe3MaHCKOM MHTEpIOJIAUNEH HIPaloT BaXHYIO
POJIb B TEOPHH AUCTPUOYTHBHBEIX T€OMETPHYECKHX CTPYKTYP (CM. HEMHOTO Hajbliie,
§ 6).

4.5. Perynspuocrs. 51 Gyny HasbIBaTh BCAKyIO reomerpmieckyra (I, ) — cTpyk-
Typy pezyaapHoii céepxy (CHu3y), €Cd IUis JIIOOBIX 3JIEMEHTOB a, b, d, m € P, BHI-
nonnsroumx ycnosust dl'{a, b}, mZ{a, b} u ma moboro a, €dla (a’ €a/m) cy-
IECTBYeT Takoii aneMeHT b’ € b/m(b, € d/b), uto b'Z{ay, b} (b, X{a', b}).

4.6. Perynapuas casuoctb. 51 Gydy roBoputs, uTo reomerpuieckas (I, 2) —
CTPYKTYpa SBISETCS CMpYKMypoil ¢ pe2yAapHoil c6A3HOCMEIO céepxy (CHU3y), eciu
15 mobbix anemeHToB a, b, d, m, p, p’ € P Takux, 4ro dY'{a, b}, mZ{a, b}, p € d/a,
p eb/m, p'Z{b, p} (pY{a, p'}), cymectByer Takoii s1eMeHT p; € P (p; € P), 4TO
p zpX{ap'}(p’ < piZ{b,p}).

4.7. Kapresuanckas cBasHocTb. S 6yny roBoputs, uro reomerpuyeckas (I, 2)—
CTPYKTypa SIBJISIETCSL CMpPYKmypoil ¢ Kapme3uanckoi ceésazHocmeio 1-20 muna (2-20
muna), ecl¥ IS TOOBIX NeMeHTOB a, a’, b, b’, d, m, x € P Takux, uro d{a, b},
mZ{a, b}, xedm, m<adZ{a,x} u mZbr{b x}(a ea/m bebm d2=
= xY{a’, b'}) cymectryer Takoii anement x' € P, uto x = x'Y{a’, b’} (cymecTByroT
snemenThl a’, b” € P takue, uto a’ £ a"X{a, x}, b’ < b"Z{b, x}).

KapTe3uaHCKde CBSI3HOCTH 3 M '4 THIOB IOJIyYalOTCS NMPUMEHEHHEM IBOWCTBEH-
HOCTH. .

OueBHIHO, YTO JUCKPETHAs FeOMETPHYECKas CTPYKTypa HMeeT Bce CBOHCTBa 4.5,
4.6, 4.7.

4.8. Cpenusas eBsasHOETh. S HA3UBAIO CMpYKMYpoii ¢ cpedHeil C6A3HOCMbIO Ta-
Kyto reomeTpuieckyro (I, X)—CTpyKTypy, YTO U3 OTHOIUEHHH a4, a,,b,b’,d,m,xeP,
dY{a, b}, mZ{a, b}, xed/m, d 2 a,\{a, x} u m < b'X{b, X} BBITEKaeT CywIeCTBO-
BaHHME TAaKWX 3JIEMEHTOB a,, b"€ P, uto a, 2 a,V'{a, b’} u b’ < b"X{a,, b}.

4.9. Cnenyromue naparpadsl 5—8 MOCBAILEHbI KIaCCHPHKAIUHM F€OMETPHIECKHX
* CTPYKTYP COIJIACHO KDHTEPHSAM MOAYJISPHOCTH, OUCTPHOYTHBHOCTH, M T. A. I71a
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npobiieMa OYeHb CJIOXHAs H3-32 MHOTHX OTJIMYMEH, KOTOPHIM c‘oo’mé&cmyxomne
KJIACCHYECKHE TOHSTHS HaloT MOBoA. OrpaHMdych TOJBKO HEKOTOPHIMH yKA3a-
HMSMH 3THX HOBBIX aGCTpakmmii u HX 'B3aUMHBIX OTHOLUEHMI; 4YTO e kacaercs
Pa3BUTHSA, TO 5 OTCHUIAI0 YHTATENS K MOHM paboraM in extenso, xoropme s Ha-
Mepeﬂ onyﬁmncona'rb no 3T6My nonony Cp [62], 11, III

+§ 5: Monyaspusie redMeTPUYECKHE CTPYKTYpPbI
ToHATHS MOAYJISPHOCTH, KOTODBIE s 3[IECH ONpeEIENsto, OTHOCATCS MO cymecrny
k umesm C. Makaetina [39] u A. Kypouia [37].
YT0 KacaeTCs MOIYIAPHBIX TEOMETPHYECKHX CTPYKTYp B cMbicie O. Ope, CM. MOIO
3ameTKy [5, I] a Takxke n MO0 pabory [15] 1.9:

5.1. Onpenenenne. 5 6yny ronopm‘b, uTo reomerpuyeckas (I, £) — cTpykTypa
DABHOMEPHO MOOYAAPHA CHU3Y 6 Kapmesuanckom cmuicae win UC' — modyaapua,
KOT/Ja BBIMOJIHEHO clemyromee yciosue: UC'. Has ecex ssemenmoé a,’b, d, me P
makux, umo dr{a, b} u mZ{a'b}, ommuowenus’) a ealm, b’ eb/m x ed/m u
x Y{d’, b’} eaexym 3a coboii a'’t{a, x} u b’E{b, x}. '

B cmebicie 3Toro onpezxene}mx zmcxpemaﬂ reomeTpuqecxaﬂ CprKTypa Beceria
UC’ — mopynspHa. : i

5.2. Onpenenenue. S 6ymy rOBOPHTH, 4TO FeOMETPUYECKAS (r,2) - CTPYKTypa
MOOYAAPHA CHU3Y 8 Kapme3uaHckom cmbicae Wnun C' — ModyaspHa, KOTHa JUIs BCEX
3EMEHTOB 4, @', b, b', d, m € P takux, uro dI'{a, b}, mX{a, b}, a’ €ajm u b’ €bjm,
CYWIECTBYET JMIeMEHT x € P Takoi, uro d 2 x [{a b} " | TaKo#, 4To aZ{a x},

b'Z{b, x}.

5.2.1. OueBuiHO, 4TO MOAYJISpHAs TeOMETpUYECKAs CTPYKTypa B cMbicie 5.2
HeobxomuMo sBiseTCs cunmemuyeckot caudy ([4], 2.5, akcuoma SD2"!). C mpyroii
CTOPOHBI 2eomempuueckan cmpykmypa UC' — MOOYAApHAA U CUHMEMUYECKAA CHU3Y
ecezoa C' — mooyaapHa.

5.2.2." luckpeTHasi TeoMeTpHdECKas CTPyKTypa 1060# KOHPUrypaLiHi OYEBHIHO
C’' — MopynspHa. C Opyroit CTOPOHBI Xaycoop@oeckas 2eoMempudecKkas Cmpykmypa
uacmuuno YnopadouenHou epyhnst G ebmoxmﬂe'm cgoticmeo C" —* modyasapHocmu
oan 6cex a, b, d, me G maxux, umo dAy{a, b} mMH{a, }ud=am™'b.

5.3. Onpenene}me A 6y11y Ha3LIBaTL Mody/mpuou é cmbicie R‘ypowa K
K — modyanpnoii Bc;ucy}o reOMeTquecxym (r, )I) — CTpPYKTYpY TaKyIO, YTO BBbI-
TOJIHEHA CIIeAyIOmAast aKcHoOMa:

K. s ecex saemenmos a, b, b, d meP maxux, umo dl{a, b} mZ{a b}
dY{a, b'}, mZ{a, b’} u B 2V, umeen b = b'. Cp. [5, I,14]:

BaxHo. 3aMeTHTH 37iech, 4TO ‘OUCKpemHan 2eoMempuieckas cmpykmypa Hukozoa
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. He sagasemca K — mooyaapuoii (uckmouan (.‘/lyllaﬂ BIIPOYEM TPUBHAILHOT O, rae
oTHOWEHUS a, be P u a = b Bnexyr 3a coboit a ='b1).*) '

5.4. Uto xacaeTcsi cBs3ed MeXIy OBYMs HOHATHAMH Monynapnocrn Koropme '
s TOJILKO YTO ONpENENM, S OTPAHAYHBAIOCH CIEAYFOLIAMH YKa3aHWiMHU:

A Bearaa zeomempuueckan UC' — modyiapnas cmpykmypa aganemcs K — mo-
0y AApHOiL, 1Ub 6bl OHG YO0E.AeMBOPAAA CALOYIOWeMY C80licmEY cAabOl HACbIWeHHOCMY
(cnusy): Has mobeix 3semenmoe a, b, m, m' € P makux, unio a 2 b, mZX{a, b},
m'X {a, b}um=m', umeemm = m (Caabas naconyennocms ceepxy 18 aio6bix 31e-
menmos a, b, d, d' € P maxux, umo a 2 b, dX{a, b}, d ['{a bYudzd,umeemd=d).

B. Bcakaa zeomempuueckan K— Mody/mpnaﬂ cmpyxmypa sasanemca C'— mo-
OyaspHoti, auws 66l OHa Gbiad 3amKHymoti cHu3y u ceepxy (4.2), peey/mpnou cuuay
(4.5) u ecmpyxkmypoii ¢ pezyaaphoii ceaznocmoto cHuzy (4.6). -

C. ITycmb P mepomopduasn uau 20aomopdras xonguzypayus ([10], 4.3.1) nadeien-
raa eeomempuveckoii (X, £y — cmpykmypoii, ydoésemeopsiowasn ciedyioujemy
npeonosioncenuo: Jlis mobeix siemenmos a, b, d, me P maxux, umo dY{a, b}
u mZ{a, b}, umeeémes usomopgusm dla S bfm (& cmvicae uacmutmozo ynopﬂdoueyux).
Toz0a paccMaTpHuBaeMas 2eomempuyeckasn cmpylcmypa K= Moz)y/mpna Cp [47]
n[10], 4.3.3.

§ 6. [lucTpuGyTHBHBIE F€OMETpPHYECKHE CTPYKTYPBI

BaXHbIM CBOMCTBOM HUCTPHOYTHBHBIX PEIUETOK WIIM 11PICTpH6YTHBHbIX ‘MyJibTH-
PELIETOK ABJISAETCS TO, YTO OHM MOMYJISPHBLL. BeposTHO, 310 HE BCerda Tak y AucTpu-
GYTHBHBIX F€OMeTPUYECKHX CTPYKTYp, KOTOPBIE i B AaJibHEHIIIEM BBOKY, OTHOCHTEJIb-
HO K MOJYJISipHBIM F€OMETPHYECKHM CTPYKTypaM (§ 5 1 Mos 3aMETKa [5 I]). Moxso
CKa3aTh, YTO NPH HACTOSIIEH CTenerH# aGcTpaKmii 311 ABa MOHATHSA KaXyTCs HOMOJ-
HHTEJIbHBIMH 110 OTHOILEHHMIO K cBoicTBaM (I, £) — 4eThIpeXyroabHuKa (3 3). I/Irvtefmo
Ha 310 YHTATEb MOXKET OOPATHTH BHUMAHHE [IPH nccne,uosamm HH)KCIIpHBeJ.IeHHLIX
onpenenemm MO OTHOIIEHHIO K onpe,uenelmam § 5 mm [5 I]

¥) 3ameuanne nobassienHoe aBropoM 16 mapra 1960 r.

,,Modular geordnete Mengen®, BBeficHHEIe N H3yuaeMble Baioniepom Deéiviuepom
B pa6ore [60], sBmsroTCS KOHMUIrypamusamu, XxaycHopdoBCKas reomeTpHueCKAs
CTpyKTypa KoTOpbix K — wMomyisipHa. OHM NpencTaBisioT 00606ILIeHHE MOEro
TIOHSATHS MOMYJISAPHONH MyabTHpemeTkH (cM. [61]). 910 0606IIEHHE COCTONT B TOM,
4TO MX XaycAop(oBckas reoMeTpHYeCKasi CTPYKTypa He HeobXoaumo YIUIOTHEHHAs
(4.1). Modular geordnete Mengen, kak B. @eavwep 1am e noxaaan, mpamT BAXKHYIO
posb B obinel Teopum nenmel (yciaoBHe )Kopdaua-ﬂeaexunda TEOpEMBI )Kopédua-
Teavdepa) u B mpyrux Bonpocax. Cm. Takxe [61], § 4, A.
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BrpoyeM, TONBKO NpPH OOMOJBHAUTENBHBIX MNPEONOJOXEHHAX, HAOpHMMEp He-
KOTOPBIX 3JIEMEHTAPHBIX CBOMCTB MHIMIEHTHOCTH § 4, MHE yOajoCh HAWTH KJIACCH-
9ecKyl0 MMIUIMKalHMIO ,,JUCTPUOYTHBHOCTDH BiIeYeT 3a o000t MOIYJISAPHOCTH (CM.
HEMHOTO JaJibllie NpemioxeHus B, B"), HO mpuBeeHHbIE 3[1€Ch MPEANOJIOKEHHS HE
Bceraa Heo6xoauMbl. MoxeT ObITh KakOW-HUOYOh IPEMEDP pa3pelIdT 3TOT BOIPOC.
(Cm. § 11, npobaema 12).

6.1. Onpenenenue. S Gyny Ha3weiBaTh BCAKyl0 reomerpmieckyro (I, 2) —
CTPYKTYpPY pasHomepHo Oucmpubymughoii chuzy wia U’ — oucmpubymusHoil, eciid
chenyrowmas akcuoma umeetr Mecto: U'D. [Jaa Awobeix ssemenmos a, b, d, me P
maxux, umo dY{a,b} u mZ{a, b} ommnowenua’) a €a/m, b’ eb/m, x e dm,
a'X{a, x} u b'Z{b, x} esexym 3a coboii omnowenue x\'{a’, b'}. ImeeTcs TaKxe ABOi-
cTBeHHOe NOoHATHE U; — IHCTPpHOYTHBHOCTH.

6.1.1. duckperHas reoMeTpudeckas CTpyKTypa KoHHrypauud P Bcerma paBHO-
MepHO AuMCTpuOyTHMBHAa CHH3y (M cBepxy!). To sice camoe c¢ OedexuHOo8cKoil 2eo-
MempuuecKkol cmpyKkmypoil 4acmuyHo ynopaodoueHHvix 2pynn (Kak KOH(Urypammid!),
HO [10Ka3aTeJIbCTBO 3TOT0 yTBepxkIeHus Goiee cioxHO*) yeM y Teopemsl 5 u3 [17],
ri. X1V, § 4, koTtopoit, BupodeM, siBisieTcs o6o6menueM. Cm. Toxe 6.3.2.

6.1.2. Onpenenenue 6.1 OAU3KO XOPOLIO H3BECTHOMY CJIEMYIOIIEMY CBO-
cTBY: Pewemxa S oucmpubymuena mozda u moabko mozda, Koz20a 048 A0
napvt 31emenmos a, b € S u mobozo x € S maxozo, umo a v b= x = a A b, umeem
x=(aAx)Vv((bAx) (roe 3HakamMu V, A 0003HaYar0 COOTBETCTBEHHO OOBEIUHEHHE
H TiepeceyeHne B CMbIciie 06buHOl Teopuu peweTok ([17], ri. II); oTHoOmEeHHe = 060-
3HaYaeT YaCTHYHOE YIopsao4eHue B S).

C npyroii cropons! onpenenienne 6.1 6iusko k akcuome (DIN) moeit paboTsr [8],
TeopeMa 3.7; s mOKa3aJ MMEHHO, 4To 3Ta akcuoma (D) paBHOCHILHA TOHITHIO
OUCTPHOYTHBHOCTH MYJIbTHPELIETOK B TOM CMBICIIE, KaK S €r0 PaHbllle OMpeesIiI
B Moeii pa6ote [3], § 6.

6.2. Onpenenenue. S Oyay Ha3bIBaTh BCAKYIO reoMeTpuieckyio (I, X) — cTpyk-
Typy KoHburypauuu P oucmpubymuseroii chusy wiu A' — oucmpubymusHoii, ecinu
OHA YyHIOBJIETBOpSET ciuenyromieit akcuome: A'D. Jaa aobvix 31emenmos a, b, d,
m, x€ P maxux, umo d1 {a, b}, mZ{a, b} u x € d/m, cywecmeyiom 31emenmeor a’, b’ € P
maxkue, ymo m < a'X{a, x}, m < b'2{b, x} u maxue umo x({a’, b'}.

6.2.1. OueBumHo reomerpuyeckas A’ — AUCTpUOYTHUBHAsE CTPYKTypa SIBISETCH
aHanmuTH4eckoit cHm3y ([4], 2.5, akcuoma SD2'!). C npyroit CTOpoHBI 8cAKas zeo-
mempuveckaa U — oucmpubymusnana cmpykmypa (6.1) u anasumuueckasa cHuU3y

" *) Bnaronmapio 4. Skybuxa 3a ,,anre6pauueckoe’’ JOKa3aTeJIbCTBO 3TOTO yTBEP-
KJCHAA, IPHHIUNHAIBHO OTIMYHOE OT MOETO ,,FeOMETPHYECKOro** moKa3aTeJbCTBa
H, BIIPOYEM, ropaszno Gosee KpaTkoe.
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Aeanemea A’ — OucmpubymusHoii cTpykTypoii. S ewme 3aMevy, YTO OuckpemHas
2eomempuyeckas cmpykmypa 060t kongueypayuu P écezoa A’ — Oucmpubymusna®)
(oma, Bnpouem, Takxe A, — OJucmpubymusHa, T. e. oucmpubymusna ceepxy: 3TO
NOHSTHE IBOHCTBEHHO®) MOHATHIO omnpezieieHHOMY B 6.2!).

6.3. Onpenenenue. S HasbiBaro ducmpubymushoii 6 cmoicae I bepemana [16]
uwim G — OucmpubymueHoli BCsikyro reomerpuueckyio (I, Z) — CTpyKTYpy KOH-
(urypauuu P ynoBiIeTBOPSIOULYIO CEAYIOLIEH aKCHOME:

G. Jas aobeix 21emenmos a, b, b', d, me P maxux, umo dX{a, b} mZ{a, b},
d¥{a, b'} u mz{a, b'}, noayuaem b = b'. Cm. Toxe Ope [43], [3), § 6 u [8], § 3.

6.3.1. Onpenenenue. S Ha3zbBaro G’ — OucmpubymueHoii BCSKY0 TeOMETpH-
yeckylo (U, L) — CTpyKTypy Takyio, 4To ommowenus a, b, b’, d d, m meP,
dl'{a, b}, mX{a, b}, d'Y{a,b'}, mZ{a, b'},d=> d um=m' e1exym 3a coboti b = b'.

6.3.2. OueBunHO, YTO duUckpemnas 2eomempuyeckas cmpyxmypa KoHpUrypanuu P
He agasemca nu G — oucmpubymusroti, hu G’ — ducmpubymushoi, C opyro# croponsl
0e0eKuHO08CcKaA  2eomempuyeckas CMpYKmMypa uacmuyHo ynopadouenHoii 2pynnsi
Aeasemca 6cezoa G — OucmpubymugHoii; BIPOYEM 3TO CBOMCTBO, Komopoe mouHo
dokasviaemcsa, Kak meopema 5 kuueu [17], ri. XIV, § 4, He cneayeT cMelMBaTh
C COOTBETCTBYIOIHM CBOMCTBOM BBILIEYIIOMSHYTOr0 MyHKTa 6.1.1.

6.4. BoT Tenepp BaxHeiilne B3aNMHBIE OTHOIICHHS MeXIy IOHATUAMH, KOTOPEIE
% TOJBKO YTO ONPEAETMI M OTHOLIEHHS MEXIy 3TMMM HOHATHAMHM U IHOHATHSIMHU
MOMYJIAPHOCTH Naparpada 5: )

A. Bcakaa G' — oucmpubymusnas zeomempuueckasn (Y, 2) — cmpyxmypa sean-
emca makxce G — oucmpubymuenoii, u nao6opom, ecaxasa G — oucmpubymusnasn
2eomempuueckaa (I', X) — cmpykmypa agasemcsa monce G' — JucmpubymueHnoil,
Auwty Ovl ona 6Gviaa anarumuueckoii ([4], 2.5) u samxrHymoit (cnuszy u ceepxy) (4.2).

DTo mocnenHee yTBepXKIEHHE CONEPXHUT, KaK YaCTHYHBIH Ciyyail, Xxopowo u3-
BECTHOE clie/yloliee CBOHCTBO AMCTPHOYTHBHBIX MyJIBTHDPENIETOK (Te Xe camble
obo3Havyenns xak B 6.1.2): Pewemxa S oucmpubymusna mozoa u moavko mozoa,
ecau omHowenusn a, b, b’eS, avb2Zavb uanb=anb es1eKym 3a coboii
b = b'. AnanoruuHoe CBOMCTBO HMEIOT M MYJIbTHPEIIETKH.

B. Bcakaa U' — oucmpubymusnas eeomempuueckan (I, X) — cmpykmypa K —

%) Ouen» xopomo M3BECTHO, 4TO ITupc nymain, 4TO BCSKast PELIETKA IHCTPH-
OyTuBHa; CM., HampuMep, [17], ra. IX. Bugso, uTo B paMKax TEOpUH FeOMETPHIECKUX
CTPYKTYp abCTpakTHOW KOH(HIypamuM MOXHO 3TO OLIEGOYHOE MHEHHE Iupca
CAEnaTh NpaBOMBLIM, HO Mbl JOJDKHBI IPHHATE BO BHAMAHHE He Aengxmbncxylo
TEOMETPHYECKYIO CTPYKTYpy pelieTkH (Kak KOHHrypauuu), a ee ouckpemmuyio
2eomempuueckyro cmpykmypy!
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modyaapna (5.3), auwb 6bi oHa Obiaa HamypabHoil CHU3Y U CAa60 HACLIWEHHOU c8epXy
. (5.49).

B’. Bcskaa U — OucmpubymusHas 2eoMempuvecKasn (X,X) — cmpykmypa
aeanemen moxce G — oucmpubymueHoil, auub Obl OHa 6viaa anarumuyeckoii ([4],
2.5), HamypanbHoli ceepxy (4.1.1, cBoiicTBO A) u c1abo HacvluyenHol ceepxy (5.4).

B’. Bcaxaa zeomempuueckas (I, X) — cmpykmypa, Komopas A" — Oucmpu-
bymusHas, 3aMKHYymas (cam3y um cBepxy, 4.2), ¢ Kapme3uanckoii unmepnoaayuet,
ciabo HacvlyeHa cbepxy u ynAomHeHHAA CHU3Y, A6AAEMCA C, — modyaapnoii. (Cpo¥-
ctBo C; — MOJYJIAPHOCTH IBOHCTBEHHO K cBoiicTBy C’ — MOJIYJISAPHOCTH, CM. 5.2).

C. Bcakaa U — oucmpubymugHas 2eomempuyeckan (X, X) — cmpyxmypa B —
mooyaapua [5, 1], auwb 661 oHa bbvlaa HAMYPAALHOU CHU3Y.

D. Beskaa G — ducmpubymueHasa 2eomempuieckan (X, ) — cmpykmypa Aaaemcsa
cmpykmypoil ¢ Kapme3uaHcKoi unmepnoaayueii (4.4), auwb 6v1 oHa Gbiaa 3AMKHYmMO
(cHH3y H CBEpXy) u anasumuyeckoii. (Cp. Moro pabory [8], Teopemy 3.3).

E. Beaxas zeomempuyeckan (Y, ) — cmpykmypa, xomopasa G — oucmpubymueHa,
anaaumuueckas ([4], 2.5, akcaomsr SD2', SD2,), samkrymasn (cHH3y | CBEpXY), Hamy-
paavbHaA u ¢ cpeoHeil C8A3HOCMbIO (4,8), asasemes U' — oucmpubymusHoii (u oaxnce A’
—  Oucmpubymuenoii. ITO YCIOBHE SBIIACTCS NPH MOAXOAAIIMAX IpeaNOI0XECHHSX,
KaK MMEHHO aHAJIMTHUYHOCTH, OoJjiee CHIBHBIM YCJIOBHEM).

JloKa3aTeNbCTBO 3TOTO BaXHOTO YTBEPXKACHHA OYCHL TECHO CBSI3aHHO C pa3BH-
Tismu § 3 Moeii pabotsi [8] (umerHO aG3ambl 3.6 u 3.7).

F. Tlpy npeanosokeHusX TeopeMbl E reoMeTputieckas (Y, X) — cTpyKTypa KOH-
¢urypauun P sBuseTcs gachleHao# (4.3).

§ 7. Teomerpuueckue CTPYKTYpsI C ONEeHKOIk

S1 orpaHMuyCh 3[1€Ch HEKOTOPHIMH YKa3aHMAMH OTHOCHTEJILHO OLIEHOK mpembezo
muna (cp. Moo pa6oty [3], § 5), koTOpBI€ 5 371eCh 6ymy KpaTko Ha3bIBaTh OLCHKAMH
(coBceM KOPOTKO) ¥ ,,YTJIOBBIMH* OIIEHKaMH.

7.4. Onpenenenune. 51 Gyny roBopuThb, 4TO reomerpmecxaxﬁ) (Y, X) — cTpyk-
~ Typa KOHQHrypanuu P sBisieTcsi TeOMETPHYECKOH cmpykmypoii ¢ OYeHKOll KaXIBIi
pa3s, eciH geujecmeennan QyHKIHMS v[x] c aprymenTamu u3 P (,,oyenka’*) obmamaet
CIEMYIOUEM CBOACTBOM!:

V. Haa mobozo (X, Z) — uemblpexy20/1bHuKa u3 P (3.3!) (d, m, a, b) evinoannemcs
v[a] + v[b] = v[d] + v[m].

7.1.1. Jlerko YyCMOTpETb M3 3TOrO ONpENCIICHHA, YTO OMHOWERUR 4, b, d d,m,
m' € P, dY{a, b}, d'X{a, b}, mZ{a, b} u m'Z{a, b} eaexym ecez0a 3a coboit v[d] =
= v[d’] u v[m] = v[m’]. Cm. Toxe [3], 5.3.1.

7.2. Onpenenenne. S rosopio, YTO 2eomempuieckan (Y, 2) — cmpykmypa
xond)mfypaum« P neasemca 2eomempuueckoii cmpyKkmypoii ¢ y2/080il OYeHKOt
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KaXXIblif pa3s, Koraa eewecmeennas ¢yskuus v[x] ¢ aprymentamu u3 P (,,yriaosas
OIIEHKa‘‘) UMeeT CIeayroLe CBOMCTBA:

VAL [dan mobeix saemenmos a, b, d, me P makux, umo dY{a, b}, mZ{a, b},
MoxcHo Hatimu 3aemenm do € P makoii, ymo dyX{a, b} u maxoii, umo v[d,] < v[d']
012 kancdozo d' € P, yoosaemsopaiouezo omnowenwio d'Y{a, b}.

VA2. Jlan mobeix ssemenmos a, b, d, m e P maxux, umo d\'{a, b} u mZ{a, b},
MOXCHO Halimu >aemenm dy € P, yooesemeoparowuii axcuome VAl u makoii, umo
vla] + v[b] = v[dy] + v[m] (dy 6 obwem cayuae 3aeucum om m)®). Cp. moro 3a-
Metky [11, I], § 3, rie moHsTHE YIIOBOM ONEHKH ONPENENIEHO C IOMOILIBIO BLIpaXxe-
HUHA XaycnoppoBCKOi TeOMETPHYECKOH CTPYKTYPHI.

7.3. Onpenenenne. Ouenky (7.1, 7.2) 6yay Ha3blBaTh U30MOHHOL, €CIIH OTHO-
wenue x = y B P Bieder v[x] 2 v[y] B MHOXeCTBe HeiiCTBHTENBHBIX 4YHCEN; No.0-
HCUMebHOl, €CITA OTHOLIEHHE x > y B P Buewer v[x] > v[y] B MHOXecTBe neii-
cTBUTENBHBIX yHcen. Cp. [17], ro. V, § 6. :

7.4. CpoiicrBa. A. Bcakas zeomempuueckas (', X) — cmpykmypa ¢ noaoxcumens-
Hotl oyeHKoil Hacblyenna (CHU3Y H CBepxy) (4.3).

B. Bcakaa zeomempuueckan (,X) — cmpykmypa ¢ nosoxcumevHoii oyeHKoU
Mo0yaspHa & cmuicae Kypowa.

(Teopema I'ausenxo.) ITycmo P gusmpyrowanca xonduzypayus (m. e. 4
a1060ii napvl 31emenmos a,be P cywecmeyiom ssemenmur u,ve P makue, umo
uzazvuuxb=v), HadeseHHas YNAOMHEHHOI U ¢ NOAOHCUMENLHOI oyeHKoil
(X, 2) — eeomempuueckoii cmpyxkmypoii. Tozda P Mempuueckoe npocmpaxcmeo.
Yro xacaeTcs nokas3aTenbCTBa, CM. MO paboty [3], Teopemy 5.4!

D. (Teopema Iiusenxo, unoe msnoxenue.) ITycmy P duswmpyrowanca KOHgu-
2ypayus, HaoeaeHHAs YNAOMHEHHOT U C NOA0HCUMENbHOT Y210801i oyeHKoti 2eomempu-
ueckoii (I, X) — cmpykmypoii. Tozda P — mempuueckoe npocmpancmso. Uto xaca-
€TCsl IOKa3aTesIbCTBa CM. MO0 3ameTKy [ 11, I], Teopema 3.1.%)

E. Ilpu npeonoaosicenunx u o6osnauenusx npedvioywezo npedsoxcenus C paccma-
-mpusaeman 2eomempuueckas cmpykmypa G — Oucmpubymusna, auwb 6bi Mempu-
ueckoe npocmpancmeo P 6110 mpansumusneim ([3], 6.1.2).

%) Tak Kak, COrJacHO VAL, v[d,] YCTaHOBJICHHOE NEHCTBHUTENILHOE YHCIIO, T. €.
HE3aBHCHMOE OT BhIOOpa 3JIeMeHTa d,, yIOBIETBOPAIOLIEro akcHoMe VA1, BHIOHO,
4TO B aKCHOME VA2 311eMeHT d, He 3asucum OT 3JeMeHTa m!

*) U3 pesynsTaToB B. Puevana u 3. Pueuanosoit (mutupoBanHoe mackMo M. Ko-
Jmbuapa) ciemyer 3/eck OTMETHTS CleAytowiee 06061Ienne TOMLKO YTO IPHBOAAMBIX
TeopeM C, D : ITycts P — KoHOHrypanus Ha/e/IeHHA YHHBEPCAIBHOM TeOMETPHYECKOR
(X, Z) — cTpykTypOif C ONIOXKHTeNBHOM ouenKoi (7.1), TaKoii, 4TO K3 OTHOIICHHI a,
b,d,m,x,yeP,dl{a, b}, mX{a, b}, xZazZyuxzb=y cnenyxor v[x] = v[d)
u v[y] < v[m]. Torna P meTpryeckoe NpoCTPaHCTBO.
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§ 8. Teomerpuyeckue CTPYKTYPbI ¢ JOUOTHEHUAMU

IToHSTHS TOMOJHEHHS ¥ OTHOCHTEILHOTO TOMOJHEHHS 3JIEMCHTA KoHpurypauuu P
COBCEM AaHAJIOTHYHBI COOTBETCTBYIOIIAM TOHATHAM TEOPHH PCIIETOK (MynbTH-
pemetok). S 31ech Gyay orpaHHYMBATHCS CIEAYIOUIMMH yKa3aHUAMH:

8.1.a. Onpenenenue. Ilycts kondurypauus P HajeneHHA KaKoji-Hubyb")
reoMeTpHYecKOi (f, %) — crpykrypoil. IlycTe 3JI€MEHTHL 4, U, v € P Takue, 4TO
u = a = v. 51 Ha3bIBaIo (X', X) — donoanenuem SNEMEHTA a OMHOCUIMEAbHO yacmmozo')
u/v Beskuit dnement b € P TaKoi, uto ul'{a, b}, vZ{a, b}.

8.1.6. Onpenenenne. IycTh KOHGUrypauus P MMEET KpoMme TOroO nepBbIi
smement 0 (0 £ x st Bcex x€ P) u nocnennuit snement 1 (1 2 x, x € P). 51 6yny
saspBath (I, 2) — Oonoanenuem 3nemeHTa a € P BCAKHMi 37IeMEeHT a* € P, Takoi,
yro 17{a, a*} u 0Z{a, a*}. -

8.1.8. Onpenenenue. Sl Gyny roBOpUTh, 4TO reOMETpHYECKast (Y, ) — cTpyk-
Typa KoHpurypauuu P sBiseTcs cmpyKkmypoii ¢ OMHOCUMENbHbIMU OONOAHEHUAMU
WM COOTBETCTBEHHO CMPYKMypoii ¢ 00N0AHeHUAMY CMOTPS 11O TOMY, CYIIECTBYIOT JIH
Bceraa OTHOCHTEJIbHBIC INOMOJHEHHUS (8.1.a.) WM JOIOJHEHUS (8.1.6.) a;memMeHTOB
xoH(purypauuu P.

8.2. HyxHO 3aMeTMTb, UTO OUCKpemHAA 2eoMempuiecKkan cmpykmypa 1060t
KoHuzypayuu Aeasemcs 6cezod CMpyKmypoii ¢ OMHOCUMEAbHYIMU OONOAHEHUAMU.
Ona TeM 6oJiee SBISETCS CTPYKTYPO# € AOMOJHEHUAMM, JHUIIb 651 KOHUrypauus
MMeJia TIepBbli ¥ MOCTIEAHUA 3IEMEHT. HyxHo ele 3aMeTUTb, YTO TeOMETpUYECKast
CTPYKTypa C OTHOCHTEJIbHBIMH JIOTIOJTHEHUSMH HATypaJlbHa (CHH3Y W CBEPXY), JIALLIb
651 OHa Gbla 3aMKHYTO# (CHH3Y U cBepxy, 4.2)%).

8.2.1. HyxHo Takxe 3aMeTHTb, 4T0 G — JMCTPUOYTHBHBIMU T€OMETPHYECCKMMHU
(I, ) — CTpyKTypamHu ABJISFOTCS TOYHO Te, B KOTOpbIX OTHOcHTenbHble (I, 2) —
JOTIOJIHEHHS 3IEMEHTOB KOH(HUIypallii €IMHCTBEHHBI, JIUIIb OBl OHH CYLLIECTBOBAJIH.

8.2.2. S HaKOHeIl 3aMeuy, 4TO [UIsi FeOMETPUYECKHX CTPYKTYP C OTHOCHTEILHLIMU
JOTIONIHEHHSAMH BCSKHH TeOMETPHYECKUA romomoppusm (u3oMopdu3M) SBIAETCH -
romomopdu3MoM (M30MOpHU3IMOM) B CMBICTIE HaCTHIHOTO yIOpAAOYECHHUS.

8.3. Mex/y reoMeTpUYEeCKMH CTPYKTYpaMH C NOTONHEHHAMH HUMEIOTCHA CTpYK-
Typbl, KOTOPbIE [0 HECKOJIBKO MNPUYMHAM COCTABJAIOT 3aMeyATeJIbHBIA MOIKIIACC:
AUCTpUOYTHBHBIE TE€OMETPHYCCKHE CTPYKTYPBI (ue Baxuo kakme U'—, A'—, G-)
¢ (OTHOCHTETHHBIMH) IIOTIOJTHEHUSIMH.

8.3.1. Tlo 3TOMy MOBOJY 5 3aMeuy, YTO QUCKPeMHAA 2eomempuieckan cmpykmypa

. *) ToM4KOM K 3TOMY pe3ybTaTy 6bL1a 3ameTka M. Koaubuapa, 4TO OTHOCUTE]Ib-
Hasi IOTMOJHATENLHOCTE BJIeYeT 3a CO60# HaTypaIbHOCTh (3T0 yTBEpXKACHHE B 00OLIEM
cjlyqae HE BEPHO).
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Arcboti Konguzypayuu eécezoa Ouc npubymusHa (crhusy u ceepxy) (6.2) u aeasemcs
cmpyKkmypoii c omnocumeabHblMu donoanenuamu (8.2), Ho oHa He G — AMCTpUOYTHBHA
(6.3.2)!

C nmpyroii cTopoHbl, B Moeii paGote [8],§ 3, s mokasaun, uTo ecna xaycaopposckas
reomMeTpuyecKas CTPYKTypa KOHQHrypauuu ymwioTHeHa H G — JUCTpuOyTHBHA, TO
OHa Takxe NUCTpubyTuBHa (CHH3Y U cBepxy, 6.2). O6paTHO, eclM OHa YIUIOTHEHA
¥ QucTpuOyTUBHA (HanpuMep, CHH3Y), TOTOM OHA ToXe G — NUCTpUOYTHBHA; B TOM
ciyyae, ecii P comepXuT MEPBBIH W IOCIENHMH 3JIEMEHTHI, delo udem o 6y.1e60t
anzeobpe.

OTHBIHE 5 IPUHHAMY CJIEAYIOLIHE ONPENETICHUS: .

8.4. Omnpenenenune. Ilom reomerpuueckoir (I, X) — crpykrypoit Ilupca
s MIOHUMAalO0 TEOMETPHYECKYIO CTPYKTYpy A’ — Oucmpubymusuyio, Ay — DHCTPH-
6yTtuBHyI0 (6.2) ¥ ¢ nomosHeHUusAMHU (8.1.B).

8.5. Onpenenenne. ITox reomerpuyeckoit (I, X) — crpyktypoit Byns wuiu
Oyae60ii TEOMETPHUYECKOM CTPYKTYpPOHl 51 IMOHHMAal TE€OMETPHYECKYIO CTPYKTypy
¢ donoanenuamu v G — oucmpubymusnyio (6.3).

Kak BMOHO, 3TH JBa Kjacca reOMETPUYECKHUX CTPYKTYp NPEACTaBJIAIOT IBE, TaK
CKa3aTh NONOJIHMTENbHBIE, TOYKM 3PEHHMs IO OTHOLICHHIO K OyJeBBIM ajrebpam,
OMHOCAWYUMCA K CB0UM 0EOeKUHOOBCKUM 2eomempuyeckum cmpykmypam (3.2, npu-
mep 1). Ipennoxenuss B’, E u3 6.4 npencTaBisioT, BIPOYEM, HEKOTOPEIE YKa3aHUs
Ha B3aMMHBIE OTHOLIEHHS 3THX KJIACCOB reomMeTpuyeckux cTpykryp. C mpyroi cro-
ponbl mpuMep u3 8.3.1 moka3bIBaeT, YTO CYLIECTBYIOT T€OMETPHUYECKHE CTPYKTYPBI
IMupca, koTopsle He GyseBBle, HO s HE 3HAKO HH OJHOTO NMpHuMepa OyseBoi reomMe-
TPHYECKOH CTPYKTYpBI, KoTOpas Obl He Obuta cTpykTypoit ITupca, XOTs, HHaue
CYILIECTBOBAaHKE®) Takoro mpuMepa Kaxercsi Bo3MoXHbIM. Kak ObI TO HU ObLIO, U3
MPEOIIECTBYIOLIETO SICHO, YTO 3TH JIBa KJjlacca IO’ CYLLECTBY pa3JIMYHBIE.

BnpoueMm, s Aymalo, 4TO reomMeTpuyeckue CTPYKTYPhI ITupca CUrpaloT Kakyro TO
ponb B TEOPHHU MEPBL.

8.6. B moeii pa6ote [8], § 3 s mokasau (3.5 u 3.7.2), 4To AMCTPUOYTUBHBIE MyJIbTH-
PelIeTKH, TOYHO TaKXe, Kak BOpOYeM AUCTPHOYTUBHBIE pewiemKu, SBISIOTCA KapTe-
3HAHCKAMH YaCTHYHO YMOPSIOYEHHBIMH MHOXECTBAaMH; CM. TOXE MO0 3aMETKY
[12, II]. OTo uHO# B3I Ha OUCTPUOYTHBHOCTb, KOTOPBIH NO3BOJISET TEOPHs
reOMEeTPHYECKHX CTPYKTYP KOH(HIypaLuii yTOYHSTh K 06061maTh KaKk BHAHO JaJIbLle:

8.6.1. Onpenenenue. S 6yny roBoputs, uro reomerpudeckas (I, Z) — cTpyk-
Typa KoHdurypauun P kapme3uanckas cHu3y, KOTAa IJIsl BCAKHX 3JIEMEHTOB a, b, d,

*) Ilocne OKOHYAaHHs 3TOro HOKJIaga 3TOT BONPOC MOJOXHMTEIbHO Pa3penini
M. Koaubuap, xoTopblii MHe coo6uMa npuMep OyJIeBOH reOMETpHYECKOH CTpYK-
TYpBI, KOTOpas He ABJIAETCS TeOMETPUYECKON CTpYKTypoi ITupca.
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m € P Taxux, uto d1'{a, b} u mZ{a, b}, umeeTcs U30MOPHU3M B CMBICIIC YACMUYHO20
ynopaoouenus

d/m 3 (a/m) x (b/m),

roe X o6o03HayaeT, KaKk OOBIKHOBEHHO; KapAHHAJbHOE MPOU3BEICHHE.

IIpumeHeHHEM IBOMCTBEHHOCTH®) MBI MOJIy4MM IOHATHE TE€OMETPUYECKON CTPYK-
TYpBI KApMe3UaHcKkoii céepxy.

V3yYeHHEM ITHX TEOMETPHYECKHX CTPYKTYP M MX OTHOLUCHHIA C TEOMETPHYECKAMHE
‘crpykrypamu byaa w ITupca (8.4, 8.5) s Oyny 3aHMMAaThCs B IPYTHX paborax. 3a-
METHM 371ech TOJBKO TO, 4TO 8 cayuae, kozda P mepomopgnas ([10], 4.3.1), ece ee
2eomempuyeckue CmMpYKmMypbl Kapme3uaHcKue CHU3Y ABAAIOMCA  HACLUYEHHbIMU
ceepxy (4.3).

§ 9. Tononoruyeckue M reoMeTPHYECKO-TONOJIOTHYECKHE CTPYKTYPbI
KOHQUrypanuu

XOopolI0 U3BECTHBI TECHBIE OTHOIIEHHS, KOTOPhIC CYLIECTBYIOT MEXAY abcTpakT-
HO# TOTOJIOTHel ¢ OIHOM CTOPOHBI H TeOpHell PEIETOK (MMEHHO MUCTPUOYTHUBHBIX
pemetoxk, [17], ra. IX) ¢ npyroi croponsl. IMeHHO HCClIeIOBAHHE 3TUX OTHOILE-
HHUIl C TOYKH 3DEHHSl TONOJIOTHH ,,6e3 Touek (= punktfreie Topologie) sBnseTcs
Temoii npekpacHoit kauru I'. Habeaunea [41] u HenaBHBIX paccyxneHuit K. Meiiep-
xogbepa [50]; 4TO XacaeTcs JONMONHATENLHON TOYKH 3PEHHS, T. €. H3y4CHUS BHyTPCH-
HHX TOINOJIOTMH DPELIETOK WJIH YaCTHYHO YNOPSIOYCHHBIX MHOXECTB, KaK ,,Punkt-
mengen** (cM. Hanpumep [17], ron. IV, §§8, 9), oHO He OyzeT paccMaTpUBAEMO B ajib-
HeHIeM.

BnpoueMm, XOTs Clieayrolue COOOpaKeH s CBA3BIBAIOTCS C TOYKOH 3pEHUs TONONO-
ruu 6e3 Touek, JeJIo 31eCh HE UIET O NMpobeMax YUCTO TOMOJIOTHYECKHX, HO HCXON-
HBIM ITyHKTOM, KaK 3TO OGBIKHOBEHHO GBIBAET, SABJIAOTCS AMCTPHOYTHBHBIC PEIIETKHA
H OTHOCHTEJIbHBIE TOMOJIOTHM 6 cmbicae K. Kypamoeckozo (CM., HAalmpuMep, MO0
pa6orty [13], § 3). Ho ¢ Touku 3peHHsi, KOTOPOi s IPHICPXKABAIOCH B 3TOM IOKITANIE,
3TO XapaKTepHas 4YePTa COBPEMEHHBbIX MCCJICOBAHHH OTHOCHTEJBHO 3THX BONIPO-
COB, 80-nepebix, TOTOMY, YTO 3TO BCErfa M CAMHCTBEHHO 0e0eKUHO08CKAA CTPYK-
Typa nmpHHAIJIeXalled KOHQHUrypauud, KOTOPYIO MBI 371€Ch TpeOyeM H 60-6Mopbix
HOTOMY, 4TO IUIi AMCTPHOYTHBHBIX PELIETOK BCErAa ONpEENICHA OMmHOCUMENbHAA
TOMOJIOTHs, HMEHHO, C OMOMIBIO ,,bopmynsl KypaTtosckoro® Y =xAy(kxyeP
Takge, 4T0 x = ). Ho B mampHeHmieMm 3TO He BCeraa Tak.

710, NEHCTBATENHLHO, TPOOITEMBbI TEOPHHE A6CMPaKmMHbIX TPy (AMEHHO npobJieMsl
TEOpHH PpETYJISPHBIX IPOM3BENCHHH; CM., HalpUMEp, MOH 33aMETKH B Comptes
Rendus [14]), xoTopble MeHs IIPHBEJM K CIEAYIOMIEMY HOHATHIO OTHOCHTENLHOIO
sameikarns (cp. [13], 1.5) ans pemerok He AUCTPUOYTHBHBIX, HU laXe MOIYIAPHBIX
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([17], ra. V), HO KOTOpble MOXHO ONPENENHTH A 6osiee 0OIUX abCTPaKTHBIX
KOH(Urypanuii. JTO 3HAYUT IPEMNoJIaraTh, Kak 3T0 5 CAEIa B [13], uto 31O MOHATHE
OTHOCHTEJILHOTO 3aMbIKaHHSI HTPAeT 3/1eCh TaKylO POJib, KaK OTHOCHTEIbHOE 3aMBI-
xanne KypaToBcKOro B NHCTPHOYTHBHBIX peEIlIETKaX.

9.1. Onpenenenue. S Gyay roBOPHTB, YTO KOHHUIypaLus P naoeaena monoso-
2uueckoil cmpykmypoii BCAKHMH pa3, Korga B P ompenesieHa dysxmas f(x, y) = y*
C apryMeHTaMH X, y € P TakuMH, YTO X = y W C 3HAYCHUAMH B P, ynoBreTBOpsIOLIas
CJIEAYIOIMM TPEM aKCHOMaM:

FR1 .X* = x 0aa mobozo x € P.

FR2. }"x < V* 0aa m06b1x d1emenmos x, y € P maxux, umo x Z y.

FR3.y" =z 2 2° oan mobbix 31emenmos X, y, Z € P makux, umo x 2y Z .

®ynxumio ¥, rie X, y € P, x 2 y, 1 HaswiBaio B [13] onepamopom omrocumensrozo
3AMbIKAHUA.

9.2. Kax s mokasan B [15], § 2, 3amaTh onepamop OTHOCHTEJILHOTO 3aMBIKaHH1,
3TO 3HAYMT 3a4aTh OTHOLICHHE NPUMApHOii HOpMAAbHOCMU, T. €. OuHapHoe OTHO-
menue N, onpeneleHHOe MeXAy KaKAMH-HUOYIb 9JIEMEHTaMH X, ) € P taxum o6pa-
30M, 4TO X, y€ P u x N y BIeKyT X = y ¥ YAOBJICTBOPSIOIIee CIEAYIOIMM TpeM
aKCHOMaM: '

N1. xNx 044 kancdozo x € P.

N2. Omnowenus x, ye P u x 2 y eaekym 3a coboii cywecmsosanue 31emenma
Xo € P maxozo, umo xNx, Z y u maxozo, umo 018 Kaxcoozo x' € P, yoosaemsopsio-
wezo omnowenuto xNx' = y, umeem x' = xq.

N3. Omuowenuax,x',y,ze P,x2y 2 z u xNx' = zesexym 3a co6oii cywecmeo-
sanue 31emenma y' € P maxozo, umo yNy' Z z u makozo, umo x =y

9.3. Cpeay TOIOJIOTHYECKHX CTPYKTYP, KOTOPBIMH MOXHO HaJleIATh abCcTpakTHYIO
KoHOHUrypamuo P, caMble BaXHbie, 6€3 COMHEHHS, Te, KOTOpbIE SBJISIOTCA TakK CKa-
3aTh ,,COBMECTHMBIMH® C KaKOH-HHOY/Ib F€OMETPHYECKOH CTPYKTypOH koHurypa-
nuid P B ClenyrolieM CMBICIIC:

Onpenenenue. S Gyay roBoputb, YTO TOMOJOrHYECKass CTPYKTypa KoH(}wurypa-
uun P yHumapa no omuowenuio k 2eomempuyeckoii (', ) — cmpykmype xoH(purypa-
M P, koz20a 6 cuse caedyrowas akcuoma:

FR4. Jlas écex 31emenmos a, d, e, X, y, € P makux, umo dr{a, x},el{a, y},d 2 e
u x =y umeem €'x{a’, y*}. ) :

51 moxasan B Moeii pa6ote [13] (§ 2), yTo yHHTapHbIE TONOJIOIHYECKAE CTPYKTYPBI
IO OTHOILICHHIO K O0edeKuHO08ckoii TeOMEeTPHUECKO# CTPyKType Koudurypauun P
TECHO CBS3aHBI C YHUMAPHbIMU HOpMAAbHOCM AMY, BBEIEHHBIMH [T Bapb6uauanom[1,2]
1 B. Kopxcunexom [35] B poib KOTOPHIX B TEOPHH DELYJIAPHBIX TpoU3BeICHAN
3HAaYATEbHA (CM. IO 3TOMY HOBOJAY MOH yXe€ LMTHPOBAHHbIE 3aMETKH [14] u [13],
3.2, 3.3).

9.4. TIpemmooxum, 9To oTHOWIEHHE I 13 9.3 GyAeT HamypabHbim (cBepxy), T.e.,
cornmacuo ¢ 4.1.1, cBoiicto A, uto al'{a, b} d4a awoboii napel s1emenmoe a, be P
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makux, ymo a = b. Toraa ycnosue FR4 BiieyeT 3a co00i# akCHOMY, KOTOPYIO 5 Ha3BaJl
axcuomoii Kypamosckozo:

FRK. [laa mobbix 31emenmos a, b, d, ue P maxux, yumo u = dY{a, b}, umeem
d'r{a", b'}.

KpoMe CBOEro 3HaYEHHs, XOPOIIO H3BECTHOTO B 061eif Tomosoruu (rae L' = A4g!),
sTa axcuoma FRK wrpaer BaxKHYIO pOJIb MEXIy NPOYHM B aOCTPaKTHOH TEOPHH
KoHAyKTOpa (cM. Moo paboty [15], § 3, 4).

IMTonsTre TOMOIOTHYECKOM CTPYKTYPHI KOHDUTYpALMH M CXOACTBO ¢ abCcTpakTHOM
TOMOJIOTHEH BHYIIAIOT CJIEAYIOLIEe ONpeeieHne HENPEePhIBHOCTH:

9.5. Onpenenenne. Ilycte P, P’ nBe KOH(QUrypanuu, HadesJeHHblEe (Kakaas)
KaKo#-HHOYAb TOMOJIOTHYECKOM CTPYKTYpOd U mycTh ¢ romMomMopdusMm (B cMBICIe
YaCTHYHOIO ymopsimodyeHusi) KoHpurypauuu P B (Ha) xoHdurypamuro P'. S Gynmy
rOBOPHUTH, YTO ¢ HenpepvigHo, Koraa IJis Jr00O# maphl X, y € P Takux, 4T0 X 2 ),
nMeeM V'p = yd™®.

B meopuu 2pynn romomop¢u3Mbl (B OOBIKHOBEHHOM CMBICIIE) BCEra, KaK M3BECT-
HO, SBJIAIOTCS HENpPephIBHBIME (YHKIMAMH B cMbIciie 9.5, mpedmonaras YTO Mbl
HX TMOHHUMAaeM, Kak roMoMop(du3Mbl KOH(UTrypalMy NOArpyIN, HaJAEJIEHHOH ,,HOD-
MaJIBHOM'® TOMOJIOTHYECKOH CTPYKTYpOM, ONpENEsIEHHON ONepaTOpPOM OTHOCHTEIb-
HOTO 3aMBIKAHHS Y = HOpMaabHblil Oeaumenb nOPoXcOenHsiii nodzpynnoii Y & noo-
epynne X.

WUTtax, umenno, ycaosue FR4 u3 9.3 obecneuusaem, no cywecmsy, HenpepbieHOCMb
6 cmoicae 9.5 BaXKHOTO KJjacca 3HAOMOP}HU3MOB (B CMBIC/IE YaCTHYHOIO YHOPSAIO-
YyeHHus) KOHQHrypamud P, MMEHHO peryjspHbIX 3HIOMOP(U3MOB, omperenecHHe
KOTOPBIX CJIEIYeT:

9.6. Onpenenenue. Ilycts P xoHuUrypanus HasieneHa reomeTpuieckoit (I, X) —

_ CTPYKTYPO# H TOTIOJIOTHYECKOH CTPYKTYpOid. S Oy1y rOBOPHTH, YTO 3HAOMOPHU3M o
KoHQHUrypauuu P peryjsipeH no OmHOWLeHUl0 K OAHHbIM CMpYKmMypam, Korja s
MoOBIX 3NIEMEHTOB a, 1, X, X', u, v € P Takux, uto ul'{a, n}, vZ{a, n}, n" = n, x e ufv
uu = x'I'{x,n}, umeeM v < xaZ{a, x'}.

B TeopuH rpynn MAEMIOTEHTHBIE SHIOMOP(U3MBI («* = a!) Bcera peryJspHbI 110
OTHOIIEHHMIO K JEACKHHIOBCKMM F€OMETPHYECKUM CTPYKTypaM KoH(urypamuu noa-
IPYNI ¥ IO OTHOIIEHHIO K HOPMAaJIBHOM TOIOJIOTHYECKOH CTpyKType (9.5) 3TOM
KoH(purypanuu.

Jloka3aTebCTBO HenpemeHocm pEryJisipHBIX 3HAOMOPGH3MOB TpebyeT IOMHMO
akcuoMbl FR4 cienyiolnee yCJIOBHE:

FRS. [aa mobbix 3semenmos x, y € P makux, umo x 2 y, snemeHm ¥* noaynop-
Manen 6 X no omHoweHuio k dannoii 2eomempuyeckoii (X', ) — cmpykmype.

Bot TO, 4TO 5 X0O4y 3THM cka3aTh: IlycTs P KOHGHTrypanus HaJejleHa T€OMETPH-
yeckoit (I, ) — cTpykTypoii; s Oydoy rOBOpUTH, YTO JIEMEHT a € P noayHopmanen
B u€ P(a £ u) no omHowenuro K OaHHoi 2eomempuyecKoli cmpykmype, Koraa s
BCEX 3JIEMEHTOB X € P Takux, 4TO X < # H JiItOOBIX 3J1eMeHTOB d, m € P Takux, 4TO
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u = dI'{a, x}, mX{a, x} (ecnn oHM cymecTByIOT!) OTHOWEeHH:') p € d/a,p’' € x/m
BJICKYT 32 COGOJi JIOTMYECKyI0 JKBHBAJIEHTHOCTh OTHomreHuit pl'{a,p'}, p'Z{x, p}.
Cp. Toxe [15], 1.10—1.10.2. ’

B cayuae, xorga P pemieTka, omHOCAWAACA K C8oeil 0e0eKUHO08CKOU 2eomempu-
Yeckoii cmpykmype, TIOHATHE MOJyHOPMAJILHOCTH, KOTOPOE 5 TOJIBKO YTO ONpEeNTHII,
COBNANAET C MOHSATHEM IIOJYHOPMAalbHOCTH, KOTOpoe mpHHamiexur Ope [42].

9.7. S emwe oTMeuy daxT, uTo Beeraa ycnosue FR4 obecnieuuBaeT To, YTO TOMOJIO-
rHYecKas CTPYKTypa KoHQHrypauuu P sBiseTcs cmpykmypoii Kypamosckozo, 1o
OTHOLICHUIO K I€OMETPHUYECKOH CTPYKType KOHPUIypamuu B CMBICIE CIIEOyroLei
axkcuoMsi' %), _

FR6. [das ao6bix 31emenmos x, y, z € P makux, umo x = y = z, umeem 5”2{ ¥, E"}
(cp. Toxe moro paboty (14), 5.6—5.8.1, uTo KacaeTcs aHaJOTMYHOTO BONpPOCA
OTHOCHTEJIbHO pe2yAApHbIX TOHNOJOTHYECKUX CTPYKTYP KOH(Urypaiun).

§ 10. AareGpamyeckue cBoiicrBa oTHomeHuii nemumocTn (KpaTHOCTH)

10.1. Onpenenenne. Ilycte X xakas-Hubynp 4acte koHpurypauuu P. S o6o-
3Hadyy 3HakoM V X MHoOXecTBO Bcex I' — menuteneit X m 3HakoM A X MHOXecTBO
BCeX L — KpaTHBIX X.

10.1.1. Mel uMeeM 371ech onepayuu He 00S3aTeNbHO yHusepcasbhble (3TO 3HAYHT,
MOXET Ciy4uTbcsi, uTo VX = ¢ wm AX = g pana HekoTopeix X < P), He
HeOOXOIUMO 00HO3HauHble (3TO 3HAYMT, 4TO MHOXecTBO VX + & wimm AX + o
UMEET no MeHbuiell Mepe NBa PA3IHYHBIX 3JIEMEHTA IS HCKOTOp‘bIX X < P) u He
gunumapnsie (MOTOMy 4TO MOAMHOXecTBa X KoHMUrypanuu P MoryT ObITh Gecko-
HEYHBIMH), HO 8ce20a KoMMymamughsie, T. €.

I. [das ecex snemenmos a, be P umeemavb=bva(anb =bag),tneavb =
= Vi{a, bl ua b= N{a b} (10.1)

Koraa, nanpumep, I' = 4 u £ = M, nonyyaem onepauua V, /\ onpeneneHHbIe
B Havaje § 3 (cp. Toxe Moo 3aMeTKy [4], § 1). Taxxke ecnmu ' = Ay u £ = My,
NoJIy4aeM MYJbTHPELICTOYHEIE ONepanuu Moei pabotsl [3], 2.1; cM. Toxe [8], xak
n paborty A. Axybuxa [31].

10.2. Kpome cpoiictsa /13 10.1.1 onepauun v, A HMEIOT elle CBOHCTBA, KOTOPbIE
TECHO CBsi3aHHI ¢ cBoiicTBamu L1 — L4 ([17], ron. 11, § 3) winm ¢ akcuomamu NI — MV
u3 [3], § 2 u [3a]; nemo upet o cBoiictBax 11— VI, koTOpEIe 5 IpUBEN B MOEii 3aMeTKe
[4], 1.3 um o uHBIX cBolicTBax Gosee cnabhIX, YeM 3TH MOCIETHAE, KOTOPHIE I 37€Ch
HE MPHBOXY.

19) 3ta akcnoma Beerna YZIOBJIETBOPSAETCS, ECIIH IEJIO HIET O OUCKPEmHOii TEOMETPH-
9€CKOM CTPYKType KoHburypamuu P!
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MoxHO Hao6opom TOCPENCTBOM HEKOTOPBIX W3 3THX aireOpawvecKux CBOWCTB
onepaumit V, A onpenenuts B P oTHOWIEHHe | — NEJIAMOCTH U OTHOLUEHHE X —
KP4THOCTH, KOTOpble 00yianaroT TpeOGyeMBIMH COOTBETCTBYIOLUMMH CBOMCTBaMH.

51 He XO4y 3aKOHYHUTB 3TOT naparpag 6e3 Toro 4ro Obl NpUBJicYb BHUMAHUE YHUTA-
TelsA Ha CPOICTBO, KOTOPOE CYLIECTBYeT MEXIy 3THMH, YHCTO ajredpamvyecKuMH
PacCMOTpPEHHAMH ¥ TeMH, KOTOpble ObLIH 00bekTOM HccenoBanus B. @eavwiepa [27],
I1. XKopoana [32], ®. Kaeiina [34), II. Mayywuma [48] u FO. llImuoma [45]. OmHaxo
HX METOZIBI U MX PE3YJIbTAaThl OBOJLHO Pa3JIMYHEI OT MOMX, XOTSH OBI TOJIBKO IOTOMY,
9TO OIlepaluy, KOTOphlE OHM pPaccCMaTPHBAIOT, BCEra €IUHCTBEHHBI, B TO BpeMs
KaKk s paccMaTpHBal0 ONEpalMd MHOro3HauHble. Brmpouem ,,verbands-dhnlichen
Algebren* @esvuepa (Tam xe) kak ,,geregelte Mengen* (Peavwep, Tam xe, § 1)
He BCEria SIBJISIOTCS YaCTHYHO YNOPSAAOYEHHBIMH MHOXECTBaMH, TOrJa Kak MOH
anrebpanyeckue pacCMOTpPEHHSA 3TOro maparpada MMeEIOT Bcerga M eIHHCTBEHHO
B BHIY YaCTHYHO YNOPSAOYEHHbIE MHOXeCTBa. MOXeT ObIThb HOBBIA CHHTE3 00B-
€OWHAT 3TH TOYKU 3PEHHS MOCPENCTBOM SBHOI'O PACHPOCTPaHEHHS HOHATHH U3 3.1
Ha cCiy4yaif HemycToro MHOXecTBa G HAJENEHHOTO KakuM HHOyIb 6OunapHuim
OTHOLIEHWEM @, OTHOCSAIIMMCA K HEKOTOPHIM 3JieMeHTaM u3 G : agb Ooisd Kakux-
HUOynp 3meMeHTOB a, b € G. (910 TO, YT0 Peavwep [27] Ha3wiBaeT ,,geregelte
Menge*.)

Yro xacaerca Schrigverbidnde JKopdana [32], MHe KaxeTCH, YTO OENO TaM HIET
0 Kjlacce KOHQMrypauuid HaJeJICHHbIX I€OMETPHYECKOH CTpPYKTYpOi#, HMeromiei
ClIedyIolee XapakTePHCTHIECKOE CBOMCTBO, KOTOPOE HEKOTOPHIM cmoco6oM mpo-
THBOIIOJIOXKHO XaycOOpP($OBCKOil reOMETpHYECKOi CTPYKTYpe: [Jaa at06bix 31eMeHmos
a, b, d, me P maxux, umo dX{a, b} u mZ{a, b} umeem d 2 d' uaud =2d (m=<m'
uau m' 2 m) dan écex nemenmos d', m' € P maxux, umo d'Y{a, b}, m'Z{a, b}.

§ 11. HeroToprie npoGremMpl u HanpapieHHsa OYyIyIMX HCCIEXOBAHMIA

Bo BceM manbHeluieM P 0603HavaeT J1iroOyro KOHpUTypauuio.

11.1. IIpo6nema 1. A HaswBato napoii lasya moOOyI0 Mapy OTHOIUEHHH
T e D(P), Z e M(P) (3.1.1) Takyro, yTo omepanuu V, A, XoTopele OTCIOAA MOJY-
qarorcs (§ 10), onpenensror cBa3p Lamya ([17], mr. IV, § 6) B MHOXecTBe vacteit
KoHbHUrypauuu P, 3HAUYUT MaKkyro napy, 4mo umeem:

1. Omnowernus A = B <= P eaexym 3a coboii VA2NB u NA2AB

2. Hra kaxncoozo X <= P umeem N(V X)2 Xu V(AX)=2 X. Hanpumep, napa 4,
M (3.2, npumep 4) sBasieTcs napoit I'anya'?).

s Yro xacaercs mapul 4,, M, ([4], 2.3), 3To Bcerna mapa ["anya, HO B CMBICTIE
JIBOMCTBEHHOM IO OTHOMIIEHHIO K TOMY, KOTOPOE S TOJIBKO YTO ONpPEesinI, HUMEHHO,
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Bonpoc: TlpenmonoxuMm, 4to ', X ompenensror Ha P reomerpmyeckyio (X, X) —
cTpyktypy (3.4), xotopyro s Oynmy Ha3biBaTb OTHbIHE cmpykmypoii Iasya. Cy-
wecmeyem au écezoa (m. e. kakasa 6vl Mo Hu bblaa Konguzypayus P) zeomempudeckan
cmpykmypa Iasya menee meaxasn (6 cmoicae 3.4.1 (*)!) uem ece ocmanvnbie 2e0o mempu-
yeckue cmpykmypul Taaya xonguzypayuu P? Cywecmeyem au cpedu Hux no Kpaiineii
Mmepe munumaavHas (Toxe B cMmbicae 3.4.1 (*))?

Mpo6nema 2. Koncmpykyua Maknuaa ([17], ti. IV, § 7) ocmaemca npasdusoii
¢ coomeemcmeyioweii moougurxayueii 0451 napvl I'asya V', Z (BBHOY TOTO, 4TO 3Ta
napa onpenensieT reoMeTPUYECKyI0 CTPYKTypy Ha P)?

Mpo6nema 3. (IIpunmun esibopa deaumocmu.) Ilycty mns X S P MHOXECTBO
VX (§ 10) sBisieTcs MHOXeCTBOM Bcex I — nmemmreneit X (mis xakoro-HHGymmb
I € D(P), HE OMHO3HAYHOIO, T, €. TAKOTO, YTO MHOXeCTBO V X MMeeT mo KpaiiHei
Mepe ABa pa3iuyHbix ateMeHTa!). IlycTh 4;, i € I cucTeMa NOAMHOXECTB MHOXECTBA
P Ttaxas, uto V 4; + ¢ 044 kaxncoozo i€ I u Takas, uro (V A4;) n (VAy) =@ 0an
amobuix i',i"el, i’ +i".

IlycThb ¢ Apyroii CTOPoHbI A; — d;, i € I, fyHKyus evibopa cTaBsILas B COOTBETCTBHE
scakomy muoncecmey A; Hexomopuwiii I — Oeaumeav d; mHoxncecmsa A;: diY A,
iel. Hmeemca au écezoa yacmv A xonguzypayuu P maxas, umo d;YA oaa écex
i e I? Toxe caMoe IJis OTHOILIEHWH X He OJHO3HAYHBIX.

IpoGaema 4*). ITokaxcume npumep 2eomempuueckozo uzomoppusma (3.5.2),
Komopbiii He 6y0em u30MopHUIMOM 8 CMbICAE YACMUYHOZ0 YNOPAOOUEHYUA, W Haobopom.
OTtHomenue x [36]? -

Ipo6nema 5. Cywecmeyem au cmpykmypa ITupca menee meaxas (3.4.1), uem ece
ocmanvhvie empykmypel [Tupca kongueypayuu P? Cywecmeyem au no Kpaiinei mepe
MUHUMAnbHAA?

IIpo6rmema 6. S Ha3bIBaIO pasHOMepHOU BCAKYIO T€OMETPHYECKYIO CTPYKTYpY
IMupca (8.4) ananuTHYeCKyIO (CHH3Y M CBepPXY, [4], 2.5, akcnomsr SD2', SD2,) u pas-
HOMEPHO OUCTpUOyTHBHYIO (CHH3Yy M cBepxy, 6.1). Cywecmeyem au pasHomepHan
cmpykmypa Ilupca menee meakan (3.4.1) uem éce ocmanvHblie pasHOMepHble CMPYK-
mypet Iupca xouguzypayuu P ? Cywecmeyem au no kpaiireii mepe munumasvrasn (3.4.1)?

Ipo6nema 7. Tom xce 6onpoc kak npexcoe (upobiema 6) ¢ npubassenuem npeo-
noaoxcenus yniomuennocmu (4.1) u 3amvikanus (CHU3y H CBEPXY, 4.2). ~

3aMmeHss yciaoBde 2 Ha yciaosue 2'. dns kxaxmoro X < P umeeM AVX)c X
u V(AX) c X

*) D1a npobiema 6buta paspewena M. Koiubuapom, KOTOPBIA IOKa3aa Ha ABYX
OpUMepax, YTO CYIIECTBYIOT FeOMETPHYECKHE H30MOP(DH3MEL, KOTOPBIE HE ABJIAIOTCA
H30MOPPU3MAMH B CMBIC/IE YaCTHYHOTO YHOPSAOYEHUS, H HA060pOT.
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IIpo6nema 8.*) IMoxazame npumep zeomempuueckoii G — OucmpubymugHoil
cmpyxmyput (6.3), Ho He Hacviyennoii (4.3).

IIpo6nema 9. IIpuMennTs Teopemy JKopaaHa OTHOCHTENIBHO Pa3IOKeHUS QyHK-
it ¢ orpaHM4eHHo# Bapuauuei ([17], 1. V, § 10) k reoMeTpHYECKUM CTPYKTYpam
c ouenkoii (§ 7).

IIpo6nema 10. H3yuenue zeomempuueckux noaymooyiapHelx cmpykmyp (MOI
€THM IIOHUMAI0 — MPHHUMAsE BO BHUMAaHUE TOJBLKO OJIUH B3I — T€OMETPHYECKYIO
(Y, 2) — crpykrypy kKoHpurypauuun P Takyro, 4TO IJis JIFOOBIX 3JIEMEHTOB 4, b, d,
me P, ynosnerBopstomux oTHowreHusM d I'{a, b} u mZ{a, b} u mns kaxmcoozo
a' € a/m umeeM odun eneMeHT') b’ €b/m M 00un eneMeHT x € d/m Tdkue, HUTO
xX{a', b}, aZ{a, x}, b'Z{b, x}. (310 onpeneseHre NMOJYMOIYIAPHOCTH OTHOCHTCS
x MeicisM C. Makaeiina [39], 20e P pewemka omuocawyanca Kk coeii 0e0exUHO08CKOil
2eomempuyeckoti cmpykmype [3.2, npumep 1]; oHa Obula Takke paccMaTpuBaHa
ecezoa kak maxoeas JI. Jlecus [38] u P. Kpyaso [22]; nocienauunii mokasaj Ha ee 3Ha-
YeHHe U1 pelIeTok Oe3 ycloBUS Lemeid.) -

IIpobnema 11. MHccaedosanue 2eomempuueckux Ccmpykmyp KoHpuzypayuii
8 conocmasieHuu ¢ KaHmMopoCcKUMU onepayuamu u ux oboowenusmu [19, 23, 33].
Ocmanyce-au 31emenmapHble c60iicMea UHYUOEHMHOCMH UHBAPUAHMHBIMU NO OMHO-
weHulo Kk emum onepayuam?

[po6nema 12. Ilokazame npumep OUCMPuUbYMuUGHO 2e0MempuuecKoil CmpykK-
mypbl, komopaa He Gyoem MoOYAAPHOIL.

11.2. HanpasreHus uccaeposanusi. Cienyroume NyHKTEI, 10 MOEMY, JOCTOHHBI
0co60oro BHUMaHU:

1. H3yuenue muoxncecms- D(P), M(P) (3.1.1) 6 cayuae, 20e P yenv uau Oepego

= koHburypauus Cycauna [17], ct. 47). CBa3b ¢ npobnemoii CycimHa.

II. Vraybuth uccieqoBaHUS IT'€OMETPHYECKO-TOMOJIOTMYECKHX CTPYKTYp (§ 9)
abcTpakTHBIX KOHQHIypauuit B CMBICIE TEOPHH HM3JIOXKeHHOH B KHUre Hibeiunza
[41]. Ponp reomerpuueckux ctpyktyp ITupca u Byas? Ponb neqeKWHOOBCKHX Teo-
METPHYECKHX He OUCPUbGYmMusHuIX CTPYKTYyp?

II1. Passusams meopuio mepbi u unmezpupyemocmu 048 260 MEMPUUECKUX CIPYKMYD
ITupca (8.4). Cp. [17], . XI, § 8.

IV. Yeaybume uccaedosanus omuowenuii mexncoy meopueii ouggdeperyuaibHolx
YDaBHeHuUll 8 YACMHbIX NPOU3BOOHBIX U Meopueil 2e0MempuuecKux CMmpyKmyp KOH-
guzypayuu (npobnema bupkzoga; cp. [17], ct. 150—151. Cp. Toxe Moo paboty
[6D. -

*) M.Ha 3TOT BaxHbIi BONPOC TNOJIOKHUTEILHO OTBeTHN ‘M. Koaubuap. daxe
MOXHO Ha#TH OyJieByI0 TeOMETPHYECKYIO CTPYKTYpY, KOTOpasi He HaChILIEHA.
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V. U3yuenue npocmpancms Pumarna kax KoHguzypayuii no OmHOWEHUIO K Yacmuy-
HOMY YROpAOOYEeHUI0, UHOYYUPOBAHHOMY MempuKoi. Omo HAnpasieHue uUccAeo08aHuil
8UOUMO OAU3KO K npeduiecmgyroujemy.
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K vSeobecnej tedrii Ciastocne usporiadanych mnoZin

M. Benado, Bukurest
Zhrnutie

PredloZena praca je uvodnou pracou, obsahujucou vSeobecné principy tedrie
a zakladné vlastnosti (bez ddkazov) niektorych tried geometrickych Struktur
ciasto¢ne usporiadanej mnoZiny, napriklad geometrickych Struktir modularnych,
distributivnych atd. Porov. aj moje poznamky v Comptes Rendus [4], [5]. Pokial -
ide o dokazy, uverejnim ich v osobitnych pracach.

Sur la théorie générale des ensebles partiellement ordonnés

M. Benado, Bucarest
Résumé

Il s’agit d’un travail préliminaire comprenant les principes généraux de la
théorie et les propriétés fondamentales (sans démonstrations) de quelques classes
de structures géométriques d’un ensemble partiellement ordonné, telles les structures
géométriques modulaires, distributives etc. Cf. aussi mes notes des Comptes
Rendus [4], [5]. Quant aux démonstrations, je vais les publier ailleurs.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8—10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC. VIII-X. MATHEMATICA 1961

Teopus MyabTHPENIETOK H €€ 3HA4YeHHe B ajareOpe W reoMeTpuu*)
M. Benano, byxapect
§ 1. Beengenue

B cBoeit paboTe mpeanoJiaral0 OKMHHYTh OOLIMM B3[JISIOM COBPEMEHHOE COCTOS-
HUE ACCIIENOBaHMUs, KACAIOLIErOCs TEOPUM MYJIbTHPEIIETOK [2] M ee MPUMEHEHHS B aJl-
rebpe ¥ reoMerpur. XOTs HACTOSIIEE MOE HMCCIEIOBAHHE TECHO CBA3AHO C MOUM
JoknanoM [3] — BmpoueM SBJISIETCA €ro WUIIOCTpalMei, O3HaHWE IPUBEICHHOTO
MOEro [0KjJaja He sBaseTcs O0S3aTeNbHBIM Ui NMOHATHS HACTOSILETO NOKJIaja;
MO3HaHHUE MOJIE3HO B TOM CJIy4ae, eCJId YUTaTelb 3aX04YeT SICHEEe U OTYETIIMBEE ITOHATD
CJIE/IyIOIMe PacCyXAeHUsl, CPAaBHUBAsA U COTJacysl UX C COOTBETCTBYIOIUMMHM Mapa-
rpadamu ynomsiHyToro moknana. Ho, B oOleM U LEIOM s NPEANoIararo no3HaHue
Moeil paboTsl [2].

§ 2. OGumue naHHDbIE

2.1. Onpenenenune. Mysomupewemkoii (= MyJIbTHCTPYKTYpOii B [2]) .1 Ha3bI-
Bal0 MHOXECTBO P 4YaCTMYHO YIOPSHOYEHHOE OTHOLICHHEM = WM =, HUMelollee
ClIeAyIOINKE Ba CBOMCTBa (Cp. Moo paboty [2], 1.1): :

M1. Iycmo a, b e P; ecnu cywecmeéyem maxoe u € P, umo u = a u u = b, mozoa
cywecmeyem moxce maxoe de P, umo d < u, d = a u d = b u maxoe, umo ycaosus
deP,d <d d =Zaud = berexymd = .

2. ITycms a, b € P; ecau cywecmeyem makoe v € P, umo v < au v £ b, mozoa
cywecmgyem moxce makoe me P, umo m 2 v, m < a u m < b u maxoe, umo u3
meP,m=m m £ aum’ X b ewimekaem m' = m.

BrpoueM He Halo, YTOOBI MPH 3TOM ONpeAeseHHH P GbUIO (HILTPYIOLIHEMCS
MHOXeCTBOM (BJIEBO WK Bripaso) [12].

C TOYKM 3peHUs IPEICTABJIEHHON MHOKO B 10K/ e [3],9To onpenenenre 0603Ha4aeT
60-nepewix, 4TO P HaneneHo xaycdopgoeckoii TeOMETPHYECKO# cTpykTypoi ([3], 3.2,

*) Hoknax mis MexayHapogHOro KOJIOKBMyMa IIO TeopHH ynopanoqennmx-
MHOXecTB B OGepBosibtaxe 26— 30 oxTa6ps 1959 1. b
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npuMep 2), ¥ 60-6Mopbix, UTO MpPEeANOoaraeTcs, 4To 9Ta reoMeTpHIeckas CTPyKTypa
spisieTcs ynaomuennoti ([3], 4.1).

2.1.1. MynbTHpEIETKH MOXHO TaKXe ONpPeAessATh YUCTO arebpandeckuM CIno-
cob0oM, T.e. KaK MHOXECTBA C IByMs OTIEpalUsIMHU V, A (He 00A3aTesIbHO yHUBepcalb-
HbiMu, HU 00S3aTeNbHO 00HO3HAYHbLIMU), KOTOPbBIE YIOBIETBODPAT ONpENEICHHBIM
aKCHOMaM, HaTIOMMHAIOIMM akcuoMbl L1 — L4 Teopuu pewetok [11], ¢ Toii pas-
HULIEH, YTO aCCOLMATUBHOCTH SBJISAETCA TOJNBKO YacmuuHoii (M3-3a MHOTO3HAYHOCTH
onepauwit). UTo kacaeTcs 3HaYE€HHsI, KOTOPOE UM HaI0 MPHITHCHIBATD, a TAKXKE H IPYTHX
110 apOGHOCTEH, KACAIOLIMXCA ITOM TOUKH 3PEHHS B TEOPHH MYJIbTHPELIETOK, OTCHUIA0
yuTaTeNs K cBoei pabore [2], §2 u [2a]; a Takxe K pabote Sfna Arxyouxa [15]. B atoi
pabote Akybux, MexXAy NPOYUM, YMCTO ajreOpanyecku JaeT ClIeAyroLUM obpa3om
XapakTEPUCTHKY PELIETOK KaK MyJbTHPELIETOK: Ymobbl Myabmupewemka Kak
anzebpauveckan cucmema ([2], 2.2, akcuombl I — MVI) 6viaa pewemkoii, Heo6-
X0OUMO U docmamouro, ymobbl ee onepayuu v, A 6bLIU YHUBEPCANbHbI U ACCOYUAMUBHBL
6 cmbicae caedyiowux ommowenuii (@ v b)ve=av (bve)u (@nb)ac=
=a A (b A ¢) nns Beex a, b, ce P. Cm. pansiue, 2.2, npumep 1. Jobapasto, uTo
npeBedeHHbld pe3ynbTar 5. SIkyOMka He 3aBMCUT OT MOMpPABKH, KOTOPYIO s OMy-
6nukoBan B [2a] k Moeit cucteMe akcuom IMI— MV

2.1.2. K 370#t mpobnemMaTHKe UMeeTCs ellle HeCKOJIbko 0003HaueHMH, KOTOpbIE
NpUMEHIO B AaiibHeiieM (cp. Toxe Moo paboty (2], 1.1 u 2.1):

JIns xaxmoro a, b, u € P, Takoro 4to u = a v u = b, o6o3Hauaro uepes (a v b),
MHOXECTBO Bcex d € P ynmosieTBopsirouux akcuome M1 ab3ama 2.1; u mms Bcex
a,b,ve P, Takux uto v < a u v £ b, 0o6o3Ha4aw vepe3 (@ A b), MHOXKECTBO BCeX
m € P ynosnetBopsrouux akcuome M2 ab3ama 2.1. Kpome Toro s oupenensio ais
a beP

avb=v (avhb),
u=a
u=b

anb=uy(@anb),

v<a

v<b
(3TO COOTBETCTBEHHO MyAbMuobseduHeHue U myavmunepeceyerue a u b [2]) u 6osee
BooOue, misi A, < P, A, = P

A, v A, = v (ay V ay),
aje A
aze Az

Ay A Ay = U (a) A ay),
aje A,

aze Az

Avag=2=A4AAN0J, Ac P,

rae @ — XKak OOBIKHOBEHHO — 00Oo3Hauaer IMyCTO€ MHOXECTBO.
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2.1.3. BaxHblii KJacC MYyJbTHPELISTOK, CPeld KOTOPBIX €CTb MYJbTHPELIETKH
npuMepa 2. u3 2.2, 06pa3yloT no.Hsle MYJIbTHPELIIETKH, C KOTOPHIMH 5 BHCPBBIC
BCTPETHIICA IIPH HCCIIEIOBAHNH aCCOLMATHBHOCTH onepamuit v, A (koTopas B obiiem
ABJISiETCS TOJBKO 4acTHYHOM, cp. [2], 2.2, akcuoma MII) U KOTOpPBIE BIPOYEM OKa-
3aJIMCh OYeHb MOJIE3HBIMH B aGcTpakTHOM Teopun dyHkuun Mébuyca [4] 1 [5).

IoHsTHE TIOJHON MYJbTHPEIIETKH SBIISETCA OCOOBIM ClIy4aeM MOHATHS MYJIbTH-
peieTkH, iMeHHO akcHoMbl M1 1 M2 (2.1) BBHIIOTHEHBI IS 6CAK020 IIOAMHOXECTBA
MHOXeCTBa P Maxxopupyemoro u MuHOpHpyemoro [12], a He
TOJILKO IS IOAMHOXECTB, 0OPa30BaHHBIX 06yMA JIEMEHTaMHU !
u3 P (pa3/iMYHBIMH WM HET). ‘

2.2. Ipumepni. AKcHOMaTHYecKas cxema ab3aua 2.1 nmeer
OYEHb MHOIO peaji3aluid, Kak Hamp.: a b

INpuMmep 1. Beskas pemerka [11] sBnseTcs MyJibTHpe-

LIETKOM; HO 06paTHOE yTBEPXKICHHUE SBIACTCSA HE MPABHJIbHBIM

KaK 3TO sicHO BHAHO M3 dur. 1 (cM. Takxe Mo paborty [2],

3.1.2). C npyroii cTopoHsH! 5 B [2], 1.4 npuBen NPOCTyIO Xapak- ¢ d
TEPUCTUKY PELIETOK KaK MyJbTHPEIIETOK: peuemKamu Aeas-

1OMCA Me My Abmupeulemku, Komopble ABAAIOMCA Puabmpyowu-

mucsa mHoxcecmeéamu [12] u xomopuvle obaadarom ceolicmeom

unmepnoasyuu ®. Puca ([11], ra. IV, § 3, 2-oe ompeneseHue). 0

IIpumep 2. Beskoe 4aCTHYHO YyNOPAIOYEHHOE MHOXECTBO, bur. 1
KoHeyHoe WIA apxumedosckoe (T. e. [l] ymoBneTBOpsroLIEe
ycJI0BHIO 06pbIBa BO3pAcTaloILHX W yObiBaromux nenei (orpa-

HUYEHHBIX WIH HEOTPAaHMYEHHBIX!), SBIsETCS MyJbTHpemeTkod. Boobule, Besikoe
YACTHYHO YNOPATOYEHHOE MHOXECTBO, UHOYKMugHOe céepXy u cHu3zy (= MHIYKTHB-
HOE C IBOWCTBEHHOCTHIO [2], 1.2, mpumep 2) siBisieTCA MYJIbTHPELIETKOM.

IMpumep 3. Beskas wactnyno ynopsimodennas rpymma ([11], rn. XIV), neneie
anemMeHTHl (T. €. < 1 = eguHMIA IpPYyNIb]) KOTOPOH YOOBJICTBOPSIOT YCIIOBHIO
o6pbIBA BO3PACTAIOIIMX Iiemel, sBIsETCS MyJbTHpemeTkod. Takod sBAAETCS
HAIp. IPyINa BCEX HE HYJIEBBIX TJIABHBIX MeasoB (LEJIbIX MM APOOHBIX) HOMS
aNreGpanyecKuX YHCeT 10 0GBMHOMY YMHOXEHHIO HIeasioB. Bnpoyem, 3o ocobbie
ciydan Gonee OOIIEro MOHSATHS, KOTOPOE CONEPKHT PEIIETOYHO YHOPAMOYUCHHBIE
rpymnsl (= ,,lattice-ordered groups* I'apemma Bupkzoga [11], ra. XIV), a uMeHHO
[IOHSTHE MyAbmupeuiemoyHo ynopsadouenHoii zpynnel [6], 3HaYeHMe KOTOPOH I
TEOpHH [EJIMMOCTH SBJISETCS TakKHEM 0OpPa3oM JIErKO NOHATHBIM. CMm. Taxxe [2],
1.2, mpumep 3 u mansuie, § 4.

IIpumep 4. MHOXecTBO (4aCTHYHO YNOPANOYEHHOE MO OGBIYHOMY BKIIIOUEHHIO
MHOXECTB TyHKTOB 3BKJIMJOBOH IIOCKOCTH) BCEX KPYTOB 3BKJIMIOBOH IJIOCKOCTH,
PaZMyChl KOTOPHIX TIOJOXHTENbHBI WM Hylb, SBISETCS MYJIbTAPEIIETKOM. 3/ieck,
Takxe Kak ¥ B [2], 1.2, npumep 4, o MOHATHEM Kpyra s NOHHUMAlo BHYTPEHHOCTb
Kpyra, yBeJINYEHYIO €ro OKPYKHOCTBIO.
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yJJIpumep 5. MHOXeCTBO Bcex KBaJpaTOB 3BKIHIOBON IUIOCKOCTH (KBagpaT =
= PHYTPEHHOCTb KBaJIpaTa + €rorpaHuual), CTOpoHbI KOTOPBIX HMEFOT ITOJIOKHTENb-
HYR) WIM HYJEBYIO IUIMHY M IapajulejbHBI JBYM MOCTOSHHBIM, 3apaHee NaHHBIM
B3a§MHO MEPNCHAUKYJIAPHLIM HANpaBJICHHSAM; YacTHYHOE YIOPSAOYEHHE TOXE
campe, 4TO M B MpUMepe 4 (cp. [2], 1.2, npumep 5).

U‘anep 6. MHOXeCTBO (4aCTHYHO YHOPSIOYEHHOE 0 OGBLIYHOMY BKJIIOUYEHHIO)
BCEX TOAMYJIbTUIPYNIIOMIOB MyJIbTUTpynnouaa M (= MyJbTHIUIAKATHBHASA CH-
CTeMa ¢ yMHOXeHHEM BOOOIIIE MHOTO3HAYHBIM) TAKOI'0, YTO AJs a, b € M MHOXeCTBO
ab ssnsetcs KO?}eHHblM. Cp. [2], 1.2, mpumep 6.

I'Ii)iiMep 7/ UeThIpexMepHOe NPOCTPAHCTBO-BPEMS CNENHAIbHOM TEOPHH OT-
HOCHUTEJIBHOCTH YaCTHYHO yNMOPsiAO4YeHO OOBIYHBIM 06pa3om; cp. [2], 1.2, npumep 7
u [7], §§ 1, 2 nna mompo6HOTO M3ydyeHus W majblue § 6.

IIpumep 8. MHOXeCTBO (4aCTHYHO YNOPSHOYEHHOE IO BKJIIOYEHHIO ITOIMHO-
KECTB 3BKJIMIOBOM IUIOCKOCTH) BCEX YIJIOB 3BKJIMIOBOM IUIOCKOCTH, pacCMaTpH-
BAEMBIX C TOYKH 3PEHUS 6eAUYUHbI U noA0dceHus, Mepbl = 0 u < n. ITox moHsATHEM
yria si 3[1eCb MOHMMAK0 BHYTPEHHOCTh YIJIa, YBEJIHYCHHYIO TOYKAMH €ro rPaHHUIIbI,
T. €. TOYKaMH IPHHALJIEXAIMMU K €ro ABYM CTOpPOHaM (yIJIMHEHHBIM 10 GecKoHey-
HOCTH), Y TIOJI YIJIOM HYJICBOH BEJIMYUHBI 371€Ch MOHMMAIO MHOXECTBO BCEX TOYEK
NOJyNpAMOH (BKIIOYUTENIBHO C HauajoM!) 3BKIMOOBOH IutockocTu. ng GoJee
noapo6GHOro 03HaKOMIIEHHs cp. 3aMeTKy [8], I, § 4.

IIpumep 9. MHOXECTBO BCEX INIEMEHTOB chepuyeckoli 2eomempuu, T. €. IMyCTOe
MHOX€ECTBO, TOYKH C(ephl, MEpHIUAHBL U cama cepa, IPUYEM YaCTHYHOE YIOPSI0-
YEHHE ONpeAeNeHO OOBIMHBIM OTHOILEHUEM UHYUOEHMHOCMU.

Tax Hamp. eciv a ¥ b ABa pa3HBIX MepHIOMAHA, MHOXECTBO a A b (2.1.2) umeer
JiBa 3JIEMEHTA, T. €. TOYKH IIEPECEYEHUSI MEPUONAHOB a U b (IHaMeTpaJIbHO MPOTHBO-
nosoxensl). Haobopor, ecnu p, p’ mpencrasiser aBe TOYKH AMAMETPaJbHO HpO-
TUBOTIOJIOXKEHbI, MHOXECTBO p V p’ (2.1.1) 00pa3yioT Bce MepHOHAHBI, IIEPEXOM-
Aume vepe3 p U p’ (OeCkOHEUHOE MHOXECTBO MOLIHOCTH KOHTHHYyMa).

Bo Bcex ocTanpHBIX CiIyyasx omepauusd V H A OOHO3HAYHO ONPEIENICHBI.

INpumep 10. Besxas abcrpakTHass koHpurypamus B cMeicie bupkzoga ([11],
i I, § 10) sBiseTCs MyJBTHpEIIETKON, KaK 3TO HEMOCPEACTBEHHO BHITEKAET W3
NPHUBENCHHOrO BhIIIE IpuMepa 2. B 4acTHOCTH KOMILIEKCHI M CHMIUIMIMAJILHBIE
KOMIUIEKCHI SIBJIAFOTCH MYJIbTHpPEIIETKaMH. BaXXHOCTh MyJIbTHpEIIETOK B anrebpau-
YECKOH TOTOJIOTHH COCTOMT B TOM, YTO OHH NPENCTABIIAIOT 3[€Ch YHCTO CUHTETHYEC-
KHii METO/I U3YYEHHIi: TAKAM 00pa30M BO3HUKAET HMEHHO I€OMETPHS OOBEIUHEHHS
¥ mepeceveHusi B cMeicae [11], ra. VII u VIII, npudem onepayuu v ¥ A, omHAaKo,
6 obwem MHO203HAUHO onpedesenvi (Cp. Takxe IpEMep 9, BHINIE), © KOTOpas CO-
JEPXHT NPOEKTHBHYIO T€OMETPHIO KaK 0COOBIH Ciydaii.

Yrto KacaeTcs CHMIUIMIHAJIBHBIX KOMIUIEKCOB BOOOIIE, CM. Jajblie § 5.
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Mpumep 11. ITycrs O moboe, He MYCTOE MHOXKECTBO MOPAIKOBBIX YHCET (TpaHc-
¢unnTHEIX). MHEOXecTBO 0, kKak u3BecTHO (cp. Hamp. [11], ri. III), sBaseTcs coep-
LIIEHHO yHopsnoYeHHbIM mo BenuyuHe. Ho B @ cymiecTByeT TakXe OTHOLUCHHE MO-
pslKa IO JETAMOCTH: 3TO YacmuyHoe YNOPANOYEHHE, ONPENEIEHHOE NETHMOCTBIO
cnesa ([11], ra. III) mopsiakoBsix uuces. IMEHHO s CKaxy, 4TO 4ucio a € O deaum
caeéa wicio be ® u mamy a = b, ecnd CylmIeCTBYeT HOPAAKOBOE YHCIO ¢ (npu-
Hadaexwcawee uau He npunadsexncawee k 0!) Taxoe, uT0 b = coa, e o 0603HAYAET
opauHanbHOe ymuoxenue ([11], ri. I, § 8). Omuowenue = onpedersemoe makum
o6paszom, A6AAemca — KaKk B TOM MOXHO JIETKO YOEIUTBCS — OMHOWEHUeM Yacmuy-
HO20 ynopaooueHusa u muoxcecmso @, ynopaooueHHoe 3Mum OMHOUIEHUEM, ABAAEMCA
Myabmupeuiemroli. ITO BBITEKAaeT IO CYIIECTBY M3 TOrO, YTO MHOXECTBO BCEX
eATeNeil ciieBa J000ro MOPSOKOBOTO 4YMCHA SBJISETCA, KaK HM3BECTHO, BCernaa
koHeyHbIM. Kak TakoBoe, MHOXecTBO () siBiisieTcs, COOCTBEHHO, Hepapxuei’) mo
OTHOIIIEHHIO K JETAMOCTH cileBa. DTa MyJbTHpemeTka @ sBIseTcs B 0OIWeM Mei-
CTBHUTEJIHOM, T. €. OHA HE peIylMpyeTCs Ha pelIeTKy, Kak 3TO MOXHO MOKa3aTh Ha
TPUBHMAJILHRIX TPAMEpaX.

2.2.1. Ipumepst 2.2 HalOT HaM BO3MOXHOCTB SICHO MOHSATH GOraTtcTsBo MyJbTH-
PEIIETOK B MaTeMaTHKe (3a HCKJIIOYEHHEM IpuMepa 1, BO BCeX OCTAJBHBIX Clydasx
HUMeeM [eHCTBUTENIbHEIE MYyJbTHPEIIETKA) U 3HaYeHHE, KOTOPOE OHM MOTYT HMETh
B anre6pe (mpumeps! 2, 3, 6), B Teopuu menuMoctd (nmpumepst 3, 11), reomerpun
(npumepst 4, 5, 8, 9, 10), B anrebpamyeckoit Tonmonorun (mpumep 10), B dyHKuHO-
HanpHOM aHanmse (mpumep 3) u 1. O. CM. mansiue, ocobenno §§ 4—7.

OmHako, BCE YACTHYHO YHOPSOOYEHHEIE MHOXXECTBA HE SBJIAIOTCS MYJIbTHPELICT-
KaMH, O 4YeM CBHMIETEJIbCTBYET CIIEAYIOIIMM NpHMep, B3ATBIA MHOIO M3 OHCHMA
A. Axybuxa: MHOXeCTBO P COCTOMT U3 3JIeMeHToB a, b, ¢;, i = 1, 2, 3, ... TaKux,
ytoaxbfa c;>cpq,i=1,2,3,...dTaKux, 9T0 ¢; > @ ¥ ¢; > b 11 Kaxmoro
P=1,23 0.

§ 3. Kuaccupuramusa MyJIbTHPEINIETOK

OCHOBHO# MBICIBIO MO€# paGoThl [2] sABNSETCA TO, YTO KJIACCH(DHKALMSI H H3Y-
yeHHe OOLIMX CBOMCTB MyJIbTHPELIETOK NOJDKHBI OCYILECTBIAThCA ajirebpaudec-
KAMH METOJaMH TeOpHH pelneTok. FIMEHHO Tak s BB M M3y4ajl OO HEKOTOPBIX
HoapoGHOCTEl My/IbTHPEILIETKA MOAYIAPHBIE U MoTymMonyspHsie ([2], § 4), auctpu-
6ytusasbie ([2], § 6) u T. . Ho ecThb ciyyau, Koraa K1accHukamus MyIbTHPELIETOK,
IpeasioXeHHasi MHOW B Moeil pabote [2], He sBAfETCS NOCTATOYHOM; B KauecTBe
OprMepa MOXHO IIPHUBECTH Cilydail MyJbTHPEIIETOYHO YIOPATOYCHHBIX TPYMN, IIe
BBIIOJIHEHO OINpENENEHHOE CBOWCTBO KapTe3HaHCKOM MOIYJISApPHOCTH (CM. MO#H
nokman [3], § 5), koTopoe HaBepHO cabee 0GHIKHOBEHHOM MomysapHOCTH ([2], § 4),
HO He MeHee 3HaYMTeNIbHO YeM mepBasi. Bmpoyem HavasioM Moeli obiueil Teopuu vac-
THYHO YNOPSMOYEHHBIX MHOXeCTB (CM. Moit mokman [3], § 1) sBasieTcst OTYacTH Kak
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pa3 CTpEMJIEHHE TPEONOJICTL 3TH 3aTPYAHEHHUS B KJIACCH)HKALMM MyJIbTHPELIETOK.
Yrto xacaeTcsi NpMeHeHHiA, KOTOPbIE 5 HMEO 3/IECh B BHAY, JOCTATOYHO BIIPOYEM
NPHIEPXHBATECA KJIACCHDHUKAINH, KOTOPYIO s IPEAJIOKAT B [2].

Hns ynoGcTea 4ymTaTens Xo4y HANOMHHTH 3/1€Ch HECKOJBKO onpenesIeHH i,
KOTOpBIE NPHMEHIO B HanbHedmieM. O603HaueHHs Te Xe€ CaMble, YTO M B 2.1.1;
KpoMe TOTo st BCeX u, v € P Takux, 4To u = v, 0603Ha4aw uepes u/v (vacmuoe
SJIEMEHTOB 4, U) MHOXECTBO BCEX X € P TakuXx, UTO # = X = 0.

3.1. Moodyaapnoii (B cMbicie Aaexcandpa Kypowa, cM. Moii mOKIa [3], 5.3 a Takxke
'[2], 4.4.1) 51 HasbIBaIO BCSKYIO MyJnbTHpemeTky M — Takyro, yTo i Bcex a, b, b’,

-d,meM orHomennst dea v b, dea v b, meanb meanb ub = b’ BrekyT
b="b'. »

W3 [2], § 4 BpITeKaeT, 4TO 3TO ONpeNeNEHUE PABHOCUABHO C CJICYIOLIUM:

3.1.1. Modyasproii cnuzy e kapmesuarckom cmwicie (cM. MOM HOKTA [31, 5.2)
Ha3LIBAIO BCAKYIO MyJbTupemeTky It — Takyro, uro ans Bcex a, a’, b, b’, d, m, x € M

- OTHOWIeHUst dea vV b, mea A b, a' ealm, b’ eb/m, xea v b u x < d Buekyr
OTHOLUCHUsI @' €a A xu b €b A x. D

3.2. Hucmpubymusnoii (B cmbicne I'ycmasa Bepemana, cM. Mo mokian [31,6.3

H [2], 6.1) 5 Ha3BIBAIO BCAKYIO MynabTHpemeTky N — TaKylo, YTO IS BCexX a, b, b’,
.d,me M orHowennss dea v b, dea Vv h, meanb meanb BJIEKYT b = b’.

Kak 6bu10 mokasaHo B Mmoeit paGorte [4], 3.7, aro ONpPENEIIEHUE PABHOCUALHO
- CIeayIomeMy:

3.2.1. HQucmpubymusnoii s Ha3bIBaIO BCAKYIO MynbTHpeweTky U — Takyro, 4TO

Ans Beex a, b, d, m, x € M otHOWenns dea Vv b,mea A bu xedm BJIEKYT CyIlle-
+ CTBOBAaHHE 3JIEMCHTOB a', b’ € M — Takux, uto a’' € a/m, b’ € b/m u Takux, 4o
xea' v b'. Cp. Takxe [3], 6.2, u Mot 3amerky [5], IL

§ 4. MyabTupemerku B anreGpe

A. Ycaosue XKopoana-JJedexunda d1s yeneii (cp. [11], rn. I, § 9). UccnenoBanue
HEOOXONMMBIX M JOCTATOYHBIX YCJIOBHi, YTOGHI YCIIOBHE XKopnana- Henexuuna
(8 manbHe#ueM ,,ycnosue XKJI*) uMeno mecto u 65110, KaK H3BECTHO, MPeIMETOM
MHOTMX paboT Kak i KOHEYHBIX, ‘TaK M [ GeCKOHEYHBIX Ienei; cM. Hamp. [27]
H COOTBETCTBYIOILYIO JIATEPATYPY.

Onnako Oiumeiin Ops [22] nepBblii NOMHMIT M PeIKI BONIPOC IS YACTHYHO
YIOPANOYCHHBIX MHOXECTB, YIOBJIETBOPSIOUIAX YCIOBHAM obpriBa emnei (orpany-
HCHHBIX WM HEOTDaHMYCHHbIX), M KOTOPHIE HE ABJISIOTCH O6A3aTENLHO PElIETKAMH.
Op> (TaM %e) BBOZIAT B 3TOM ClTydae OHATHS IPOCTOTO LKA, npocToi nepopmMannm
H TIOHATHE CBA3aHHBIX IlelleH, KOTOpoe U3 HUX moiydaercs. Cm. Takxe [20].

Ho, notoMy 4r0 4acTu4HO ymopsmoueHHBIE MHOXeCTBa, paccMmaTtpuBaeMsie Ops
« (TaM e), ABNAIOTCA MyJIbTHPENIETKAMH (2.2, NpHMEp 2) B TaK Kak C APYroi CTOPOHBI
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KpUTepusM, KoTopbie hopmysmpoBas Op3 (TaM Xe), MOXHO 6 ciyuae peuemox
IaTh OPYry:oo (GOpMYyJHPOBKY KakK ,,yCIOBHSM YeTHIPEXYTrOJbHHKA', TO IJIsi MEHS
CTaJI0 €CTECTBEHHBIM, HayaThb MCKAaTh aHAJIOTHYHYIO B 061IeM (GopMyIHpPOBKY KpH-
Tepuit Op3 B TepMHHaX TEOPHH MYJbTHPEIIETOK. DTO TO K YeMy s IpHIUEN IpPH
[OMOILKA CBOEr0 IOHSATHSA TPOCTOrO YeTHIpeXyroyibHHka [9], mpu4eM onHaKo, s
YCHJIW TJIaBHBIE pe3yjbTaThl Opa.

Tlon npocmeim uemvipexy2o0abHukom s IOHUMAKO TaKO#M YETHIPEXYTOJbHHK (4, v;
a,b) ([1], 1.3), yroGbl mus Bcex a,, by, a’, b’ € P ynOBJIETBOPAIOIIMX YCIOBHAM
u>a 2au>b 2bv<d Zaunuv<b bo6vmovea Ab nuea vD.
YkaswiBaro Ha npumepe ([9], 2.3), uTo 3TO MOHATHE CHIBHEE, YEM MOHATHE IIPOCTOro
muksia Op3 (TaM ke); BMeCTe ¢ TeM yKa3blBalo Ha ImpuMepe, 9yTo nonarue Ops npo-
croii medopmanuu uenei ciabee, yeM cledyrolee NMOHATHE NpocTod nedopmanuu
([91, 2.6):

ITycte u, v Takue 3JI€MEHTBI MHOXeCTBa P, 4TO u = v. O6o3Ha4aro uepe3 A,
Jr00yr0 KOHEYHYIO IIeNb (MaKCPlMEUIbHy}O WA HeMaKCHMAaJIbHYIO!) MeXIy u Hu 0.
Eciu umeeM u = v = w(u, v, we P) u ecii A, U B, ABIAIOTCA LENAMH MEXIY
¥ vYMeXIy v Hw, 0003HaYar0 A, x B, uenb (CBA3LIBAIOUIYIO # U W), KOTOPYIO
MBI TIOJIYYHMJIA IPHCOEIMHEHHEM lieneil A, u B,,.

ITycts Temepb u, u', v, v’ Takde AJIEMEHTHI MHOXecTBa P, uto u = u' = v’ 2 v;
nenb A% x BY x C." Mbl Ha30BeM npocmoii depopmayueii nemu A4 x By, x Cy , ecnu
cymecTByeT x € BY u x € B, — Takoe, 4TOGBI 4eTHIPeXYTOMbHUK (u', v’} X, x) GBUT
MPOCTOM.

CJioXeHHe KOHEYHOTO YHCIIa IPOCThIX AedopMammii gaeT degopmayuio (KOPOTKO
cka3zaHo!), ¥ O TMEPBOM M MOCJEIHEH IIEMM Mbl TOBOPHM, YTO OHH C8A3aHbI.

I'naBHbIi pe3ynbTaT paboTsl [9] MoXHO Temeph (OPMYIHPOBAaThH CIEAYIOLIHAM
obpasom: IIycmb P — uacmuyHo ynopsaooueHHoe MHOX*Cecmeo, y0081emeoparoujee
yca08uam obpwiea o3pacmarowux u yoviearowux yeneii (OrpaHUYEHHBIX WM HEOrpa-
HUYeHHBIX). T020a 6cakas MakcumaabHas (KOHeuHaA) yenv C6A3AHA C KaAMNCOOil
Opy20ii MAKCUMAABHOI Yenvlo ¢ MmeMu CamMblMu KOHEUHbIMU DAeMEeHmamu u MHO-
aocecmeo P yoosaemeopaem ycaosuro K mozda u moavko mozoa, ecau 6binoAHeHO
caedyiowjee obobwenHoe ycaosue yemvipexyzeoavhuka (cp. [9], 2.4).

CQG. Hdua ecex a,b,d, meP, 20e deaVv b u mea A b — makux, umobs
uemvipexyzoavnux (d, m; a, b) 6614 npocmoii, cywecmsylom maxcumasbivie yenu As,
B%, Ct, Db, — maxue, umo6vi yenu (TakXe MakCHMaJbHBbIe!) A*x B2 m Cix D
umeau oouHarxosy oauny (2.2, npumep 2).

Musan Koaubuap B cBOYO odepens 3aMeTui [18], uTo Mou pe3yibTaThl B paboTe
[9] ocraroTcs npaBHIBHBIMU — M [aXe B CHJIbHeWIIel (opme, HEXEJH s MM IpHIa-
BaJl — 1A GoJjiee mMMPOKOro Kjacca YacTUYHO YNOPSAOYEHHBIX MHOXECTB, YeM
KJIaCcC YaCTHYHO YNOPSAOYEHHBIX MHOXXECTB KOHEYHOH IJIMHBI M KOTOpBIE, BOpPO-
4YeM, He IOJDKHBI OBITH BCceraa MyibTHpelreTkaMu. Mcnosb3yss Moe TIOHSATHE HpPOC-
TOTO YeTHIPEXYTOJIbHUKA, komopoe M. Koaubuap chauara gopmyauposean oaa 6osee
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06wux 4YacmMuyHo ynopsao0oueHHbIX MHoMcecms,') OH MIMEHHO BBOIUT HOBOE NOHSTHE
Henpusodumozo yuxaa ([18], 1.2), koTopoe cuiIbHEE YeM MOHATHE MpocToro nukia Opa
[22]. {Be uenu A;, B, (MakcumanbHble) mo KomuGuapy o6pa3yr0T HENpUBOAMMBIH
LMKJI, €M Ul kadxcdoii mapwl a, b(ae€ Ay, be By 1 a, b % u, v) 4eTypexXyroJbHUK
(u, v; a, b) sBaseTcs npocTbiM. I3 pesyabTaToB Koaubuapa (TaM Xe) ceyeT 31ech
yOOMSHYTb 3TOT: [ee yenu (MaxkcumanbHble) C OOWUMU KOHEUHbIMU dAeMeHMAMU
AGAAIOMCA 00HOBPEMEHHO KOHEYHOi U OOUHAKOBOIl OAUHbI MO20a U MOAbKO mo20a,
ecau makumu seaalomca oba kKomnoHenma (yenu) 06020 HenpuUOOUMO20 YUKAQ.
B makom cayuae OanHble yenu c6A3aHbl 0axce & CUabHOM cmbicie no Koaubuapy.
BrnpoyeM 3aMeyaTesibHO, YTO METOABI JOKa3aTenbcTB Konmbuapa (Tam xe) sBis-
JOTCS B CYIHOCTH MOApaXxaHueM MOUM, HECMOTPS Ha UX Gosiee oOwmit xapaxTep.'?)

B. @yuxyua Mébuyca (cp. [11], rn. 1, § 12). IlepBoe uccrenosanue o MOBEICHHA
dynkuuu Mé6uyca B mepapxusx’) H (Tepmun mo BeiicHepy [24]) Obuto cmemano
BeiicHepoM (TaM Xe) npu npeonosoxcenuax, umo H asisemca pewemxoil, A HEMHOTO
nosxe Puunom Xoasom [14] 0is KoHeuHbix, HO BIPOYEM IPOH3BOJILHBIX HEPAPXHIA.

3aTpynHeHns npoGieMbl B obLIeM BBITEKAIOT M3 ,,BHYTPEHHEH CTPYKTYpsi H.
OpHako, B 061IEM CilyYae 3Ty CTPYKTYPY MOXHO HCCIEN0BaTh IPH IIOMOLIM TEOPUH
MyJIBTHPEIIETOK; 3TO KaK pa3 CHENaHO MHOIO B IIpHBENCHHOH yxe pabote [4]
M B MOHX 3aMeTKax [5], rae s moctur Gosiee oOIIMX pe3yIbTaToOB YeM Beiicnep, Xoan
(tam xe) u D. Kaein [17]. D10 MeHs NpuUBENO, MEXAy IPOYHUM, K BBEACHHIO Ue-

"B cmsicie Moero moxsana [3] 3TO MPHBOAMT K MBICIH, 4TO IUIS BCAKOl Teo-
METPHYECKOM CTPYKTYpHl KOHGHrypauuu P MMeeTcs COOTBETCTBYIOLUEE HOHSTHE
NpPOCTOr0 YeThIPEXyrojbHUKa. UYeTbipexyrodbHuK M. Koiubuapa (Tamxe), Kax
M MOM ompeJesieH P MOMOILHM XaycaAopHOBCKORX TeOMETPHYECKOM CTPYKTYPBI KOH-
¢urypammau P ([3], 3.4). C npyroii CTOpOHSBI, BCSKHH YeTHIPEXYrOJbHAK KOH(Urypa-
ud P sBiisieTcs MPOCTHIM B OTHOLUEHHH K OUCKpemHOii TeOMETPHYECKOW CTPYKType
koHurypauuu P ([3], 3.4).

19y 3ameuanne mobasneHHoe aBTopoM 16 maprta 1960 r. Teopus ueneit B Gonee
O6IMX YACTHYHO YHOPSHOYEHHBIX MHOXECTBax Oblia NMpeaMeToM TIyGOKBIX HC-
© ClIeHOBaHHH Bamn‘epa Qenbiepa  [29], rme, Mexay IpPOYMM, 3aMedaTeIbHO
YCHIMJ M DACIIMPHUJ BBILICTIPHBENEHHBIE pe3ynbTatel M. Koaubuapa u mou [9].
VI3 HOBHIX MOHATHM, BBEOEHHBIX IO 3TOMYy moBoay B. @enbliuepoM, cieayer 34ecCh
OTMETHTh BaxHOe NOHATHe f3,Z-deThipexyroyibHuka (n = 1, 2, 3,...), xak u f,Z —
OTHOILECHHSA MEXAY AByMsS (MaKCHMAaJbHbIMH) LEMSMH C OOLIMMH KOHIAMH (n =
=1,2,3,...). Ina n = 1 nmomyyaeTcsi NPOCTO# YeThIPeXyroibHuK [9] u ,,verbun-
dene Reihen** M. Koaubuapa [18].

%) Iox 3THM 5 IOHAMAIO BCAKOE YACTHYHO YNOPSAOYEHHOE MHOXECTBO, YaCTHBIE
/v KOTOPOTO ABJISIOTCA KOHeYHbIMU TOOMHOXKECTBaMH; CM. [24].
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papxuii Méouyca, 3TO 3HAYMT HEPAPXUHA C MEPBBIM JIEMEHTOM O,rneodaneécexa,b,d,
me H — maxux, umodea v bumea A bumeemca p(a) u(b) = u(d) p(m). B atux
Hepapxusx (yHKuus Mébuyca ABNAETCH HENPEMEHHO MYAbMUNAUKAMUEHOU B TOM
cMBICITE, YTO [UIs BeeX a, b, d — Takux, 4To dea vV b u O €a A b, uMeeT MecTo
p(a) u(b) = u(d). ITo MoCTEHEE CBOACTBO BBIMOHEHO TaKxke U1 QyHKIMH Mébuyca
ducmpubymusHoii uepapxuu (kak MynbTupeineTku!); cM. [4], 4.3; oueHb maxe Bepo-
ATHO, 4TO KaXk1asi AUCTpUOyTHBHAS HepapXus sBiseTCs uepapxuei Mébuyca (cp. (4],
4.10, mpo6JieMa 2). Ve 3T CBOHCTBA OKA3bIBAIOT, KAKOE 3HAYEHHE UMEIOT NUCTPHU-
GyTHBHBIE MYJIbTUPELIETKH ISl airebpandeckoi TOnoJIOrul (2.2, mpumep 10).

U3 CBOWCTB AUCTPUOYTHBHBIX MYJIbTHPELIETOK, TIPHBEICHHBIX MHOIO B [4], X04y
06paTUTh BHUMaHHKE Ha 0CO60 BaXHOE €801icmeo OUCMPUBYMUBHBLX MY AIbIMUPEUIEMOK,
a HMEHHO HA TO, YUMo OHU AGAAIOMCA KAPMEIUAHCKUMU YACMUYHO YNOPAOOUEHHbIMU
MHONCECMBamy, 3TO 3HAYHT, YTO CYLECTBYIOT H30MOP(PHU3MBI B CMBICJIE YaCTHIHOTO
ynopsinouenus: d/m S (a/m) x (bm) 3 (d/a) x (d/b) nmns Beex  a, b,dmeM —
Takdx,utodea v bumea A b; 31ech x 00603Ha4YaET, KAK OOBIYHO, KapIHHAILHOE
npousseeHne. M3 3TOT0 MeX/y IPOYNM BBITEKAET, UMo MOAbKO OUCmMpubymusHoie
MYAbMUpeuemKy ¢ OONOAHEHUAMU ABAAIOMCA Byaesoimu arcebpamu. Cp. Taxke
[8, II, III] xak u [16], roe GbUIM MPHUBEAEHBI APYTME MHTEPECHBIE CBOHCTBA MUCTPH-
O6yTHBHBIX MYJIbTUPELIETOK KOHEYHOM IJIMHBL.

DTH CBOiiCTBa, MEXAy IPOYUM, HUrparoT pojib B JOKa3aTeJIbCTBE KPUTEPHH,
xotopoe nonan J. Axy6ux, 4T0GB ABe YUILTPYIOLIKECS IHACTpUOYTHBHBIE MYJILTH-
PELIeTKH, BCE OTPAHMYEHHBIE LEMH KOTOPBIX MMEIOT KOHEUHYIO JUIHHY, GbLTH rpadu-
yeckd n3oMopdHsie; cM. cHosa [16], Teopema 1. S He 6yny 3eCh KacaThbCs AeTaJleH
3TOTO BOIPOCA, KOTOPHIM C HOBO# TOYKHM 3PEHHUS, 2 IMEHHO METPHYECKOH, 3aHUMAJICA
taxxe M. Koaubuap B pa6ote [28]. Umenno, M. Konubuap (tam *e) TOBOPUT, 4YTO
[BA METPUYECKHME MPocTpaHcTBa M, M’ MeTpPUYECKH KBHUBAJICHTHEI, €CIIA MMEETCS
Takoe B3aMMHO OIHO3HAYHOe OTOOpakeHWe ¢ mpocTpaHcTBa M Ha M’, 4TO M3
a,b,ce M u da, b) + (b, ¢c) = é(a, c) cnenyet d(ag, bp) + A(by, cp) = d(ap, cp)
B M’ u Hao6OpOT.

Jlokasana crienyromas ocHoBHasi Teopema ([28], Teopema 3.3.2):

IlBe MeTpuueckue AMCTPUOYTHBHblE (QUIBTpyIOIIHECH MyJbTApeteTkn M, M ‘
([28], 1.4) Torma ¥ TOJNBKO TOrAa METPHYECKH IKBHBAJICHTHBI, KOI/la CYIIECTBYIOT
Takde MyJbTHpeleTku A4,, A,, 4TO nmexoTcx naomopclmaMm (B cMBIC)Ie YacTHY-

HOTo ynopsmoueHus) MEA, x A, u M'8A4, xA 2, Toe A2 03HaYaeT MYyJbTHPEIIETKY
JIBOMCTBEHHY K A,.

DTa TeopemMa OCTaeTCs B CHJIE, €CIH CJOBa ,,METPUYECKUE MyJIbTHPEILETKA
M ,,METPHYeCKH OSKBHBAJICHTHBI 3aMEHHM CIIOBAMH ,,MyJbTHPEIICTKH, KOTOPBIX
OrpaHHYEHHBIE [ENH KOHEYHbI'* U ,,rpaduieckn H30MOPQHBI* COOTBETCTBEHHO. Iony-
YeHHOEe TAKMM 0oOpa3oM yTBEPXKIEHHE ABJISCTCA B HEKOTOPOH Mepe Gonee 06ILUM,
yeM TeopeMa 1 S. Sxy6uxa [16].

439



B. Teopua deaumocmu (cp. [11], rin. X1V, § 13). B cBoeit pabote [6] s noKka3bIBaro,
YTO BCSAKas OucmpubymueHas MYJIbTHPELIETOYHO YNMOPSNOYEHHas Ipynma, liejibie
37eMeHTHl (3TO 3HAa4YuT < 1) KOTOpO#H YHOBJETBOPSIOT YCJIOBHIO OOpHIBa BO3-
pacTaloluX Nenei, ABJIACTCA peuemoyHo ynopA0o4eHHoi TPYIIO#, U3 Yero BHITEKaeT
CHJIa OCHOBHO# T€OPEMBI IEJIMMOCTH ISl 3TOT0 KJIacca MyJbTHPEILETOYHO YIOPsSIO-
YEHHBIX TPYIIL.

I'. Myavmupewemxu u meopusa myavmuepynn. OOILEU3BECTHO, YTO MHOXECTBO
BCEX MOAMYJILTUTPYII MYJbTHIPYIIEI, YaCTUYHO YNOPSAOYEHHOE IO BKJIOYEHHIO,
OOBIKHOBEHHO He SIBJISETCS pelleTkoit; cM. [23]. HampoTuB TOro ecth Ciy4aw, TOe
3TO MHOXECTBO SIBJISIETCS MYJIbTHUPELIETKOH, HANp. €CIH MYJIbTHUIPyNNna KOHEYHas
WIM C KOHEYHBIMH BO3PACTAIOLIMMHM W YOBIBAIOIIMMH LETMSAMH IOIMYJbTHIPYII;
cM. Takxe 2.2, npumep 6.

CrnefoBaTeNnbHO BO3HHKaeT mpobiema Gosiee moapobHO McciaenoBaTh CBOMCTBA
MyJIbTUPEIIETOK HOAMYJIBTHIPYIN, 3HAYMT HCCJIeN0BaTh B3aMMHBIE OTHOLUEHHS
MeXIy HHMH M CTPYKTYPO#M LEJIBIX MYJbTHIPYIHN, TaKkXe KaK B TEOPHH TPYII MBI
H3yYyaeM OINpeNesIeHHble CBOMCTBA TPYNNbI IPH MOMOIUM PELIETOK MOATPYII M Ha-
o6opoT. DTa mpobieMa HAMHOTO CJIOXHEE, YeM B TEOPHH IDYIN, Tak Kak BOBCE
He SCHO, KaK HAaIO as2ebpauyecku’) KOHCTPYHpPOBaTb MyJbTHOOBenuHEHHs A V B
H MyiabTunepeceyeHuss A A B OByX moaMyibTurpynn A, B MynsTHrpymnsl M
C IPEeANOChUIKOM, YTO 3TH MYJIbTHOOBEIUHEHUS H MYJIbTUNIEPECCYEHHS] CYILIECTBYIOT:
B CaMOM JieJie, [axe He siCHO, OyAaTo Obl TOJIbKO Xaycaop¢oBCKas reoMeTpuyecKas
CTpyKTypa [3] 4acTHYHO YNMOPSIOYEHHOIO MHOXECTBA NOIAMYJILTHIPyHN Oblia
IOCTAaTO4HOM . . . O4eBHOHO sABJISETCS HEOOXOOMMBIM HavaTh MCOBITAHHEM He-
CKOJIKMX IIPOCTBIX NPHMEPOB MYJBTHTPYHII C MajlblM YHCIOM 3J1€MEHTOB (Cp.
onAath [23]).

§ 5. MyabTupemieTkn B reoMeTpuu

BonbIIMHCTBO NPUMEPOB MYJIbTHPELIETOK U3 2.2 B3ATO U3 reoMeTpuH. B obuiemM
u 6e3 mpeTeH3H#, YTO ObIIM McuepmaHbl BCe ClyYad, MOXHO CIPYNIHPOBaTh 3TH
,,KOHQHUTypamuu‘‘ B ciieayroipue qBa Kjiacca, a AMEHHO B KOH(QHIypaluH 4acTHYHO
yHOpSAIOYEHBI 110 6K MOUeHUIO (upumepst 4, 5, 8) 1 B KOHPUTypalMK YaCTHYHO yHoOps-
" IOYEeHBI TIPU TOMOLIM uHyudenmuocmu (npuMepsl 9, 10, IPOEKTHBHBIE T€OMETPHU
M T. [.); 4TO KacaeTcs IpuMepa 7, NEpeBedy €ro B MepBBIil kilacc u3-3a 61u3koro
cpoacTea ¢ mpuMepoM 4 (cM. Moro paboty [7]). IlepBeiil Kiacc SBISETCH, TAKHM

%) B 3TOM CMBICIIE HaZio IOHAMAaTh — mutatis mutandis — koncTpyxuuu ben Jywi-
Huka [26] nns TanoB nopanka u Mo [7], 1.3.1 myis mpocTpaHCTBa-BpEMEHH CIIEHAJIb-
HOM TEOpHH OTHOCHTEJIBLHOCTH; CM. naiblie § 6.
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00pa3oM, KJIaCCOM Te€OMETPHYECKHX KOHTYHYYM, BTOPOH — KJIACCOM TI€OMETpHii
nepeceyeHud U oO6benuHeHui. B oboux ciyyasix npobsieMa COCTOMT B OCHOBATE/b-
HOM MCCJIEJIOBAHMM CBOWCTB, HampaBJIeHHbIX K aOCTpakTHOH XapaKTepUCTHKE
6 MepMUHAX MeopUu My1bMupeutemoK ¢ MoOYHOCMbI0 00 Uzomopgduzma (4acmuyHo2o
ynopsaodoueHus), KOHpUrypauui, o KOTOpbIx MIeT peyb. K uiuIrocTpanuu cka3aH-
HOTO TIpUBENY JBa MpuUMepa:

A. I'eomempusa kpyea. Peub UOET O MHOXECTBE, OMMCAHHOM B mpumepe 4 u3 2.2.
DTO MHOXECTBO — K KOTOpPOMY 37ech npuOaBUM NeEpBhIi 31eMeHT 0, T.e. MycToe
MHOXeCTBO, U TOCJIeTHUN JIEMEHT 1, T. €. IeJIylo 3BKJIUIAOBYIO ILUIOCKOCTb — 000-
3Hayy B naubHediem C. MHoxecTBo C SBJSETCS BCErJa MYJIbTUPEIIETKOH, NpU
MPEIIOCHIIKE, YTO MOJIOKKUM, KaK OOBIYHO A

avl lva=1, aeC

an0=0Aa=0, aeC

aAnl=1Aa=a=av0=0va aeC

Il

Myunbstupenierka C objagaeT CiaeaylOlHMH CBOHCTBaMH:

1a.*) Myasmupewemxa C amomna 6 mom cmvicae, umo 01 écaxozo a€ C — ma-
K020, umo a > 0, cywecmeyem maxoti amom (= touka; [11], rn. 1, § 6) pe C, umo
azp. .

16. Hdaa ecsakozo ae C — makoeo, umo 1 > a > 0 u omauurnozo om amoma,
cywecmeytom 3aemenmol a;, a' € C makue, umo 1 > a; > a > a’ > 0.

2. [aa ecex a,be C — makux, umo 1 > a = b > 0, cywecmeyem x € alb (§ 3)
(B mefCTBUTE/NIBHOCTH UX B Cily4yae a + b GecKOHeYHOe MHOXECTBO!) makoe, umooul
yacmusle al/x u x/b 6viau yenamu (COBEPILECHHO YNOPATOYEHHHIMH MHOXECTBAMH).

3a. Myavmupewemounvle onepayuu vV u A yHugepcaavHvl. Kpome mozo d0aa eécex
a,be Cmakux, umo 1 >a>0,1>b>0ua=xb=xa umeem mecmod < 1 0an
" 8cakozo d € av b uuacmuvie dla, d|b asasiomen yenamu, kaxoeo 6bt nu 6si10 d € a v b
u 011 écex a,be C maxux, umo 1 >a >0, 1 >b>0,afxbfaul¢anb
umeemca m > 0 0aa 6cakozo me a A b u vacmuvie a/m, b/m asasromea yenamu,
Kakoeo 6bl Hu 6blro mea A b (Cm. obo3Havenus 2.1.2). Ons a, b e C Takux, 4TO
a=b sonpenensroa vVb=auaAb=>.

306. Haa ecex a, b, de C maxux, umo 1>a>‘ 0,1>b6>0,1>d=a,1>d2b

*Y M. Koaubuap oOpaTiyl MOe BHMMaHME Ha TO, YTO CBOMCTBO 16 B mpexHOi
¢dbopMynHpoBKe He OBLIO MPaBWILHO (B TOM Ciiyuae, KOrJa d NPEeACTaBIAET aTOM).
IToToMy 5 BKIIIOYHII B TEKCT CBOWCTBO 1a M B CHJIy TOTO St ”3MEHHJI IPEXKHOE COOTBET-
cTBHe CBoiicTBa 16.
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u makux, umobel dla, d|b 6vLau yenamu, umeem dea v b; u oas 6cex a,b,me C
maxux, umo 1 >a>0,1>b>0,0<m=a 0<m= b u makux, umobsl a/m
u b/m 6b1au yenamu, umeem mea A b.

4. Myavsmupewemka C noaxa é cmvicie 2.1.3. ITO CBOHCTBO sUIBSETCSA MOCIEA-
CTBHEM TOTO, uTO no [25], Kaxnoe duibmpyioweecs TIOAMHOXeCTBO MHOXecTBa C
o6nanaeT BepxHeil rpaHblo (06bEIMHEHHEM) H HIDKHEH I'PaHbIO (TIEpeceYeHneM).

5a. Kaxcoomy a e C makomy, umo 1 > a > 0, 00Ho3HauHo coomeemcmeyem He-
ompuyamevHoe Oeiicmeumensroe uucio R(a) (paduyc kpyza a) — makoe, umo 04
ecex a, b € C yoosaremsoparowux ycaosuio 1 > a > b > 0 umeem mecmo R(a) > R(b).
Ilaa a =1 aonpedeasio R(1) = +o0; ,,kpye"* 0 He umeem paduyca (no onpedeaeHuro).

56. Jas ecex a, be C makux,umol >a > 0,1> b > 0u0¢anbudasecaxozo
mea A b umeemca dea v b maxoe, umo R(a) + R(b) = R(d) + R(m). (B Tepmu-
Hax Moe# paboThl [2], § 5, 3TO 3HA4MT, 4TO R(a) A618emca oyeHKoli 6mopo2o0 muna,
CHU3Y.) ‘

58. [daa ecex a, be C maxux, umo 0¢ a A b, cywecmsyom He boavbuie 08yX
(pasmvix) s1emenmos m, m' € a A b makux, umo R(m) = R(m') = 0.

6. Han ecex u, ve C makux, umo u > v, aaemenm a € C makoii, umo u > a > v,
ob6aadaem omnocumenvbim Oonoanenuem (B ufv, [2], § 6) mozoa u.moavko moeaa,
ecau uacmuvle ula, alv AGAANOMCA Yenamu. :

7. Ecau 044 a,be C, makux, umo a > b, uacmnoe alb seasemca yeuwto, mozoa
a/b g R*, 20e R* 03Hauaem yenb geuyecmaenHblx yuce (YnopA004eHHbIX NO 6eAUYUHe ).

C abCTpakTHOH TOYKM 3peHMsl CBOHCTBAa MynbTHpeweTkd C He SIBJIAIOTCA BCE
HEe3aBMCHMBIMH; HAIp. CBONCTBO 6 SBJSETCS SBHBIM CIIEACTBHEM CBOHCTB 3a M 36.
Ho ocTaeTcsi OTKPBLITBIM BONIPOC, JOCTATOYHO JIH MHOXECTBO 3THX CBOWCTB IJIs
onpe/eeHHss MyibTupeweTkn C € TOYHOCTBIO /10 M30MOpdH3Ma (HACTHYHOIO
YIIOPAAOYEHHUS).

B. Cumnauyuansusie komnaexcol. VI3 onpeneeHns CUMILIALIMATIBHBIX KOMIUIEKCOB
SICHO BBITEKAEeT, YTO TH KOMIUIEKCH Kak abcmpakmmsie kongueypayuu ([11], ra I,
§ 10) seastomca KoHeunviMu myavmupeuiemkamu N, umerouumu nepeviii 1emeHm 0
(WM TyCTOe MHOXECTBO) u nocaednuii 3aemenm 1 (T. €. BeCh CHMILIALMAJIBHbIHA
KOMILIEKC KaK OJIHO LIEJIOE) & maKumu, ymobsl 044 6cako20 a € M ydosaemsoparowezo
ycaosuro 1 > a =0 yacmnoe al0 6v110 Byaesoii arzebpoii. (Takoit ABIsETCS Hamp.
MyJbTHpelleTKa npuBeaeHHas Ha ¢ur. 1.) Ho xaxeTcss Masio-BepOATHBIM, 4TO 3TH
CBOMCTBAa HOCTATOYHBI IS XapaKTEPHCTHKH CHMIUIMIMAJIbHBIX KOMILJICKCOB' KaK
abCcTpakTHBIX KOHQHIypaunui.

§ 6. MyabTupemeTk: M ypaBHeHMs B YACTHBIX MPOM3BOJHbIX

Bupkzogp (cm. [11], ron. IX, § 13) mepBelit oOpaTuyi BHUMaHHe Ha OYCHb BaXHOE
OTHOIIEHHE MEXIY TEOpHel YaCTHYHO YMOPSIOYEHHBIX MHOXECTB M TEOPHEH ypaB-
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HEHMHl B YACTHBIX MPOM3BONHBIX. IIpomonkas uccnenoBanus bupkzoga s u3ydan ([2],
[7]) ypaBHeHue Y€ThIPEXMEPHBIX BOJH
v v o 1 o

* ' + + e =
©) ax2 oy  a9z2 & o

# 51 TIOKa3aJ1, 4TO YaCTHYHOE YIOpsIoYeH e (CIeLHaIbHON TEOPHH OTHOCHTEIBHOCTH)
BBEICHHOE B NIPOCTPAHCTBE HE3aBUCHMBIX NIEPEMEHHBIX X, , Z, ¢ IPH MOMOLUHA Xapak-
TepucTHK ypaBHeHus (*), T. e. .y, z,t) £(xp z, t) mozda u moavKko mozoa,
ecau (x' — 0+ - » o+ - 2)? - (@ - D <0ut <t (cp.[11], r 1,
§ 2, ynp. 3), onpenensieT MoOOYAAPHYIO U CUAbHYIO Mynbmpemel‘xys) ([2],3.3 u §4),
HO He OucmpubymueHylo, KOTOpast SIBISETCS OTHOBPEMEHHO (HIBTPYIOUMMCA MHO-
%ecTBOM; oOo3Havaro e€ uepes K.

B IpyromM MecTe ONpENENsIO TNIaBHbie KBA3MIMHEHHBIC OICHKH MYJIbTHPEIIETOK
(cMm. [7], § 6) mpu nomoiuu hopmyi

v(x’, J", Zla II) + U(X”, y”a Z"’ t”) = U(XOs Yos 205 to) + U(xo, Yos 20> tO)s
rie p,pnz — (x" _ x,)z + (yrl _ yl)2 + (zll _ zr)z ; CZ(III _ tr)2
U TZle KpOMe TOr0o MMEITCH
s poit iy AL

x4+ x"+(x"—x )—(—— l

ron

pp

2x,
- c(t"—t
2xp = %'+ x"—(x"—x') 21
v aHAJOTHYHBIX GOpMYJ] Ui y ¥ z M Tlie, HAKOHELl, MMeeT MeCTO

2ch =c(t +1t")+pp"

2ty = c(t' + ") — p'p’

)

%) Oxmas Onuuecky, WHTEPECYIOLIMACS YCEPAHO O MOM HCCIIENOBAHHS B 3TOM
npeaMeTe, oKa3al MHE IIEPBOE I0Ka3aTeNbCTBO (HaKTa, YTO MHOXKECTBO K, saBnseTcs
MyJbTHpeIEeTKOR (Huyero OGonblle); €ro AOKa3aTeNbCTBO — HAMHOroO MpOCTEE
MOEro — MMeeT XapaKTep CYLIECTBOBAHHS M OCHOBBIBA€TCS Ha XOPOLIO H3BECTHOM
CBOMCTBE MeMCTBUTENbHBIX YHCEJ, & MMEHHO, YTO BCAKOE HE IyCTOC MHOMKCCTBO
JeHCTBHTEBHEIX YHCEJ, ECIIH OHO MaXOpHpPyeMo (MHHOPHPYeMO), obazaeT BepXHei
(amxHel) rpasblo. OQHAKO, s OTJA] NPEAOYTCeHHE MOEMY KOHCTPYKTHBHOMY €O~
METPHYECKOMY T0Ka3aTeJbCTBY, HE TOJBKO M3-3a €ro CYIIECTBEHHO 3JICMEHTapHOI'O
XapakTepa, HO IJIaBHBIM 06Pa3soM IOTOMY, 4TO (OPMYJIBI I'u I (nemma 1.3.1 u3 [7]
u yTBepxnenne A wu3 [2], 1.2, npumep 7) yioTpebiisitonmecss B HeM, IO3BOJISIOT
CHHTETHYECKOE M3ydYeHHe CBOWCTB MYJIbTHPEINETKH Ky 7, §2).
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Ho cyliecTBYIOT riaBHbIe KBa3WJIMHEHHbIE OLEHKH K,, KOTOpBIE HE SIBJISIOTCA
peuieHussMd ypaBHeHust (*); Takoil sBnsercs Hamp. QyHkmus o(x, y, z, f) =
=x> + y* 4+ 22 + ¢**. C npyroii CTOPOHBI eCTh pellleHus: ypaBHeHHS (*), KOTOpbIE
HE SIBJISIOTCA IJIaBHBIMH KBa3WJIMHEHHBIMM OleHKaMu K,; Takoil siBisieTCsl Hamp.
pyuxmns®) v(x, y, 7, 1) = (x* + y* + 22 — 2P 7L

TakuM 00pa3oM s MpULLes K cieayrolei npobiemMe, KOTOPYIO s Ha3BaJl npob.e-
moii Bupkeogpa ([7], §4):

.Onpedeaums ece Oeiicmgumenvhvie @Hynkyuu v(x, y, z, t) onpedeaeHHble U AHAIUMU-
ueckue Ha écem npocmpancmee K, u xkomopuie 6blau 6bl 0OHOBPEMEHHO DeuleHUAMU
ypasuenua (*) u eaasHbiMu Kea3uauHelHbIMU oyeHKamu myabmupeutemiu K, .

Ilpu momoLLM HEKOTOPBIX ajreOpanyeckhX pacCyXICHHI M Pa3jioXeHHs ONpee-
JIEHHBLIX MOJYJIEH Ha TIpsIMble CyMMBI s noka3biBaro ([7], § 6), 4To eIMHCTBEHHBIMH
(GYHKUMAMHM, IMEIOLLIMMH 3TH CBOMCTBA, ABJISAIOTCS QYHKI MM ONIpeieIeHHbIE (hOpMyJIoit

v(x,y,z,t)=(ht + k) + [(Ix + my + nz)t + 'x + m'y + n'z)]

roe h, k, I, m, n, I'’, m’, n’ nro0ble OeCTBUTEILHBIE YUCTA.

Bompoc, kacaroiuuiics reoOMeTpHYECKOW MHTEPIpeTalluy 3TOro pe3yJibTaTa, MoM-
HATHI O. OHuyecky, OCTaeTCSI OTKPBITBIM.

Yrto kacaercs Oosiee OOLIMX JHMHEHHBIX ypaBHEHUH B YaCTHBIX NPOU3BOIHBIX
BTOPOrO MOpsA/Ka, TUNEPOOJHYECKHX, OCOOEHHO C MepeMEeHHBIMHU KoeddunuenTaMy,
MBI ObI HE MOTJIM OXHIATh TAKOr0 MPOCTOrO pe3yjbTaTa. Jaxe s Aymaro, 4To OHITHE
MyJIbTHPEIUETKA OBLIO Obl HEZOCTATOYHBIM ISl aHaJu3a 3THX CIy4aeB M YTO,
MoXeT OBITh, Halo GBUIO OB MPUMEHUTH GoJiee OOIIHE TeOMETPUYECKHE CTPYKTYPHI
COOTBETCTBYIOLEH KOH(QHUIypalWd, a MMEHHO MNpocTpaHCTBO PumaHa dacTuyHO
yHOOPSIOYEHHOE IPH IOMOILY XapaKTePUCTUK HCCIIe0BaHHOTO ypaBHeHus (cm. [11],
ctp. 151 u moit moknan [3], 11.2; IV u V); Bopouem, xak O. Onuuecky u XK. Bpan-
YyeaHy 3aMETHIH, J€JIO MOET 3[eCh O YaCTHYHOM YNMOPSOOYEHMH JIOKAJbHO OIpe-
JIeJeHHOM (T. €. B KacaTeJbHOM IPOCTPAHCTBE, COOTBETCTBYIOIIEM BCSKOH TOYKE
npocrpaHcTBa Pumana).

§ 7. MyapTupemierkn ¥ (YHKIMOHAJIBHBINA aHAIN3

BaxHOCTH pelIeToK B 3TO# 06J1aCTH COBPEMEHHOH MaTEMATHKH COCTOMT HaBEPHO
B 3ajla4e, KOTOPYIO 3[IECh HMEIOT PELIETOYHO YIOPAXOYECHHBIE TPYNIBI, a 0COOEHHO
BeKTOpHBIE pewreTku (= vector lattice, cm. [11], rin. XIV u XV). Ho ectp ciyuaw,

) DTo NPOTHBOPEYHT NPEINOJIOKEHHIO OHuyecky, O KOTOPOMY 3Ta (GyHKUHS
nosxHa Ovl ObITH riIaBHOM KBa3sWJIMHEHHOM oueHkod K.
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KOTZIa WMCCIe[lyeMble BEKTOPHbIE YaCTHYHO YNOPAMOYECHHBIC MPOCTPAHCTBA HE ABJIA-
JOTCS pelleTKaM¥ 1O OTHOIICHHIO K TpeGyeMOMy 4YacTHYHOMY YHOPANOUCHHIO;
TAaKHM SBJIAETCS HAMp. ClydYalt ToMOMOPOH3MOB OHOH BEKTOPHOH PELUETKH B ApPY-
ryio ([11], ri. XV, § 6), mnu cinydan dynxumil BioJHEe MOHOTOHHBIX (Tam xe, § 16).
Kak pa3 B 3TMX BONPOCAX MOHATHE MYJIbTHPELIETKH MOXET ObLITh MMOJIE3HO; A HMEIO
BBH/Iy MIPeX/e BCEro 3HA4YEHHE NMCTPUOYTHBHOCTH B CIIEAYIOIIOM CMBICIC (cM. Mot
noknan [3], 6.1 u 6.2)7): Haa ecex a, b, d, me G makux, umo deav b meanb
u ab = dm u a8 kancdozo x € dlm umeiomca a' €(a A X), u b’ €(b A x),, makue,
ymo xea v b’ (2.1.2) u makue, umo a'b’ = xm.
O6nafaer JId 3THM CBONCTBOM BCSKas MyJbTHDPEILETOYHO YNOPSANOYEHHAA rpyn-
na?®) '

§ 8. Heckonpko ykazaHHili K HCCIEOBAHUIO

MHe KaXeTcsi, 4TO pa3BUTHE TEOPHH MYJIbTHDEIIETOK ObUIO ObI XKelaTebHO
B CJIEAYIOIINX OTHOLUEHHSAX:

1. a) YVeaybumo u3zyueHue MOOYAAPHBIX MYAbMUPEULEMOK C MOUKU 3PEHUAR UX
aavmepramusnbix onpedesenuti (cp. [2], 4.7—4.1.4.2), ux oyenox (cp. [2], §5, [8,1]
u [11], . V, §6), ux mempuueckux u monoao2uuecKux ceoticmeé (cp. MecTa yXe
npusenennsie u [11], rn. V, §7, 9, 10).

1. 6) Passumbs meopulo MOOYAAPHbIX MYAbMUpEULeMoK ¢ 00NOAHEHUAMU KaK 66e-
deHue K 2eomempuu MyAbmuoObeOUHEHUA U MyAbmunepeceyerus, NpUHUMAan Kax
obpasey cuHmemuuecKylo npoeKMusHyo 2eomempuro Menzepa [21] u nenpepbvigHo-
MepHble npoekmushyvie 2eomempuu dxcona gon Heiimara [11].

II. Pa3sumbv meoputo nOAYyMOOYAAPHbIX My/tbmupeiuemmc (em. [11], .rm. VII
u [2]) xax esedenue K CuHmMemMuueckoi 2eoMempuu MONnOAOSUYECKUX KOMNAEKCOo6
(cm. 2.2, mpumep 10) u obobuenue npumepa 9 u3 2.2 u agunnsix 2eomempuii (Cp.
Hanp. [19]).

") B creayroweM B BHIY YNPOLIEHHs, s IPEANOJara, To rpymnna G sBiseTCA
KOMMYTaTHUBHOM.
8 A. Axy6uk OTBETHI Ha 3TOT BONPOC oTpHnaTeabHO. OTHOBPEMEHHO B CBA3H
C 3THM OH 3a/1aJ1 CJIEAYIOLIIH, OYeHb HHTEPECHBIH BONPOC (0603HAUCHHS KaK B TCOPHH
" MyJIbTHPEIUETOK, XOTS PACCMATpPHIBa€MBIE IPYNIbI HE NOJDKHBI BCEra 6BITH MyJIbTH-
PELIETOYHO yNOPsAOYeHHbIMH Tpynnamy): Ilycte G — Y4ACTHYHO YNOPSAIOYCHHas
rpynna u a, b, d, m, x TaKkue 3NEMEHTBI IPYNIbI G, ywto dea v b, meanb n
d = x = m. CylecTBYIOT /i1 TakHe 3/eMenTH a’, b’ € G, 410 adeanx,bebnax
Hxed v b'?3nech CHOBA, KaK MBI BHIHMM, AEJO HAET 06 OMHOM CBOMCTBE HUCTPH-
6yTuBHOCTH XaycHophOBCKOH reOMETPHYECKOR CTPYKTYpH G.
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III. Yeaybums meopuro oucmpubymusnvix myavmupewemox ([2], §6) ¢ mouku
3penus ux aibmepHamusHvlx onpedeenuii (cp. Moro paboty [4], § 3 u'[11], . IX,
§ 1) u ux npedcmasaenuii (cp. [11], rm IX, §§4,5), meopemvr o pasrodcenuu
Kypowa u Ops (cp. [11], rn. VI, § 7 u rin. IX, § 7; 3mece MHe KaxeTcs, YTO KOH-
CTPyKuus, KOTOpYyto st mpusen B [4], § 2, xak ¥ B Moeii 3ameTke B Comptes Rendus
[5, I], 6ymer emie ¥MeTh KakKyloo-TO POJIb).

IV. Pazeums meopuro myavmupewiemoyHo YnopAoOYeHHvIX 2PYNN, NPUHUMASA KaK
obpasey [11], r. XIV u ocobenno ¢ mouxu spenus npobaemvl Kaaccuguxayuu (mo-
dyaapHocmb, Oucmpubymusrocms). Cp. mooice moro 3amemky [6] a makace moii
ookaao [3], § 1.

V. Pa3zeumb meopuio MyAbIuUpeuiemoyo YnopA0oueHHbIX MYAbIMUNAUKAMUGHbIX
cucmem (ocobenHo noayzpynn; cp. Moxo paboty [10], § 5 u [11], ra. XIII).

VI. Veaybumo ceasu mexncoy meopueii 4acmuuHO YNOPAOOYEHHbIX MHOICECME
U meopueil YpagHeHUili 8 UACMHBIX NPOU3BOOHBIX C MOUKU 3DEHUS Meopuu Myibmu-
peutemok (cp. BbIe, §6).
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Doslo diia 2. 10. 1959

Tedria multisviizov a jej vyznam v algebre a geometrii

M. Benado, Bukurest
Zhrnutie

Praca poddva nacrt sasného stavu badania v teérii multisvizov, poukazuje
na aplikicie v algebre (Jordan—Dedekindova podmienka, Mobiusova funkcia,
tebria delitelnosti atd.) a v geometrii (teéria geometrickych kontinui, synteticka
geometria topologickych komplexov, parcialne. diferencidlne rovnice atd.). Znalost
predoslého referdtu [3] nie je nevyhnutnd k porozumeniu predloZenej prace.

La théorie des multitreillis et son role en Algébre
et en Géométrie

M. Benado, Bucarest
Résumé

C’est un apercu sur I’état actuel des recherches concernant la théorie des multi-
treillis (= multistructures dans [2]), comprenant des applications a 1'Algebre
* (condition Jordan—Dedekird, fonction de Mobius, théorie de la divisibilité, etc)
et 2 la Géométrie (théorie des continus géométriques, géométrie synthétique des
complexes topologiques, équations aux dérivées partielles, etc.). La connaissance du
rapport précédent [3] n’est pas indispensable a I'intelligence du présent apercu.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8-10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V. FASC. VIlI-X. MATHEMATICA 1961

Translationen der Verbiinde

G. Szasz, Szeged -

1. In den fritheren Arbeiten [2] und [3] wurden die Translatiou... der Halb-
verbiande ausfiihrlich untersucht. Da jeder Verband V sowohl beziiglich der
Vereinigung als der Durchschnittsbildung je einen Halbverband, den sogenannten
Vereinigungs- bzw. Durchschnittshalbverband von V¥ bildet, liegt der Gedanke
nahe, daB man einen Translationsbegriff auch fiir die Verbiinde definiere,

Im Paragraphen 2 werden wir die Translationen der Verbinde als die Translationen
ihrer Vereinigungshalbverbiinde definieren. Im Paragraphen 3 beschiftigen wir
uns mit der Menge aller Fixelemente einer Translation. Endlich, im Paragraphen 4
geben wir mit Hilfe der Translationen notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir, daB ein Verband distributiv bzw. modular sei.

In dieser Arbeit setzen wir die Elemente der Verbandstheorie als bekannt voraus;
fiir die hier angewandten Begriffe und Sétze siehe das Buch [1].

2. In diesem Paragraphen betrachten wir immer einen beliebigen Verband V;
der Durchschnitts- bzw. Vereinigungshalbverband von ¥ wird mit ¥~ bzw. V'* be-
zeichnet.

Will man einen Translationsbegriff fiir die Verbdnde definieren, so kdnnte man
zuerst daran denken, daB man unter einer Translation eines Verbandes V eine
eindeutige Abbildung A von V in sich verstehe, die sowohl eine Translation von V'
als auch eine von V" ist, d. h. fiir welche beide Identitédten

1 Mx)ny=Axny) x,yeV)
)] x)uy=Axuy (x,yel)

erfiillt sind. Das wire aber keine brauchbare Definition, da sich aus (1) und (2)
fiir jedes Element x von V

) =Alxux)nxl=Axux)nx={Ax)uxinx=x

ergibt. Deshalb verabreden wir uns in der folgenden
Definition. Eine eindeutige Abbildung ). eines Verbandes V in sich heift eine
Translation von V, wenn fiir sie die Identitdt (2) erfiillt ist.
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Mit anderen Worten, definieren wir die Translationen des Verbandes V als die
Translationen von ¥*.1) - ' - ’

Ahnlich wie in [2] und [3] nennen wir eine Translation A von V speziell, wenn
es ein Element c in V gibt, so daB fiir jedes x(e V) A(x) = c U x ist; eine solche
Translation wird mit c¢g bezeichnet.

Aus dem in [2] gesagten folgt, daB in einem Verband mit kleinstem Element
jede Translation speziell ist. Wir geben ein Beispiel fiir einen Verband (natiirlich
ohne kleinstes Element), der eine nichtspezielle Translation hat.

Es sei N die Menge aller positiven ganzen Zahlen und aub bzw. anb
(a, b € N) bedeute den gréBten gemeinsamen Teiler bzw. das kleinste gemeinsame
Vielfache von a und b. Bekanntlich bildet dann N einen distributiven Verband,
der kein kleinstes Element hat. Jedes Element x von N 14Bt sich in der Form x = 2%x,
schreiben, wo a eine nichtnegative ganze Zahl und x, eine ungerade positive Zahl ist.
Es ist leicht einzusehen, daB die Abbildung A(x) = x, (x € N) eine nichtspezielle
Translation von N ist.

Nach der obigen Definition bleiben die meisten Ergebnisse von [2] und [3] auch
fiir die Verbidnde giiltig. Wir fassen nur das Analogon des Satzes 3 von [2]
(als Lemma) ab, denn dieses Resultat wird in dem folgenden oft angewandt sein:

Lemma. Jede Translation A eines Verbandes V ist eine Hiillenoperation von V,
d. h. es gelten

3 Ax) 2 x,
) AAX)] = Ax),
(5) aus x <y folgt Ax)= Ay

fiir jede Elemente x, y von-V.

3. Ist A eine Translation des Verbandes V, so bezeichnen wir mit K, die Menge
aller Fixelemente von V bei A (d. h., die Menge aller Elemente x von V, fiir die
A(x) = x ist). Nach Satz 2 von [2] ist K, immer ein Ideal von V. Wir zeigen, daB}
auch die folgende, stirkere Behauptung richtig ist:

Satz 1. Es sei Vein beliebiger Verband und J. eine Translation von V. Dann ist K,
ein duales Ideal von V.

Beweis. Zum Beweis brauchen wir die Identitét

©) ' Mxnyyvy=4) (xyeVl),
die sich sofort aus der Definition der Translation ergibt:

Mxny)uy=Ai(xny vyl =Ai0).

!y Hitten wir die duale Definition gewihlt, so wiirde auch statt des Lemmas
(am Ende dieses Paragraphen) seine duale Aussage gelten.
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Nach dem (oben schon erwihnten) Satz 2 von [2] geniigt es zu zeigen, daBl aus
a, be K, immer a nbe K, folgt. Dazu betrachten wir zwei beliebige Elemente
a, b von K,. Dann gelten nach (6) '

Manb)ua=a, Manb)ub=b,
also
Manb) £ a, Manb) £b.

Daraus folgt, daB A(a n b) < a n b ist; andererseits ist nach (3) Manb)Zanhb.
Nach diesen Ungleichungen ist a n be K.

Es gilt der folgende Eindeutigkeitssatz:

Satz 2. Zu jedem dualen Ideal D eines Verbandes V gibt es hochstens eine Trans-
lation . von V, fiir die K; = D ist.

Anders gesagt, ist jede Translation von ¥V durch die Menge ihrer leelemente
eindeutig bestimmt.

Dieser Satz ist ein unmittelbares Korollar des allgemeineren -

Satz 3. Es seien A und p Translationen eines Halbverbandes H. Ist K; = K,,
so ist auch A = p.

Beweis. Nehmen wir an, daB K, = K, = K ist. Nach (4) gilt dann A(x),
u(x) € K fiir jedes Element x von H, so daf}

pAx) = plA)] = Ax)  (xeH)
und

Apx) = Aux)] = ux)  (xeH)

ist. Nach Satz 3 von [3] sind aber die Translationen von H paarweise vertauschbar.
Folglich ergibt sich aus den obigen Gleichungen, daB fiir jedes x

Mx) = pA(x) = Au(x) = p(x)

ist. Damit haben wir unseren Satz bewiesen.

4. Nach Satz 2 von [2] ist jede Translation eines beliebigen Verbandes V ein
Vereinigungsendomorphismus von V. Fiir Verbinde gilt auch

Satz 4. Ein Verband V ist dann und nur dann distributiv, wenn jede Translation
von V (auch) ein Durchschnittsendomorphismus ist.

Beweis. Ist nur jede spezielle Translation von ¥ ein Durchschnittsendo-
morphismus, so gilt

avbne)=asbncy=agb) nasc)=@ub)n(@vo

fiir jedes Tripel a, b, ¢ von V. Daraus folgt aber ([1], Seite 41), daB ¥ distributiv ist.
Umgekehrt, sei ¥ ein distributiver Verband und 4 eine beliebige Translation
von V. Dann ergibt sich nach (6) und (3)

Ma) nAB) = {M@anb)uatn{Manb)ub} =
=Manbu(@nb) = Manb).
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Auch die modularen Verbidnde lassen sich mit Hilfe der Translationen leicht
charakterisieren:

Satz 5. Ein Verband V ist dann und nur dann modular, wenn fiir jede Translation A
von V und fiir jedes Fixelement u von V die Identitdt

©) AMun x) = Au) n Ax) (xeVl)

giiltig ist. _
. Wie man sieht, ist die Bedingung von Satz 4 wesentlich nur insofern schirfer,
daB dort die Giiltigkeit von (7) fiir jedes u vorausgesetzt ist.
Beweis. Zuerst beweisen wir, daB die Bedingung des Satzes hinreichend ist.
Wir nehmen an, daB (7) fiir jede spezielle Translation von V giiltig ist und betrachten
ein Tripel a, b, ¢ (@ £ ¢) von V. Wegen as(c) = a U ¢ = c ergibt sich dann

avu(bnc)=agbnc)=ayb)nasc)=(@ub)nec

Die Notwendigkeit der Bedingung wird auf indirektem Wege bewiesen. Es sei V'
ein Verband, in dem eine Translation A definiert werden kann, so daB fiir ein Fix-
element u und fiir ein (anderes) Element x von V

® AMun x) # Mu) N Ax)

ist. Nach Satz 1 ist dann x kein Fixelement bei 4; folglich ist nach (3) A(x) > x.
Ferner kann u = x nicht bestehen, denn aus u# = x wiirde nach (5) auch
Au) = A(x) folgen, was aber wegen (8) un-

\(x) moglich ist. Deshalb ist

) unx < x < Mx).
un\(x) Wir zeigen, daB auch die Ungleichungen
(10) unx < Aunx)<un Ax) < Ax)

X richtig sind. In der Tat ist u N x £ A(u N x)
[nach (3)] und aus u N x = A(u N x) wiirde
nach Satz 1 auch x = A(x) folgen; ferner ist,
nach (5), AN x) < AMu) N A(x) = un Ax)
und nach (8) A(u N x) # un A(x); endlich
wiirde aus u N A(x) = A(x) sofort u= A(x)= x

. folgen, was nach dem oben gesagten un-
Diagramm 1. mbglich ist.

\(unx)

Unk

Jetzt ist schon nicht schwer zu zeigen, daB
die Elemente in (9) und (10) einen Teilverband von ¥ mit dem Diagramm 1 bilden.
(Dazu brauchen wir nur einzusehen, daB [un A(x)lnx =unxund A(unx)ux =
= A(x) ist; diese Gleichungen folgen aber sofort aus (3) bzw. (2).) Nach einem
wohlbekannten Satz von Dedekind ([1], Satz 9.1) ist also ¥ nicht modular.
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Translacie svizov

G. Szasz, Segedin

Zhrnutie

Translaciou svdzu ¥ rozumie sa zobrazenie A svizu ¥ do seba, splitujiice identitu
Ax U y) = A(x) U y. Ukazuje sa, Z¢ mnoZina pevnych bodov translacie je dualny
ideal a Ze rdéznym translacidm prislichaju rozne dudlne idealy. Charakterizuji sa
modularne a distributivne svdzy pomocou translacii.

Tpancasanun pemeTox

I'. Cac, Ceren
Pe3ome

Tpancnsanuei pemerku V pasymeercs oToOpakenue A pewretkd V' B cebs  yaosiie-
TBOPAIOILEE TOXAECTBY A(x U y) = A(x) Uy. IlokassiBaeTcs, YTO MHOXECTBO He-
TNOIBMXHBIX TOYEK TPAHCIAIMH SBJIACTCH OBOMCTBEHHBIM HAEAJIOM H YTO Pa3sHbIM
TPaHCIAIMAM NpPHHAIUIEKAT pa3Hble IBOMCTBEHHbIE Healbl. JlaHa XapakTepHCTHKA
NeNEKHHIOBBIX U TUCTPUOYTHBHBIX PELIETOK NPH MOMOILIM TPaHCIISIHIA.
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Bemerkungen iiber Translationen der Verbiinde

M. Kolibiar

In den Arbeiten [1]—[3] untersuchten G. Szasz und J. Szendrei die Transla-
tionen der Verbinde und der Halbverbidnde. Unter einer Translation eines Verbandes
S versteht man in [1] eine Abbildung A von S in sich selbst, die folgender Bedingung
geniigt: '

Mxuy)=AiAx)uy fiir alle x,yeS.

In den genannten Arbeiten wird es bewiesen, daB3 eine Translation A eines Ver-
bandes S folgende Eigenschaften besitzt:

A. A ist eine Hiillenoperation, d. h. fiir beliebige x,ye S gilt: 1. x < A(x),
2. M(Ax)) = A(x), 3. aus x < y folgt A(x) < A(p) ([1], Lemma).

B. 4 ist ein U-Endomorphismus, d. h. A(x U y) = A(x) U A(y) fiir. alle x,ye S
([2], Satz 2).

C. A(S) ") ist ein duales Ideal in S ?) ([1], Satz 1).

D. Durch die Menge A(S) ist die Translation A eindeutig bestimmt. (D. h. wenn
fiir die Translationen 4, u die Mengen A(S), u(S) gleich sind, so ist A = u.) ([1], Satz 2.)

Eine Abbildung « von S'in sich selbst, die die Eigenschaften A, B aufweist, braucht
nicht eine Translation zu sein, wie folgendes Beispiel zeigt: S sei der Verband der
natiirlichen Zahlen mit den Operationen a U b = max (a, b), a n b = min (a, b).
Fiir ne S erkldren wir a(n) = n falls n gerade und a(n) = n + 1 falls n ungerade
ist. (o besitzt die Eigenschaften A, B, nicht aber die Eigenschaft C.)

Es entstehen nun natiirliche Fragen: °

Welcher (notwendigen und hinreichenden) Bedingung soll eine Hiillenoperation
bzw. ein U-Endomorphismus ¢ geniigen, um eine Translation zu sein. '

) A(S) bedeutet die Menge aller Elemente A(x) mit x € S.
%) Offenbar ist x € A(S) genau dann, wenn x ein Fixelement von A ist (d. h. wenn
Ax) = x gilt).
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Unter welchen Bedingungen gibt es zu einem dualen Ideal D im Verband S
eine Translation a, so daB A(S) = D gilt.

Die erste Frage wird in den Arbeiten [2] und [3] beantwortet. Die Bedingung
im Fall der Hiillenoperation lautet: Aus x <y folgt ¢(x) vy = o(x) v d(»)
([3], Satz 4). Satz 3 der vorliegenden Note bietet eine andere, durch eine Eigenschaft
der Fixelemente von ¢ gegebene, Bedingung. Die Antwort auf die zweite Frage ist
im Satz 4 gegeben. Im Satz 1 und 2 ist ein Zusammenhang der Translationen eines
Verbandes S mit gewissen U-Kongruenzen von S gegeben.

Satz 1. Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Trans-
lationen eines Verbandes S und den Kongruenzrelationen R von S in bezug auf die
Vereinigung (kurz: u-Kongruenzen), die folgende Eigenschaft aufweisen:

(a) Es gibt in S ein duales Ideal D derart, da B jede Klasse der Kongruénz R genau
ein Element von D enthdlt.

Die der Translation A zugehirige U-Kongruenz R, und die der Kongruenz R zu-
gehorige Translation Ay sind wie folgt erkldrt:

x = y(R,) genau dann, wenn Ax) = A).
Ap(x) ist dasjenige Element x' von D, fiir das x = x" (R) gilt.

Beweis. Ist A gegeben, so folgt aus den Resultaten A, B, C, daB R, eine
u-Kongruenz mit der Eigenschaft (a) ist. Sei nun R eine U-Kongruenz mit der
Eigenschaft (@) und i die zugehorige Abbildung. Offenbar Ag(f) =t fiir jedes
te D. Fiir beliebige x,ye S ist x’ e D, xX’ uyeD, x = x'(R), xUy= x' v y(R),
also Ag(x U y) = x" Uy = Ag(x) U y.

Man sieht leicht, daB fiir gegebenes A bzw. R resp. gilt Az, = 4, R;, = R. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Fiir die Translationen A, u soll A £ u bedeuten, daB A(x) £ u(x) fiir alle xe S
gilt. Nach [3] ist die Abbildung Ap [erklart durch Au(x) = A(u(x))] eine Translation
und Ap = pA. Es gilt nun der folgende

Satz 2. Fiir die Translationen A, p sind die folgende Bedingungen untereinander
dquivalent:

) AZ
@ Ap = p;
(€)] R, <R,

3) D; h. aus x = ¥(R,) folgt x = y(R)).
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Beweis. Wir haben (1)-(2)—(3)—(1) zu beweisen. Aus (1) folgt Au(x) =
=MNpu(x)) < p(u(x)) = pu(x); wegen x < A(x) ist weiter u(x) < pA(x) = Au(x), also
Ap = p. Es gelte nun (2). Aus x = y(R,) folgt A(x) = A(p), u(x) = Au(x) = piA(x) =
=u(A(x)) = u(A() = pA(») = u(y), d. h. x = y(R,), also gilt (3). Unter Voraus-
setzung von (3) aus x = A(x) (R,) bekommt man x = A(x) (R,), woraus u(x) =
= pA(x) = Au(x) = A(x) (wegen pu(x) = x) folgt.

Satz 3. Eine Hiillenoperation A eines Verbandes S ist genau dann eine Translation,
wenn fiir beliebige x,y € S gilt:

(b) aus A(x) = x und x < y folgt A(y) = y.

Beweis. Ist (b) erfiillt, so A(A(x) Uuy) = A(x) Uy. Aus x Uy < A(x) U y folgt
nun A(x U y) £ A(x) U y. Die umgekehrte Inklusion folgt aus A(x) £ A(x U y)
und y £ A(y) £ A(x U y). Somit ist A eine Translation. DaB auch die Umkehrung
gilt, folgt aus C.

Satz 4. Dann und nur dann gibt es zu einem dualen Ideal D eines Verbandes S
eine Translation A von S derart, daff A(S) = D, wenn der mengentheoretische Durch-
schnitt von D mit beliebigem dualen Hauptideal ein duales Hauptideal ist.

Beweis. Sei gesetzt D, = {t|t€ S, t = x}. Sei 4 eine Translation mit A(S) = D.
Dannista’ = (@ )eDn D, *)Istx e Dn D,,s0a < x, also a’ = Ma) £ Mx) =
= x. Hieraus folgt, daB D n D, ein von a’ erzeugtes duales Hauptideal ist.

Umgekehrt wollen wir jetzt annehmen, daB D die im Satz angegebene Bedingung
erfiillt. Ordnen wir jedem Element x € § dasjenige Element x’' € S zu, fiir welches
D n D, = D,. gilt. Man sieht leicht, daB die Abbildung x — x’ = A(x) eine Hiillen-
operation ist. Offenbar A(#) = ¢ fiir jedes € D und A(S) = D. Wegen Satz 3 geniigt
es die Eigenschaft (b) fiir A nachzuweisen. Aber aus A(x) = x und x < y folgt xe D
und somit y € D, so daBl A(y) = y.

Korollar. Ist fiir eine Translation A das duale Ideal A(S) kein duales Hauptideal,
so gibt es kein Element u € S derart, daB u < x fiir alle x € D gilt.

Giibe es nimlich ein derartiges Element u, so wire nach Satz 4 D, n A(S) = A(S)
ein duales Hauptideal.

*) Mit n wird der Mengentheoretische Durchschnitt bezeichnet.

/
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Poznamky k translaciam svizov

M. Kolibiar
Zhrnutie

Tato poznamka nadvézuje na pracu [1] G. Szasza o translaciach svdzov. Trans-
laciou svdzu rozumie sa zobrazenie A svdzu do seba, spliiujice identitu A(x U y) =
= A(x) u y. Ukazuje sa suvis translacii s uréitymi U-kongruenciami a charakterizuji
sa translacie pomocou operécie uzaveru a dualnych idealov.

3aMeTKH K TPAHCIANUSIM PelieToR
M. Konubuap
Pesrome
B pa6ore [1] uccnenosan I'. Cac TpaHC/IALMHK PEIIETOK, T. €. OTOGpaxeHHs 4 pe-
LIETOK B ceDsl, yAOBJIETBOPSIOLIME TOXAECTBY A(x U y) = A(x) VU y. B HacTosmei

3aMETKE NAIOTCA HEKOTOPBIC XapaKTEPHUCTHKH Tpchm{um‘&. Haxopurcs cBa3b TpaHC-
JISui ¢ HEKOTOPBIMH OTHOLUICHHMSMH U -KOHIDYCHTHOCTH.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8-10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NAIURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC.VIII-X. MATHEMATICA 1961

Uber die Kommutativitiit einer Klasse archimedisch
geordneter Halbgruppen

F. Sik, Brno

Es gilt ein wohlbekannter Satz, dal} jede archimedich (einfach) geordnete Gruppe
kommutativ ist. Es wurde eine Reihe von Beweisen dieses Satzes gefunden. Einer
von ihnen liegt darin (siche z. B. Birkhoff [1] XIV), daBB man die Gruppe in die
Gruppe der reellen Zahlen einbettet. Auf eine dhnliche Weise hat Pondélicek [2]

- bewiesen, daf eine gewisse Klasse archimedisch geordneter Halbgruppen kommutativ
ist. In diesem Artikel geben wir einen neuen Beweis des Satzes von Pondélicek.
In diesem Beweise niitzen wir den Gedanken aus, den Rieger ([3] Satz 1,1) zum
Beweis der Kommutativitit einer archimedisch geordneten Gruppe gebraucht hat.
Der vorliegende Beweis ist wesentlich kiirzer als der von Pondélicek. Er stiitzt
sich auf einige seltene groBtenteils ersichtliche Hilfssdtze, wihrend eine Reihe von
achtzehn Hilfssdtzen den Beweis in der Arbeit [2] vorgeht.

Mit der Untersuchung einfach geordneter Halbgruppen beschéftigte sich auch
N. G. Alimov. In seiner Arbeit [4] ist eine hinreichende Bedingung gefunden, daB3
eine einfach geordnete Halbgruppe kommutativ sei. Diese Bedingung ist in einem
Zusammenhang mit der archimedischen Eigenschaft. Bemerken wir, daB der Begriff
der archimedischen Eigenschaft, der in diesem Artikel benutzt ist, ist nicht
gleichwertig mit dem aus [4]. Aus dem ersten von ihnen folgt der andere aber nicht
umgekehrt.

Unter einer einfach geordneten Halbgruppe G verstehen wir einen assoziativen
Gruppoid, in dem eine (einfache) Anordnungsrelation =< erkldrt wird, die mit
der Gruppoidoperation folgenderweise verkniipft ist: '

a,b,ceG,a < b=>ac £ be, ca £ cbh.

Man sagt, daB G der rechts-(links-) seitigen Kiirzungsregel geniigt, wenn aus
ac = bc (ca = cb) a = b folgt. ’
Es sie mit g eine binire Relation auf G bezeichnet, die folgendermaBen definiert ist:

agb <> es gibt ein r e G, das eine von der Gleichungen ar = b, ra = b, a = br,
a = rb erfiillt.
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Zuletzt sagen wir, daB die ein Einselement e enthaltende Halbgruppe G von links
(von rechts) archimedisch geordnet ist, wenn ein natiirliches n fiir a < b, e < ¢
bezw. a < b, ¢ < e existiert, so daB b < c"a bezw. c¢"b < a (b £ ac" bezw.

_bc" £ a) gilt.

Satz. G sei eine von links archimedisch geordnete Halbgruppe (mit einem Eins-
element e), die der rechtsseitigen Kiirzungsregel geniigt.Wenn fiir a,be G aus a,b > e
oder a,b < e die Relation agb folgt, so ist die Halbgruppe G kommutativ.

Zuerst geben wir fiinf Hilfssdtze. Die leichten Beweise iiberlassen wir dem Leser.
Uberall im folgenden setzen wir voraus, daB die Bedingungen des Satzes erfiillt
sind. Noch bemerken wir, daB G die Bedingungen des Satzes erfiillt, wenn wir die
Anordnung in G durch die duale ersetzen.

In den Bedingungen des Satzes ist es moglich die Forderung der rechtsseitigen
Kiirzungsregel durch die linksseitige ersetzen. Unabhédngig von der Wahl einer von
diesen Mochtigkeiten ist es moglich die rechte archimedische Eigenschaft statt
der linken erfordern.

Ll. a<b,c £d=-ac < bd.

L2. e = ab = e = ba.

L3. l.e<ab=e < ba; 2. e > ab = e > ba.

L4. 1. x < y,cx = y oder xc = y = ¢ > e; 2. Es gilt ein dualer Satz.

LS. 1. G besitze kein kleinstes Element > e. Ist e < c, dann existieren u, q € G,
sodafe<q<u<c q* ¢, u* < cgilt.

2. Es gilt ein dualer Satz.

Beweis. 1. Ein v € G existiert, so daB e < v < ¢ gilt. Weiter existiert ein r € G,
so daB eine der Gleichungen a) vr = ¢, b) rv = ¢, ¢) v = cr, d) v = rc erfiillt ist.

a) b) Es gilt e < r (L4). Es sei u = min (v, r). Dann ist ¢ < u und es gilt im Fall a)
W w=c¢imFallb)u’<rv=c. )

¢) d) Es gilt r < e (L4). Aus der archimedischen Eigenschaft folgt: e < v,
r < e = es existiert ein natiirliches k, so daB r*v < e gilt. Es sei k minimal. Dann
gilt e < r*"'v. Wihlen wir u = min (v, 7*"'y). Im Fall ¢) ist > S v*" !y =
= crr* 'y = ey < ¢. Im Fall d) gilt «* < v* v = w* " 'rc = v*c < ¢ (aus L3
folgt ndmlich: e = rv = e = vr¥).

Es ist bewiesen: e < ¢ = es existiert ein ue G, so daB e < u < ¢, u? < c gilt.
Aus der gerade bewiesenen Behauptung folgt die Existenz eines Elementes g € G,
fiir das e < ¢ < u, g < u erfiillt ist. Daher erhilt man (L1) ¢* < * < c.

2. Dualer Beweis.

Beweis des Satzes.

A. Zuerst setzen wir voraus, daB in G weder das kleinste Element > e, noch
das groBte Element < e existieren. Setzen wir weiter voraus, daB Elemente
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a, be G existieren, so daB ab < ba gilt. Offenbar gilt a # e # b. Es existiert ein
ceG, so daB eine von den Gleichungen I abc = ba, Il ab = bac, 1II cab = ba,
IV ab = cha erfiillt ist. Im Fall I und IIT bezw. II und IV ist e < ¢ bezw.
¢ < e (L4). Im Fall T und III existiert nach L5 ein g€ G, so daB e< g <o,
g* < c ist. Die Fille II und IV sind dual zu I und I1I. Somit untersuchen wir nur
die Fille I und IIL. Es kénnen vier Moglichkeiten auftretten: ) e < a,b; p) a, b < e;
y)a < e < b; 8) b < e < a. In allen diesen Fillen stellen wir fest, daB8 ¢ < g* gilt,
was einen Widerspruch mit ¢g* < c¢ beinhaltet.

@) Aus der archimedischen Eigenschaft folgt: e < a, e < b, e < q = es existieren
natiirliche m, n,sodaB g™ * <a £ ¢",¢"~! < b £ ¢"gilt. Daher folgt g""""? < ab,
ba < g™*". Im Fall I bezw. III gilt g" """ %c < abc = ba < g™t < ™"t beaw,
cq"*""? < cab = ba < ¢"*" < ¢"*"*2. In den beiden Fillen ist ¢ < ¢*.

B) Fall 1. a<e, b<e e<g= es existieren natiirliche m, n, so daB
" la<e<q"a, ¢" 'b<e=<q"bist. Es git: e<q"a=>q"b = q" " "ab; e <
< ¢"h=e < q"*"ab = c < q"*"abc = q"*"ba. Weiteristg" " 'b < e =>q"*" 2pa<
<q" 'a; ¢"'a< e=q" " *ha < e =q"""ba < q”. SchlieBlich erhalten wir
c<q*< q*.

Fall III. Es gilt ca < e, denn aus ca > e folgt caba > ba = cab und daher a > e,
ein Widerspruch mit der Voraussetzung. Aus der archimedischen Eigenschaft folgt:
ca<e b<c e<q= es existieren natiirliche m, n, so daB q" 'ca £ e £q"ca,
q""'b < ¢ £ ¢"b gilt. Ist ca = e, dann gelten die zugehorigen Ungleichungen fiir
m=1. Es gilt: e <q"ca=q"b<q"*"cab; ¢ < q"b=c<q"""cab=q"" "ba,
Weiter ist ¢" 'b < ¢ = q"*" %ba < ¢" 'ca < e =>q"*"ba < q. SchlieBlich er-
gibt sich ¢ < ¢* < ¢*.

y) Falll.a < e, b > e, e < g = es existieren natiirliche m, n, so daBg™ la<e <
<q"a, " ' <b<q"ist. Esgilt: e < q"a, ¢"" ' <b =>q" ! < q"ab=q"""c =
< g"abc = q"ba. Weiter isth < ¢" = ¢" 'ba < ¢"*""'a = ¢"ba <q"""a; q" la<
< e=q¢"""a < ¢"*'; daher folgt ¢"ba < ¢"*'. SchlieBlich erhalten wir ¢ e

< ¢t < ¢"*3;alsoist ¢ < g°.

Fall III. Es gilt e < b => ca < cab = ba => ¢ < b. Ebenso wie im Fall B) III ist
ca < e. Aus der archimedischen Eigenschaft folgt: ca <e, ¢ < b, e<q=> es
existieren natiirliche m, n, so daB ¢" 'ca < e < g"ca, ¢" 'b < ¢ < q"b gilt. Ist
ca = e oder ¢ = b, dann gelten die zugehdrigen Ungleichungen fir m = 1 oder
n=1 Es git: e <q"a, ¢" ‘¢ <b=-¢"""c < q"cab = q"ba. Weiter ist:
b<qc=>qba<q""ca; ¢" ‘case=>q"""ca<q""!; daher schlieBen wir
g"ba < g"*1. SchlieBlich erhdlt man ¢" 'c < ¢"ba < ¢""' < q"*3; daraus folgt
c<q*.

) Falll.a > e, b < e, e < g = es existieren natiirliche m, n, so daB Al
<q" ¢ 'b<es<qb ist. Es gilt g" ' <a=>¢"""'b<g'ab; e< qb=>
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=g¢""' £ ¢"*"7'b; daraus folgt ¢""' < q"ab, q" 'c < g"abc = q"ba. Weiter
ist: a <q™ ¢""'b<e=q""'ba < q"=q"ba < q"**. SchlieBlich erhalten wir
¢" e < ¢"ha £ g™t < ¢™*3; also st ¢ < ¢*.

Fall 1Il. ca>e, b<c, e<gq=- es existiecren natiirliche m, n, so daB
" ' <cazq” ¢ 'b<cZq"bist. Es gilt: ¢" ' < ca=q""" b < q"cab =
= q"ba; ¢ £ q¢"b = q" 'c £ """ 'b; daher folgt g™ 'c < ¢"ba. Weiter ist g""'b <
< c=>¢"ba < gca; ca < q" =>qca < g"*'; daher schlieBen wir g"ba < g™t

SchlieBlich ergibt sich g™ 'c < ¢™*! < ¢™*?; somit ist ¢ < g*.

Der Satz ist im Fall bewiesen, wenn weder das kleinste Element > e noch das
groBte Element < e existieren.

B. Setzen wir voraus, daB x das kleinste Element > e ist. Es gilt e < x <
< x? < ... < x* < x**! < ... fiir ein beliebiges natiirliches k. Setzen wir voraus,
daBe = x% x, x%, ..., x'*!, fiiri, 0 < i < k, alle Elemente in G zwischen e und x'*!
sind. Fiir k£ =1 ist die Induktionsvoraussetzung offenbar erfiillt. Setzen wir
voraus, daB der Fall nicht fiir i = k ist. Es existiere also ein a€ G, x* < a < x¥**1.

Dann existiert ein ¢ € G, so daB bezw. 1) cx = a, 2) xc = a, 3) x = ac, 4) x = ca gilt.

lLex=a<xX"'=c<x=>c2 ¥ =cx £ x* <a, wihrend cx = a gilt.
2xc=a<xX¥"z>c<x=>c< X! = xc £ x* < a, wihrend xc = a gilt.

3.,4. ¢ < e < x = es existiert ein natiirliches n, so daB x" !¢ < e < x"c ist.

Es gilt weiter: e S xX"c>e<cxX"=>x < cxX"=>e < cx" '=>e < x""'¢; gleich-
zeitig aber gilt X"~ !¢ <e, was einen Widerspruch mit e<x""'c beinhaltet. Es existiert
also kein a € G mit der Eigenschaft x* < a < x**!. Somit sind alle positive Elemente
aus G: x, x%, x%, .... Wenn kein Element < e existiert, so ist die Behauptung be-
wiesen. Wenn ein ye G, y < e, gibt, dann existiert ein natiirliches », so daB
x"y 2 eist. Nach L 2, L 3 gilt auch yx" > e. Daher folgt: y < y; <y, < ... < e =
=>e S px" < y;xX" < y,x" < ... < X", also ist nur eine endliche Zahl verschiedener
Elemente in der Menge {y,,y,,...}; daraus folgt die Existenz des groBSten
Elementes <e. .

Ist y das grofBte Element < e, dann beweist man dual, daB alle Elemente
< e 3,545 ... sind und solange ein Element > e existiert, daB ein kleinstes
Element > e gibt. Im Fall B ist also G der additiven Halbgruppe aller nichtne-
gativen bezw. aller nichtpositiven bezw. aller ganzen Zahlen isomorph. Der Satz
ist bewiesen.
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Komutativita jedné tfidy archimedovsky uspofadanych pologrup
F. Sik, Brno

Resumé

O archimedovsky (jednoduse) usporadanych grupéach plati znama véta, ¥e kazda
takova grupa je komutativni. Z celé fady dikazi jeden z nich spotiva v tom (viz
napf. Birkhoff [1] XIV), Ze se grupa vnoii do grupy realnych &isel. Podobné
myslenky pouZil Pondé&li¢ek [2] k dikazu, Ze jistd tfida archimedovsky uspo-
fadanych pologrup je komutativni. V tomto ¢lanku podiavAm novy podstatng
struéngjsi dikaz véty dokazané Pondélickem.

Pod jednoduse usporddanou pologrupou G rozumime asociativni grupoid, ktery
je jednoduse uspofadan relaci < a pro jehoZ prvkya, b, ce G platia < b = ac £ be,
ca < cb. Rekneme, Ze v G plati pravidlo o krdceni zprava (zleva), kdy? ac = bc
(ca = ¢b) = a = b. Oznalme @ bindrni relaci na G, definovanou takto agb <=

. existuje r € G tak, Ze plati resp. ar = b, ra = b, a = br, a = rb. Konetné fekneme,
Ze G, obsahujici jedniCku e, je zleva (zprava) archimedovsky usporddand, jestliZe
pro a < b, e < c resp. a < b, ¢ < e existuje pfirozené n tak, ¢ b < c"a resp.
c¢"b £ a (b = ac” resp. be" £ a).

Véta. Necht' G je zleva archimedovsky uspofddand pologrupa (s jednickou e),
ve které plati pravidlo o krdceni zprava. Necht pro a,be G plati: a,b > e nebo
a, b < e = agb. Potom pologrupa G je komutativni.

V podminkéch v&ty je mo¥né poZadavek kraceni zprava zaménit za levé kréceni,
Nez4visle na volb& jedné z téchto dvou moZnosti je moZné poZadovat archimedovskou
vlastnost zprava misto zleva.
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O KOMMYTATHBHOCTM OJHOTO KJIACCA APXMMENOBHIX YNOPAXOYEHHBIX
NOXYTpyII

®. Illuk, BpHo
PesomMme

_ H3BecTHa TeopeMa, 4TO apxumenosa (IIPOCTO) yNOPSZOYEHHAs rpymmna KoMMy-
TaTuBHa. OfHO U3 GoJIbLLIErO YKCIa JOKAa3aTeIbCTB 3aKJII0YAeTCs B 3TOM (CM. Hamp.
Bupkro¢ [1] XIV), uyto rpynma morpyxurcs B Ipynny AEHCTBHTENbHBIX YHCE.
Ananoruynyro uzaero npumeHus IloHgenuvex [2] k Joka3aTesnbCTBY, YTO ClENUalb-
HBIi KJIAaCC apXUMEIOBBIX YOPSAAOYEHHBIX NOJIYT Py KOMMYyTaTuBeH. B 370l cTaThH
IIAHO HOBOE CYIIIECTBEHHBIM 00pa3oM OoJiee xpaTkoe noka3aTeabcTBo IlonnenuikomM
I0Ka3bIBAEMO# TEOPEMBI.

Ilop, npocmo ynopadouennoii noayzpynnoii G IOOPa3yMBbIBA€TCsl aCCOLMATHUBHBIM
[PYIINOKI, KOTOPBIH NMPOCTO YMOPSAOYEH OTHOLIeHWEM =< M 114 a, b, ce G u3
a £ b cnenyet ac < be, ca £ cb. Mbl ckaxeM, uTo B G KIMEET MECTO NPaBHJIO O CO-
KpalleHuu cupasa (ciesa), koraa u3 ac = be(ca = cb) cnenyet a = b. O6o3nHavaiime
OykBoii ¢ OuHapHOE cieayrowuM o6pa3oM B G ompeleNieHHOE OTHOILIEHHE: agb <=
cywiecTByeT r € G Tak, 4TO Obl OBLIO BBIMOJIHEHO OJHO U3 YpaBHeHHH ar = b, ra = b,
a = rb, a = br. HakoHel MBI TOBOPUM, YTO €OHHUILY e 3aKJII04aromas ynopsgo4cH-
Has mosiyrpynma G ciesa (CIpaBa) apXuMeIoBa, eci At a < b, e < cunu a < b,
¢ < e CyIIeCTBYeT HATypaJbHOE n Takoe, 4To b < c"a wiu ¢"b < a (b < ac” unu
bc" £ a).

Teopema. ITycmo G caesa apxumedosa ynopaooueHHas noayzpynna (¢ edunuyeii e),
@ KOomopoii umeem Mecmo npasuio o coxpawjenuu cnpasa. ITycmv 012 a, be G u3
a, b>euma b< e credyem agb. To noayepynna G kommymamusHa.

B ycioBusAX TeopeMbl MOXHO TpeGOBaHHE COKpallleHHs CIpaBa 3aMEHHTh 3a CO-
KpaiueHue cjeBa. B o0oux ciydasx MOXHO TpebOBaTb apXUMEIOBO CBOMCTBO
cnpaBa BMECTO CJIEBa.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8-10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC. VIII-X. MATHEMATICA 1961

O rozloZeni nulovych bodi FeSeni linearni diferencidlni
rovnice y' = Q(f) y a jejich derivaci

E. Barvinek, Brno
<

V tomto &lanku dokaZeme, Ze existuje nekonedn& mnoho linearnich diferencialnich
rovnic »” = Q(t) y, které maji pfedem danou zakladni centralni dispersi 1. druhu ¢(f)
a odvodime dv& nutné a postacujici podminky pro splynuti zdkladnich centralnich
dispersi 3. a 4. druhu.

1. Necht Q(f) je spojita funkce v intervalu (— oo, 0c0) = I. Diferencidlni rovnici

() Y =00y

budeme nazyvat oscilatorickou, jestlize ka?dé jeji feSeni ma nekonené mnoho
nulovych bodii napravo i nalevo od libovolného &isla ¢. Pro rozloZeni nulovych
bodi fefeni dif. rovnice (a) je charakteristicki funkce ¢(f), kterou definoval
0. Boriivka [1] a kterou nazval zdkladni centralni dispersi 1. druhu dif. rovnice (a).
Tuto funkci budeme v dalim nazyvat kratce dispersi 1. druhu.

Bud ¢ libovolné &islo. Bud y feSeni dif. rovnice (a), které vymizi v &isle 7. Hodnota
¢(?) je prvni nulové misto feSeni y napravo od ¢.

Disperse 1. druhu ¢(¢) dif. rovnice (a) ma [1] vlastnosti:

@) je funkci t¥idy C* v I,
(ii) v I roste od —oo do oo, pfitemZ ma kladnou 1. derivaci,
(iii) @) > t.

Necht ¢(t) je spojita funkce v intervalu /. Diferencidlni rovnici (a) miZeme trans-
formovat na dif. rovnici t¢hoZ tvaru

(A) - Y =4@)Y.

Transformaci feeni y, Y dif. rovnic (a), (A) realisuji feSeni X(f) nelineérni dif.
rovnice 3. fadu

(®) : —{X, 1} + aX) X" = (),
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TN n\2
kde {X, t}= (—);—,) - %(7> je Schwarzova derivace funkce X(¢), vzta-

Ls
2
hem [4]
Y[X(2
) = x@]
MESOIN
Jsou-li dif. rovnice (a), (A) oscilatorické, existuji [4] feSeni X(¢) dif. rovnice (b)

s vlastnostmi (i), (ii). Je-li &(¢) disperse 1. druhu dif. rovnice (4), pak pro tato X(¢)
plati funkmonélm rovnice [3]

()] X[p(0)] = [X(1)].
Je zfejmé, Ze funkci ¢(?) je Gpln& dano rozloZeni nulovych bodid vSech feSeni
dif. rovnice (a).

Zvlastnim pfipadem je ekvidistantni rozloZeni nulovych bodd. Je-li konstantni
vzdalenost dvou sousednich nulovych bodi kaZdého feseni dif. rovnice (a) rovna d,
pak disperse 1. druhu je rovna ¢(¢) = t + d.

Timto pfipadem se jiZ zabyval M. Laitoch [2], ktery doké4zal dv& véty. V jedné
udava nutnou, v druhé postadujici podminku pro to, aby dif. rovnice (a) méla
dispersi 1. druhu ¢(f) = ¢ + d. Laitochovy véty nahradime jedinou podminkou
nutnou a postadujici k tomu, aby dif. rovnice (a) méla dispersi 1. druhu ¢(¢) = ¢t + d.

Theorem 1. Necht X(¢) je libovolna funkce s vlastnostmi (i), (ii). Dif. rovnice (a)
ma dispersi 1.druhu ¢(f) =t + d, kdyZ a jen kdyZ existuje funkce X(¢)
s vlastnostmi: ’

) X(f) — t mé periodu d,

® o) = —@) XX, 1},

Dikaz. Nechf dif. rovnice (a) ma dispersi 1. druhu ¢(t) = t + d. Necht X(¢)
je libovolné feleni dif. rovnice (), majici vlastnosti (i), (ii). Dif. rovnice (A), v niz

2
q(t) = —(%) , ma dispersi 1. druhu &(f) = ¢t + d. Funkce X(¢) realizuje trans-

formaci dif. rovnice (a) na dif. rovnici (A), pfi¢emZ vyhovuje diferen¢ni rovnici
X(t + d) = X(t) + d, ktera je ekvivalentni s podminkou ().

Naopak, nechf existuje funkce X(#) s vlastnostmi (i), (ii), (). Definujme funkci Q(r)
vzorcem (f). Zfejmé je Q(¢) spojita v I. Funkce X(¢) realizuje transformaci dif. rov-

2
nice (A), v niZ g(t) = —(—:—) , na dif. rovnici (a), a tedy podle (1) je funkce
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T
sin — X(t
= X()
VX'(1)
toricka. Jeji disperse 1. druhu ¢(¢) je vazana s dispersi &(¢) = ¢ + d dif. rovnice (A),
2
v niZ ¢(f) = —-(—:~) , vztahem X[¢(¢)] = X(¢) + d. Na druhé strané X(¢) ma vlast-

feSenim- dif. rovnice (a). Odtud plyne, Ze dif. rovnice (a) je oscila-

nost («), ekvivalentni s diferendni rovnici X(t + d) = X(¢) + d. Odtud plyne, Ze
o) =1t+d.

V obecném piipadé je disperse 1. druhu ¢(f) libovolnd funkce spliujici pod-
minky (i), (ii), (iii).

Nutnou, avak ne postaéujici podminkou k tomu, aby dif. rovnice (a) méla pfedem
danou dispersi 1. druhu ¢(¢) je, aby [1] funkce Q(¢) vyhovovala funkcionélni rovnici
o) = ¢"*Qld(1)] — {@, t}. Laitoch vyjadtil explicitng koeficienty dif. rovnice (a),
které maji pfedem danou funkci ¢(¢) za dispersi 1. druhu, pomoci [5] feSeni X(¢)
funkcionalni rovnice (2), kde &(f) = ¢ + d, aviak pominul otdzku existence a podtu
jejich feSeni. ReSenim této specialni funkcionalni rovnice se zabyval N. H. Abel [6],
ktery o dané funkci ¢(f) nic nepfedpokladal. Abel prevadi otazku uréeni vSech
feSeni zminéné funkcionalni rovnice na otdzku existence alespori jednoho feSeni
X~ !(¢) funkcionalni rovnice X~ (¢t + 1) = ¢[X'(£)], ji¥ vyhovuji funkce inversni
k X(7), avSak existenci feSeni posledni funkcionalni rovnice nedokazuje.

Jestlize o funkci ¢(f) pfedpokladame, 7e ma vlastnosti (i), (ii), (iii), neni t&Zké
dokazat, Ze existuje nekone¢né mnoho fesSeni X(¢) funkcionalni rovnice

3) X[p(0] = X(0) + 4,

majicich vlastnosti (i), (ii). PouZijeme metody M. Kuczmy [7], ktery se zabyval
uréenim spojitych feSeni podobné funkcionalni rovnice.

Theorem 2. Necht ¢(f) ma vlastnosti (i), (ii), (iii). Potom existuje nekone&né
mnoho feSeni X(¢) funkcionalni rovnice (3) majicich vlastnosti (i), (ii).

Diikaz. Necht pro ka?dé celé n zna¥i ¢"(f) n-tou iteraci funkce ¢(¢), t. j. ¢°(t) = ¢,
") = 9[9"D), ¢"T'(®) = ¢7'[#"®)] pro m=0, 1, +2,... Tedy kupt.
@~ '(¢) je inversni funkce k ¢(f). .

Zvolme libovolng ¢&islo #,. Nechtf ¢, = ¢"(t,). Pomoci bodl #, se rozdéli cela
éiselna osa na intervaly tvaru <t,, t,44).

Necht y(¢) je libovolna funkce v intervalu <t,, ¢,), ktera tam ma spojité derivace
do 3. fadu véetné, pfi¢emz 1. derivace je kladn4, a pro kterou plati podminky

() fl»n'u W) = ¥(to) +d,
.. e 7 *(to)
G }g’n 7'(2) AR
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1 YT
1 = 4
(i) '1_51;')' ® ¢'(t0) [45’(‘) 0
esen . " _ 1 1 7'+(t) >’+:|'+
1 _ .
(i) lim ()= 50 [qs'(t) <¢'(t> o

Definujme funkci X{(f) indukci nasledujicim zptisobem:

X@) =9y pro telty,ty),
X@t)=X[p"'®Ol+d  pro  telt,,t,.q), n>0,
X = X[¢p(0)] — d pro telt,,t,y1), n<0O.

Funkce X(7) je definovana na celé &iselné ose, je feSenim funkcionalni rovnice (3)
a ma vlastnosti (i), (ii).

Uvedeme explicitni vyjadfeni koeficientd Q(¢) dif. rovnic (a), majicich pfedem
danou dispersi 1.druhu ¢(¢), které bude zahrnovat Laitochovo vyjadfeni jako
zvlastni pripad.

Theorem 3. Necht ¢(f) ma vlastnosti (i), (ii), (iii). Necht X(¢) je libovolné feSeni
funkcionalni rovnice (3), majici vlastnosti (i), (ii). Bud g(¢) libovolna funkce takova,
Ze dif. rovnice (A) ma dispersi 1. druhu &(r) = ¢ + d. Necht Q(¢) je funkce de-
finovana vzorcem

(® 0N = X”q(X) - {X, 1}.

Potom dif. rovnice (a) je oscilatoricka a ma dispersi 1. druhu ¢().

Dikaz. Ziejmé je funkce Q(f) spojitd v I. Funkce X(¢) realizuje transformaci
feSeni Y(¢) dif. rovnice (A) na feSeni dif. rovnice (a), a tedy podle (1) je funkce
- YIX(O]

VX'(1)

Funkce X(f) vyhovuje jednak funkcionalni rovnici (2): X[d(t)] = X(¢) + d,
kde &(r) zna&i dispersi 1. druhu dif. rovnice (a), jednak funkcionalni rovnici (3),
t. j. X[¢(®)] = X(¢) + d. Odtud plyne ¢(t) = ¢(¢).

Volime-li ¢(f) = —n* a d = 1, dostaneme Laitochovo vyjadieni [5].

2. Pro rozloZeni nulovych bodi feSeni dif. rovnice (a) a jejich derivaci jsou
charakteristické funkce, zavedené [1] O. Borlivkou pod nazvem zakladni centralni
disperse 2., 3. a 4. druhu.

Bud Q(7) < 0 a t, libovolné é&islo. Necht u, resp. v je fefeni ¢._ . rovnice (a), pro
které u(t,) = 0, resp. v'(t,) = 0. Prvni nulové misto napravo od &isla ¢, funkce v’,
resp. u’, resp. v je hodnota zikladni centralni disperse 2. druhu v, resp. 3. druhu g,
resp. 4. druhu w v &isle #,. V dalsim budeme tyto funkce stru¢né nazyvat disperse
2., 3. a 4. druhu.

Ve zvlastnim pfipad€, kdy nastdvd rovnost y = w, mluvime o splynuti dispersi
3. a 4. druhu. To nastane napt. u dif. rovnice y” = —k?y.

feSenim dif. rovnice (a). Odtud plyne, Ze dif. rovnice (a) je oscilatoricka.
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Jestlize splyvaji disperse x a w, pak také splyvaji disperse ¢ a y. Proto dif. rov-
nice (a), pro n&Z y = w je nutno hledat mezi rovnicemi, které maji dispersi 1. druhu
o) =t +d, [2].

Theorem 4. Necht Q(¢) je zaporna v I. Necht dif. rovnice (a) mé dispersi 1. druhu
() = t + d. Potom y = w tehdy a jen tehdy, jestliZe pro funkci X(¢) z theorému 1.,
pro kterou X(0) = 0, X’(0) = 1, X"(0) = 0, plati identita

X'[o()] | X"() _
X[o()] T X7()

Dikaz. Necht S(f), C(f) jsou feSeni dif. rovnice (a), uréend polatenimi pod-
minkami S(0) = 0, S’(0) = 1, C(0) = 1, C’(0) = 0. Necht X(¢) je funkce z theorému 1.,
pro kterou X(0) = X”(0) = 0, X’(0) = 1. Tato funkce transformuje sou¢asné& dvojici
S(f), C(¢) na sin t a cos t, takZe plati

sin = X(7) cos % X(2)

o T v

Necht t, e libovolné &islo. K nému ptifadme dvojici u, v feSeni dif. rovnice (a),
uréenou polateénimi podminkami u(t,) = 0, u'(fy) = 1, v(ty) = 1, v'(t) = 0.
Tato feSeni se vyjadii pomoci S(¢), C(f) vzorci

4 S0 =

&) u(t) = —S(to) C(1) + C(to) S(0),
_ o(t) = S'(tp) C() — C'(t) S().
Naopak, feSeni S(¢), C(r) se vyjadii pomoci u, v vzorci
(6 S(t) = S'(to) u(r) + S(to) v(2),
C(t) = C'(to) u(t) + C(2,) v(2). .

Vypodteme-li #'(¢) a vyjadfime-li je pomoci u(t), v(f), dostaneme vzorec

W=
{[soo) S'(10) + (1) € (1] X))~ [C() S (1)~ S(t0) € t0)] - X )} (i) +
™ 52 (t0)+ CX(10)] X'(1) (1)
Z (4) plyne S*(to)+C*(to) = X,tto) , a dale derivovanim podle #,:
S(te) )+ Cl10) € (1) = —+ [Xi(f% -
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Vzorec (7) pak dava
® u'(t) = -%[X"(“’) + X0 ] (i) u() + O (o).

X%  X"(1) X'(to)

Ze vzorce (8) plyne, Ze X,z(to) + X,z[w(t(’)] =0 tehdy a jen tehdy, jestliZe
X"*t))  X"[afto)]
“ww(to)] = 0, tj., jestlize x(to) = w(t,):
Theorem 5. Necht Q(7) < 0. Potom ¥ = o tehdy a jen tehdy, jestliZe Q(f) =
= —k*0'(t).
Dikaz. Disperse 4. druhu mé v§ude kladnou derivaci [1] danou vzorcem

)= — o Lo -4[a()] o)
® == 20 ) Twl)w TwldT )

kde u(z), v(?) jsou libovolna linedrn& nezévisla feseni dif. rovnice (a). Funkce 40)

o'(1)

ma4 derivaci

(&) _ _ {0[uv(w)—u(w) v]-o'[u'v(w) —u'(w) v]}[uv'(@)—u'(@) o] +
oy [uv(w)—u(w) v]?
+ {0'Q()[un(w) — u(w) v] - [u'v'(w) —w(w) vTHu'v(w) —u(@) ]
[uv(w)—u(w) o]

Vyraz tvaru u'(y) v(§) — u(¢) v'(n) je roven nule ([1], str. 204) kdyz a jen kdyz
& je nulovym mistem n&kterého fedeni dif. rovnice (a), a # je nulovym mistem jeho
derivace.

Je tedy u'(f) v[w(8)] — u[w(1)] v'(r) = O, takZe

) '<_Q_>'= 3 O uv(w)—u(w) v]—o'[u'v'(w)—u'(w) v'] Yt (15 —uiooy o]
o’ [uv(w) — u(w) v]?

Jelli ¥ = o, pak uv'(w) — w'(@)v =0, a tedy Q = —K’w'.

Naopak, nechf Q(f) = —k*w'(f). Citatel zlomku na pravé strané (10) nemizZe
byt roven nule pro #4dné #,, nebot to by spolu s (9) davalo w'(¢,) = 0, zatim co
“w'(f) > 0, ([1], str. 211). Proto je nutn& uv'(w) — u'(w) v = 0, takZe kdyZ ¢ je nulovym
mistem n&kterého Feleni dif. rovnice (a), pak w(f) je nulovym mistem jeho derivace,
coZ znadi, Ze ¥ = o.

Z theorému 5. plyne, %e pfi x(f) = w(f) = ¢ + konst., je nutn&€ Q(r) = =
V obecném ptipad€ jsou funkce x(f) a w(r) rizné. V t¥id¢ dif. rovnic (a), pro n&Z
disperse 1. druhu je tvaru ¢(f) = t + d, jsou disperse 3. a 4. druhu speciélniho
tvaru, i kdy nejsou nutn& splyvajici.
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Theorém 6. Necht Q(f) < 0. Necht disperse 1.druhu dif. rovnice (a) je
#(f) = t + d. Potom disperse 3. a 4. druhu dif. rovnice () jsou tvaru x(z) = ¢ + u(?),
w(f) = t + (), kde p(f) > 0, v(t) > 0 jsou periodické funkce s periodou d, majici
spojitou derivaci vétsi nez —1. '

Diikaz. Funkce x(f), w(f) spliiuji v tomto pfipad diferen¢ni rovnici f{t + d) =
= f(t) + d a maji kladné derivace.
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O pasmemeHnn HyJeBbIX U SKCTPEMAJbHBIX 3HAYEHMIl pemeHuit
muddepennnaabHoro ypasuenna y” = Q(f) y

3. bapBunek
Pe3zome

PaccmoTpumM nuddepeHnnanbHoe ypaBHEHHE

(@) y' =01y
npuyeM ko3bduuuent Q(f) ssasiercs B uHTepBayie | = (— 00, 00) HeNMpepbIBHOM
dbysKIMER.

JInisi pa3MellieHMsl HyJIEBBIX M 3KCTpeMaJslbHbIX 3HayeHuii pewenui mudd. ypashe-
Hus (a) xapakTepHbI aucnepcuu [1].

IycTs t, MO6OE YMCIIO U U, WK XKe v peureHue Audd. ypaBHeHHs (@), A1 KOTOPOTO
u(ty) = 0, wmm xe v'(f,) = 0. IlepBoe crenyroliee 3a YUCIOM [, HyJIEBOE 3HAYECHHE
byHKUMM ¥, WM Xe V', WM Ke u', WIM XK€ v ABNISETCA 3Ha4YeHHEM JUCnepcuu 1-ro
pona ¢, uiiu xe 2-ro poaa Y, Wiu xe 3-ro poaa x, uiM xe 4-ro pozia B YKCIIE fq.

Ecnu pemenust mudd. ypasHenus (@) B uHTepBase I kojebmoTcs, TO AUCIEPCHs
1-ro pona ¢(t) obnanaeT CIEAyOLIMMH CBOHCTBAMM:

(i) saBnsercs yHKuMeN kiacca C®s I,

(ii) Bo3pacTaeT OT —00 O + 00 B [, U MMEET MOJIOXKHUTEJILHYIO IIPOU3BOIHYIO,

(iii) @) > t.

Ecim ¢(t) = t + d, To pacCcTosiHNE COCETHUX HYJIEBBIX 3HAYEHUH BCAKOTO PELICHUS
madd. ypasHeHHs (a) paBHO d. DTO MMeeT MECTO TOrja M TOJBKO TOrAa, Koraa
cymectByeT ¢ynkuus X(7), obnanarowas csoiicrsamu (i), (ii), Takas, uro X(7) — ¢
UMeeT nepuoA d, ¥ 4TO CIpPaBeUIMBO ypaBHEHHUE

2
© o) = ~(5) x*-tx,
N\’ r\2
rae {X, t} obo3nayaer npouspoanyio lllsapua LR R :
2\ X' 4\ X'

Teopema 1. ITyctb ¢(f) mpousBonbHas GyHkuus, obaagaromas ceokcTsamu (i),
(i), (iii). Iycte g(f) — xo3dduument audd. ypasHeHus Y” = q(¢) ¥, umerouero
nmucnepcuro 1-ro poga @(f) = ¢ + d. PyHKIMOHANBLHOE YpaBHEHHE
()] X[¢(] = X(1) +d

nMeeT GecKOHEYHO MHOro pelleHu#t X(f), o6namarouux coiictBamu (i), (ii). IMycts
X(¢) Takoe pewtenue u Q(f) dyHkuus, onpenenaeHHas GpopmMyJoi

® 0(r) = X"*q(X)—{X, 1}

Torna nudd. ypasHenue (q) uMeeT mucmepcuio 1-ro pona ¢(r).
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[ycts nanee B qudd. ypasueHuu (a) xodapduument Q(f) orpunatenbHbii. [lis
YaCTHOTO CJIy4as pa3MellleH)s HyJIEBBIX M €KCTPeMaJIbHBIX 3HaueHuH peienuit qudd.
ypaBHeHHs (@) XapaKTepHO COBMANE€HME OMCIEPCHH 3-r0 H 4-ro poja, 3TO 3HAYMT
¥ = w. DTO HaNpUMep UMEET MECTO [UIS ypaBHeHHsA Y = ~kY.

J1511 TOro Heo6X0aAUMO, YTOOBI ¢p = Y, ¥ 3TO CIIPaBEAJIMBO TOrJa U TOJIKO TOr1a,
korma ¢(t) =t + d, [2].

Teopema 2. [{ns audd. ypaBHeHHs (@) UMeET MECTO X = @ TOTrAa H TOJIBKO TOrAa,
xorma Q(f) = —k*w'(1).

Teopema 3. Inst audd. ypaBHeHUS (@) MIMEET MECTO ¥ = (@ TOTAA U TOJBKO TOrAa,
KOra CylIecTBYeT nmoctosinHas d > 0 Takas, 4To pelleHde X(f) HEJIMHEHHOrO ypaBs-
Henusi (1), koTopoe maHo HavajubHbiMU yciosusmu Koum X(0) = 0, X'(0) = 1,
X"(0) = 0, ob6namaer cieayloMMU cBoiicTBamu: o) X(f) — ¢ MMeeT mepuon d,
f) B uHTepBajsie / cnpaBeaJIMBO ypaBHEHHE

x o] | X0 _,
X?[o(] * X7

Uber die Verteilung der Nullstellen der Losungen
und ihrer Ableitungen der linearen Differentialgleichung y” = O(¢f) y

E. Barvinek
Zusammenfassung

Es sei die Differentialgleichung (DGL.)
(@ - Y =00y

gegeben. Wir setzen voraus, daB die Funktion Q(f) im Intervall I = (—o0, )
stetig ist. Fiir die Verteilung der Nullstellen der Loésungen der DGI. (a) und der
Nullstellen ihrer Ableitungen sind die Dispersionen [1] charakteristisch.

Es sei t, eine beliebige Zahl und u, bzw. v eine Losung der DGIL. (a), fiir welche
u(ty) = 0, bzw. v'(f,) = 0 ist. Die erste Nullstelle rechts von #, der Funktion u,
bzw. v', bzw. u’/, bzw. v ist der Wert der Dispersion der ersten Art ¢, bzw. der
zweiten Art , bzw. der dritten Art y, bzw. der vierten Art w im Punkte 7,.

Wenn die DGI. (a) im Intervall I oszillatorisch ist in dem Sinne, das jede ihre
Losung unendlich viele Nullstellen rechts und links von der beliebigen Zahl ¢ hat,
dann hat die Dispersion der ersten Art ¢(r) folgende Eigenschaften:

(i) sie ist eine Funktion der Klasse C; in I,
(ii) sie wichst von —oo bis + 0o, und hat eine positive Ableitung in 7,
(iii) o) >t
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Gibt es eine positive Konstante d so, daB ¢(r) = ¢ + d gilt, dann ist die Ent-
fernung der aufeinanderfolgenden Nullstellen jeder Losung der DGI. (a) gleich d.
Dieser besondere Fall tritt dann und nur dann ein, wenn es eine Funktion X(¢)
mit den Eigenschaften (i), (ii) gibt, so daB X(rf) — ¢ die Periode d besitzt, und X(¢)
die nichtlineare DGI. dritter Ordnung

’

(M Q) = —(%)ZX"—-{X, )

.4 : P : . 1/7X"Y 1/X"\
befriedigt, wobei {X, ¢} die Schwarzsche Ableitung ? e —: der

Funktion X(¢) ist.

Die neuen Ergebnisse kann man in drei Sdtze zusammenfassen.

Satz 1. Es sei eine beliebige Funktion ¢(f) mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii)
gegeben. Es sei g(f) eine Funktion mit der Eigenschaft, daB die DGl Y" = ¢() Y
die Dispersion der ersten Art &(f) = ¢t + d hat. Die Funktionalgleichung

@ X[p(0] = X(1) + d

hat unendlich viele Lésungen X(f) mit den Eigenschaften (i), (ii). Ist X(#) eine solche
Losung, und bildet man die Funktion Q(¢) durch die Formel

(®) 00 = Xq(X) — {X, 1},

dann hat die DGI. (a) die Dispersion der ersten Art ¢().

Betrachten wir weiter die DGI. (a), deren Koeffizient Q(f) in I negativ ist. Ein
besonderer Fall der Verteilung der Nullstellen von Losungen und ihren Ableitung
der DGI. (a) ist durch die Bezichung y = w charakterisiert. Das ist z. B. bei der
DGL Y’ = —k*Y. N

Die notwendige Bedingung dafiir ist ¢ = ¥, welche gerade dann [2] in 7 gilt,
wenn es eine positive konstante d so gibt, daB ¢(r) = ¢t + d.

Satz 2. Fiir die DGI. (a) gilt y = o gerade dann, wenn Q(f) = —k*w'(f).

Satz 3. Fiir die DGL. (a) gilt y = w gerade dann, wenn es eine Konstante d > 0
gibt, so daB die Losung X(¢) der nichtlinearen DGI. (1) mit den Anfangsbedingungen
X(0) = 0, X’(0) = 1, X"(0) = 0 die folgenden zwei Eigenschaften besitzt: &) X(f) — ¢
hat die Periode d, f) es gilt im Intervall I die Gleichung

xfo()] , X'() _,
X[w()] * X7()
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8-10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC.VIII-X. MATHEMATICA 1961

Synteticky dokaz vety o incidencii bodu a nadroviny
vV m-rozmernom priestore P,

V. Svitek

Predpokladajme, ¢ v danom priestore m-rozmernom P, je zavedeni siradna
sustava, ktord je viazana na zdkladné body Z; suradného simplexu, pri¢om i =
=1,2,...m+ 1 pre m > 3 a jednotkovy bod J a jednotkovii nadrovinu P ,.
V takto zavedenom priestore P, zvolme bod M a nadrovinu P¥, tak, aby boli
v polohe incidentnej. Potom o suradniciach spomenutého bodu a nadroviny plati
Znama veta:

Veta: Nech v priestore P, si dané bod M o siradniciach x; a nadrovina P{"
o suradniciach x; pre i = 1,2, ...,m + 1, ktorych poloha spliiuje vyssie spomenuté
viastnosti. Potom o suradniciach x;, x; je splneny tento vztah:

¢y Y, xx;=0.

Dékaz spravnosti tvrdenia tejto vety da sa dokazat i cestou syntetickou, ktord
"pre zaujimavost uvadzam v tomto zneni:

Predpokladajme najskér, za ucelom syntetického dbkazu vety, Ze dany bod M
a dana nadrovina P%, su vzhladom na charakteristické body stiradného systému
vo vSeobecnej polohe.

Oznaéme priemety bodu M 1z linearnych- priestorov (Z,Z,...Z;_(Z;,;...
wilijyZjyq1...Zyyy) do hran (Z,Z;) znalkami M;; a rovnako priesetiky danej
nadroviny P%), s hranami (Z,Z ) pre i #j, kde i,j=1,2,...,m + 1 znatkami
My, t.j.

(ZZ) N (2,2,..2, 1Z4y...Z; 1 Zjsy. . Zsy) = My,
(2) (Z‘ZJ) nP,(,.“ll == A_-lu.
V désledku vzfahov (2) zoskupia sa na kaZdej z hrén (Z,Z;) Stvorice bodov
(Z:Z;M ;M ,)), ktorych dvojpomery maji zndme vlastnosti.
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Podobne ako vo vzfahu (2) zavedme na zdklade geometrickych operécii pre
* priemety bodu M do linearnych priestorov, danych skupinami vrcholov simplexu,
tieto oznacenia:

(Z,Z,... Zp) " (Zps 1 M) = MG 20
(Z1Zy . Z 1) O (ZZs 1 M) = M5 0t
(Z1Z. Zy-2) O Zoge s ZpZo s 1 M) = MU 03,
(Z,Z2,Z3) (Z425...Z,,,+1M) =M33Y,
(Z2,1Z,) " (Z3Z4... 20 M) = M5, resp.
(2a) (Z,Z23) N (Z,Z4.. Z s 1 M) = M3 D = M5

Podobne

(Z Z,... m)n(Ml(m+1)M) Mx(zm -
(Z:Zy. Zp1) " (Zn, Ml(m+1)M) M3 %3' 1)
(Z1Z3.- Z-2) O (Zpm 1 ZotM 1 1yM) =
=Ms m2pees (Z1Z2) V(2324 ZyMy (i 1yM) = M‘,’;'”,} resp.
(2b) (Z1Z3) 0 (2,24 . ZM 4 1yM) = M52,
(ZIZZ_"'Zm—l) N (Mlmﬁl(m+ 1)M) = M(x"i:.?.l.—1),
(2125 Zp—2) "V (Zpp- s M My (s ) M) =
=M o2y (2122) 0 (Z5Z oo Zypo i MMy s yM) = M3, resp.
(2¢) (2,25) 0 (2324 Zp A MMy s yM) = M35 atd.
(Z, 2223)0(M14M15 Ml(m+l)M) zss
(z, Zz)ﬁ(stu Ml(m+1)M) M(llz)a
(Z,Z,) " (M 3M 4. My g+ 1) M) =_I\_4_1£ resp.
(2d) : (2,Z5) 0 (M1,M 4. . My 1 1)M) = M5,
Ak podla vztahov (2), (2a), (2b), (2¢) a (2d) zostavime tabulku pre postupné
vzniklé priemety bodu M z bodu Z; a M,; pre i=3,4,...,m+ 1, resp.
i=2,4,..,m+ 1, do lineArnych priestorov danych réznymi skupinami dvoch,

troch; ..., (m — 1)-nezavislych bodov vybratych zo zvy$nych bodov Z; a M,;
nesplyvajticich s bodmi, z ktorych bod M premietame, potom obdrZime:
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- - - —y—=Z;-»-MGD.
" M—Zm+1“’M(1"z'...:n)—zm—’M(1"2'...g.—1)--~—Z4"’M(1"531)
\ .

~Z, MY
Ml(m-i—l)
N (m—2)
n m— Z —’M
M \ —-Z —>M12 2(1'. 1) —Z:,-’M(naz)_zs_'M(m 2)5
- Mim
N (m—3)
_ _3—Z3->M7,
)] M(l';..\.?r)n—l)"‘—Z4—)M(l"2'33) Zs—bM("' 3)
h Za"M(lzz),
M1234—Z4""M123 Zz—+M£§)’
.Mu ' .
: \7‘4(1)3 —Z3—>M1(121).'
1R —ZmMy
M,
\—_
M12-

V dosledku prevedeného premletama bodu M, ako to schéma naznaduje,

zoskupili sa na hranach (Z,Z,), (2123) sustavy bodov (Z 1> Zyy My, MY, M2,

, M, MOY), (2, Zs, My, MY, ..., M{m™2, M%), ktoré.sti. v. per-
spektlvne] polohe

Vzhladom na to, %e 3tvorica bodov (Z,Z,M{YM,,) je perspektivna so Stvoricou

bodov (Z,M\VZ,M,;) podla stredu MLy, modZeme . o dvojpomeroch tychto
Stvoric napisat tento vzfah: ez . o U saen :

(€] - (ZZ MM )+ (Z, Z MM ) = 1.

Podla vzfahov. (2a)—-(2d) na priese’én)"ch -priamkach (Z;M,3), (Z,M,34),
(Z\M33.) dvojic priestorov  [(Z,Z,Z5), (Z,Z,...Zne1M)), ((2,2,Z,2)),
zZs..2,. M), ..., (Z2,2,...Z,), (Z1 Z,,+1M)] sa zoskupili tieto skupiny bodov
[M23’M123,“ (1';31]9 [M234, M12349" (1';34%)]v' 9[M23...m5M(1'; znz’ (1';_2]

Na zéklade vzfahov, ktoré sme vySSie naznalili, na hranich (Z,Z,) pre h =
= 2,3, ..., m vytvorili sa ststavy bodov? o ktorych mc}ieme napisat tieto rovnosti;

*) V naznadenej échéme_ ‘zm‘ik napf. M—-Z,,,~M%" D> atd. méfeme vyslovit
touto vetou: bod. M premietanim cez bod. Z,,.., prejde do. bodu M3 }).
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(Z,Z,M9M ;) (Z2,Z,MEMY)...

(ZiZ MG IM ) (2,Z2,M 7 OM D) (2,Z2,M M) = 1,
(Z,Z,MM HZ, Z,MEMEY).

A(ZZ M7 DMy 3’)(2 Z;M3OM$ D) (2,Z,M M) = 1,
(Z:ZMPM,)...
' A Z Z MM D) (Z,Z,M T OMG D) (2,2, M M) = 1,
©) . R S TTTPR PP TPELDIPRPPOTSIRRPOIY

.........................................................

(ZsZ M "M ) (2, Z M PM D) (24, ZoM (M D) = 1,

pritom znalky M7~ st vlastne podla vzfahu (2) body znaliek My, pre h =
=273 ... m

Ak z prvych dvoch rovnic sustavy (5) vypofitame prvych dvojpomerovych

Cinitelov a dosadime za patriéné dvojpomery do rovnice (4), po urditej tprave
dostaneme:

(Z,Z,M5 "M,,5) 4
(Z,Z,M3MY).. (2,2, M5 M5 ?)

©® + (2,Z,M{3" M) -
(Z,Z,MEMY)..(Z,Z;M73 P MT57)

Z doévodu, Ze bodové sustavy
1 - m=2)p r(m~
@  ZZMMP MM, ZZ MM MM

su, ako sme vysSie spomenuli, perspektivne, musia, ako ddsledok tejto vlastnosti,
platif tieto rovnosti medzi dvojpomermi:
(Z,Z,MEMY) = (2,Z,MPEMY),  (Z,Z,MIMD) = (Z,Z:MIMY),
v (Z4Z, M"" MG Y) = (Z,Z, M3 M), (Z2,Z2,M7 M Y) =
¢ = (Z,Z,M {3 "M ). |
Rovnica (6) da sa, v dosledku vztahov (7), uviest (po tiprave) na tvar:

(Z,Z,M 3" VM ,,)+(Z,Z: M3 VM 3) = (Z,Z,M3 M) (Z,Z,MPIMD) ..
(62) A2y Z MM ) (2,2, M7 M.
Ak teraz dvojpomery S$tvoric bodovych nachédzajlcich sa na pravej strane
rovnice (6a), nahradime rovnakymi dvojpomerami projektivnych Stvoric a to na

zaklade vzfahov (2a)—(2d), schémy (3) a stistavy rovnic (5), d4.sa tato rovnica
uviest na zékladny tvar, z ktorej bude uZ priamo vyplyvat dokaz nasej vety.
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Za tymto ucelom nazname:

(Z,Z,MEMD) = (Z,M ;MM D)) = (Z,MZZM ) = 1-(Z,ZM M),

priom zrejme plati, Ze

@@ (2,Z,MEMY) = (Z,Z,MEMY;

podobne
(2,Z,MEMD) = (Z, MM P M3s) = (Z, M234M(132)34M(122)34 =
= (Z;MYZ;M5) = 1—-(Z, ZMIM,) a
(b) (Z,Z,MEME) = (2,Z,MIMB) = (Z,ZMIM M®);

atd.
(Z1Zo M PMPy D) = (Z,MasMT33 M5 ™) = (2 Mo M3 PMG30) =

(C) = —(Z M23 .(m— 1)M1"5 %r)n 1)M(1’; ?r)n 1))=(ZIM(1':I_2)Zlim)=
=1-(Z,Z,M{% PM,,) a

(Z,Z, M PME ) = (Z,Z My PMT D) = .. = (ZyZp- 1 MU 25M T 2))5
(Z4Z:M33 MY ) = . = (2 My oMY DMER) =

(Z Ml(m+l)Zm+1M1(m+l)) = 1 (Z Zm+1M1(m+1)M1(m+])) a
®) (Z,Z,M$5 PME5?) = ... = (ZZ M PMT?).

Na zaklade vzfahov (8) rovnica (6a) prejde (po uprave) do tvaru:

(Z ZzM(m 1)M12)+(Z Z3M(m 1)M13) =
=[1=(Z,ZMEM )] . [1-(Z,Z: MM 5)]...
(6b) 1= (ZZaMG P M )] - (1= (2124 A MY M 1t 1)-

Ak teraz dalej upravime rovnicu (6b) a to podlfa vztahov (5) tym, Ze Cinitelov
pravej strany tejto rovnice (v poradi):

1~(Z4Zp s s M DMyt )y 1= (Z1ZM G M), <. 1= (24 Zs MM ),
1—'(2124M14M14),

nahradime novymi formami, a to:

1~ (Zl m+1M1(m+l)M1(m+1)) =1- (Z Zm+1M1(m+1)Ml(m+1))




(z,z,M$7 "M,,)
(Zz,z,M37 M)
— 1_(ZIZ M("l 1)Mlm) (Z Zm+1M1(m+l)Ml(m+1))
1-(z, Zm+1Ml(m+l)Ml(m+l))
analogicky by sa dali odvodif i daliie formy, t. j.
1 (Z Zm 1Ml(m I)Ml(m l))_
— 1—(lem—1M(l’?m l)I)Ml(m 1)) (Z Z M(m—”Mlm) (Z Zm-i-lM(lTv:-:)l)A—il(m+l)) .
1—- (lemM(m 1) 1m) (Z Zm+1Ml(m+1)Ml(m+1))

1= (Z,Z M P ) =1—

atd. : .
1= ZZM‘"'”M - —zz,,, M,,, M
1-(z,Z,M"3 Mls) ( 8 15) o= +1M1(m+1) 1(m+1))
1- (Z ZeM7s Mlﬁ)_ _(Z Zm+1M1(m+1)M1(m+1))
1;(ZIZ;M(1%‘;ITJ;14) ~1-(z, Z4M("' “M14)- —(Z Z,,,+1M1(m+1)M1(m+1))
: k- (lesMns- MIS)— (2, Zm+lM1(m+l)M1(m+l))

prejde rovnica (6b) (po patri¢nom V);kréteni a uprave) do tohto zakladného tvaru:
(Z1Z,M ;M ) +(Z,Z3M 3 M 3) + . +(Z4,Z,M M 1) +
) - - +(z, Zm+1M1(‘m+l)M1(m+l)) =1,
kde miesto symbolov M{"~" sme pisali kratko podla vztahu (2) symbol M,,, pre
=23 ..m+ 1.

Ak teraz do rovnice (9) za jednotlivé dvojpomerdvé élény tvaru (Z,Z;M,;M,,)
dosadime zname vyrazy, t. j.

!(leij:ln:Mli) _ ;ixi |
(szi-]uMu) - X1Xy |

(%a) (ZiZiM}i-Mli_) = -

pre i = 2,3,...,m + 1, dostaneme hladanui rovnicu, na ktori sa veta pyta, t. j.
' ;lxl..+;2x2+-..+;m+1x;"+l =0, )

alebo kratko rovnicu (1). : '

Ze rovnica dana vzfahom (1) plati aj v pnpade spec1alne_] polohy bodu a nad-
roviny si zdujemca snadno overi sidm. Sta¢i na zadklade incidencie bodu a nad-
roviny pre tGto Specidlnu polohu vyjadrif vzfah (9) a z vyjadrenia dvojpomerov
pre tito $pecidlnu polohu podla vzoru daného (9a) a po patri¢nom dosadeni a uprave,
sa presved¢it o spravnosti nasho tvrdenia, ¢o je ina¢ znadma vlastnost.

Adresa autora: Katedra matematiky U. K., Bratislava, Smeraléva 2.

Do redakcie dodané 31. 1. 1960
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CHHTETHYeCKOe [0KA3aTeJIbCTBO TeopeMbl 00 MHIMJAEHTHOCTH TOYKHM
M THIEPILIOCKOCTH B M-PA3MEPHOM NPOCTPAHCTBE Py

B. CButek
BriBOo OBl

ABTOp 3TOif CTaTH NPUBOIMT 31ECh JOKA3aTeILCTBO TEOPeMbl 00 HHIUICHTHOCTH
TOYKH M THIEPILIOCKOCTM CHHTETHYECKOTO-TIPOEKTHBHBIM CHOCOGOM, aHajoruy-
HBIM C JOKa3aTeJbCTBOM 3TOM TEOpEMBI B 2- M 3-pa3MEPHOM NPOCTPAHCTBE.

Ein synthetischer Beweis des Satzes von der Incidenz des Punktes
und der Uberebene im m-Dimensionalen Raume P,

V. Svitek
Der Autor dieses Artikels bringt hier den Beweis der Satzes iiber die Inzidenz

des Punktes und der Uberebene auf synthetisch projektivem Wege, der ein Analogen
des Weges fiir den Beweis dieses Satzes im zwei- und dreidimensionalem Raume ist.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8—-10 MATEMATICA, 1561]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC.VIII-X. MATHEMATICA 1961

O niektorych vlastnostiach iterovanych jadier
Fredholmovych integralnych rovnic

J. Sajda

V ¢&lanku sa na podnet prace [1] skimaji niektoré, najmid konvergenéné vlast-
nosti iterovanych jadier integralnych rovnic Fredholmovho typu. Clanok ma
charakter prlpravny a preto obsahuje vysledky, ktoré moZno vyuZif pri rieSeni
integralnych rovnic ako pomocné. Z nich uvedieme: ak jadro K(x,t) ma tzv.
zakladné vlastnostx potom ich mi aj kaZdé iterované jadro K, (x t); ak | K| = l

potom nekone¢ny rad Z | K, || konverguje a postupnosti funkcii { f | K, (x, ) [*de}y,

n=

{ f | K,(x, 1) | dx}, v intervale (a, b) konverguji; ak je K| <1, potom ne-

o0
koneény rad 2 K,(x, £) v dvojrozmernom intervale a £ x < b,a =t < b rovno-
n=1
w b

merne konverguje a nekone¢ny rad ). f K, (x, t) f(t) dt v intervale (a, b) rovnomerne

n=1a
konverguje pri kaZdej kvadraticky integrovatelnej funkcii f{¢).

Budeme uvaZovat o linedrnej homogénnej Fredholmovej integralnej rovnici
druhého druhu s parametrom

) P(x) =12 afb K(x, 1) ¢(t) dt,

kde K(x, 1) je jadro rovnice, A je parameter, ¢(x) je hfadana funkcia, a, b si reilne
&isla, a < b. Budeme predpokladaf, e riefenia rovnice (1), ak pravda existuju,
st funkcie kvadraticky integrovateIné v intervale (a, b), dalej, Ze 4 je vo vSeobecnosti
komplexné &slo s vlastnostou 0 # | 1| < oo a jadro K(x, ) je vo vSeobecnosti
komplexn4 funkcia redlnych premennych x a ¢, definovand a kvadraticky integro-
vatelnd vo dvojrozmernom intervale D = (a, b) x (a, b), nie nutne spojité, alebo
symetrick4, pre ktort neplati, ¢ K(x, ) = 0 skoro vSade v mtervale D.

Predovietkym urobime tentc dohovor: Namiesto symbolu f resp. f f budeme
pisat iba [, resp. [[, pritom vietky integraly, ktoré sa v tomto élénku vyskytnﬁ
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si Riemannove. Dalej pod symbolom fe S budeme rozumief, %¢ funkcia f{x) je
v.intervale (a, b) kvadraticky integrovatelna, t. j. Ze existuje integral f |Ax) |2 dx
V pripade funkcie dvoch premennych budeme pod symbolom fe S. rozumief,
Ze funkcia f{x, y) je kvadraticky integrovatelna v dvojrozmernom intervale D,
t. j. Ze existuje integral

17 ) 12 dx dy.

Poznamenajme, Ze c&asto pouZivany symbol fe L, nebudeme pouZivat, lebo
znak L, budeme pouZivaf v inom zmysle. V obidvoch prlpadoch f znadi vo vie-
obecnosti komplexnui funkciu redlnych premennych.

Ak jadro K(x, t) bude pre kaZdé dve funkcie f; € S, f, € S vyhovovaf nasledujicim
podmienkam a to

1. integraly [Kx, 0 fi(x)dx, [ K(x, 1) f5(2) dt
ako funkcie existuji a su v intervale (a, b) kvadraticky integrovatelné,
2.. dvojnésobné integraly
[ K& 0 /i) dx1f,(0) dr,  [1f K(x, ) fo() de] £u(x) dx

existuji a plati rovnost

[y K(x, 0 f1(x) dx] f(9) dt = T 1f Kx, 0) £2() de] f(x) dx
potom budeme hovorlf Ze K(x, t) md zdkladné vlastnostz, a]ebo, Ye spltia zdkladné
podmtenky ([2], str. 32).
Pozn. 1: Ak jadro K(x, ) ma zakladné vlastnosti, potom:
a) existuju integraly
J1Kx,01?dx,  [|Kx, 0| dt,
t. j. jadro ako funkcia jednej premennej pri kaZdej hodnote druhej premennej je
v intervale (a, b) kvadraticky integrovatelnou funkciou,
b) existuji dvojnasobné integraly
S 1K, 0 17dx1de, [ [f | KCx, 0) | de] dx.
a) Z podmienky 1. totiZ vyplyva, Ze pri f; = f, = 1 existuju integraly f K(x, t) dx,
f K(x,t)dt a teda tieZ integraly f K(x, 1) dx, f K(x, t)dt a preto existuji aj
integraly [ | K(x, ) |* dx, [| K(x, ?)|* dt. B
b) Z podmienky 2. vyplyva, e pri f,(x) = K(x, t), f5(t) = 1 dvojnasobny integral
J UK, ) K(x, ) dx]dt = [ [[ | K(x, ) |* dx] dt
existuje a pri f,(x) = 1, f,(f) = K(x, t) zasa dvojnasobny integrél
1 Kx, 0 dx1 K(x, ) dt = [[[| K(x, 1) |* dr) dx

existuje.
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Ako je zname ([2], str. 270) n-té iterované jadro K,(x, t) povodného jadra, K(x, ty
je definované vzorcom

) K(x, 1) = [Ky(x, 5) K,—4(s, t) ds, n=23 .. "

kde K,(x, s) = K(x, s), pri¢om.sa pravda predpoklada, Ze integrdl na pravej strane:
existuje. Je jasné, Ze ak je jadro K(x, t) spojité, potom iterované jadra (2) vidy
existuju.

Pozn. 2: Ak jadro K(x, ) ma zakladné vlastnosti, potom 1ter0vane jadra IQ,(x 1),.
n-= 2,3, ... existuju a ako funkcie jednej premennej su pri kazdej hodnote druhej
premennej kvadraticky integrovatelné v intervale (a, b).

Podla pozn. 1 je totiZz K(x, t,) € S pri kazdom ¢, € (a, b) a podobne K(x,,?) € S
pri kazdom x, € (a, b). Preto podla prvej zakladnej vlastnosti jadra K(x, f) funkcie

[K(x, 5) K(s, to) ds = Ky(x, 1) a  [K(xo,5) K(s, 1) ds = Ky(xo, 1)

kde sme pouZili oznadenie (2), existuji a st kvadraticky integrovatelné. Teda pri
n = 2 je pozn. 2 spravna. Je zrejmé aj bez dalSich dokazov, 7e aj kaZdé dalSie
iterované jadro K,(x, f), n = 3, 4, ... ma vlastnosti uvedené v pozn. 2.

Pozn. 3: Ak jadro K(x,f) ma zakladné vlastnosti, potom plati znimy vzorec
([2], str. 270)
3 Koinlx 1) = [Ku(x, 5) K, s, 1) ds,

kde m a n su ITubovoIné prirodzené &isla.
Ak totiZ pouZijeme definiciu (2) a vyuZijeme zékladné vlastnosti jadra K(x, ?),
modZeme napisat rovnosti

Kyim(x, 1) = le(x’ $) Kyim-1(5, 1) ds =
= [Ki(x, ) [[Ki(s, ) Kysm-2(, 1) du] ds =
= [Kyim-20 D[ [Ky(s, ) Ky(x, 8) ds] du = [Ky(x, 4) Ky s -2, 1) du =
= [K:( W)[[Ky(, V) Kysmo3(v, 1) dv] du =
= [Knrm=30s D[ K1, v) Ky(x, u) dul dv. =
= [Ky(x, V) Kyim-3(, ) dv = ... = [K,(x; w) K,(w, 1) dw.

Vzorec (3) sa obydajne odvodzuje za ostrejiich predpokladov neZ st zékladné
vlastnosti jadra K(x, t), napr. ked je K(x, ) spojité v obidvoch premennych.

Lemma 1.: Ak jadro K(x,t) md zdkladné vlastnosti, potom ich md aj kaZdé
iterované jadro K, (x,t),n = 1,2, .

Dokaz: Ak fe S, potom podla prvej zikladnej vlastnosti funkcia f K, (s, 1) f{r) dt
existuje a patri do S. Preto existuje aj funkcia f K (x,5)[ f K (s, 1) f(£) dr] ds
a patri do S. Podla druhej zékladnej vlastnosti pri kadom x € (@, b) plati rovnosf

[K\(x, D Ki(s, DA dA}ds = - 3
= [ [f Ki(x, 8) Ky(s, ) ds)fr) dt = [Ky(x, ) f2) dt,



z ktorej vyplyva, Ze funkcia sz(x, f) f(t) dt existuje a.patri do S, pretoZe.integral
f K (x,9)[ f Ky(s, 1) f(t)dt] ds ako funkcia premennej x existuje a patrl do S.
Podobne z rovnosti
JKa(x, 9) [[Ki(s, D) de] ds =
= [[[Ky(x, 8) Ky(s, 1) ds] (1) dt = [Ks(x, 1) f(0) dt

- vyplyva, Ze funkcia f K;(x, t) f(t) dt existuje a patri do S. Bez dalSicho je jasné,
Ze vzhladom na pozn. 2 pri vyuZiti druhej zékladnej vlastnosti jadra K(x, t) pre
kaZdé n plati rovnost

fKn(x’ S) [le(S’ t)f(t) dt] ds = fKn+ l(x’ t)f(t) dto n= 1’ 2’ L)

z ktorej vyplyva, Ze funkcia f K, . (x, ) ity dt pri kazdom n = 1,2, ... existuje
a patri do S.

Analogicky sa dokaZe, Ze funkcia f K,.1(x, ©)f{x) dx pri kazdom n = 1,2, ...
«xistuje a patri do S.

Este treba: dokazaf, Ze jadra K, , 1(x f) maju aj druhi zakladn@ vlastnost. Lahko
zistime, Ze jadro K,(¥,f) ma tato vlastnost. Pri Tubovolnych funkci4ch fi€S,
£, € S totiZ plati

T UK, 0 20 de] {[Ky(x, 5) fi(x) dx} ds =
= [ £1(0) {[Ki(x, 9) [[Ky(s, 0) f(0) dr] ds} dx =
= [ /i) {[ LOUKi(x, 8) Ki(s, 1) ds] dr} dx =

. = ffl(x) {sz(x, 1) f2(?) dt} dx.

Plati teda rovnost

() J UK, 1) fo(t) di] . {[Ki(x, ) f1(x) dx} ds =
= [ i) {[Kx(x, 0) () de} dx
z ktorej vyplyya, Ze dvojnésdbn)" integral na pravej strane existuje, pretoZe integral
na lavej strane existuje. Ale zrejme plati tieZ
K, 9) £ dx} - [[KaGs, ) f(0) dr] ds =
= [ 10 UK 0 {[Ki(x, 5) /,(x) dx} ds] de =
= [LOL /i(®) {[Ki(x, 5) Ky(s, 1) ds} dx] dr =
= [0 [fKyx, ) £y(x) dx] dt,
takZe z rovnosti

® - J{SKx 9) £1) dx} . [[Kols, ) £(0) dr) ds =
= [£,0) [[Ka(x, 1) f(x) dx] dt



vyplyva existencia integralu na pravej strane. Aviak vzfahy (a) a (b) maji rovnaké .
Tavé strany, preto plati rovnost

ffl(x) {sz(x, 1) fo(1) dt} dx = ffz(’) {sz(x, 1) f1(x) dx} de.

Uplnou indukciou sa da Tahko dokazaf, %e plati vieobecne

JUK (s, 020 1] {[Ky(x, 5) f1(x) dx} ds =
= [ i) {[Kys1(x, ) £3(0) dt} dx
a tiez
JU Ki(x, 5) fi(x) dx] { [K(s, ) () de} ds =
= [0 {[Karr(x, 1) /1(x) dx} d,
priom zo zrejmej existencie integralov na lavych stranach vyplyvaji existencie

dvojnasobnych integrilov na pravych strandch a dalej z rovnosti Iavych stran
vyplyva rovnost '

[ A1) {[Knsr(x, 0 fo(0) e} dx = [ £5() {[Kpi1(x, O) f1(x) dx} dr

platna pre vsetky n = 1, 2, ...
Tym je lemma 1 dokazana.

Pozn. 4: Z poznamky 2 a lemmy 1 vyplyva, Ze pre vSetky iterované jadra
K,(x,t), n = 1,2, ... dvojnasobné integraly

JU 1 Kx 0P diddx,  [If | K(x 0)1* dx]de

existuju. To je zrejmé zo zakladnych vlastnosti iterovanych jadier, z ktorych vyplyva,
Ze Tavé strany rovnosti

[1fKx, ) K%, dxlde = [[[ [ Ky(x, P dxldr,  n=1,2,...

[Kx 0 K(x, ) dldx = [[[| K(x,0)[*dAdx, n=12,..
existuji.
Podla predpokladu je jadro K(x,t) kvadraticky integrovatelné vo Stvorci D.
Z doterajsich predpokladov nevyplyva, Ze by aj iterované jadrd K,(x,t) mali
tito vlastnost. Preto budeme predpokladat, Ze iterované jadrd K,(x, t) sG v in-
tervale D kvadraticky integrovateIné. Potom plati nasledujiica poznamka.

Pozn. 5: Ak je iterované jadro K,{x; f) kvadraticky integrovateIné v intervale D,
potom plati rovnost

1K, 012 dxdt = [[[| K,(x, 0)|* dx] dt = f[f|K,(x,t)|’dt]dx,n= 15 SO

ktora je zrejmé z vety o rovnosti dvojného a dvojnasobného integralu ([3], str. 409).
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Pripomenieme niektoré zname pojmy, ktoré budeme potrebovat. Pod normou | £
funkcie f(x) € S rozumieme nezaporné Cislo -

17§ =N T 1) [ dx
a podobne pod normou || f| funkcie f{x, y) €.S rozumieme-&islo

1] =~ T 11 y) |? dx dy,

priCom oznaCovanie normy pre funkciu jednej, resp. dvoch premennych nebudeme
rozliovat. Specidlne teda norma n-tého iterovaného jadra K,(x, f) bude

| Ko | =V 1K, ) [P dx d.

Za predpokladu, Ze jadro K(x, 1) splna zakladné podmlenky, mdZeme definovat
funkcie L,,(x) vztahom .

@) ' L) = [K(x, 1) fny d,

kde f€ S je dana funkcia a n = 1, 2, .... Pomocou definicie (4), lemmy 1 a vzorca 3)
pri m = 1 dostaneme rekurentny vzorec pre L, ;(x)

) Lyyi(®) = [K(x, ) L(n)dt, n=12,..
pretoZe je
Lysi() = [KyirCn AR At = [{[Ky(, 5) Ki(s, 1) ds} fir) dt =
= f Ki(x,9){ f K, (s, ) f(t)dt} ds = f K(x, 5) L,(s) ds.
Lemma 2: Nech jadré K(x, 1) spliia bkrem zdkladnych podmienok aj podmienku
© N | o
Potom pre kaZdi funkciu f € S plati, %e postupnost noriem

WLyl WLzl eees 1 Ly I o

kde je

™ = VTTLG@ o =V TT& G 010 8 rdx,

konverguje a je zhora ohranicend Cislom | f|.

Dokaz: Zo vzfahu (5) umocnenim absoliitnych hodn6t obidvoch stran a integro-
vanim podla x dostaneme -

I Ly 12 = flLysaG)dx = [} f K(x, f) L,(#) dt |* dx,

z &oho po pouZiti Schwarz— Bufiakovského nerovnosti na posledny mtegrél do-
staneme .

I Lyss I? S f[fIK(x, Ok dtflL.(t) Pdiddx = | KI*IL, 1% n=12
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a z toho vzhfadom na podmienku (6)

(7) " n+1 " “ Ln "a n= ly 2, il

Podobne dostaneme zo vztahu (4) prin =1

® - ‘ R 2R - 1£1.

Zo vzfahov (7) a (8) vyplyva, Ze normy || L, | tvona nerastl’lcu postupnost, ohra-
nidenu &islom || £

® flz 2 | LilzlLlz..21L ]2 1L 2

Tato postupnost je zdola ohraméené (nulou) a preto. konverguje.

Pozn. 6: Jadro K(x, t) mtegralnej rovnice (1) obecne nevyhovuje podmlenke (6).
Avsak jadro K*(x, 1), stvisiace s jadrom K(x, t) vztahom

a1 K*x, 0= | K| K(x, 1)

uZ podmienku (6) spiia. Lahko vidime, Ze z rovnice (1) s jadrom K(x, t) a s vlastnymi
hodnotami A dostaneme rovnicu s jadrom, ktoré spliia vztah (6) tak, ked namiesto
jadra K(x, t) vezmeme jadro K*(x, f) a namiesto vlastnych hodnét A vlastné hodnoty
A*, stvisiace s hodnotami A vztahom '

(11) A*¥* = | K|.
Vidime, Ze integralna rovnica
(" | $(x) = A* [K*(x, 1) p(2)dt

ma tie isté vlastné funkcie ¢(x) ako rovnica (1). Z toho je zrejmé, Ze kaZda rov-
nicu (1) s Tubovolnym kvadraticky integrovatelnym jadrom K(x, f) moZno previest
na rovnicu (1*) s jadrom K*(x, t), ktoré uZ ma vlastnost (6), priCom sa zmenia
iba vlastné hodnoty A na A* podla vzfahu (11), nie viak vlastné funkcie.

Lemma 3: Nech jadro K(x, t) je kvadraticky integrovatelné. Potom v kruhu o polo-
mere r = | K ||™" nelezi nijakd jeho viastnd hodnota.

Dékaz: Ak jadro K(x, f) nema nijakid vlastni hodnotu, potom je lemma spravna.
Ak je 4 vlastnou hodnotou jadra K(x, f), potom existuje funkcia f€ S, ktord je
vlastnou funkciou jadra K(x, f) patriacou ku vlastnej hodnote 4. Potom z rovnice

flx) = AfK(x t)f(t) dr

Tahko dosténeme

J1fx) 1> dx = Ill flfK(x,l)f(t)dtlzdx

a z toho po pouZiti Schwarz— Buiiakovského nerovnosti na pravu stranu

1A S AP IKIPIAI
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Z tejto nerovnosti s ohladom na vzfah || f|| > 0 vychadza
(12) 1Az K|
&m je lemma 3 doké4zan4, pretoZe A bola Tubovoln4 vlastnid hodnota jadra K(x, ¢).

Lemma 4: Nech jadro K(x, t) md zdkladné vlastnosti a nech vyhovuje podmienke (6).
Nech existuje také prirodzené Cislo k, Ze plati | K, | < 1. Potom postupnost

" Kl ”’ " K2 ”’ seiny " Kn ”9
konverguje k nule. '

Dokaz: Zo vztahu (3) pri pouZiti Schwarz— Builakovského nerovnosti dostaneme
| Koo, 0 25 [ | Kl 5) [ ds [ | Kofs, )] ds,
z &oho po integrovani obidvoch stran podla ¢ a podla x méame
J U | Kyl 0)|? df1dx < [ [[ | Knlx, ) 1P dsTdx . [ [f | Kilx, 0) | ds] d,
a z toho
13 | Knan | = 1 K Il - Il K s

ktory vzfah plati zrejme pre ka?dé prirodzené m a n. Ak je m = n, potom z toho
dostavame

(14) I Kol S 11 K, 1%
Zo vzfahu (13) dalej mame

| Kntntpll S I Kpaa | N K Il S WK L N K - 1K I,
z &oho pri m = n = p dostdvame
I Kan | < 1l K 1.
Bez taZkosti ihned vidime, -Ze plati pre kazdé prirodzené m a n

(15) | Ko | = | K ™
a zrejme tieZ .
(16) | Kn | < | K 1"

Zo vztahu (13) pri m = 1, dostaneme
| Karr | S TEK N Ky

PretoZe je podla predpokladu | K, | = | K| £ 1, mame z toho nerovnost
an . I Krr |l S I KQ I,

ktor4 plati pre n = 1,2, .... To viak znamen4, ¥e plati

18 1zIKlIzIKIz..21Klz..
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Podla predpokladu existuje taky index k, Ze je || K[| < 1. Preto vzhladom na
nerovnost (17) bude pre ka?dé prirodzené m = k splnena nerovnost: || K, | < 1.
Z toho vyplyva, Ze je ,

im | Ky | = 0.

Ale vzhladom na nerovnosf (16) bude aj

(19) lim | K, | =0, m2Zk.

Teda postupnost
(20) 1Kl Z 1 Ko | 2 | K | 2 -2
konverguje k nule.

Postupnost (18) je vSak nerastiicou postﬁpnost’ou kladnych &sel, preto je zdola
ohranitena. Ma teda limitu, ktora musi byt nezdporni. Tato limita nemdZe byt
kladn4, pretoZe postupnosf (20), ktora je vybranou postupnostou z postupnosti (18)
podla vztahu (19) konverguje k nule. Preto musi byt

@1) lim | K, || =0,
&m je lemma 4 dokézana. _

Pozn. 7: Ak by neexistovalo také prirodzené k, e || K, || < 1, potom by zrejme
muselo byt | K, | = 1 pre vietky n = 1,2, ..., teda aj lim | K, || = 1.

Veta 1: Nech jadro K(x,t) splfia zdkladné podmienky a podmienku (6). Nech
existuje také prirodzené Cislo k, Ze je | K, | < 1. Potom nekonecny rad
22) 2| K|

; n=1

konverguje. ,

Dékaz: Nutnii podmienku konvergencie tohoto radu déva lemma 4. Podla
predpokladu je || K,, || < 1 pre.-m 2 k. Rad }, | K |" pri pevnom m 2 k zrejme -

n=1

konverguje, pretoe je to geometricky rad s kvocientom | K, | <1. Aviak zo
vzfahu (16) vyplyva, Z¢ potom podla porovnavacicho kritéria konverguje aj rad

5 [ Kl = D Ka |+ | Kanll + [ Kan] + - m2E

=3
Av3ak je podla (18) pre m = k
23) 1> Kl 2 [ Kpss IZ 1Kz 12 . 2 1 Kpm 1 2 - 2 1 K | 2 -

491



:alebo in4¢
||K;+p" éllK;”9
||Kam+p" §||K§m“,

‘CyD IlE;m+p" é "Igm"’

"pre p=1,2,...,m—1. Pretoze rad ) | K,,| konverguje, zo vztahov (24)
’ n=1
‘vyplyva, Ze aj vSetky rady

©
Zl||K,,,,,+p||, p=12.., m-1  m2k
-

konverguji. Ale potom pri koneénom m >k konverguje i rad
T m—1 ' ‘

LY Knnss |1
n=1 p=0
_pretoZe jeho n-ty Clen je sti¢tom n-tych ¢lenov konvergentnych radov
PR
n=1
Lahko sa presvedélme, Ze platl rovnost

(25) . Z [Z | Knnsp 1= Z | K -

'Tym je dokézané Ze rad (22) konverguje, pretoZe sa lisi od konvergentného radu (25)
.iba tym, Ze obsahuje prvych m—1 &lenov naviac.

Na zéklade vety 1 dokdZeme niekolko dalSich viet.

p=0,1, ..., m—1.

Lemma 5: Nech (f,) je [ubovolny ortonormdiny systém funkcii, pricom fnech Je
Ja€S,n=1,2,.... Nech si splnené predpoklady vety 1. Potom rad

@6) 3, @,
kde je ' .
@y ' @, = [[ K(x, 1) ful%) £,(1) dx dt,

.absolitne konverguje pre vsetky prirodzené m a n.

Dokaz: Ked pouZijeme na prava stranu rovnosti (27) Schwarz Bunakovského
‘nerovnost a vyuZijeme vlastnosti funkcii f,, dostaneme P e e

o[ SV [T K (e )P dx de V[ [ fu) P V[ 700) [P de = | K4 |
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a na zaklade toho

@8 Tl Y 1Kl mn=12..
i=1 i=1

Ale rad na pravej strane podla vety 1 konverguje, preto zo vztahu (28) vyplyva,
Ze rad (26) konverguje absoltitne.

Veta 2: Nech si spinené predpoklady vety 1. Nech f€ S je lubovolnd dand funkcia.
Potom rad

29

™8

I L1

1

konverguje a plati nerovnost

TLl=isl T 1K
Dokaz: Zo vzfahu (5) pomocou Schwarz— Bufiakovského nerovnosti dostaneme

LI = WK - 1A0

a z toho hned

™8

AR

&m je veta 2 dokdzana, lebo rad na pravej strane podIa vety 1 konverguje.

n=1

Veta 3: Nech jadro K(x,t) je ohranicené a spliia okrem zdkladnych podmienok
aj podmienku (6). .
Potom postupnost funkcit _
(30) A1(x), 45(x), ..., A(X), ...
kde
Ax) = [IKxn*d, n=12,..
a tieZ postupnost funkcii )
(31) Bl(x)’ B2(x)s seey B,,(X), oo
kde :
B9 = [IKxDPdx, n=12..
_ konverguje.
Dékaz: Podla definicie je

Kyiy(x, 1) = fKn(xs 5) K (s, 1) ds,
z &oho dostaneme
| Kpy1(x, 1) 12 = | fKn(x’ 5) Ky(s, 1) ds lz'
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Ak na pravi stranu pouZijeme Schwarz —Buiiakovského nerovnost a potom obidve
strany integrujeme podIa ¢, dostaneme

J 1 Kasa(x, 1) [P dt < [[ | Kyx, 5) |? ds]. [f dt [ KyGs, ) 1? ds],
z Coho na zéklade podmienky. (6) vyplyva vzfah - '
[1KisG, 0P dr < [ | Ky(x, )| dt

" platny pre kazdé x e (a, b) a pre ,v§etl'<y n= 1,2,....Z foilto vzfahu vypl)"va, Ze
funkcie (30) tvoria nerastticu postupnost

A() 2 M) Z . 2 A4X) 2 Ay ()2 ..
Zo vztahu (3) vyplyva, Ze iterované jadro K, (x, t) ma i tvar =
Koi1(x, 1) = [K(x, 5) K,(s, 1) ds.
Preto moZno z rovnosti '-
| Kuss@ 0 = | [Ky (5 Ks, nyds 2

integrovanim podla x a pouZitim Schwarz— Buiiakovského nerovnosti na pravi
stranu dostat nerovnost

J1KiG 0P dx < [ [ Ki(x, ) 1> ds dx [ | Ky(s, 1) |* ds
a z toho vzhladom na podmienku (6)
[ K, 0P dx < (1K 0Py, n=1,2,..
z édho vyplyva, ZeA funlécie (31) tvoria nerasfﬁcu bostupnosf
Bi(x) 2 By(x)2 ... 2 B(x) 2 B,\,(x) 2 ... "~

Funkcie 4,(x) a B,(x) st podla definicie neziporné, preto podla Bolzano — Weier-
strassovej vety o existencii limity monoténnej ohranifenej postupnosti st postup-
nosti funkcii (30) a (31) konvergentné pri ka¥dom x e (a, b); ¢o bolo treba dokazaf.

Vetad.: Nech jadro K(x,t) je ohranicené a nech spliia okrem zdkladnych pod-
mienok aj podmienku -

(32 | K <1
Potom postupnost iterovanych Jadier _ - o
(33) Ki(x,1), K)(x,1),..., K(x,0),...

pre obidve premenné x a t rovnomerne konverguje k nufe.

Dékaz: Podla predpokladu je jadro K(x, f) ohraniné, preto s ohraniené
aj funkcie ey 1 i i
(34) A1) = [ 1 K 0) 2 dt,. By(f).= J 1 KGx, 0 |? dx.
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Existuja teda také konstanty N, > 0, N, > 0, Ze pre kaZdé x € {aq, b) a tea, b)
plati '

(35) 0<A,(X) SN, <o
' 0< B,(t) €N, <. :

Zo vztahov (34) vyplyva Ze Je . C
(36) [ dx = [By(iydr = | K
az toho na zaklade predpokladu (32)

fA,(x)dx = fB (x) dx < 1.
Zo vzfahu (3) pri m = 1 dostaneme

,,“(x, n = I Ky(x, ) K,,(s z) ds.

Z tohoto vztahu pomocou Schwarz Bunakovského nerovnostl dostaneme pri
n = 1,2, ... nasledujuce odhady

| Ky ) 1 = | [Kix, 8) Kyls, 1) ds|* < J1 Ky, 9) 1* ds [ | Ky(s, 2) I2 ds =
= A 1(x) Bl(t)
| K, )17 = | [Ky(x,9) Kos, 0 ds |2 < fIKAxS)IdSIIKASOF
ce < 4,() B, | K%,
lebo je podla predchadzajiceho riadku a vztahu (36)
[1K (s, )P ds < | KI* By(@)., -,

Podobne bude dalej ' oo
| Ky, ) 12 = | [Kyi(x, 8) Ka(s, ) ds |2 £ [ Ky(x, ) 17 ds [ | Ks(s, 1) |2ds <
< 4;(0) B | K"4
| Ks(x, D17 < 4,() B | K |I°, atd.

Je jasné, Ze plati obecne

(37) | | K, )2 = Au(x) By(9) | K |77
alebo vzhl'adom na nerovnost1 (35) » S : . o
(38) | Ko(x, ) PS NN, | K P72, - n=2,3,...

Z toho vyplyva, %e pre ka¥dé prirodzené &islon = 2 a pre kazdé xa t,a = x = b,
a £t £ b, plati

(9) | Ki(x, 1) | < V4 x)B(t)IlKII"2<\/N1Nzl|K|l"2



AvSak z toho pri pouZiti vzfahov (32) a (35) vyplyva, Ze
lim K (x, £) = 0,

n—+w

prifom je tdto konvergencia rovnomernd pre vietky x € {a, b) a te<{a, b), ako
to Iahko vyplyva zo vztahu (39).
Pozn. 8: Budeme hovorif, Ze nekoneény rad funkcii na intervale {a, b) reguldrne
“konverguje, ak tam rad absolitnych hodnét jeho &lenov konverguje rovnomerne
([4], str. 81). '

Veta 5: Nech jadro K(x, t) je ohranicené a nech spliia okrem zdkladnych podmienok
aj podmienku (32). Potom rad

(40) fl K.(x, 1)

na intervale D pre obidve premenné x a t reguldrne konverguje.

DO8kaz: PretoZe tito veta ma rovnaké predpoklady ako veta 4, plati vzfah (39),
z ktorého vyplyva

3 K )|V 3K

kde rad na pravej strane zrejme konverguje, lebo je to geometricky rad s kvo-
cientom || K| < 1. Preto aj rad na avej strane konverguje pri ka’dom x a ¢,
a<x=bast=<b, ato podla Weierstrassovho kritéria rovnomerne pre obidve
premenné. Preto rad (40) konverguje podla pozn. 8 regularne, o sme mali
dokazat.

Lemma 6: Nech jadro‘ K(x, t) je ohranicené a spliia zdkladné podmienky. Nech
nijakd z funkcii rovnomerne konvergentnej postupnosti

41) J1(s (%), s fol3), ..

nie je rieSenfm homogénnej Fredholmovej integrdlnej rovnice 1. druhu

[K(x, ©) y(t) dt = 0.
Nech je

lim f(x) = f{x) £ 0.

Potom nutnou a postalujicou podmienkou k tomu, aby f(x) bola viastnou funkciou
Jadra K(x, t) je, aby postupnost funkcii
Fy(x), Fy(x), ..., Fy(x), ...
kde je
) Fi(x) = Jux) n=1,2, ...
: [ K(x, 1) £,(£) dt

konvergovala k nenulovej konstante.
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Dékaz: a) Nutni podmienka: Nech f{x) je vlastnou funkciou jadra K(x, ?).
Potom existuje &islo 4 tak, Ze plati rovnica

Ax) = A [K(x, ) f(t) dt
resp.
=S
[K(x, 1) f(z) dt

Vzhladom na rovnomernu konvergenciu postupnosti (41) a ohrani¢enost jadra plati

lim £,(x) limf,(x) 1)

n—oo

*7 TR ) Tm A @ T [ K( 070) a1 woe [K(x 008

&o s ohfadom na definiciu (42) funkci F,(x) znamena, Ze je

lim F,(x) = A = konst.

b) postatujuca podmienka: Nech plati

lim F,(x) = konst. = A.

n—>o

Potom vzhladom na definiciu (42) funkcii F,(x) bude

i Fod) = i e S lim £,(%) =' 1)
PRI T 0 n e T TR )limf0d  [Kem)f) e

z &oho vypi)?va rovnica

fx) = 4 [K(x, ) 1) d,

ekvivalentna s tvrdenim, e f{x) je vlastnou funkciou jadra K(x, ) pri vlastnej
hodnote A.

Lemmu 6 vyuZijeme pri rieSeni rovnice (1) metédqu postupnych aproximécif
funkciami L,(x). Hovori o tom nasledujica poznamka. :

Pozn. 9: Ak jadro K(x, ) spliia zakladné podmienky a funkcia fe S je taka,
Ze postupnost funkcii

L,(x), Ly(x),..., L(x), ...

kde L,(x) st definované vzorcom (4), rovnomerne konverguje k funkcii L(x) % 0

L(x) = lim L,(x)

n—+>w

potom funkcia L(x) je vlastnou funkciou jadra K(x,f), patriacou ku vlastnej
hodnote 4 = 1. '
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Dékaz: Utvorme fliﬁkci"e'F,,'(x)'n’asledujt’lcim spé'soboni’
F,(x) = fK(x,[;")();.)"(t) e pe=12 ..,
a vySetrime limitu postupnosti tychto funkcii. Vzhladom na vzfahy (4) a (3) je
JK(x, ) L(1) dt = [K(x, O) [[K,(t, 5) fs) ds] dt =
= [Kae 9 ds = L),

Preto bude

fim F.(x) = lim ) _ _ L) _,
ivw o omew Lyyy(x) LX)

¢o podla lemmy 6 znamena, ¢ A = 1 je vlastnou hodnotou jadra K(x, r) a L(x)
jeho vlastnou funkciou pri tejto vlastnej hodnote 4 = 1.

Pozn. 10: Ak postupnost funkcii
[K\(x,0dt, [Ky(x,0)dt, ..., [K(x,0)dt, ...
rovnomerne konverguje, potom jej limita je vlastnou funkciou jadra K(x, f) pri
vlastnej hodnote A = 1.

Lemma 7: Nech jadro K(x, t) spliia okrem zdkladnych podmienok aj podmienku (32).
Nech je f€ S lubovolnd funkcia. Potom
a) - postupnost postupnych aproximdcii

(43) Ll(x)’ L2(x)9 seey L,,(X), “ee
rovnomerne konverguje k nule,
b) rad

™8

S/ 0

L)

v intervale {a, b> reguldrne konverguje.

Dbkaz: a) Zo vzfahu (4) pouZitim Schwarz— Butiakovského nerovnosti do-
staneme '

L) I = | [Kx, D0 dt 1> < [ | K(x, 012 de [|f0) | de.
Z toho dalej po pouiti vztahov (37) a (36) dostaneme R
| L) [ <71 | K P2 A4),
z €oho s prihliadnutim na nerovnost (35) méme _
4 L) SIF L K VR, n=23,.
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Z ‘tohto vztahu vzhladom na‘podmienku ‘(32)-vypty"va,' Zeje e e

n—+a

hm L,,(x) = 0

pricom je tato konvergencia zrejme rovnomerna, ako to Tahko vyplyva z ne-
rovncsti (45).

b) Lahko vypl)'lva zo vztahu (45), pretoie cislo || £l \/ N_1 je konetné a rad
Z || K Ii" ! konverguje, na zéklade ¢oho rad (44) konverguje regularne.

V51mmme si stvislost pozn. 9 a lemmy 7b) z hIadlska rieSenia rovnice (1) metédou
postupnych aproximacii. PodIa pozn. 9 nam stadi najst taka funkciu fe S, aby
postupnost funkcii L,,(x) rovnomerne konvergovala k nenulovej funkcii L(x); tato
funkcia L(x) je potom rlesemm rovnice 1) pr1 A = 1. Podla lemmy 7b) sa zasa
ponuka otazka vyberu funkcie fe S tak, aby rad (44), ktorého regularna a teda
tym skor rovnomerna konvergencia je zaru¢eni lemmou 7b) pre kazdu fe S, urdil
rieSenie rovnice (1) pri vlastnej hodnote A.

Nebolo uéelom tohto &lanku tieto dve otdzky riesif, ale len pripravit k tomu
vhodny material. Preto sa tu dalSou analyzou tohto problému nebudeme zaoberat.
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O Bexroropmix cBoiicTBax MTEPUPOBAHHBIX Alep HMHTETrPAJbHLIX ypaBHEHHI
Thna Opexgroanma

W. Mlaiina

Pe3ome

B 570i cTaThe M3ydaroTcs HeKOTOPHIE CBOMCTBA HMTEPHPOBAHHLIX S/IEP HHTETPaJib-
HBIX ypaBHCHHH Tuna ®penrojbma, HMeHHO CBONCTBA CXOMMMOCTH. B craThe Ha-
XOIHUTCA HECKOJLKO NPOCTHIX Pe3yJbTATOB, MMEIOIIMX HMEHHO BCIOMOTATEIbHOE
3HaYyeHHe.

CHavana onpe/e/ieHbl Tak Ha3hIBAEMble OCHOBHBIE CBOJCTBA sanpa K(x, f) u 3atem
TIOKa3aHO, YTO ITH CBOHCTBA COXPAHSIOT TAKXe BCE HTEPHPOBAHHEIE anpa K, (x, 7).
ITotoM npuBeneHO HecKOJBKO HPOCTHIX PE€3YJIbTaTOB, U3 KOTOPBIX MBI 31€Ch NpH-
BEIIEM CJIEAYIOLIME:

[+ o]
Ecmu emonneno ycnoswe | K| < 1, To Geckoneunsrit pan Y || K, |, roe
n=1

bb
| Kall=\/[[| K%, ) P dxdt,”  n=1,2,... u K =K
vcxomrrca; TocJIeqOBATENLHOCTH (HYHKIMH
b b
An(x) = f l K,(x, t) I2 dt, Bn(t) = f I Kn(x’ t) lz dx

B HHTepBaJe [a, b] cxomarcs.

Ecnu BemonseHo ycnosue || K| < 1, To mocnenoBaTeNBbHOCTD HMTEPHPOBAHHBIX
anep K,(x, ) pABHOMEPHO CXOOMTCH K HYJbIO IS 06enx NEepEMENHBIX, a < x < b,
@

astsb nakeupin ) Kyx,1) PaBHOMEPHO CXOAMTCs )it 06EnX mepeMeHHBIX X
n=1

© b
Ht,a < x £ b,a <t < b; nanee 6eckoHeuHbIH pan Y f K, (x, t) f(t) dt B unTepBae
n=1

a .
[a, b] paBHOMepHO cxomuTcs mns kaxmoit CYMMHPYEMO# C KBaApaToM (yHKIHH,
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Uber einige Eigenschaften der iterierten Kerne der Integralgleichungen
des Fredholmschen Typus

J. Sajda
Zusammenfassung

In dieser Arbeit sind einige Eigenschaften der iterferten Kerne der Integral-
gleichungen des Fredholmschen Typus, besonders Konvergenzeigenschaften unter-
sucht. Sie enthilt einige einfache Ergebnisse, die' eher ¢ine Hilfsbedeutung als
eine grundsétzliche Bedeutung haben.

Zunichst sind die sogenannte griindliche Eigenschaften des Kernes K(x, t) definiert
und dann ist gezeigt, daB diese Eigenschaften auch alle iterierte Kerne K,(x,t)
besitzen. :

Dann sind einige einfache Ergebnisse angefiihrt, und zwar: Unter der Bedingung,

)

daB || K || £ 1, die unendliche Reihe Y | K, ||, wobei ist

n=1

bb
| Kl = S Tl D P v,
konvergiert, weiter die Funktionenfolgen {4,(x)},~, {B,(f)}n=1, Wobei
b b :
4= [ K )P dn, B =[] K )| %ax

ist, im Intervall {a, b) konvergieren.

Unter der Bedingung, daB || K| < 1 die Funktionenfolge' der iterierten Kerne
K,(x, t) fiir beide Veridnderlichen x und ¢, gleichmiBig konvergiert zu Null und

mehr die unendliche Reihe Z K(x,f) im Intervall a < x<b a=<t=<h
n=1

. w b
gleichmiBig konvergiert und weiter, die unendliche Reihe Y f K,(x, 1) () dt fiir

n=1a

jede quadratisch integrable Funktion f{x) im Intervall {a, b) gleichméBig konvergiert.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V., FASC.VIII-X. MATHEMATICA 1961

Une amélioration de la méthode de Runge—Kutta—Nystrom pour la
résolution numérique des équations différentielles du deuxiéme ordre

V.. Ficker
Soit donnée une équatibri.diﬁ‘ér‘éntielle' du deuxiéme ordre
Y =fix,y,¥) . @
et la solution de Téquation différentielle (I) satisfasse aux conditions initiales:

pour x = xo est y = yo, J' = ¥o ‘ . an

ol Xxq, Yo, Vo sont les nombres donnés.-On remplace l'equatlon différentielle (I) par
un systéme différentiel normal _ - o

Y =u | . 1)
u .=vf(x9 Vs u) :
Les intégrales du systéme différentiel (III) aient des formes

y=HRKx) .- .. .. . IV

et fo e e .
u = G(x) %

La résolution numérique du systéme différentiel (III) consiste en calculant des
accroissements L de la fonction F(x) et K de sa dérivée G(x) correspondant & Iac-
croissement 4 de Targument x. On calcule ces accroissements L et K des rélations

Yo+ L= F(x0+h) o . (VD
Yo+ K=Glxo+h) , (VID)

En développant les seconds membres des rélatlons (VI) et (VII) en. sérle de Taylor
et en utilisant des conditions (II) nous avons

‘I:'=i£F(i)(xo)‘_:- L Ay (VIII)
K z F(Hl)(x) : RLATET S (IX)
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En dérivant la rélation (IV) deux fois par rapport a x et en la comparant avec (I)
nous obtenons

y” = F”(X) =f(xs Vs y') (X)

ensuite on a
L =uoh+ E f“ Y(x0» Yo» o) | XD
K= Z f(i l)(xo, Yo, uO) (XH)

ou f(o)(xo » Yos o) = f(Xo, Yo, to)
On désigne la valeur de la fonction f{(x,, ¥o, #4o) par f, u, par u et la valeur de sa
ap+q+»f(x0’ Yo, “0)

dérivée partielle par Jf,. On introduit pour simplifier les calculs

axi’ayqa“r
ces symbols
n o n—k '
D(")f= n: k1 ks ukz. n—ky—ka XIII
ki=0 kzgo kl!kz!("_’ﬁ—’fz)! i f ( )
L & "5 n! e
D( )j.fl = Z Z :;+jf"+‘_kl—k2 . ukz .f ky—ka (XIV)

k1=0 k2=0 k1 !kz!(n—kl—kz)!

Pour la dérivation de (XIII) et (XIV) sont accomplies évidemment les rélations
suivantes ‘
[Df] =D®*Vf+nD""Vf, . Df+nf.D"" D, f (XV)

[D®,£ = D®*1,f, +nD®~ £, . Df + nf . DG, (XVD)

En utilisant des rélations (XIII), (XIV), (XV) et (XVI) on peut énoncer des accrois-
sement L et K par les formules

2 3
L=hu+ ——f+ —h~Df+ : [DPf+f, .Df+f.1f]+ ’S'—j[D‘3’f+
: 6
+ le‘z’f+f iDf+3Df,.Df+3f.Dyf+Df . . f+f. f -f1]+ % [D¥f+

+£ DO +£2DPDf 4 £iDf+ 6D, . Df +4Df, .D®f+ 3f,(Df)* +f, . Df,Df +
+6f. . f1.Df+6f.D3) f+4Df, .f. . f+4D,f.Df+3f, .f.D f+3f* . . f +
+f1.f. 1f+1f-D(2)f+f-1fz+21f-f1-Df]"' (XVID)
2
K=hf+ h—Df s [D‘”f+f1 Df+f..f]+ —[D<”f+f,D<”f+ Fings

+3Df; .Df+3f.Dyf+Df . 1 f+f. 1f -]+ —5'— [D®f+£,DPf+£iDPf +£1Df +
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+6D®f, . Df+4Df, .D'®f+3f,(Df)* +7f, . Df, . Df+6f .  f1 .Df +
+6f.DAf+A4Df, .f. f+4D,f.Df+3f, .f Dy f+3f* ., f+fE.f. f+

+1f . DPf+f. 1 f*+2:f f1.Df]+ -’g— [Df+£,DWf+f1DOf +£1DPf +

+1*Df+10f D)+ 10D, . Df +5Df, . DVf +6f, .f . DA f+

+16f, .Df .D®f, +9f, .Df, .DPf +-3f2 .f D, f+12f1 .Df, .Df+f1.f-1f+

+30f.D, f, .Df+15Df,(Df)? + 10D®f, . D@f+10f.  f. D®f; +10, f,(Df)* +

+10f.  f, .DPF+10,f.f*.  f, +16f. 1 f1 .£\Df + 10Df . DZ) f+ 15f2.D,f+

+10f, . DfD®f + 15f.D1f.Df1+15(Df1)2Df+ 10f. ,f.f>.Df+8,f.Df, .Df+

+10f.Df . ,f+5D,fDPF+8,f.f. D f+9 .Df .D, f+13f; .£o(Df)* +

+3f1.f2 o f+9 .Dfy S S+31.Df 1 f+ S DOf+Df. f2+2,f.f1 . DPf +

+2f S fH]H+ - (XVIII)

La résolution iumérique des équations différentielles par la méthode de Runge—
Kutta— Nystrém consiste en donnant un systéme des formules pour les valeurs des
arguments des fonctions f et u de sorte que la somme des premiers n termes de la
combinaison convenable des séries de Taylor des fonctions f et u coincide avec la
somme des premiers n termes des seconds membres des rélations (XVII) et (XVIII).
Ce sont les formules de n-tiéme ordre. Dans cet article on déduira les formules du
sixi¢éme ordre.

On choisit pour les fonctions f et u des valeurs suivantes

mg = tg mg =f(xo’ Yos “o)
m; = (uo+wgh) my = f(xo+@gh, yo+Ih, to+0gh)
pour q=12,...7 (XIX)
ou
wy = amg l, =Amg v, = amg

wy = bomo+bym, l, = Bymg+Bym{ v, = Bomo+Byimy

2 2 2
w3 = ), gm; Iy3= ) Gm; v3= ) 1my
j=0 j=o j=o
3 3 3
we= Y. d;m; ly= },D;m; ve= ), 0;m;
4 4 4 (xx)
ws= ) em; Is= ) E;mj vs= ) &my
j:o J=0 jno
5 5 5
W=, c;m; lg= Y. Z;m;j ve= 2, {m;
j=0 Jj=0 j=0
6 6 6
wy= 2.3m, Iy = Y. 3,m; vy = Y nm,
j=0 ji=0 Jj=0
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Les constantes ¢, doivent satisfaire d’aprés Runge — Konig [1] a cettes rélations
suivantes

¢, = a = A =q .
¢2—b0+b1 —'Bo'*'Bx Bo+ B,y
2, 2, ) -
¢3 Z 8 = %: Gj = ;Vj'
- .3 . S v
Gy =TDy =X . (XXD)
TSI N T 4
bs=2e =YE =Z§i
o - o 3] :
5 . 5 -
bs=2¢ =XZ; =3}
0 0 0
6 . 6 6 .
$:=33 =% =Yn
5 H .0 s 0. - 0
Si on désigne encore °
o 'j'i = mh "‘et K; ;—-'m'ih. ' pour i=0,1,..7 (XXII)
il sera ’ '
i} 7
i=0 i=0 ’

en développant m, en série de Taylor nous avons
my=1(xo+behs Yo+ 1h, o +v,8)=f+h[d,. f+1,. f+v,.fi]+
h2
+ —[¢:.2f+1§.2f+u§ Sat 2y 1y i f+ b, 0 i+ 10,1 f1)]+

[4’3 3f‘"l 3f+ vqf3 +3(¢q qlf+ ¢ 1+ ¢’qli§f+'li”q afit

+¢v ilfz +1 vq1f2)+ 6¢qlqvqlfl] + [¢4 4f+ I: il U: fa +-4(¢¢31lq3f+
+ 0, 1+ P33 f+ qvafi+ b 3‘f3+l.,v,, ,f3)+6(¢q PR R
+By 2zfz)+12(¢21 v f1+ @l qu1+¢¢ fz)]+—[¢55f+l sf+

+v f5+5(¢q 41f+¢ l+¢ql:1f+ 14 Vgaf1+ @ :lf4+lqvqlf4)+

+10(GI23 [+ 030 Lo+ B33+ s fo+ dM0) s+ v fa)+

+20(¢3 ”gif1+¢q 3vq§f1 + @l q1f3)+30(¢§l§ q§f1+¢q q q1f2 ‘

+ i f2)]+ : ' (XX1V)
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Des rélations (X[X) et de Ia formule (XXIV) nous obtenons pour q=1, 2 w T
successivement les expressions suivantes:

' &

mo =u
m0= A

m{=u+¢,fh T .
my=f+¢:Dfh+ —- $IDVfH 4+ ¢’D‘”fh3 T ¢“D“’fh )  GiDH +
my=u+@afh+§,b:Df*+ —- $1b DR + ?¢3I?ID"’fh”+ |

+ —517 1 Dfh + ...

ma =1+ 8:Dh+ - [O3DPS+ 26,8y oS S+ 2B SDI P+
+ S [BD S+ 303, f.DF + 699181 D1 + 69 baB DI DI+
b DB LD T 2B S+ 2 BDRDN
+1203B3(DSf)* . £+ 244181 B, S - 1/:Df+12,63B: fD2 f+
+126,038,D7, . Df K*+ L[¢’D‘5-’f+5¢‘ﬂ1f1D""f+20¢i'¢zﬂ1Df1-D‘”f+

+60¢2¢2Bzf2D2f+30¢1¢zﬂ1D(2)ft D"’f+60¢2¢zBfoz(Df)z
+60¢3 ﬂlszfD(z)f‘f‘GO‘ﬁl 1ﬁ1f oJi- D(z)f+ 1204’14’251 1fD1f1 Df+
+204,43B fD"’f+20¢ $36.Df,Df ] 1° + )

’"3—“+¢3fh+(¢181+¢282)l)ﬂlz+——[(¢1g1+¢2gz)D‘2’f+2¢lBlg2 1f f+
+2¢1B18.11 - DF] W +’— [(#31g:+¢328,) DS+ 3¢fﬁ182f19(2)f+

+ 6¢1,¢23,1_8_z-fD1f+_ 691928180/, -Df'] hf.f_g[(%&ﬁz&) Dmf’*‘ .

+4¢3B182f1 . DX +12¢1 Bl g, f* .o f + 12¢f¢2ﬂ182Df1 Dmf—!—
! 12¢2ﬁfg2f2(Df)2 +2441B,B122/ - 1f1 Df+ 12¢1¢2Bxgzﬂ)( )f+
+124,438,8.D7%; . DFTh*+...
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ma=f+ sDfit — - [BDDf + 2161+ 6:62) 1. 1S+ 2Ars +ba1:) SiDI 1 +
+ ‘%‘ [¢'2D(3)f+ 6¢1b,G,Df .  f+ 3(4’%71 +¢372) f1 . DPf+6¢7,B .1 f S1+
+6¢.817.fiDf + 6¢3(¢1Gy + ¢,G5) fD, f+6¢3(17s +¢272) Dfy . Df] B+
+ - [BD 1+ 1286,6,D7F. S+ 4(gln,+6302) £, DOf +

+24¢,¢,7,B1f.D1f . f1+ 12018172 1DPf +24(d, 6,817, +
+¢1638172)-f1 . Df . Dfy +12(¢ 171 + $272)*fo(Df)* +24¢,$3G,b,Df . D, f+
+12(61G1 +6:G2)*f* . . f+1265(d1y, + ¢37,) Df, . DPf +
+2461039:B1f . 1f . Df 1 +28($ 171+ 8272) . (01G1 + 0:G,) . 1 f1 . Df +
+12¢3(41G1 +6,G;) f. DX f+12¢3(d 171 + b2v,) DO, . DF] h* +

l 9
i 51 [¢§D(5)f+ 2003b,G,DVf . f+5(d171 + $3v2) LD +

+2093 8,7, 1D Vf+ 6001 BLy, fy . f* . o f+60(¢Fh2Byy, +

+¢1638172) f1-Dfy . DPf+60(p3 BTy, + 203817172 +20,628173) . f1 -£(DF) +
+60(¢1 938172+ $1938172) f1 . DPf, .Df +20¢;. (¢3rs+d37,) DVf.Df +
+3003(p171 +0372) DB, . DPf+2093(¢ 17, + b37,) PPy . Df +

+60(d171 + $372) ($171+ $27,) fo. DIDPf+ 60¢3(¢171+7,)*Df>(Df)* +
+120¢,62638,72(Df1)*Df + 1209, 817,(¢1 B, + ¢1G, + 6,G,) f - 1 f1 -f1Df +
+60¢:6373B, 11 .f. D2 f+ 6007 $3G,b,D, fDPf+120¢,b,Gy(, G +
+02G,)fDf . 2f+120$,6,¢37,B, D fDf, + 120, B172(b171 + b272) f- 1 S2.Df +
+60(6171+372) (61G1 +6,G>) f. 1f1 . DPf+120,B,7,($,G, +

+¢2G2) 1 ff2. 1f1+1200,b,Gy(d 171+ $272) 1 [1(DF) +6093(9, G, +
+¢1G,)’ 2D, f+60¢,63b,G,DfD?) f+60¢,637,B,f.  [DDf +

+ 1294’3(4’171 +¢272)($1G1 + $,G,) fDf,Df +20¢3($,G, +

+¢,G;) f.Df R +... -

mi=u+@ofh+($1d+dod, +¢3ds) Dfn’ + % {(#3d, + d3d, + $2d3) DPf +
+2[¢1Bldz +(¢1G: +0,Gy)ds] f. 1 f+2[@1B1ds+(d1y1 +P2v2) d3] £LDf} B +
+ < (820, + 630, + 6305 DL+ (638, + (B, + 6202) 41 DV +
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+6[¢1By1d;d;+ (416, +¢,G,) ¢3f13] f.Dif+6[¢810,d,+
+(@171+272) $3d5] Dfy . Df +6¢,G2b,d;3 DS . 1f+6¢17,Bydsf \f . Sfi+

+6¢:B172d5f1Df} h* + zl'— {(p3dy+¢2d,+ ¢3ds) DV + 4[¢3l31d2 +

+(3y1+0372)ds] [iD®¥f+12[¢1B1d,+($:G, +¢,G,)* ds] f* . of +
+12[¢1B1¢2d; +(d1r: + $372) $3ds] Dfy\D®f + 12[¢fﬁfd2 e
+(P1y1+0272)"ds] f(Df)* +24[¢,B:¢,B.d, +(d171+0272) (601G +
+,G,) ds].f. 1 /1Df + 12[¢pyB1¢3d;+(01G1 +$2G) $3d;]1 DA f+
+12¢3G,b,d, DD . f+12[¢,B1d3d; +(P171+¢272) ¢3d;]D?f, .Df +
+24¢B1$27,d3f. Dy f .f1+ 12¢3B,7y,d:f 1DPf+24¢1b1G,¢3d;DfD, f+
+24(p 1928172+ D103B172) dalelef+ 24¢,b37,Bydsf. SDf B+ ...

my=f+¢,Dfh+ ?1'“ [¢2D(2)f+ 2(¢,D, +¢2D2+¢3D3)f- J+2(y0y+ 9,0, +

+¢303) f1Df ] h* + ~31T{¢2D(3)f+6[¢1b1D2+(¢1g1 +¢,8,)D3]Df . 1 f+

+ 3((1’%51“*‘ $30,+¢383) 1D Pf+6[ B0, +(¢,G, +6,G3)03]f. of f1+
+6[¢1816,+(d1y1+ $272) 03] fiDf+6¢4(¢:1D1+ 2D, +@3D3) SDif+

+6¢4(h101 + $20,+$303) Df; .Df}R*+ 4% {$p2DWf +4(h16, +¢30,+

+¢385) 1Df+12[¢1b,D, +(¢3g1 +¢32,) D3] D'Vf. 1 f+244,B1g,Ds . f. S+
+24(¢1B182D3+ ¢1b1G,33) 1 f f1Df + 12[¢3B16,+(dTr: + $372) 6] F1D S +
+12($16, + 30, + $355) $4Dfy . DPf+24[ ¢1B1020, +($171 +¢272) 9305+

+ 1816204+ (9171 +d272) 9:04] f1Df\Df + 24¢1ﬁ.1}’253f?Df+

+12¢2(4101 + $20, + $363) DPf \Df+12(101 + 25, + $:0,)* £(Df)* +
+24[1B1$20,+(¢,6G,+9,G,) $365) f1-fDif+ 24¢,B,y,05f1.f - 1f+

+12(¢,D; +¢,D, +¢3D3)2f22f+24[d1b1 94D, + (4181 +¢,85)$4D3] D1 fDf +
+24(¢16, + $20,+ $393) (¢1D, +¢,D,+¢3D3) f. 1 f1Df+24[$1B1§4d,+

+(¢1G1 +¢1G3) $493] Df1 -f. oS+ 12¢3(¢1D1 +¢,D,+¢3D3) fDAf} h* +

1
*r {$IDDf +5(§15, + 38, + $363) f1 . DY +2064(97, +$326, +
+¢38,) Df,DPf + 304’2(4’%51 +¢30,+ ¢§53) D®f,D®f+ 20[‘1’3 b,D,+
+(¢381 + ¢:82)D3]D(3)f- 1f+20¢3(d16, + 20, + 4’353)D(3)f1 .Df+
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+60(¢76, +$36,+ $365) (4161 + $26,+ $353) £,DfD P+ 60[ 11026, +

+(D1y.+0372) 0303+ D1B1dsd2 + (D171 + 8372) $485] /1D DPS +

+60[¢18130; + (D171 +D272) 9303+ 181036, +(d171 + $272) 92651 f1DD P, +

+60[ 93810, +(d 171+ D272)" 03 +2(9161 + b25,+ ¢383) . (618162 +

+(B171+ 272)83)] f1 - fo(Df)* + 120(¢1¢251?253 +¢1¢3B17,05+

+¢104B17285) f1Df,Df + 60¢fﬁ17253fip(2y+ 20[$1B16,+

+(371+372) 831 fIDDf + 1200, [ 618,628, +(d171 + P272) $305](Df1)* Df +

+60(¢1B18:D3+ $1b1G185) 1 f /LDPf +120(¢ B, h,8,D5 +

+01B1048:D3) 1. fD1f+120($181628:D3+¢1b,¢$4G29;) 1 fDf 1 Df +

+ 60[¢fb1¢4D2 +(¢f81 + ¢§gz) $4D3]D, D@f+ 60¢,(¢161 + P20, +

+¢365)” Dfy(Df)* + 60[ ¢1B16, +(91Gy + $2G,)* 851 1 .f* . o f +

+20¢3(¢:1Dy + ¢2D; + ¢3D;) D) f+60[p, B, 35, +(¢:G, +

+¢,G,) 936511, ./ DA f+ 120¢,[¢1B1¢20, +(#1G1+$2G2) $395] D1 fDf +

+120(¢1D; +¢2D;+¢3D3). [¢1b1D; +(181 + $282) D3] fo-.zf‘f'

+120(¢,b,G,¢303+ ¢1B,8,04D5) f/1Df D, f+ 6O¢2[¢1 b,D,+ ‘

+(¢18:1+ ¢282)D3] DfDAf+ 60¢i[¢13152 +(41G1 +9,G,) 5] fe1 D®f, +

+600,(¢1D 1+ $2D;+ $3D3)°f*D, f+120¢4($,5, + $,5, + $355) (61D +

+¢,D,+ ¢3D3)fD1f1‘-Df+ 1209164 + ¢26,+ P305) [¢1b:D,+

+(0181+ $282) D3] 1f1(Df)* +120¢,B1§,7,8, 13 .f Dy f+

+120(¢1B17:0303+ ¢1B17:0403) [LDfy f . 1 f+120(p104 + $,6,+

+$303)[¢1B102+ (8161 +$2G1) 851 f. 1 ff.Df +60(916, + 36, +

+ 4’%53) (¢4Dy+¢,Dy+ ¢3D5) f. 1f[iDPf + 120(¢4Dy + ¢2D;+ ¢3D;) [¢1B16, +

+(0:1G1+2G2) 8511 /f* . 1f1+120[¢1816,(¢1B1 + Dy + ;D5 + $3D;) + -
(P71 +B272)03(41Gy + ¢1G2 +¢1Dy+¢,D,+¢3D3)| f. 1 fy S1Df} P + ...

: ' 1 |
ms=u+dsfh+(dies+¢,e,+ Paes+ paey) DI + o1 {(d’fel +¢e,+

+die; +¢ie4)D(2)f+2[¢1Bxez +(41G1+,G;)es+(¢.Dy+¢,D, +
+@3Ds)es]f. 1 f+2[d1Bres+(b1y1+P272) e3+(P161 + D26, +

+ ¢;53) es] /1Df} K+ _31'— {(pies+ dre; + d3es+ dpiey) DV +
+ 3[¢fr31 e +(¢§71 + ¢§72) ) +(¢f‘51 +¢36,+¢383) A [DPf+
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+6[¢,B1¢re;+(61G1+¢,G3) bses +(91D1+b2D2+ d3D3) daes] /D f+
+6[@1810262+(d171+B272) daes+ (9101 + 20, +$303) daes] Df D+
+6[¢1b,Gre3+¢1b1Dses+(P181+ $282) Daes ] DS . 1 f+6[$1B172e5+
+¢1B162e4+(91G1+ $2G3) 03641 f . 1 ff1+6[D1B17265+18102e4+

+(P171+ b272) 6364 fiDf }h* + 4—1' {(ptes +Pre, + P3es+ pie,) DS + _

+4[ 93162 +(d171+B372) €3+ (9101 + 036, + $383) e4] 1D Vf +
+12[¢]Bie; +(41G1 +$2G2)* e3+(¢,D1 +$,D, +¢3D3)2 es] f22f+

+ 12[4’%/31(15292 7+ (d’f}’l + ¢§)’2) dse;s +(¢f51 + ¢35, + ¢§53) baes] Df,D*®f +
+12[¢1Ble, + (D11 + 92v2) e3+(P101 + $26, + $365) es] f2(DF)* +

+ 24[¢1ﬂ1¢13192 +(h171+P272) (¢;Gl +¢,G,)e; +(¢10:+ 020, + )
+¢303) (01D +¢,D5+ ¢3D3) e, ] f. 1 /1 Df + 12[¢1Bl¢§ez-+(¢101 + 4’262) ¢§ea +
+(¢1Dy+¢,D,+¢3D3) ¢ﬁe4] DAf+ 12[¢fb16293 +¢3bDye,+
+(381+9322) D3 ] DS . f+12[ ¢ 1B1d3e, + (D171 + D2v2) dies+

+(4161 + G205+ $355) pies ] DS, Df +24[ ¢, B1$,7,65+ $1B1$,5204+
+(01G1+9G,) $363e4] f1 .fD f+12[ 1817265+ ‘ﬁﬁﬂszh‘.*‘
+(@171+9372) 03641 fiD'Vf +24[ ¢, b,G 1365+ $1b,Drses+
+(¢181+¢282) D3dses | Df D1 f+24[ ¢, 81027263+ 181020264+
+(h171+0272) D30sea+ D1 B1v20363+ D1 B10,04es+( it

+0272) 0394e4] f1Df1Df +24[¢1B1y2d3e3+$1B10;baes+ (416 +

+63G;) 0304641 Dfy .f . 1 f+24¢ 8172034 f IDf +24¢,By,05eaf1 . f. S+
+24¢,B,g,Dse,f . f* +24(¢1/31g2D3e4+ ¢1b1625334) Jf1Df} h+...

ms=f+¢sDfh+ “21—‘[¢§D(2)f+ 2P1Ey+d2E;+ G3Es+ GLE) f-  f+

+2(P181 + P28, + D383+ Paty) f1Df ] h*+ % {‘i’gb(s)f'*' 6[¢;biE,+

+(9181+6282) Es +(d1dy + $2dy + 93d3) EJ] Df . f+3(dles + de +
+3es+ pies) LD DS + 6[¢13132_+(¢1G1 +6,G;)e3+($1D1+¢.D,+
+¢3D3)e] f. 1 Sf1+6[D1B182+ (D171 +B2y2) e +(h101+ 202+
+¢303)84] fiDf +6¢5(d1E1 + $2E3 + §3E3+ d4Ey) f. Dy f+6¢5(¢181 +

l 3
+ @28, + @383+ ags) Df DS} h+ ar {¢§Dmf+ 4(¢?31 +¢3e,+P3es+
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+¢384) fIDVf +12[¢1b,E; + (] 81 + 83 82) Es +(d3d, + ¢3d, +
+¢3d3) E ] DS . f+24[¢,Byg,E+ ¢, Bid,E, +(,G, +¢2G,)d3E,] f. 1 f* +
+24[¢1818:E3+¢1B1d,E4+(h171+ $272) d3Es+ ¢1b1Gres+ ¢y by Dye,y +
+(0181+0282) D3es] 1S Df +12[d1Bye; +(d1y: + 9372) &3 +(30, +
+¢30;+$363) 8, 1DV +12¢5(ble, + P3e, + dIes + dies) DSy . DPf +
+24[$1B10282+(D171+ P272) P383+ (D101 + $20, + §303) Pacs +
+ 61819562 +(P171+B272) Dses+(h16:1 + 026, + $365) psea] fLDf Df +
+24[¢1817263+ D1B10264+(h171 + 0272) 0384 ] F1Df +12¢3(d 18, + Pre, +
+ 0383+ 048.) DD \Df +12(h 18, + h285 + P3e3 + hata)” £(Df) +

" +24[¢1B1¢,6,+(01G1 +$,6,) ¢3e3+(4 Dy +¢,D, + 4’31_)3) baa] f1- D1 f+
+24[¢1B17,83+ ¢1B1028,+ (916G +0,G5) 8364] f3 .S (f+12(d,E, +
+02E+03E3+4EL)* 12 .2 f+24[d1b1dsEr+ (181 +b282) dsEs+
+(¢1d1+¢,d;+¢3d;) ¢sEL] D f . Df+ 24(4_’181 + G282+ P83+ dacy) (01 E; +
+@2Es+G3E3+DuEs) f. 1 f1 . Df+24[ 1B, dser +(01G 1+ $2G,) pses +
+(¢1D1+2D3+¢3D3) dses] DSy .f . 1 f+12¢05($1Ey + d,E,+ 3By +

+4E,) DAS} '+ % {3D)f+5(¢e, + e + 363+ $ies) LD DS +

+20¢5(pie, + P38, + d3es + dies) Dfy DVf + 3093 (die, + d3e, +
+ 383+ dies). D@, D®f+ 20[¢3b,E;+(d3gy +b38,) Es+
+(91d1+¢3d; +$3d;) E\] DVf . f+2003(d181 + Pa85 + d38s + Pats) DOf Df +
+ 60(dies + P36+ B3y + dies) (D161 + @282+ Pts + Pags) f,Df DD +
+60[d1B1h262+(D1y1+B372) P33 +(d16, + 930, + $365) dats +
+¢1B10ses +(d171+0372) st +(h16, + $36, + $353) bsea] fiDf DS+
+60[p1B10362+ (D171 +P272) P363 +(P161 + D20, + $385) Ples +
+ 1819362+ (D171 +D272) B33+ (010, + $20,+ ¢383) pies] £,Df DS, +

- +60[P1Bies (D11 +D272)" 83+ (D105 + D205+ $353)” £a+2Ds8 + boes +
+ 383+ B48a) (D118 +(d171 + $272) 3+ (9181 + 0202+ 0303) €4)] f1 . £(Df)* +
+120[¢1 81027263+ D1B1920264 (D171 + $272) D30384+ D1 8172385+
+ ¢1P152¢434 +(P171+$272) 03048a + D1 81720583+ 0181020584 +
+(d171+¢27,) 534’554] fiDf\Df +60[ 317285+ 1818264 +(d1ys +
+¢372) 6364 f1D DS + 20[ 18185 + (D171 + $375) &3 +(d36, + 936, +
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+¢303) 4] F1DDf +120¢5[ ¢ 181282 +(B171 +¢272) aes+ (916, +
+¢20,+ $303) pasa] (Df1)* Df + 60[¢3B182E3 +¢1B1d2E.+

+(¢f’)’1 +¢3y,)dsE4+ $31b,Gaes+ ¢1b,Dyes+ (D78, +¢38,)Dsty) o F1IDPf+
+120[¢,B;$,8:E5+ ¢1B1¢,d2E4+(41G4 +¢,G;) ¢3d3Es+ ¢ B1dsg,Es+
+¢1Bx¢5dzE4+(¢1G1 + ¢2G2)¢5d3E4] f - f Dy f+120[¢;8,0,8,E5+
+¢1B102d2E4+ (P11 +D272) 93d3Es+P1b105Gre3+1b1dsDoea+
+(¢181+¢282) ¢sDsea] 1 fOfsDf + 60¢ps[p3b,Es+ (181 +0382) Es+
+(pid, +¢3d, + $3d3) Es] D, fDPf+60¢5(d161+Pser + Pses +

+¢484)” Df5(Df ) +60[ 7 Ble, + (416, + $,G,)* e3+(d1Dy+¢,D, +
+¢3D3) el fy S of+ 2043(¢1E1 + ¢2Ex + P3E;s +¢4E4) fDO)f+ |
+60[,Byp3¢,+(41G1 +$3G,) d3e3+(¢ D +¢,D, +

+¢3D3) dies] fi-f DA f+1205[ ¢, By s, +(¢1G1+0,G,) P63+
+(¢1D1+ ;D5 +¢3D3) baea] fD1 fDf 1 + 120[¢p1 b, E; + (181 + $282) Es +
+(¢1dy+ P2ds + d3d3) Eo] . (61 Ey +¢?2E2+¢3E3+¢4E4) fDf . f+
+120[¢1b,G,¢3e5+ ¢1b;1D3¢aes+(P181+ ¢282)D3¢_434+ ¢1B1829sE5+
+1B1d20sE4+(d171+ D272) d3dsEq] f1Df Dy f+ 60¢3[¢1b1E,+
+($181+¢282) Es+(d1d1 + $2d, + ¢3ds) E,]DfD®) f+6043[¢1Be,+
+($1G1 +6,G,) &3+ (01D +92D2+¢3D3)ea] f. JSDPf +
+60¢5(¢1E;+¢,E, +P3E5+ b4Es)® 2D, f+120¢5(¢,Ey + $,E, +
+¢3Es+uEy) (¢181 + D282+ D383+ Puta) D1 f1Df + 120[¢,b,E, +
+(181+$282) Es +(d1dy + $2dy + $3ds) E4] (@181 + 262+ P3es+
+¢ats) 1/1(Df)? +120[d1 B 7,63+ ¢1 By $20,84+ (6,16, +

+0,G,) $30364] f1.f D1 f+120[ ¢ B17,0383+ §1B16,¢a84+

+(§1G1 +¢2G;) 30484+ $1B 29563+ b1 B1829sea+(9:Gy +

+0,G3) 630584 [1Dfy .f . 1 f+120($ 181 + b8, + P33 +aes) [01Ber +
+(¢1G1+6,G,)e3+(¢1Dy +9:D2+$3D3)eqs] f. 1 ffDf + 60(¢e; +

+ 36+ p3es+ dies) (91E1 + $2E;+¢3E;+ b4Es) f. 1/iDPf +

+120[¢p; By, +(d1G1 +¢$2G1)e3+(91D1 +¢2D, +¢3D3)eq] . (61E; +
+¢2E,+b3Es+bsEg) o f S . 1f1+120[$18185(¢1By +¢1Ey+¢2Ez +
+@3E3+ P4Ey) + (D171 + 0272) 63(41G1 + 0262+ 1 E1 + $2E2 +
+@3Es+aEs)+($18, + @28+ $303) e4($1Dy + 2Dz + ¢3D3+ ¢, Ey +

513



+02E;+$3Es+ GuEL)] f. 1 f1 - f1Df + 1209, 17,0364 f 1Df +
+120¢,B17,8384f1 S 1 f+120(¢1B17,d3E4+ 1B, 8,D 164+
+¢1b1G20384) f1Df . 1 f+120(¢,B,y,d:E, + ¢, B, 8:D3e0) f1 f 1S +
+120¢,b,G,d;EDf. . f*} h° + ... '

‘mg=u+¢efh+(¢yc, +¢2¢2+¢3¢3f¢4c4+¢505) Dfn* +
+ ?1"‘ {(¢§cl +... +¢§05)D(2)f+2[¢13102+(¢161 +¢,G,) e+

+(¢1D1+¢2D2+¢3D3)C4+(¢1E1+---+¢4E4)05]f- S+2[ 1B+
+(¢171 +572) c3+ (940, +¢20;+¢303) cat(Pie+... + aty) ¢s] fiDf} h* +

+ 31-' {(d’icl +...+ ¢§C5)D(3)f+ 3[¢fﬁ1¢z +(¢f1’1 + d’;)’z) c3+

+(916,+ 636, + $303) cat+(die +...+ dle,) ¢s] fiDPf+6[¢,B e, +
+(¢41G1+¢,G,) ¢q03+(¢1D1 +¢2D;+¢3Ds) pacs+ (1 Ey+ ... +

+@4Es) bscs] fD1f+6[¢B1dac, '_*'(¢171 +¢272) P3¢ +(416, + 50, +
+¢303) Paca+ (D181 + ... + Pats) ¢scs] Dfy .Df+6[¢,b,Gyes+
+¢1b:Dycs+(018y +¢282)D304_+¢1b1Ezcs+(¢181 +¢282) Escs +
+(@1d1+b2dy + ¢3d3) Eses] DS . f+6[d,Byycs+ ¢y Bydye,+

+($1G1 +¢2G,) 03¢5+ ¢ Bygses +(4,G, + $2G,)escs+(9.Dy +
+¢:D,+@3D3)eqcs] f. 4 ff +6[¢1B172¢5 +¢1515264+(¢.1)’1 +¢,72)03c4+
+ 181805+ (P11 +D272) e3¢5+ (9181 + G20, + b303) eacs | F1Df} h* +

1 4 4
+ ar {(4’:01 +...4+¢5cs) D’ )f+4[¢iﬂlcz+(¢i)’x +¢g)’2) c3+

(P16, + ¢35, + $303)cat(Die, + ...+ diey) ¢s] 1D +12[¢1Bic, +
+(4161+¢,G,)* c3+(4,D, +¢2D,+¢3D3)* cu+(d1Ey +... +
+ ¢4E4)2.Cs] 22 +12[$1B1 e, +(diy, + $372) bscs+ (976, +
+¢30,+363) pacs+(die, + ... +¢ies) $scs] DD Pf +12[¢FBic, +
+(B171+0272)% €3+ (416, + 6,5, + 9385)° Cat(drer+...+
+¢44)* €51 72(Df)* +24[ ¢, B1$,Bsc, +(#1G1+62G,) (171 + d272) es +
+(¢1D1+ 2D+ $3D3) (18, + $20, + $303) co+ (91 Ey + ...+ G4E,) (d18y+
+.itdag) cs] f. 1 [iDf+12[¢,Bidic, + (6,6, + 6,G,) ples +
+(#1D1+$:D;+ ¢3D;) dica +(d1Ey +... +04E) p5cs] DA f+
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+12[4’%1’16203+¢3b1DzC4+(¢§81 +¢382) Dyca+ b, Escs+

+(¢1g1+9382) Eacs +(pidy+d3d,+ ¢3d3) Escs] DPS . f+ 12[¢ B3¢, +
+(4171+b272) b3c3+(h16,+ P20, +$303) dica+(rey+... +

+ daes) pics| DPfy . Df+24[$1B1¢;7565+ $1B19:05¢4+($1G1 +

+¢,G;) ¢354+ @1 B1Paacs +(¢1G1+¢,G2) d3escs +(¢1D1+ 2D, +

+@3D3) paeacs] f1-fD1f+ 12[¢1B1y2c3+ 4’%[3152"4"'(4’%?1 +372)83c4+

+ ¢ B1escs+(Plyi +d372) eacs +(¢16,+ 036, + $303)eqcs] FiDDf +
+24[¢1b162¢303+¢1b1D2¢4C4+(¢181+¢282)D3¢4C4+¢1b1E2¢505+
+(¢181+P282) Espscs+(d1dy +¢2dr + ¢3d3) Eqpscs] Dy fDf+24[$110272¢3 +
+¢1B10202¢4+ (P11 + D272) Da3dscat PiBidr8aCs +(d1y1+d272) Paescs +

+ (101 + @20+ $303) atacs+ @1 B17203¢3 +¢1B10204Ca+

+(P1y1+P272) 030aca+ P 1B18205Cs +(P17, +¢272) e395¢5 +(¢0,+

+¢205+ $303) e4dscs] f1Df\Df +24[d1B17,¢3¢3+ @1 B182dacs +

+(¢1G1+ ¢2G,) d3daca+ ¢1Bi&,¢scs +(41G,+¢,Gz)ea¢pscs+

+(¢1Dy +¢2D;+¢3D3) e4®sCs| Dfy .S 1f+24[@1B17203¢a+ D1B 1728365+
+¢1B16284c5+(P171 + $272) 8384C5] fiDf+24[¢,B,y:03¢4+ ¢ B1y2Escs+
+¢1B10,845+(91Gy + $2G2) F38405] f1.f.1f+24[¢:B1g,Dsce+
+¢1B,8,Es¢s+ ¢, Bid2Escs+(4,G1+¢262) d3Eqcs)f. 1 f* +
+24[¢1ﬁ132D304+4’1/31ng3¢5+¢151d2E4cs+(¢171 +¢272)dsEqcs+
+¢1b,G05¢4+P1b1Grescs+ 11D seacs+(9184 +¢,85) Dsescs] 1 ff1Df} b+ ...

me=f+¢sDfh+ % (P2DPf + 2Py Zy + ...+ sZs) f- 1 f+2AP Lo+ +

+¢5§5)f1bf} h* + _3IT {$2DVf +6[¢1b,Z,+($181 +$282) Zy+(¢1d, +

+¢ody+¢3ds) Zy+(dres+... +Paea) Zs] Df . 1 f+ 33+ +¢§C5).f1Dmf+
+6[¢yByL2+(41G1+62G2) {3 +(9:Dy +¢:D;+¢3Ds)(at

+(¢1Er+... +B4Es) (51 f- 1 ff +6[¢1ﬁ1Cz +(¢171+0272)Cs+

+(9101+ 202+ $303) Lot (181 + . +¢484) (5] f1.Df+6¢6($1Zy ...+

+¢sZs)fD f+6ds(@1L1+ .- +¢s{s)DfiDf} m+ 21,—{¢2D“’f+
A3+ + $2) HDDS+12[$3b,Z, Higr + di8a) Za+
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+($1dy+ $3ds+ $3d5) Za+($Fes + ..+ $3e) ZS] DS f+
+24[¢1B182Z3+¢1B1d,Z4+($,G1 +$,G,) dsZ4+ ¢, Bie, Zs +
+(¢1G1+0,G;) e3Z5+($:1Dy + ;D + ¢3D3) e, Zs | f . f* +24{1P18:Z5+
+0181d,Z4+(h171+ 0272) dsZy+ b1 Bre,Z5+(by7, +d272)esZs+

+(¢,6, +¢,0,+ $35,) €Zs+¢1b,G{3+h1byDyl s +(Prgy +

+6282) D3la+d1b1Esls+ (D181 + $282) Esls+(dydy + ppdy+

+63d3) Els] 1 /.Df+12[ $181Lo + (91 +8372) (s +($10; + 30, +
+¢§53) C4+(¢§31 +...+ ¢§34) Cs]f%D(z)f'i’ 12¢6(¢f€1 +... +¢§C5)‘Df1D(2)f+
+24[$1810:05 + (D171 + D272) d3ls +(h101+ 020, +$363) pals+

+(P181+ ..+ 048s) Dsls+ 018106l 2+ (P17, +¢272) 06ls+(h16, +

+ 620, +¢303) Pela+ (P81 + ... + dats) b6l 5] /1Df  Df + 24[ 18172l +

+ 01810284 +(D171+ 0272) 03La+ D1B1&ls+(B1y: + b2y2)e3ls+ .

+($101+ 620, + $383) e405] fiDf +12¢%(h1¢ 1 + ... + 5L 5) DVf, Df +
H12§1l1+-..+§5L5) fo(DF) +24[$1B1$ols + (63 Gy +6262) pala+
+(¢1D1+¢2D3+¢3D3) pala+(P1E; +... + 4E,) &sCs1fD1ff1+24[$1Byy,l5+
+¢1B16,04+(91G1+¢2G;) 634+ &1 B18,{s+(4,G1 + $,G,) el s+
+(#1D1+ 02D+ ¢3D3) el s] [ . f. 1 f+12($1Z, +... +sZs)* f2 . f+
+24[¢1b106Z, +(b181+ $222) $6Zs+(P1ds +Pods + d3ds) pZy+
+(pre1+... +d4es) $6Zs] Dy fDf+24(d 1y + ...+ Isls) (121 + ... +
+¢5Zs) f.1/iDf +24[¢:1B,{5+($1Gy +,G,) bol s +(¢1D;+¢,D, +
+¢3D3) Pela+(P1Es +... +,¢4E4) b6ls1Df 1 S 1 f+1208(b1Zy + ... +

+¢sZs) D f} h* + 51—' (DS + 5630, + ...+ $2L5) FLDDf +

+2066($101 + ...+ $3L5) D DS+ 3005($1L, + ... + $3L5) DVf, . DDf +
+20[$1b:Z,+ (9181 +382) Zs+(bids + §3d, + $3ds) Zy+ (e + ... +
+¢2e) Zs]DVS ., f+ 2095(¢181 + ..+ ¢5{s) DVf,Df + 60($3(, + ... +
+¢30s) (9181 + ...+ ¢s5) LDf DD + 60[$181620,+(d3v1 +b372) dals+
+(910,+ 630, +¢365) dals +(ples+...+ @les) sls+ d1B1Pels +
+(¢§71 +¢§?z) d6l3 +(¢f51 +¢35,+ ¢§53) ¢6C4+(¢f51 +..+
+ies) b6ls] /iDf\ DS +60[ b, By 30, + (D171 +0272) 935+

_ +(4101+ 0202+ $303) Bila+ (181 + ... + bags) 92 s+ 1B 2L, +

516



+(Pyy1+0272) 9305 +(9161 + d20,+¢305) G3la+(drer+.. +

+¢484) ¢§Cs] £iDfD®f + 60[4’%»3%{2 +(d17e+ 4’2')’2)2 {3+(9e0y+

+ 28,4 0365)" La+(dre +... +Paa)? L5+ 2P ly .+ sLs) (D110 +
+(P171+G272) L3+ (9101 + D202+ D383) La+(Pres + ... F

+¢454)C5)] fi -fz(Df)2 +120[ 181927203+ 181920204 +(P1y1 +

+0272) 3030a+ D1B1926:Ls + (D171 + B2v2) Paeals +(4101+¢20,+
+$303) Patals+ 18172033+ P1B10204La+ (D171 + $272) 030ala+

+ 181820505+ (D171 + D2¥2) 830 sLs + (D181 + P20, +D303) €45l s+
+1B17206L3+ 9 1810:060a+ (D171 + D272) 03h6la+ D1B18:06L s+
+(P171+ P272) 8306Ls +(P181 4§20, +$393) eadels]f 1Df\Df +
+60[¢fﬂ1?253+¢fﬂ152C4+(¢371 +¢372) 03La+ 1 182ls +

(71 + $372) eals + (B30, + 930, +363) el s] 1DV +20[ 31 L+
+(D1y1+0372) L +(916, + 936, + $363) Lo+ (Piey+.. +dies) Ls] ffD_mf"'
+120¢6[ h1B16:05+(d171 +P2v2) D3ls+(h161+ P20, +$303) Palat
+(pr81+ ...+ Pats) Dss] (D,)*Df +60[$1B18.Z5 +¢1B1drZ,+

+(PFy1 +0372) dsZs+ 1B1e,Z5+(D1v1 + $272) e3Zs +(936,+ 038, +
+¢383) eaZs+d1b,Gyl5+ ¢1b,Dyls+(d1 2, +¢382) D3la+dib Esls+

+ (P} g1+ 382) Esls+(didy +d3d + d3d;3) Euls] o SIDPf+
+120[¢B,$28,Z3+ ¢1B1$:d,Z4 + (9161 +$2G2) $3dsZs+
+61B1¢20,Z5+(d1Gy +$,G3) 36325 +(4, D1 +$2D2+¢3D3) paeaZs + -
+¢1B10682Z3+$1B196d2Z4+($1G1 + 02G;) $6dsZy+ d1BideerZs +
+(¢1G1+6,G;) peesZs+(¢1Dy+ 2Dz + $3D3) beeaZs] 1 ffD1 f+
+120[¢181028:Z3+ ¢18102d2Za+ (171 + B272) $3dsZa+ b1B1eZs +
+(P171+ 0272) P3€3Z5+ (101 + 9202+ $303) PaeaZs + b1 b1 96Gol3 +
+¢1b106D20s+ (D181 + P282) PsD3la+ d1b196E s +(h181+

+¢282) P6Esls+(P1d1 + §2d; + $3d3) pEals] 1 fDfsDf + 60¢s[¢7b,Z,+
+(9381+9382) Zs +(03d, + $3d, + $3ds) Za+(9les +... + $les) Zs] D1 DESf +
+60¢6(d1Cy+ ... +¢s§s)2 sz(Df)2+60[¢§Bsz +(¢1G4 +6,G,)* {3+
+(¢1D, +¢2Dz+¢3D3)2 Cat(P1Es+... +¢4E4)2 Cs]fz affit
+20¢g(¢xzx +...+ ¢5ZS')fD(3,)f+ 60[4’1314’262 +(¢1G, +¢,G5) $3s+
+(¢1Dy +¢2D,+ ¢3D3) $is+($1Es + ... + b4Es) $3Cs] /1 SDAf+
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+120¢5[¢1B 19202+ (901G +¢2G;) §3l3+(41D1+ 2D, + $3D3) pala+
+(PLEy+..- +D4EL) $sls] fD 1 fDfy +120[dy by Z, + (181 + 282) 25 +
+(h1d1+¢2d,+D3d3) Za+ (181 + ...+ Paed) Zs] (612, + ... + ¢sZs) fDf . o f+
+120[$15,G,0303+ ¢ b1 D204 Ls+ (D181 +$282) D3dala+ P 1biEspsls+
+(h181+$282) E3psls+(h1d1 +@2dy + d3d3) Espsls+ 181668225+
+¢181d206Za+(P171+D272) d3d6Za+ b iBre2d6Zs+(P17: +

+G272) €306 Zs+ (910, + $20,+ $303) ead6Zs] fiDf D f+ 60 [ b1 b, Z, +
+(h181+0282) Z3+(D1d, + P2d2 + b3d3) Zy+(Prey + ...+ Paes) Zs] DF D) f+
+60¢3[¢1B1C2+(h1G1+02G3) {3 +(d Dy + 2D +d3D3) L4+

+(P1Es+ ...+ G4Es) (5] S 1 S DD, +6006(P,Z, + ... + &sZs)’ f*Dof +
+12006(1 1+ ..+ DsLs)D1Z1 + ...+ PsZs) D fiDf +120(¢ 1y + ... +
+¢sls) [0101Z,+(D181+0285) Z3+(Pydy + dads + d3ds) Zy+(Pre + ..+
+daes) Zs] 1J1(Df)? +120[¢p, By $272{3+ $4B1$20:04 +(¢1G1 +

+¢,G3) 03034+ 1B 1d26:05+(91G1 +$2G;) b33 s + (9101 + $,D, +
+¢3D3) bagals] f1.f D1 f+120[d,B1y,0503+ ¢ B102¢dala+
+(41G1+¢,G,) 030,04+ ¢1B18:05(s+(91G1 +$2G) e305(5 +
+(¢1Dy+¢;D;+¢3D3)e4d 55+ @1 B1y296l3+ 1 B10,P6la+
+(¢1G1+¢,G;)0306ls+ 01 B16:06L5+(91G1 +$2G5) e300 5 +

+(¢1D1+ 2D, +¢3D3)es060s] f1Dfy - f - 1 f+120[ By L, +
+(¢1G1+02G3) {3 +(91D1 + G305+ ¢3D3) Lo+ (D1 E+ ... + G4EL) (5] (o011 +
+ oot sls) f Sf2Df 60Ty + .+ B3Ls) (D121 + ...+ D5Zs) f- 1/ DD +
+120[¢4B1{;+(41Gy +$,G3) {3+ (D1 +¢2D2+ ¢3D3) {4+

+(P1E1+ .-+ D4Eg) {s] (12, + ... + 5Zs5) S SP L fi 1200948, La(¢4 By +
+1Zi+ ..+ PsZs)+ (D171 +8272) 3(416G1 + 926G, + D, Zy + ...+

+¢sZs)+ (410, + $20;+$303){a(01D1 + 2Dz +$3 D3+ 1 Z + ... +
+PsZs) (P18 + ...+ D) (s(1Es + ...+ PE+ P Zy +... +

+&5Zs)].f. 1f1 SiDf+120[ 6181720504+ P 181728305 + 110,645+
+(171+¢372) 03840 5] f1Df +120[ ¢, B17263L s + $1 By 728305+
+¢1B,86,{5+($,G, '_*'4’202) 0384(s]f1-f. 1S +120[¢1B172dsZ 4+
+&1B17263Z s+ 1816264 Zs + (D171 +D272) 0364Z5s + b1 B18.D30a+
+01818:Esl s+ 0181d2E s +(P171+272) d3E(L s+ 15,G205{ 0+

- 518



+¢1b,Gae3ls+ b1 by Dresls +(h181 +$282) D3eals] f1Df - 1 f+

+120[ by B17,d3Z4+$1B17263Z5+ $1B19s64Z5+($1G, '|:¢2G2) 0seaZs+
+¢,B,2,D3{s+¢1B18:Es{s+ ¢ BidrEiLs+ (6,6 +

+¢2G5)d3Eyls] f1 S 1 f* +120[$1b1GydsZs+d1b,GresZs+d1biDre Zs+
+(h181+$282) D3esZs ] Df . f2} P+ ...

mi=u+@d,fh+(P13,+... + de36) Dfh* + —217 {(33,+... +9326) DPf +

+2[¢1B13,+(¢1G, +¢,G3) 33+ (¢, Dy +¢,D, +¢3D;3) 34+ ($E +... +
+PuE) 5+ (P1Zy+ ...+ ¢5Zs)36] [ 1 f+2[D1B13:+(d171 +¢372)35+
+ (101 + P20, +P303) 34+ (P18 + .. +@a84)35+ (D1l 4+

+¢5C5)36]f1Df} h3+%{(4)331+"'+¢:6’36)D(3)f+3[¢%ﬂ.132+

+(Ply1+372) 33 +(410, + 926, +303)24+ (e +... + dies) 35+
+(¢§C1 R ‘f’gfs) cH| [1DPf+ 6[¢1Bl¢z3z +(¢4G, +¢,G,) P33+
+($1Dy + 2D+ §3D3) Pu34+ (1 E + ... + P4Es) 535 +(h1 21 +... +
+5Zs) 636) SD1f+6[d1B16232+(P171+d272) P393 +(D101 + 20, +
+0303) P30 +(h181 + ...+ Dags) P35 +(P1L1 + ... + @sls) de36] Dfy . Df +
+6[¢151G333+¢1b1D33,+ (181 +$282) D334+ 1 b1 Eza5+
+(h181+0:85) E3d5+(d1d; + ¢2d;+ ¢3d3) Eds+¢1b1Z,36+
+(h181+0282) Z336 + (914, +¢ydy+b3ds) Zyds+(Preg + ...+

+¢4€4) Z536) Df . 1 f+6[1B17293+¢1B16394+($1G1 +¢2G;) 839, +
+1B8;95+(0,G1 +$,G,)e335+(¢1D1 +¢,D, +¢3D3) €495+
+¢1B10296+(41G1 +02G3) {396+ (9101 +$2D2+ ¢3D3) {436+
+(¢1E1+ ...+ D4Es) {536 f1-f- 1f +6[D1B17295+ P1B10234+

(D171 +P2y2) 8394+ D1 818235 +(D1V1 + D2¥2) €395 +(h101 +b202+
+¢303) 6495+ G1B10296+ (D171 + $272) {336+ (101 + ¢20,+$303) {436 +

F(Bas o+ baea)Ls26] FIDI} 41—| {(#ta1+...+d626) DVSf + |

+4[¢?Bn3z +(¢i?1 +¢’:}’z)33 +(¢%51 +¢36, +¢353) 34+(¢381 +...+
+d3es)2s +(¢3C1 +. +$305) 3] LD+ 12[¢§Bf3z +(9:G,+ $,G,)* 33+
+(@:Dy+ D3+ 03D3)? 34+ (D1 Ey +... + $4E)* 35 +($1Z1 +... +
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+¢5Z5) 96] f2 . 2 f+12[$1 810292+ (D171 + 0772) $393 +(916,+ 36, +
+6363) barat+(dles + ...+ les) 535+ (D101 + ... + $3Ls) $636] Dfy . DUf +
+12[@3B30, + (D171 +B272)" 95+(910; + $282+ 383) 34+ i
(P11 +... +Pata)? 35 +(d1l1 + ...+ D5Ls)* 96] 2(Df)? +24[¢1B1 618132+
+(01G1+02G5) (D171 + $272) 33 +(d1D1 + 92Dz + $3D3) (410, +
40205+ 0303) 34+ (D1E1+ ... +P4EL) (P18 + ... +Pags) 25+

+(D1Zy+ ...+ O5Zs) 1Ly + ...+ DsLs) 6] f- 1 f1 - Df + 12[ ¢, B, ¢33, +
+(41Gy +$2G5) $393+(¢:1D1 + ¢2D3+d3D3) $294+ (¢, Er + ... +

+G4E )35+ (D12 + ...+ §sZs)ders |f DA f+12[p1b,Gya5+
+¢3b1Dyo,+ (Pl gy + ¢385) D3da+ d1b Esds+(dig, +6782) Esds+
+(pid, +d3d,+ d3d3) Esas+@1b, 2336 +(1 81 +$382) Z396 +

+(@ld, +d3d, +d3d5) Zors+(dles + ...+ Ples) Zs36 | DDS oy f+

+12[1 810392 +(P171 + D272) 9393 +(P101 + §26, + $303) i, +

(P18 + ...+ Pats) 9395 +(d1s + ... + @sLs) 9396 ] DS 1 Df +
+24[¢(B1$27293+01B103023,+(41G1 +$,G;) $30334+ 1 B1 8235+
+(01G1+6265) $38395+ (91D 1 +$2D2+ ¢3D3) $agads+ 18192596 +
+(41G1+02G3) $3¢396+(¢1D1 +$2D2+ ¢3D3) palads + (1 Ey + ... +
+G4E)PsLs361f1 -f Dy f+12[$1 817593+ $1B10,94+ (171 + $372)8394+
+ 3818295+ (P71 + 8375) €395+ (910, + $36, + $363) €435+ D181 {236 +
+(71+0372) (396 + (9161 + 936, + $363) {436 +(dTes + ... + Pies) {536) 1DV +
+24[$1b1G30333+¢D161D30434+(d181 +282) D3dads+ ¢ 101 E2¢505 +
+(h181+0282) Espsos+(h1d1 +h2d;+ ¢3d3) Esdsds+ ¢1b1Z,0636 +
+(0181+91282) Z3d636 +(P1d 1+ D2ds + P3d3) Zapers +(dre + ... +
+044)Z50636] D1 fDf +24[ 181027293+ D1 81920294+

+(P171+0272) $30394+ D181628295 + (D171 + D272) d3esds +($16, +
+$205+ $303) Daads + 181020236+ (D171 + 9272) P3l396+

+(0101+ 0202+ $303) Palads+(P181+ .. + Dats) dsls36+ 181726393+
+ 0181020434 +(D171+0272) 030434+ b1B18:0535+(d171 +

+¢z?z) 830535+ (#1901 + P20, + 303) 40535+ b1 1{2P636 +
+(P171+0272) (30696 +(D101 + D202+ $303) (aded6 + (D181 +... +
+0484) {sD636] [1Df1Df +24[$1B17,6333+¢1B16,0434+(9:G +
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+6,G,) 030494+ 91 B18:9535+(41Gy +2G5)e39535+ (01D +¢2D2+
+¢3D3) €435+ b1 B1 {20636 +(91G1 +¢2G2) {30636 +(01D1 + D, +
+¢3D;3) C4¢636‘+(¢1E1 + oo+ OEy) Lsh636] DSy of - 1 f+24[ 181720394+
+ 181726395+ D1810,8495+(P171 +D272) 038435+ P1B172{396 + $181928436 +
+ (@171 +P272) 030426+ 1816253 +(P171+b272) £3L 596+ (101 +

+ 20,4+ $303) €40536] fiDf +24[ $1B1720394+ $1B1728395 +
+¢1B10,6495+($1G1 + $2G3) 038495+ 01 B172{396 + $1B1020436 +
+(41G1 +¢,G2) 030436+ P1B1€2{5% +(¢1G1+¢,G;) €3l 536+ (4101 +
+¢,D3+¢3D3)€l596] f1 .S 1 f+24[$1B182D334+ $1B182E335+
+¢1B1d,E35+ (901G + $2G,) d3Es35+¢1B1 822396+ ¢1B1d2Z436+
+(¢41G1+9,G)) d3Zd6+ $1B1e;Z536+ (0161 +2G1) e3Z536 +
+(¢1D1+¢2D;5+ ¢3D3) eaZsd6] f- f*+24[d,B18:D334+$1P18:E395+
+¢1B1d2E435+ (171 + $272) d3Esds+ 011822336+ 9181422436 +
+(171+0272) d3Zs26+ D1 8122536 + (171 +¢272) e3Zs36 +

+(P10, 4+ 20, +D303) eaZs36+P1b1G20394+ P1b1Gae325+
+¢1b,Dyes35+($181 +¢2g2)D38435+¢1blGZC336+¢;b1D2Ct36'*T
+(¢181+¢232)D3C436+¢1b1E2C535+(¢131+¢282)E3C536+

+(¢1dy + ¢2d; + $3d3) ELs36] 1 f - [1Df } b +...

Moy =f+¢,Dfh+ %—{¢§D(2)f+2(¢131 oo G636 fo L+ 2ADsmi+ ot

+ ¢6716)f1Df}h2 + % {$3Df + 6[¢11?132 +(¢181+ ‘i’zlg;) 33+

+(¢1dy+¢ady +bads) g+ (Prey +...+ daes) Is+(drcr +... +
+¢scs)36Df . 1f+3(ding + .. +¢2ne) fLDPf +6[ 91 Byn, +
+(¢1G1+¢2G2)n3+($:1D1+ ¢2D;+¢3D3)Na+(DEy+... +PaE)Ns+
+($1Zy+... +0sZs)ne] f- 1.ff1 +6[¢1B1n2+ (D171 +P2v2) N3+

+(P10:+ 20, +G303) s+ (D181 +... + Daga)tls +(psli+.
+¢5ls)N6] FiDf +6¢5($131 + .. +¢636) f Do f+60:(Psns+ ...+

' 1
+¢ens) DfDf} B* + = (DD +4(din, + ...+ dine) LDV +
+ 12[4’%”132 +(¢§81 +¢38:)3; +(¢3d, + ¢3d, +d3ds)3u+
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+(dley+...+diey)Is+(dic, +... + ¢Zcs) I IDPS.  f+24[ 1B 2,35 +
+¢1B1d,34+ (6161 +6,G2) d334+¢1B1e,35+(4,G1+ 9,G,) €335 +
+(¢1D1+¢:D,+ ¢3D3) e43s+ ¢ 1By 36 +(91Gy + 0,G5) c336 +
+(¢1D1+¢:D,+¢3D3) ca3s+($1E1 + ... + $4Eq) csIs ]S 1 f* +
+24[ 01818233+ ¢1B1d234+ (D171 + $272) d3Ts + b1 B1e,35+
+(P171+0272) €335+ (8101 + 0,8, + 303) ea3s+ 1By T6 +
+(P171+0272) €336+ (D101 + 0202+ 303) caFs + (D181 + ... + Pags) 536+
+61b1Gan3+¢d1b1Dany+(d181+ ¢282) Dana+¢1b Exns+
+(0181+¢282) Esns +(p1d, + ¢2d, + ¢3d3) Ess+ ¢ 1 by Zong +
+(0181+0282) Zsne +(d1d1 + d2d, + $3d;3) Zane +(drey + ...+
+¢4e4) Zsne] 1f - [Df +12[$3B1nz +(d17s + D3v2) 03 +(9310, + 936, +
+383) N +(dTer + ...+ Piea) s +($701 + ...+ 935) 6] FIDDS +
+ 12¢7(¢f'71 +..+ ¢é'ls)Df1D(2)f+ 24[¢1ﬂ1¢2'12 +(B171+b272) dans+
+(h1814 020, +0383) Pula+ (D181 + ... + Dyts) dshs + (D1, + ... +
+¢sls) Petts+ D1B107M2+(P171 + D272) dans +(d161 + 20, +
+$303) Prfta+(P181 + .. +Pats) bt + (9181 + ... + OsLs) dame] f1Df 1 Df +
+24[¢ 1817213+ 1810204 +(D171 + D272) O3ta+ &1 B1eams +
+(P171+272) €35 + (6101 + D20, + $303) eans + D11 am6 +
+(D171+0272) Lt + (D101 + D202+ 303) Lans +(d18: +... +
+0484) [st1e] S1DF+1203(d111 + .. + Ptte) D VS Df +12(pym1 + .. +
+Pene)’ - S2(Df)* +24[ ¢, B dan5+($:G1 +$5G2) bans +(¢,D; +
+¢2D2+03D3) dana+ (DL Ei+ ... + D4Es) dsnis+ (91 Zy +... + _
+¢5Zs) et f1 - S D1f+24[$1B17213+ 1B10:04+(01G1 +6,G,) 3ma+
+¢1B1eNs +(91G1 + ,G,) e3ns +(9:1D1 + 9.0, + ¢3D3) eans +
+ ¢1B1_C2'Is +(01G1+626,) (a6 +(91D1 + 202+ ¢3D3) Lane+
+($1E+ ...+ Q4E) 6] f1 S S+ 12D131 + ...+ d63s) S o f+
+24[$1b1d73;+(h181 + P282) $733 + (914, +¢zd'z+¢3d3) @734+
H(Prert o+ aes) do3s+(Pics + ...+ dscs) 9736] Dy f. Df +
+24(P1n1 + ... + Petlg) (P31 + ... +¢§36)f- 1f1-Df+24[¢,B1$ 5 +
+($1G1+$2G,) $om3+(4:D, +¢2Dz+¢3D3)'¢7'l4+(¢1E1 +...+
+04E) dins+(1Z1+...+05Zs) dne] DSy .f . 1 f+1207(d131 + ... +
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+¢636) DS} h* + % ($3DOf+5(dny + .. + ding) LD DS +

+20¢5(piny + ... +¢ane) DfyDVf +30¢3(diny + ... + dzne) DVfy . Df +
+20[3by3, +(Pig1 +9382) I3 +(b3ds + $3d, + $3d3) Io+(ie; +... +
+¢ies)Is+(dic +... +@3cs) 6] DS 1 f+2093(dyny + ... +

+¢anis) DVf, . Df+60(d1ny + ... + ene) (amy + ... + bsne) f2Df DD +
+60[3 By b2+ (D171 + D372) B33 +(4101 +$20, +9385) Panta+
+(ples+... + pies) psns + (91 +... + $3L5) betls+d1B1d M, +(oly +
+037,) otz + (D10, + b3, + $363) dans +(dles + ... + Ples) dons +

+(PH + ... +D3Ls) dome] f:Df,DPf + 60[4’1[’1‘1’3'12 +(@171+¢272) dins+

+ (4101 + 205+ ¢303) Gina+(Peey+ ...+ Page) D3ns+ (91l +... +

+@sls) Pene+d1B1dTN2 + (D171 + 272) I3+ (P01 + $20,+ $363) Pina+

(@181 + ...+ Pate) P30 +(h1ls + ... + SsLs) dine] fLD/ DS +
+60[p7B1n; + (D171 +D272) 13+ (8101 + P20, + $303)* nat

+(D181+ -+ Date) N5 +(Pila+oo +Bss) N+ 2Abumy+. +
+@6Ms) (B 18112+ (D171 + D272) 13+ (D161 + 20, + $303) N4+
+(Peey+ ... + bata)nsH(b1ly + ... + SsLs)ne)] ff2(DF) +

+120[ 0181027213+ D18102021a+ (D171 + D272} D303ma+ b1 81028205+
+(P171+B272) D3eants + (101 + P20, + $303) baeanis + 181620 ams + -
+(P171+0272) D3lanet($101+ P20, +$303) Palants + (181 +... +
+048s) DsCsts+ 15172033+ 11020 ana+ (D171 + $272) S3bana+

+ 18182055+ (D171 + D272) e3PsNs +(P10y + 020, 4+ $303) eadsts +¢
+18.L206n6+ (D171 + P272) L3d6Me +(¢151 + 420+ $363) Lot +
+(h18y+-. + Bats) LsPets + D1817209M3+ 18182 Ma+($171 +
+¢272) 030 Ma+ b1B18209Ms +(¢1?; +@272) 830 7ms+($101 4+ ¢20, +
+ ¢303)edms+¢ 1ﬂiCz¢'f'ls +(P171+P272) L3P ane+ (9101 + 020, +
+$303)Labne+(drer+... + ¢434)‘Cs¢7'ls] JiDf\Df +60[$1B172n3+
+ 1810 M +(B171 + $372) S3ma+ B1BEans +(d171 + D312) Eans +
+(B10,+ 630, +¢553) eans + $1B:lane + (11 + $372) Lane +

+(P16, + $28, +635,) Lane +(dies + ... + d28s) {s76] fiD®f+
+20[$1B112+ (i1 +6372) Mot ($18,+ 835, +$36:) 14+ ($181 + ... +
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+dieg)ns+($3Cs + ...+ $3Ls)n6] F1DV +1200:[p1 12, +
+(P171+D272) D3z +($101 + 20, + $303) pans + (P11 + ...+ Pats) Psns+
+($18s+... +sLs) bene] (Df1)* Df +60[ ¢3 818235 + 1 B1d,34 + (D17, +
+931;) dads+ 01 Bier3s+(d1yy + d372) 335+ (430, + §36,+ $383) eas +
+@3Bica3s+ (D11 + b372) €336 +($16,+ 030, +$363) cuds +

+(p3es+... + dies) csTs+ 91 b1Gons + $1biDona+(d3 81+ $382) Dana+
+¢3b,Eans+ (b1 g1+ 9385) Esns+(d1d, + $3ds +d3d;) Eans+
+¢1b1Zyne+(d181+9382) Zyne+(p}d, + d3d, + $3ds) Zane +
+(ples+...+ dies) Zsne] oJfiDPf+120[p, B1d28533+ ¢y B1adra+
+(¢1Gy+026,) ¢3d334+ ¢, B 26,35 +(8:1G1 +,G,) daes3s+
+(¢1D1+¢2D2+¢$D3) ¢Ae435+¢181¢’26236+(¢161+d)ZGZ) $3c3ds+
+(¢1D1+@3D5+P3D3) dacs3s +(P1Ey+...+ ¢4Ey) PscsIs +
+¢1B18,¢0733+¢1B1d;0:3,+(91G1 + $2G;) d3d73,+ ¢ Breyd,35 +
+(¢1G1+6,G,) e30,35+(91D1 + 3D+ ¢3D3) ear3s+ ¢y Bic, 736+
+(41Gy+,G5) 30736 +(¢1D1 +$2D2+¢3D3) cabr3s +(d1Ey + ... +
+@4Es) csdr36] 1f-f D f+120[ )1 B1628:33+ D18192d230+
+(¢171+9272) ¢3d334 + 18102235+ (D171 + D272) Presds+

+(4101+ P20, + P363) daeads+ b, B102¢236 + (D171 + P272) PacsTs +
+(P161+ D205+ D303) acaTs+ (D181 + .. + Duss) dscsIs+ P1b1Gdqns +
+¢1b:D20 M4+ (181 +282) D3PsMa+ G101 Espns+(d181+$282) Esdqns+
+(p1ds +2dy+ D3ds) Esdons+ P1b1Z,Pane +(d181+ D282) Zapane +
+(@1ds+ dods + d3ds) Zad e +(dres + .. + dues) Zsdne ] 1/ Df\Df +
+60¢,[61b,3,+(181 +9322) I3 +(d1d) +d3d, + $3d5) I+
+(ples+... +die) Is+(dies+... + d5cs)I6] D f D DS +60¢5(psny + ... +
+¢eMe)* Dfy(Df)* +60[ ¢ Bin; + (6161 + $2G2)* n3+(41Dy + ¢,D5 +
+03D3) Ny + (P1Es + ..+ aEs) ns (D1 Zy + ...+ 9sZs) 6] f1 . f* o f +
+20¢3(dy3; + ...+ b636) D) f+60[ 1B 31, + (601G +02G,) p3ns +
+(¢1D1 +¢:D2+ ¢3D3) ping+(d1Ey + ... + d4Es) dins+($1Zy+... +
+¢sZs) dinel fi - f- DS +1209,[ ¢, B 1dsn, +($:1G 1+ ,G,) $ans +
+(¢1Dy+¢2D3+ $3D3) bans +(P1Es + ...+ P4 Ey) dsns+

+(D1Z1+ ...+ B5Zs) betts) fD1f Dfy +120(¢y 3, + ... + P63) - [1D432 +

524



+(¢18: +¢28,) 33 +(1dy + D2d; + $3ds) Io+(Dreg + ... +¢ses)Is+ (P01 +.

?*'(bscq) 3] fDf . of+ 120[¢1b1Qz¢3?I3+¢1b1D2¢4'I4+(¢181+
+¢282)D3¢4'I4+¢1b1E2¢5'15+(¢131+¢282)E3¢5’15 +(p1d;+¢2d, +
+¢3ds) Eqpsns+1b1Z,06n6+ (9181 + $283) Z3dens+(P1d1 +
+¢2dy+G3d3) Zodete+(P1€1+ ...+ Paes) Zshetls+ + ¢ 181820735+
+¢1B1d,0734+(d171 + $272) d3d734+ @1 B1e2735 +(@171+P272) e30735+
+(¢161 + 020, + $31063) e43s+ @1 B1c20776 f*‘(¢1?1 + $272) c39736+
+(161 + 205+ $303) caprTs + (181 + . +P4ts)csP736) f1Df Do f+
+60¢3[pyby 3, + (D181 +$282) I3 +(d1d1 +¢2d +¢3ds) Iy +(dreg+... +
+@ges)Is+(P161+ ... +¢sc5)I6] DF DR f+6007[ 1By, +($1G1 +
+0,G,) 13+ (@101 +$2D5+ $3D3) Mg +(d1Eg + ... +¢4E)ns+

+(b1Zy+ ...+ dsZs)n6] f- oS DPf +60¢:($13; + ... +¢6ds)’ f2Daf +
+120¢5(¢y1y + .. + Dene) ($131 + ... + D636) S D1 f1Df +120(bymy + ... +
+0atte) - [91b13; +(P181 + $282) I3 +(d1d1 + b2d2 +¢3d3) 3+

+(prer+ ... +Paes)Is+(drey+... + Pscs)I6] S1(DF)? +120[ ¢, B 725+
+¢1B1$20,14+(01G1 +02G,) $303n4+ b1 B1d2eans +(4:1G,+

+0,G;) aesns+ (91D 1 + 2Dz + $3D3) batanis + ¢1B1d2laMs +
+(01G1+62G2) b3lane +(¢1D1+¢2D;+ $3D3) alatte + (D1 Es +... +
+@4E4) dsCsM6] f3.fD,f+120[¢,B,y,03n3+¢1B16,Pana+

+(41G, +¢2Gz)53¢4'l4+¢13132¢‘5'15+(¢1G1+¢2Gz)33¢5'15+
+(¢1D1+¢2D;+¢3D3) eadpsts + b1 B1l2de6Me +(41G1+¢,G2) (3pens +
+(¢1Dy+¢2D2+¢$3D3) Laehe+(P1E1 + - +¢4Es) {sPete +
+¢1ByY20m3+$1B16,0Ms+(01G1 +$2G2) 039 na+ &1 Bieapans +
+(¢1G, +¢262)33¢7'ls+(¢1D1 +¢2D2+¢3D3).64¢7"5+¢,1BIC2¢7"6+
+(61Gy +02G2){309M6+(d1D1 + ¢2D; +¢3D3)Ladne+(P1Es+ ...+
+@4Es) LsdMe) £iDfy S - 1 f+120(dy11 + ... +ens) - [¢1B1n2+
+(¢1G1+62G2)n3+(4:D1 + ¢,D,+ $3D3) 14 +(P1Es + .. +@4E)ns+
+(1Zy+...+dsZs)nel f- Jf2Df + 60(4’}'11 +...+Peng) (P13 +... +
+¢636) f-1S1 DPf+120(¢3; + ... +¢63)- [¢131'I2+(¢1Gl+¢2qz) N+
+(¢,D, + ¢2D2+ ¢3D3)na+(P(Ei+ ... + P Es+($1Zy+... + :
+@sZs)n6] 1 ff . 1 f1 +120[ @1 B1na(d1 By + b1y + .+ be3e)+

ot
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+(P171+D272)N3(#1G1 + 0262+ D131 +... + P6Te) + (910, + P20, +
+0303)14($1D1+¢2D2+ $3D3+ 131 + ...+ PeTg) +(Pier ...+

+ hats) Ns(P1Es+ ...+ O Es+ 13 +... +¢63e)+ (D181 +:.. + DsLs)ne(P1Zy +
o+ @sZs+ ¢+ ...+ b636)] f- 1f1 /LD +120[ $1B17203M4+ D1 B17283ms +
+ 0181826405 +(P171 + D272) 038ans + P18172LsMs + P181020aNe +
+(h171+D272) 93atts + P 18182l sm6 + (D171 +¢272) eslsne +($101 +

+¢20;+ ¢303) €4l 6] f1Df +120[$ B,7,6304+ &1 B1y63ns+
+61B10564n5+(91G1 +02G2) 038405+ D1 B112L3n6+ D1 B 62l ans +-
+(41G1+$2G,) 33Lane + &1 B18:0s6 + (0161 + ,G3) e3lshe +(¢1D1 + ¢,D, +
+¢3D;) 34(5’16]f:: S f+120[ s Byy2d334 + D1 B172e335+ Py B10se,3s +
+(P171+0272) 93ea3s+D1B1726336+ 9 18102¢436+ (D171 + 272) F3caTs +

+ ¢ 18182536+ (D171 + D272) 83¢536+ (D101 + 920, + $303) £4c5T6 +
+¢18182D 34+ P 18182E3ns+ &1 B1d2Eans +(d171 + $272) d3Eans+
+¢1818:Z3NM6+ D1B1d2Z4n6+(D171 + $272) d3Zans + P18 1e2Zsn6 +
+(P171+D272) e3Zsng+(9101+ 20, + $383) eaZsnig+ Py b,G2d3n4 +
+¢1b,Gaesns+d1b1Dreuns + (D181 + $282) Datatis + 15, Gyl e +

+¢1b1D 3 ane + (D181 + $282) D3lane + ¢ 101 Exlsne+(d18: +

+¢28,) Eslsne+(P1dy + P2d; + P3ds) E4C5”6]f%Df' 1f+120[¢yB,y,d;3, +
+¢131?23335+¢131529435+(¢1G1 +$2G;) 936435+ ¢ Byy,c336+
+$1B10,¢436+(01G1 + ¢2G;) 336436+ ¢, B18,¢536 +(6,G, +
+02G,)e3¢s36+(91Dy +$,D3 + $3D3) e4cs36+ 1 B1 g2 Dana+
+¢1B18:E3ns+¢1B1d2Egns+(4.Gy + ¢0,Gy)d3Eqns+ ¢ By g2 Z3me +
+¢1B1d,Zun6+($1Gy +$2G,) d3Zyng+ ¢y BresZsne+(4,G, +

+¢,G2) esZsne+(41D; + ¢2Dz +¢3D3)esZsng] f1-f 1 +120[¢,b,G,d33+
+¢1b,Gre33s+¢1b1Dre,Is+(h181+ 9285) DiesIs+¢1b,Greyde+
+¢1b;1D3¢436+(h181+0282) D3cads+ d1b1EscsIs+ (9181 + $282) EscsTs +
+(¢1d1+P2dy+$3d3) Eqcs3s] Df . S} B + ...

Si on pose mj et m; (i =0, 1, ..., 7) dans (XXII) et dans (XXIII) nous obtenons
les expressions pour L et K. En comparant les coefficients des térmes des cettes
expressions avec les coefficients des termes correspondants des formules (XVII) et
(XVIII) nous obtenons un systéme des équations. L’ expression entre les crochets
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désigne qu’ on a obtenu Iéquation en comparant des coefficients de K, et entre les
parenthéses de L.

[/]
(u)
[o7]

()

[p*1]
[D®f]
[p®f]
[D¥f]

[/1Df]

[f.1f]

(Df)

[/iD®f]

Po+P1+P2+Pp3tpatps+petpr=1
ro+ri+rytritra+rs+retro=1

D101+ Pabs+ Pids+ Padbat Psbs+ Pebs+ Prbs =‘.§
@y 47120, +r3ds+rida+rsds+ r6¢6.+ Fipy = —:’12— |
P11+ P23 + a3 + p4¢§ . P5“¢§‘4‘P6¢é +pr97 = %
P11 + P2t + P33 +p4¢i+p5¢24b;,¢é+ padd = %
P1¢1+P2¢;+P3¢§+P4¢:+P5¢g '*;P6¢g'|;P7‘-f";; = %

| 1
P191+ 292+ P33+ Padl + Psds + peds + P17 = <

P2®1B81+ P3P 171+ D272) + pa(h16, + ¢2'52‘+' $303)+ -
+ps(P181 4 +aes) + pe(D1s + - + OsLs) +

1
+p(piny+ -+ Pen) = —6_

P2¢1B; +03(¢1G1 +¢,G,)+ pa(d1Dy + $,D, +¢3D3)‘i"
+Ds(P1E -+ QuEy) + po(1Zy + - + s Zs)+

+pr(@131 4+ +d63s) = “2‘
r2¢1by+ri(ds8, +¢2g2)fr4(¢1d1 +¢2d2+¢‘3d3‘)+- .
+rs(Breg+ o+ daes)+re(Prcy + o+ dgcs) +

1
(@1t +dede) =

P203By + pa(divs +9372)+ P4(¢f‘51 +¢30,+¢385)+
+ Ps(d’fs; + e+ 91eg) + P31+ + H3Ls) +

1
+Pr(Bing+ o+ done) = ——

(1,)
(12)
(21)

22)

()
@)
5)
(6:)

(71)
(72)
(73)

(8:)
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(D®f)

: [£.D®f]
(0%)
[/.D“f]
(D)
[Df.Df]
/D111
[D/.D*f]
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ra¢ib + ri(dig, + $382)+ "4(¢fd1 +¢3d,+ $3ds)+
+rs(pie +- +¢§e4)+ re(dic, +--- +¢3cs)+

1 &
'+’7(¢§31+'"+¢§36) = ETY . (8,)

P203By +P3(¢i'}’1 + ¢g?z) +P4(¢351 +¢30,+ ¢§¢53)+
+P5(¢:1’31 +'-~+¢334)+P6(¢351+~-- +¢’ng)+
1
+P7(¢i'lx+-~-+¢2'k) = E 91)
r2¢ib, + r3(¢fg1 + 4’282)"‘ r4(¢fd1 +¢3d, +¢gd3)+
+rs(pie;+...+ Pies)+ re(@icy+... +dics)+

1
+r7(¢?31+...+¢§35) = 3(_)_ (92)

P2¢‘1‘ﬂ1 + Pa(¢’]‘?1 + ¢§72) + P4(¢?51 +¢36,+ ¢;53) +
+Ps(@1e1+ ...+ B4es) + Po(D1L ¢ +... + $2L5) +
1
+ (11 + .. + dene) = ™ (10,)
radib, + "3(‘1’:81 + 4’;82)"' ’4(¢1d1 +¢3d,+ ¢§d3) 1
+rs(pte, +...+ ¢2e4) +re(die,+... +dscs)+

1
+rq(pta+...+ ¢§36) = =7 (10,)

P20201B1+p3¢3(17, + b27,) + Patba(D101+ 20, + $303)+
+pshs(diey+... +B484)+ Psbo(d1ly + ... +¢sls)+
1

+P7¢7(¢1'ln+---+¢5'la) = P _ (11,)
P26291B1+p393(01G1+$,G,)+ psdu(d Dy +¢,D, + ¢3D3)+
+PsPs(01Es ..+ PoEq) + Psbe(D1Zy+...+ PsZs)+
+P191(¢131+ ...+ d6g) = —;‘ (11,)
P29291 B, +P3¢3(dirs + ¢§72) +Dsba(476, + 35, + d’gas) +
+pshs(die, +... +¢£84)+p6¢6(¢§(1 +.o.+ ¢§Cs)+

Py Ba(Bis + eoet $2) = —— (124)
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[DfiD?f]

[0®f,Df]

[/p%f]

[D%/,0%7]

[D®7.Df]

[Dpr]

[/(Df)*]

[f%.21]

P20203B, ";P3¢3(¢:1’71 +¢372)+P4¢4(¢351 +¢30,+$363)+
+P5¢s(¢331 +... +¢284)+P6¢6(¢:1’C1 +... +¢ng)+

+ P19 (dins + .. +¢g"6) = % (13,)
P203¢ 1By + P3d3(d1y: + $272)+ Padi($16, + $20; +¢303)+
+psp(Pier+... + ¢434)+P6¢2(¢1C1 +.+dsls)+

+p793(Pany + .. + Peh) = —116_ ' (14,)
P203¢1B, + p3d3(4:Gy + ¢2Gz)+P4¢i(¢1D1 +¢,D, + ¢3D3)+
+ps@3(d1Es+...+ ¢4E4)+P6¢é(¢121 +.otdsZs)+

+P7¢%(¢131 +... 4 0636) = _11‘0“ A (14,)
Pzd’id’fﬁl + Pad’%(_‘l’%?l + ¢§)’2)+P4¢§(¢351 +¢§52+¢§53)+
+psp3(dler+ ...+ dies) + Ped(Pils + ... +950s)+

+prgi(@In,+ o+ dlne) = (15
P20301 81+ P3d3(d171 +¢272);*'P4¢3(¢ 161+ 020, +$303)+
+PsP3(Preg+ ... + ¢454)+P6¢2(¢1C1 +.+dsls)+

+prdi@ums+ o+ boe) = (16,)
P20361B; + p393(41Gy +$2G,)+ P4®a(¢1Dy +¢,D5+ ¢3D3)+
+psd3(¢1Ei+... + ¢4E4)+P6¢g(¢1zx +.+dsZs)+

+ P7¢3(¢131 +...+Pedg) = _112_ (162)
P201 BT+ Pa(P171+ B272)" + Pa(P161 + D202+ $385)* +

+ps(Pee+... + b4ts)’ +Pe(P1ly 4. + ¢sls)+
+P7(¢1ﬂ1+---+¢6'1§)2 =%)' (17y)
p291B; +‘I73(¢1G1 +6,G,)* +pa(¢1D1 +¢,D; +¢3D3)* +

+Ps(P1Es+ ...+ 4Es)’ + pe($1Z1 + ... + ¢sZs)*+

1
+py(dy3s + ... +¢636)2 = 36 (172)
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[f. 1fiDf]

[Df:(Df)*]

[£*D,f]

[fD,f1Df]

[/.DfD*f]

[f. 1/iD®f]

530

P201B1 B+ p3(0171+ $273) (9,6, +6,G,) +
+-P_4('¢151 + 630, + $303) (61D +$,D, +$3D3) +
+Ds(P181+ .+ Daes) (PLE1 + ...+ PoEL)+
+06(D1li+ -+ DsLs) (D1 Zy+... + PsZs)+

+Po(GuM+ ot Belte) (9131 + ..+ b63e) = 2’16

2620283+ D3ba(B171 +B272) + Pacha($101 + b0, + 383)2 +
+PsPs(P181+ ... + Pats)’ + PePo(b1ly + ... + dsls) +

1
+p794(Pimi + ... +¢es)’ = o

Pzd’é‘ﬁBf + és¢3(¢161 I+ ¢2Gz)2 +P4¢4(¢1D1 +¢,D,+ ¢3D3)2 +
+ P5¢5(¢1E1 +...+ ¢4E4)2 + pes(P1Z,+ ...+ ¢szs)2 +

1
+p7¢7(¢l31+"'+¢636)? = E

P26201B1B, + P303(0171+$272) (616G +0,G,) +

+Psba(9101+ D20, + $305) (#1D, +¢,D,+d3D;3)+

+psPs(P181+ ... +Puts) (01E; + ...+ P EL) +

+Pe¢6(¢1_{1 +. 4 05Ls) (D1 Z+ ...+ DsZs) +
' 1

+p107(Pin1+ ..+ Dee) (P13 + ... +PeTs) = —

24

P23 BE+ pa(B171 +b272) (BT, + 037.) +
+Da($161 + 020, + $303) (910, + $36,+ $363) +
+Ds(P181+ ... + Pats) (Pley + ...+ Pleg) +
+pe(P1C4+ --:+¢5€5)(¢3C1 +... +¢§C5)+

‘ 1
+pr(dsny + ... +¢6'ls)(¢fﬂ1 + ~--+¢§'76) = —3:6—

P291B1B1+p3($:G1 +$,G,) (¢f741 +¢372)+
+pa(®:Dy + $2D;5 +§3D3) (616, + ¢35, + $35;)+
+ps(¢1E;+ ... f¢4E4)(¢%31 +... +ies)+
+pe(1Z1+ ...+ PsZs) (910, + os +30s)+

1
+po(P131+ .+ D636) (PN, + ... + P2ne) = =

(173)

(18,)

(182)

(18,)

(19,)

(19;)



[ripf]

[r. ]

[Df..f]

(f.Df)

(f-1f)

p3®1B172+ Pa[P18102+(d1y1 + $272) 83] +
+ps[d1Bie2+(dry1 + $272) 83+(9101 + 9202+ $303) €a] +
+pe[ 18182 +(di71 +¢275) {3+ (101 + 20, + $303) Lot
+(pseg+...+ Pata) L]+ +ps[d1Binz+

+(P171+P2v2) N3+ (101 + 265+ $303) N+

+(P181 + ..+ Paga) ns +(18, +o+osls) ne] = %
P3¢1B172+P4[¢13152+(¢1Gx+¢zaz) 53]+P5[¢1B152+
+(41G, +¢,G2) e3+(9:Dy +¢,D,+¢3D3) e4]+ps[01B1{2+
+(41G1 +6,G,) §3+(¢1D1+¢2D2+¢3D3) oL

+(¢1Ey+ ..+ P4Es) Cs]+P7[¢131”2+(¢1G1+¢2G2) N3+
+(¢1D1+¢2D2+¢3D3) '14+(¢1E1+---+¢4E4) ns+

1
+(¢)1Zl +... +¢SZS) '16] = EZ
p3¢1b1G,+ pa[d101D2 f(¢181+¢282) D]+
+P5[¢1b1E2+(¢181+¢282) E;+(¢.d, +¢,d; +¢3d3) Eg]+
+ps[P101Z, +(¢1g1+¢282) Zy+(¢,d, +¢,d,+¢3d3) Zy+
+(preg+... +dacs) Zs]+P7[¢1b132+(¢181+¢2gz_)'33+

+(¢1dy +¢2dr+ $3ds) Ao+ (Pres + .. +¢aeq) 35+
+(pycy+... +pses) Ie] = —212
73018182+ ra[d1B1d2+(d171 +¢,7,) d3]+rs[d1Brer+

+(dy71+0272) €3 +(¢101+ 20,2+ $303) ea] +

+re[@iBica+ (101 +¢272) €3 +(9104 +¢,0,+$303) cat

+(Pi&r+ - +¢4es) €5+ 11018132 +(d171+d272) 23+
+(¢101+ 202+ $363) 24+ (d181+ o +Paks) 35+

1

+(Pslo+ - +¢sls)36] = =)

rs¢1B1g,+ra[¢1Bidy+ (616G, + $,G,) d3]+rs[$1Bre; +
+(¢1G,+¢,G,) e3+(d D1 +¢2D2+ ¢3D;) es] +r6[P1Bic2+
+(¢,G1 +9,G,) c3+(41Dy +¢,D,+¢3D3) Cat

+(¢1E + ...+ d4Es) ¢s]+rs[¢1B132+($1Gy +¢,G,) 3;+
+(¢:1Dy +¢,D2+¢3D3) 34 +(d1Es + ot @P4E) 35+

+(¢1ZI+ vee +¢5Zs) 36] = '512‘ i

(20,)

(20,)

(205)

(204)

(205)
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[f fD(”f] _ | NS +P¢[¢fﬂ 192+ (¢f?1 + 4’;72) 03]+
+ps[@1B182+ (D171 +0372) €3+ (916, + 35, + $353) ]+
+D6[D1B182+ (171 + 0372) {3 +(930, + $36,+303) Lat
+ (¢f31 +...+ ¢254) L]+ P7[¢fﬁl’12 +(¢f?1 + ¢§72) N3+
+(936, + ¢35, +$365) na+(Ple +...+dles) ns+

+(¢§C1 +... +¢§C5)'ﬂ6] = %0

[D(z)f- f]  p3dibiGy+ps[d1b.Dy+(d1g: +d38,) D3]+
+ps[¢31b,E; + (381 +038,) Es+(d1d, + d3d, + ¢3ds) Eg]+
+P6[¢§bxzz +(¢%81 +¢§gz) Z, +(¢fd1 +3d, +¢§d3) Z,+
+(¢fe1 +...+ 4’234) Zs] +P7[¢fb132 +(¢f81 +¢§gz) 33+
+(@2d, +d3d, +¢3d;) A+ (pley +... + dies) Is+
1 .

+(¢§‘31 +... +¢§Cs) 36] = 60

(£.Df) r3diB18; +1a[07B1dr+(d3y1 + $375) d3] +7s[d1Bre, +
+(d171+ d37,) €3 +(d16, + 30, + ¢353) es] +re[ d1B1cs +
+(d3y1+ 9275) c3+(d16, + $30,+$363) cat
+(@les+... + dies) cs]+ra[ 1813, +(d1r1 +¢372) 35+
+(P30,+ P20, + 930;) 24+ (dTey +... + dies) 95+

(DX + ...+ 92 5)26] = ?10_

[riD®F] P391B1v2+ Pa[ 116, + (D171 + B372) 631+ ps[d1B1e; +
+(P371+ B372) &3+ (P10, + 920, + $353) e4] + Pe[$3B1L2+
+($371+9372) (s +($16, + 36, + $363) Lo+
+(d3ey + ...+ dies) {s]+ pr[ D1 Bima +(d371 +03v2) s+
+(910,+¢30,+ $383) na+(dies + ... + Pies) ns+

+(¢?C1+---+¢§Cs)ns] = %

[D®f.1f]  psdibiGo+pa[¢3bDy+ (918, +b385) D3]+ ps[$ibE, A
+(P181+038,) Es+(d7d, + d3d,+ d3ds) Ey] +ps[d1b1Z,+
+(P181+0385) Z3+(d1d, + 92d, + $3d5) Zy+
+(dles+... + dies) Zs]+ pr[d1b13, + (181 + d382) I3+
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(21,)

(21,)

(215)

(22,)



(fi0?7)

[/1Df1Df]

[f1-fD:f]

(Df,.Df)

+(d3d, + 93, + 3ds) Ao +(diey + ...+ Ples) Is+

+(@le+ ...+ d3c) 3] = T;b‘ (22,)
ri¢iBi1g2+ "4[¢iﬂ1d.2 '-*‘.(4’?71 +¢372)d3]+ rs[‘i’iﬂlez +

+(¢?71 +372)e; +(930, + 36, + $303) e ] + "6[¢:i‘ﬂlcz +

+(oir: +¢372) €3 +(¢i‘51 +¢36,+$363) ca+

+(¢‘i‘31 +...+dieg)cs]+ ’7[¢?ﬂ132 +(¢:1‘?1 +¢372)3;3+

+(¢351 +¢38,+$393) 2, +(dieg + ... +¢384) 95+

+(P31+... +b3Ls)96] = T;_G (225)
pa[d1B172(d2+¢3)]+ Pa[@1B10:(d2+ b4)+

+(B171+ D272) 03(d3+ da) ]+ ps[diBiex(P2+ds)+

+(Pyy1+ ¢272) ea(Ps + ¢s5)+ (910, + 20, + 4’.353) eo(ds+0s)]+

+ po[D1812(d2+ b6)+(P171+$272) La(@3+ be)+

+(h161+ P20, +$303) Ci(Patde)+(Drer+...+ Pata) {s(Ps+d6)]+
+pa[d1Bina(d2+ $7)+(d171+¢272) n3(ds+ 1)+

+(4161+ 20, +$393) Na(Pa+d7)+(dse1+ ...+ ¢43§) Ns(Pps+dq)+
+(¢1C1+"'+¢5C5)']6(¢6+¢7)] = ﬁ (23,)
P361B1 272+ Pa[1B1926,+(4,G1 + $2G2) $303]+ ps[d1B1¢262+ )
+(¢1G1+$,G2) 13 +(¢1Dy+ 92D, +¢3D3) daes] +
+pe[@1B192L2+(4:6G4 +¢,G;) ¢303+(4:D1 +¢,D,+ $3D3) Pala+
+(¢sE +...+ $4Ey) ¢5C5] + p,[¢1B19212 +(¢1G, + $2G,) dans+
+(41D 1 +¢2D5+ $3D3) danta +(PEy+... + ©4Es) dsns+
+(®1Z1+ ..+ $5Zs) Pette] = ;16‘ A (232)
301810282 +1a[P18102d2+ (D171 + $272) Pads]+rs[d1B192e2+
+(sy1+ $272) Paes +(¢151 + @20, +¢303) daes]+ rs[‘f’xﬂtd’zcz +
+(day1+272) Pscs+(10, + a0, + $303) Pacat

+(Ps81+ ...+ Dats) ¢scs]+rq[h181923; +(@171+P272) 323+
+(h161+ $20:+ $303) P4 +(drer+.. Pats) Ps35+

+(¢1C1+---+¢sfs)¢s3§] = Tt)’ (235)
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(f.D,f)

[Dfy.f.1f]

[Df.D,f]

[f:Df,D*f]

[D,D*f]

534

r3@1B1928,+1s[¢1B1d2ds +(9,G,+¢,G,) psds]+rs[dBidre, +
+(01G1+0,G,) dse3+(d1 Dy +$,D, + $3D3) pye, ] +r6[¢.Bidyc, +
+(41G1+02G,) ¢3¢3+(¢Dy+ 2D+ $3D3) bacy +

+(P1E1+ ...+ P4Es) pscs]+r[d1B1¢;9,+(41Gy + $,G,) d335+
+(¢.D, +¢2D2+¢3D3)¢434+(¢1E1 o+ PuEy) psds+

+(¢121+---+¢5Zs)¢636] =4—10 (23)

P3$1B19372+ Pa[$1B 1640, +(01G, +$,G,) $.5,]+
+ps[@1B19se2+(01G1 +$2G;) dses+ (¢ Dy +d,D5 + ¢3D3) dses] +
+P6[01B106L2+(91G1+$:G) §sl3+(d1Dy +$,Ds+ Py D3) dela+
+(P1E1+ ..+ D4Es) @6ls]+P1[@1B 191, + (601G +6,G,) doms +
+(¢:1Dy+¢,D, +‘¢3D3) SMa+(PE +... 4 G4Ey) Pons+

+(¢121+-~-+¢525)¢7'l6] =—316_ (235’)

P361b103G2+pa[$1b104D3 +(D181+$282) 9aD3]+ ps[d1b1§sE, +
+(0181+¢282) OsEs+(d1dy + d2d; + d3ds) dsEy]+ ps[ ¢4 0196 Z, +
+(0181+0282) 06Z3+(d1dy + ¢2d, + 3d3) 6 Zs+

+(prer+... +daes) P6Zs]+ps[d1b1d13, + (D181 + h282) P73+
+(h1d1+¢2d,+ D3d3) prFa+(Prey + ...+ Paes) o35+

+(dre1+ ...+ ¢scs) d536] = —316 ' (23¢)
P3[01B172(92+ ¢3)] +Pa[D1B16,(d2 + ba) +

+(9371 +$372) 03(ds +da)] + ps[diBiex(d2+ds)+ -

+(di +¢272)83(¢3+¢5)+(¢151+¢%52+¢§53)34(¢4+¢ )]+

+ Pe[@1B1L2(h2+ b6)+ (D371 + 6372) La(@3 +be) +

+(o16, +¢262+,¢ 303) La(@at+ ds)+(dies + ... + P2ea) Ls(Ds+ de)] +
+pr[D1B1n2(b2+ d7) +(d371 + 372) n3(¢3+ )+

+(910,+ 36, + 936 3)”4(¢4+¢7)+(¢151+ L+ die)ns(ds+q)+

+(o¥¢ 1+---+¢5C5) ne($s+ )] = —4—6_ (24)

P391b,3G, + IALH NN +(dig+9382) $.D;]+
+P5[¢§b1¢5E2 +(¢f81 +¢§8z) ¢sE; +(¢fd1 + ¢§d2 + ¢§d3) ¢sE,]+

_ +p6[¢§bi¢622 +(pig+ ‘I’%gz) P6Zs+(91d, +93ds + P3ds) PeZy+



(Dfl . b(Z)f)

+(gple +.. +¢4e4)¢625]+1’7[¢1 1¢732+(¢131+¢282)¢733

+(¢1d1+¢zd2+¢3da)¢734+(¢181+ +¢4e4)¢75|5

+(¢1C1+ +¢scs)¢736]—‘_7% : ' (24;)

"3¢ B4 ¢zgz+r4[¢ Bidady +(d3y:+ d372) d3ds]+

+rs[iB, ¢)2e2+(¢1v1+¢2v2) ¢3e3_+(¢§51+¢§52+¢§63)¢4e4]+

+re[d1B, ¢2cz+(¢171+¢§3’2)¢303+(¢351+¢§52+¢§53)¢4C4+
+(pte + .. +¢454)¢505]+’7[‘1’%314’2324‘(45%?1+¢§72)¢333+

+(¢f51+¢§52+¢§53)¢434+(¢fo+---+¢234)¢535+

AR b = oo | (24)

[£.D?f,Df]

[fi-f.D%S]

(D1, Df)

P3[¢1ﬁ172(¢§ ¥ ¢§)] = P4[¢1/3152(¢§ +¢3)+

+(dy71+¢272) 53(p3+¢3)]+ P5[¢1ﬂ152(¢§'+ $3)+

+(b1y1+¢272) &2(93+3)+ (416, + 920, +$393) e+ 03)]+
+Pe[0181L2(93 + 8) + (D171 + D272) La(93+08) +

+(¢10,+ $29, +¢303) La(@F + P8) + (D181 + - + Data) Ls(3+05)]+
e P7[¢131’12(¢% +03)+(d171 + ¢272)'13(¢§T $3)+

+(101+d20,+ ¢395) na(@%+07)+(deer+... + baes) ns(P3 +07)+

. +(¢1C1+"'+¢5C5)"O(¢g+¢$)] =% (251)

P3¢1B1¢§)’2+P4[¢1Bl¢%52+(¢161+¢2Gz)¢§53]+
+P5[¢1Bx¢§32+(¢1G1+¢2Gz)¢§83+(¢1D1+¢2D2+¢3D3)¢234]+
+P6[¢1Bl¢§‘:2+(¢1G1+¢2G2)¢§C3+(¢1D1+¢2D2+¢3D3)¢2C4+
+(¢1E1+---+¢4E4)¢§Cs]+P7[¢1Bx¢§'12+(¢1G1+¢sz)¢§'l3+
+(¢1D1+¢2Dz+¢3vD3)¢i’14+(¢1E1+-~~+¢4E4)¢§’75+
+(¢1zx+-'-+¢szs)¢§'l6]=€6' - (252)
"3¢1ﬂ1¢§g2+"4[¢1ﬂ1¢‘§d2+(¢171+d_’2?z)¢§d3]+rs[¢1ﬂ1¢§ez+
+(d1y1+¢272) b3es+($161 + 920, + ¢393) Pies]+ re[1B1d3¢,+
+(¢171+¢2')’2)¢§Cs+(¢151+¢252+¢‘353)¢ic4+

+(Pr81+ . +¢484)¢s¢'5]+"7[¢1ﬁ1¢232+(¢1)’1+¢2Yz)¢§33+
+(¢10,+¢20,+ 30 3)¢434+(¢181+ +¢454)¢535+

+(de+ - +¢SCS)¢636]""— | . ATl (253)
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(fD2S)

[f. . /D®f,]

[D/DAS]

[(Df,) Df]

[/D,/Df,]

536

r3¢:1B,038,+r.[¢,B,d3d, +(16G1+$,6,) p3ds] +rs[d, B dle, +
+(41G1+¢,6,) pes +(¢,D; + ¢,D, +¢3D;) ple,] +
+re[¢1B1d3c, +($:G + $,G,) dics +(¢1D1+ 2D, +¢3D5) pic, +
+(P1E1+ ...+ O4E,) p3cs]+14[¢,B ¢35, +(41G1+6,G,) p3a;+
+(¢1D1+2D3+ ¢3D3) 33, + (¢4 Ey + ... +¢4Ey) 335+

+(1Z1+ ...+ ¢5Zs) ¢§36] =% (254)

p3¢131¢§y2+p4[¢1B1¢152+(¢1G1 +6,G,) $36,]+
+ps[¢:B;d3e, +(9,G, +¢,G,) ¢3e3+(¢1Dy +¢,D, +¢3D3) dies] +
+pe[¢1B193,+(9,G, +¢2G;) 92l +(¢:Dy +¢,D, +¢3D3) p3la+
+(P1E1+...+ $4E,) L He +p4[¢1B1¢7n,+(4:G, +6,G,) dins +
+(¢1D1+¢2D;5+ ¢3D;) 3y + (91 Ey + ... +d4Es) dIns+

1

H(DZy+...+O5sZs) dIne ] = 36 ' (255)

P3$1b193G,+ pa[¢1b,¢3D, +(4181+¢28,) $iDs] +

+ps[$1b,103E; +(p 84 +¢282) $3E;+(p1dy + b,d, + ¢3d;) $3E,]+
+Ppe[¢1b:93Z, +(h181+¢28,) 2Z, +(h1d1+ ¢2dy+ ¢3d;) P3Z, +
+(prer+...+daes) DEZs]+ po[d1b1933, +(¢181+0285) $735+
+(@1d1+02d, +¢3d3) 973, +(Pre + ... + Paes) P35+

+(¢101+---+¢505) ¢-2,36] = —31; . ) (25¢)

P30301819272+ Padba[#1810:0,+ (P 171 + b272) 305 ] +
+Ps®s[D1B10262+ (D171 + B272) P1ts +(9101 + 6205+ h303) daes] +
+ P66 1819205+ (D171 +P272) d3l5 +(4101+ G20, +$303) Pals+
+(P181+... + Pagy) Psls] +P101[018102m2+ (D171 + b272) bans +
+($101+ 20,4+ 0303) s +(P11 + ... + Paes) psns +

+(@1l1+...+sls) dens] = ’% _ (26,)

P39301B16272+ Pada[d1B16,8,+(4,G, + ¢,G,) $303]+
+Pshs[$1B19:6,+(0,Gy +¢,G,) dses +

+(91D1+ 3D, +¢3D;) pae,] +

+P6P6[ 1816202 +(9:G1 +$,G,) p3ls+



[f1-£(Df)*]

[fi-f%f]

(fA(Df)")

+(¢1Dy+¢2D;+¢3D3) pala+(d1E; +... + dEs) b5 s]+
+P1¢7[¢1B1@an2+(01G1 +¢,G,) dans+
+(¢1D1+@2D;3+ ¢3D3) dana+(P1Ey + ... + 4Es) P15+

+(@1Zy+... + DsZs) dne] = % (262)

P3[01B1y2+ D171+ $272) $18172] +pa{9316,+(d171+ ¢172)* 63+
+2(¢101+ G205+ 0303) [018102+(d171 + b272) 03]} +
+ps{diBes+ (D171 +D272) &3+ (D101 + 20, + $303)  e4+
+2(p181+ ...+ Dats) [D1B182+(d1y1 + D272) 63+

+(4101+ 0202+ 0303) ea]} + P6{PIB1L2 +(P171 + 6272)° {3+
+(9101+ 202+ 3383)" Lo+ (P18 + .. +bats) {5+
+2(sC1+-PsLs) [#18:¢, +(h171 +¢272) 3+

+(P101 + G205+ 363) La+ (P18 + -+ +Pagy) L5} +

+ D {D1BIN2+ (D171 + 0272)" M3+ (D101 + 0205+ 363)  nat
+(Prey ..+ aes)* ns+(D1ly+ ...+ Dsls) ne+

+2(puny+ ...+ Detts) [01B1m2+ (D171 + D272) 15

+(P101+ 0202+ D303) nat (D181 + ... +Paga) s+

+(¢1C1+---+¢5C5)'16]} = 51610 ‘ (271)

P3diBiv2+ pa[91B16,+(41Gy +$3G,) 6]+
+ps[diBies+ (9161 +6,G,)? &3 +(d 1Dy + ¢2D, + d3D3) ]+
+p6[$1Bi 5 +(41G1 +62G,)* {3+(¢1Dy + ;D2 + $3D3)* Lo+
+(P1E + ...+ D4Es)* Ls] +P7[¢f3§'lz +(¢:6, +6,G,) 3+
+(¢1Dy+ ;D3 +d3D3)* s +(d1Eg+... + P4Eg)* ns+

1

+(¢1zl+---+¢szs)2 'lé] = 120 (27)

radiBi g2+ ra[ 0 B1ds+(D1y1+ b2v2)  ds] +rs[diBies +
+(P171+D272)” 3+ (d15, +$20,+ 9385)" e ]+ re[@1Bic.+
+(D171+ D272)” 3+ (D101 + 0205+ $363)* cu+

+(P18y+ ...+ baga)’ cs] 41, D181, + (P71 + $272) 33+
(G101 + 020, +038,) 24+ (D181 + ... + Pags)’ 35+

+(Pili+...+dsls) 96] = ol (273)

120
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(f- 1/1Df)
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ri¢iBig,+rdi1Bid,+($:G,+,G,) ds] +rs[¢iBie,+
+(¢1G1+¢,G,)* e3+ +(¢:D, +¢2Dz +¢:§D3)2 es] * re[#1Bic,+
+(61G1+¢2G,)* c3+(d1Dy + D5+ $3D3)% o+

+(@1E1+... +§4Es)” 5]+ 7, [¢1B19, +(91G1 +$,G,)" 23+
+(¢1D1+ 2Dy +P3D3)? 3, +(d1Ey + ...+ P4E,) o5+

) 1 u o 4 '
+(¢121 + .. +¢SZS)2 36] = —1‘2_6 ! (274)

r3¢fﬂ131g_2 +14[¢1B1B1ds +(D171+ ¢272) (9161 + 0,G,) d3 ] +
+7s[¢1B1B1e;+(d171+D272) (01G1 +$,G5) e+

+(4101+ 26, +¢303) (6,04 + ¢.D, +¢3D3) e, ]+
+r6[@1B1Bica+(d171 +P272) (6161 +02Go)es+
+(9101+ 20, +¢303) (¢1D1 +$2D5 +¢3D3) cat

+(P181+ ...+ Daty) (P1E1 + ...+ G4Ey) cs]+r,[¢181B13, +
+(D171+0272) (0161 +02G2) 33 +(h 10, + d20,+ $333) -

(@1D1+ 2Dy +P3D3) 34+ (P16 + ... + Paes) (P1E  + ...+ PsEy) 95+

+(¢1C1+---+¢5C5)(¢)121+"-'+¢SZS).36] = —é(; . (275)

P301B172(@ 17, + D272) + pa(h101 + $20,+ ¢385) [¢1B16, +
+(4161+¢5G2) 03]+ ps(P181+ ... + daes) [$1Bies +
+(91G1+9,G2)e3+(d1D1 + ¢2D2 +P3D3) 4]+
+P6(D1l1+ -+ D5ls) [01B1ls+ (416G, +¢,G2) {3+
+(¢1D1+¢2D5+¢3D3) {4+ (D1 Ey + ... +04aE) 5]+
+p7(P1n1+ ...+ Pt) [01B112 +(P1G 1+ $2G) n3 +
+(¢1D1+¢2D3+¢d3D3) Ny + (1 Ey + ...+ PEs) s+
1

+(D1Zy+... +PsZs)ne] = 7y _ (27¢)

p3¢1B17:(¢:G, +¢262)+P4(¢1D1 +¢:D,+¢3D3)[¢,B,0,+
+(¢1G1+¢,G2) 03]+ ps(S1E1 +... + D4Eq) [, B1e, +
+(01Gy +2G2) 83+ (01D + $2D,+ h3D3) 64 ] +

+P6(01Z1+ ... +95Zs) [¢1B1L, +(4:1G1 +62G1) {3+
+(¢1Dy+ D5+ ¢3D3) {4+ (P Ey + ... +¢4Ey) 5]+
+p1(¢131+ ...+ 636) [01B112+(91G1 4+ $2G;) n3 +



[./1(Df)*]

[/Df . »f]

[f. 1fi-£iDf]

+(¢1D1+¢2D2+¢3D3)'l4+(¢1E1+---+¢4E4)'Is+ '
i -

+(¢1zl+---+¢szs)'l6] =¥ (277’)

P3®16;G (P11 + B272) + Pa(@101 + 920, + $303) [¢10:D,+
+(181+0285) D3]+ ps(@181+ ... + daes) [01D1 B2+
+(h181+ 0285) Es+ ($2dy + P2dy + ¢3d3) Eo ]+
+Pe($101 + i+ DsLs) [@151Z,+ (D181 + D282) Z3+
+(p1dy+brdr+P3ds) Za+(Pres+ ... + daes) Zs]+
+pbiny+ -+ Pstie) [P1b132 + (D181 + $282) I3+
+(P1dy +G2d; + P3d3) Iy +(Pre + ...+ Paey) s+

1

+(prey+... +¢ses)I] = Y (278)

| P3¢1b1G5(91G1 +¢,G;)+ pa(@1Dy +¢,D; +¢3D3)[¢1bD,+

+(0181+¢282) D3]+ ps(P1E1+ ... + $4Es) [¢1D,E, +
+(¢181+$222) Es+(d1dy +¢od,+@ad3) Eg]+
+P6(01Z1+ ...+ PsZs) [61D1Z,+(d181 +$282) Z5 +
+(p1dy + Prdy+ P3d3) Zy+(Pres + ...+ Paey) Zs ]+
+ (P13 + ...+ P6T6) [P1D132+ (D181 + 0282) Fs +
+(¢1d, +¢ydy+ P3ds) Iy +(Preg+ ...+ daes)Is+

1

+(Pyer+ ...+ pses)Te] = = A (275)

P3¢1ﬁ17;(¢131 +¢1Gy+$,G2)+ pa[918105(¢1 B+ 1Dy +

+ 02D, + $3D3)+(h171+ 0272) 03(91G1 + 9,62+ 61Dy +

+ ;D24 $3D3) ]+ ps[@1B18:(91B1 + D1 E1 + ...+ §4Eg) +
+(P171+ 272) e3($1Gy + 92G2+ 1By + ...+ dEQ) +

+(4101+ 0,0, + P303)es(@1 Dy +¢,D,+¢3D3+Ey +... +
+¢4EL)]+ pe[ @181LA(P1 By + 9124 +...+ ¢sZs)+
+(P171+0272) (3(61G1+ 8262+ G, Z, + ...+ $sZs) +

+(910;+ 20, + 305) La(@1D1 + $2D5 +¢3D3+ 1 Z1 + ...+ $sZs) +
(P18 F oo+ Da8) s(P1Es + ... + DB+ 1 Zy + ...+ OsZs)]+
+pa[@1B1m2(01Bs + @131 + ... + P6T6) + (D171 + D272 13($1G1 +
+¢2Gy+ G431+ .. + Pe6) + (D161 + 920, + $303) a( @1 D +
+¢0,D;+¢3D3+ ¢33 + ...+ de36) +
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+(P1ey+ ...+ Pae)ns(P1E + ...+ PsEg+ b3 + ... +¢636)+
+(P:ls+ ..+ DsLs) (D1 Zy+ ...+ PsZs+

1 : ,
+¢131+-.-+¢536] =¥ (2710)

Pa®1B17203+ Ps[D1B17283+ D 1810264+ (D171 + D272) 0384 ] +
+ D[ @1B172L3+ 1810204+ (¢171 +¢272) 63La+ P1B1E2Ls +
“+ (¢171 +¢272) 835+ (9101 + P20, + 363) 845 ]+ Pr[ D1 81723+
+01B10:ma+ (D171 + D272) S3ma+ b1 Breans+(d171 + $272) e+
+(¢101+ 020, +D303) eans + D181l aMs + (D171 +D272) Lane +

1

+(P161 + P26, + P303) Latle + (D181 + ... + Pags) LsM6] = 120 (28,)

Pa®1B17203+ ps[ @ B1y283+01B10,84+(4:1G1 +0,G,) 638, ] +
+P6[91B17203+$1B10:0a+(91Gy +¢2G2) 03(4+ &1 Biesls+
+(¢1G1+¢,G,)e3ls+(41Dy +¢2D;+¢3D3) eqls]+
+ps[@1B1y2M3+¢1B18:ms+ (901G +$2G,) O304+ d1Bieans+
+(41G1 +¢,G,) eans+(¢,D, +¢,D,+ ¢3D3)ens+

+¢1By{ M6+ (0161 +0,G5) {36+ (101 +¢2D3 + $3D3) Lane +

+(P1Es+...+ D4Eg) {516 = (28,)

120
Ps®1B18:D3+ps[@1B18,E3+ ¢y B d1E4+(61Gy +¢,G,) d3E, ] +
+P[01B182Z3+ ¢ B1d,Z+(4,G 1+ ¢,G2)d3Zs+ ¢, Bie,Zs +
+(41G1 +¢,Gz) e3Zs+ (D1 +¢2D;+ $3D3) enZs ]+
+p7[¢1B1g233+ ¢, B1dy3,+(0,G, +¢,G,)d33,+ ¢ Bie3s +
+(41Gy+¢,G,) e335 +(¢1Dy+¢,D,+ $3D3) e 35+ ¢y BicyIe +
+(41G1+92G2)c3dg+(d1D1 +¢,D5+ $3D3) cu3s+

1

+($1Ey+ ...+ 94Eg) c536] = 0 ©(28,)

ra®1B172ds+1s[d1B172e3+ 1810264+ (D171 +272) dsea] +
+16[01817263+ 01810:¢a+ (D171 +$272) 034+ P1Brescs +
+(B171+0272) e3¢5+ (9101 +$20, + P303) eacs] +
+77[01817233+ 1810234 +(h171 + $272) 9334+

+ 01818235+ (D171 +$272) €395+ (9101 + 20, + $303) €435+



(fif-1f)

(Df.1f)

[lf'lef]‘

+¢1B1L296+(P171 + P272) {336 +(¢10;+ P20, + $303) {436+

+(¢151v+--- +¢4€4)Cs35] = —i;—o (28,)

r4@1Byy,ds+rs[d1B yses+d1B16se,+($,G1 +¢,Gy) dze4] +
+7r6[¢1B17:¢3+01B183c4+ (916G + $2G;) d3ca+ 1 Biescs +
+(41G1+¢2G5) e3¢5 +(d1Dy +$2D;5 + d3D3) 4cs] +
+r3[¢1B17235+ ¢1B16,3,+(41G1 + ¢,G,) 9364+ D1 Bygs3s +
+(41G1+0,G5) €395+ (0101 +¢2D3+¢3D3) €435+ B1 {536 +
+(41G1+0263) {396 +(¢1D1 +02D5+ $3D3) {436+

1

+(1E1+ ...+ $aE) {536] = 120 (285)

ra®1b1Gyds+rs[¢,b1Gres+ ¢ biDyes+(h181 +d285) Dies] +
+re[¢1b1Gyc3+ ¢ b1Dycs+(d,8, +¢232)D30§+¢1b1E205 +
+(h181+0282) Escs+(ddy + ¢rd, + ¢3d3) Eqes]+
+77[16:G333+¢1b D33, +(P181+$282) D3da+ 101 Erds+
+(0181+$285) Ex3s+(d1dy + ¢2d, + d3ds) Egas+

+ 0151236+ (1814 $282) Z336+(P1dy + $2d, + d3d3) Za36 +

‘ , 1
+(Pres+... +Pqes) Zs6 | = o0 | ‘ (286)

Pa(®18182D3+$1b,G233)+ ps[1818:2E3+ 1 B1drEs+
+(h171+0272) d3Es+¢1b1Gaes+d1b1Dyes+ (P18, + D282) Diea] +
+P6[018182Z3+ 1 B1d,Z4+(Py7, fd’zh) dsZy+¢1preZs+

+ (G171 +D272) e3Zs+(h10, + D20, + $303) eaZs+ 1 b,Gy{5+

+ ¢1b1D2¢4+(¢131 +¢282) D3la+ ¢1byExls+(h181+¢282) Esls+
+(¢1di+d2dy + ¢3ds) Ells]+ pr[d1818235+ ¢18:1d,34+

+ (@171 + ¢272) d3Ta+ D1 BrexTs +(d1y1 + B272) €335 +

+(9101+ 20, +0303) €35+ B1B1c236+(d171 +P2¥2) €336 +
+(4101 4020, +9303) cads+ (P18 + ... +data) cs36+
+¢1b,Gans+¢1b1Dyns+(d,8y +¢285)Dsna+d1biEons+
+(4181+¢285) Esns+(p1dy +d2d; + d3d3) Eans +

+¢1b1Zme+(d 181+ 9282) st'ls +(¢1d, +¢2d, +¢3d3) Zyne+

+(¢191+---+¢4e4)zs'16] = 216 ' ) (282')
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Pad1B17203(d2+ D3+ Da)+ ps[D1B1v263(d2 + b3+ ds)+
+¢1816,84(P2+ Pyt ¢s)+(Psy: + $272) 0364(P3+dat+s)]+
+P6[01817203(d2+ D306) + D1816:La(d2 + ba+ bs) +
+(P171+0272) 030a(P3+ Pa+ b6)+ D116l s(d2+ ¢5 +¢6)+
+(d171+¢27,) 3355(¢3 +¢s+de)+

+(9101+ G20, + D303) eals(Da+ b5+ be) ]+
+P1[D1B1V2M3(D2+ b3+ D7)+ D1B16:ma(B2+ Pat B7)+
+(D171+0272) 83La(P3+ Pat+ )+ D1 Breans(d, + b5+ ;) +
+(P171+ 272) eans(d3+ s+ d7) +

+(4101+ 020, + $303) ean1s(Da+ b5+ 1)+ P18 {ane(P2 + P+ P7) +
+(P171+ 0272) Lane(Ds + b6+ d7) +

+(4101+ 020, + 0303) Lans(Pa+ ds+ d7) +

F(b18s+ oo+ Bate) Lste(@s + Do+ $7)] = 61—0 (29,)

Pa$1B1627203+ ps[d1B1617,83+ ¢ 1B 120,64+

+(9161+¢,G,) p30364] + Pa[df1B1 #27203+ D1 B1920,04+
+(41G1+62G,) 930304+ ¢ 1B1028:{ s +(91G1 + $,G,) daesls+
+(¢1D1+02D5+ ¢3D3) dueals]+ pr[d1B1d27v213+ ¢y By d2doms +
+(41G1+026,) $30304+ ¢1B 1§65 +($1Gy + $,G,) daeans+
+(¢1D1+¢:D5+ ¢3D3) daeans+ 1By dolome+

+(41G1+62G,) ¢3¢s16+(01D1 + ¢2D; + $3D3) dulane +

+(dE +...+ ¢4E4) $slsne] = % (295)
rad1B1$272ds+7s[¢1B1dry,e5+h Bidrdres+

+(41G1+6,6,) ¢35394]‘+ re[$1B19272¢3+ 1 B120,¢,+
+(01G1+0,G,) $303c4+ b1 By dse,cs +(41G1 +6,G,) Psescs+
+(¢1D1+2D5+¢3D3) pyacs]+ r7[¢131¢27233 + $1B1¢20,3,+
+(01G1+6262) #3394+ 01 B 1926295+ (6161 + $,G,) d3e395+
+(¢1D1+¢2D2+¢3D3) pagsds+ ¢ 1By hyl536+

+(91G1+$3G2) 93L336+ (9101 + ¢,D, 4+ $3D3) Palade +

+(P1E1+ ...+ D4Ey) sl 596] = ‘2% (293)
P4¢1317253(¢3 +¢4)+Ps[D1B17263(d3+ d5) 1 B10384(da+ Ps)+
+(91G1+6,G3) 6384(ds+ D5)] + Ps[ 1B372{3(d3+ de) +



[fi.DfDf]

(Dfy-f-1f)

+¢1B1620a(ha+d6) +($1G1 +02G2) 30 4(Ds + ) +
+¢1B18:{s(ds+ P6)+ (901G + 0,G1) el s(ds + d6) +

+(¢1D1 +¢2D3+d3D3) 64l s(s + b6)] + P7[¢1‘Bx72'73(¢3 +6,)+
+ ¢ B102ny(Ps+ D7) +(9,G1 + $,Gy) Sana(da+ d7)+
+¢Bieans(ds+d7)+ (4,6, + $2G2)esns(ds+d7)+
+(¢1D1+¢2D;3+d3D3) eans(ds+$,)+ ¢ 1Byl ane(de + ¢7)+
+(01G1+9,G;) {sn6(ds+ D7)+ (¢4 Dy + 2D, +

+¢3D3) Lang(D + D7) +(P1E1 + ... + P4Ey) {sne(ds + ¢,)] = _SIF (29)

Pa(#151G20305+ ¢1818204D3) + ps[d151G 1363+ b1 by D, ae, +
+(d18:+ $282) D3bats+$1818205E5+¢1B1d20sEs+
+(P171+0272) d3dsEy] +P6[¢1b1G2¢3C3 +¢1b1D2¢,{4+
+(h181+¢282) D3dala+ G1b1Er¢sls+(h181+H282) Espsls+
+(P1dy+b2d; + D3d3) Exdsls + b1 B18:06Z3+ b1 B1d1b6Zs +
+(D171+0272) d3dsZa+ D1 B1e206Zs+ (D171 + D27,) e3b6Zs +
+(9101+ 620, + $33) e4d6Zs] +P7[¢1b162¢‘3'13"+ ®1bDrpans+
+(0181+$28:) D3bana+d1b,E;dsns+ (912, +0:82) Esbsns+
+(d1d,+¢2d;+d3d3) Expsns + ¢ by Zrpene +

+(P181+0282) Z3P6hs +(P1dy + b2d5 + P3ds) Zapene +
+(Brer+... +Pues) Zsens + b1 8182633+ ¢, B1d, 734 +
+(P171+@2v2) d3d134+ b, Bre1073s +(¢_171 +¢272) e3b73s+
+($101+ 020, +$303) 2735+ ¢ 18120736+ (b1 + P2v2) 3,36 +

+(9101 + 020, + $303) cap 36+ (P18, +... + Pata)csdqde] = —8% (295)

r4@1B17203d3+r5[d1B 720365+ ¢ B 5rdae,+
+(91G1+¢,G,) 53p4e,] + re[$1B1y2¢scs+
+61B10,04c4+(91G1+¢,G2) 63044+ b1 B1esPscs +
+(41G1+¢2G,) e305¢5+ (91D + §2D; + §3D3) e4pscs ]+
+71[$1B1720393+01B16,0434+(41 G, + $:G2) 030434+

- 4+ 01B18;0535+ (4161 +6,G,) e30535 +

+(¢1D1+¢2D5+ ¢3D3) 64535+ $1B1l2Pers+
+(91G1 +9,G2) {30696+ (@101 + $,D, + $3D3) {4be36 +
1

+(¢1E1+...+¢4E4)§,¢636]=—l—£ ‘ o (29¢) -
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r4¢1b1G2¢3ds+15[h15,Grdse3+¢1b,Ddses+ '
+(6181+0282) Dydaes] +76[¢15,Godbscs+d1byDydac, +
+(¢181_ +* ¢2g2)D3¢4c4+¢1b1E2¢5c5’+(¢1g1 +282) Espscs+
+(¢1d1+¢,d;+ ¢3d;) Eypscs]+r:[¢1b1Gy¢395+¢1bD,d 40, +
+($181+¢282) D3bsd4+ b1 b E 535 +(4181+¢285) Espsas+
+(#1d1+ ¢2ds+ ¢3d3) Exdpsas+ ¢, b, 2,636+

+(h181+9:85) Z3636 +(P1d1+b2d; + d3d3) Zyders+

+(B1€1+ .+ Paes) Zsere] = ——

29;
150 (297)

A P4(¢1ﬁ1¢2g2D3 +v¢?1_b.1G2¢453)4;P5[¢1ﬂ1¢282E3 +¢1f10,d,E, +

+(P171+D272) P3dsEy+ $1b,G2¢se3+ ¢ b1Dydse,

+(¢18,+ $282) D3ses]+ ps[01819:8:Z5+ ¢110,d,Z4 +
+(D171+0272) D3dsZo+ b1 By b, Zs +(P171+¢275) b3esZs +
+(4101+ 20, +$303) daeaZs+¢1b6,Gr¢6ls+ ¢1b1Dydela+
+(h181+¢:85)D3dpela+ ¢ 16, Erpel s +(9181+6282) Espels+
+($1d; + ¢2d, + ¢3ds) Esdels]+pi[P181028235+
+01B102d,34+ (D171 + D272) P3dsu+ b1 Brdrey s+

+(¢1Y1 +6272) b3e335+ (9101 + 020, + $355) paesds +
+¢1B192236+(D171 + 275) bacaIs +

+(h16,+ @20, + $363) Ppacas +(¢184 + oot Pagy) dscsIe+
+¢1b61G,0:m3+ 151D ns+ (D181 + P28,) Dadona+
+@1b1Eshams+(d181 + ¢285) Espms+

A+ (Prdy +02ds+ ads) Eupons + by Zypone +

+(P181+ D282) Z3pme +(P1dy + d2ds + Pads) Zypone +

+(¢191+---+¢4e4)zs¢7ﬂ6] = % (29)

: P;¢13132D3(¢2 +¢4)+ps[d1B18:E+(h, +¢s)+¢1BidrEy(¢,+bs) +

+(61G1+¢,G,)d:Eq(d5+ ¢s)]+ ps[¢1B18,Z5(¢, + be)+
+¢1B1d,Zy(¢2+ ¢6)+(4,G, + $2G;)dsZy(¢d3+ bs)+
+¢1B1e,Z5(d5+ h6) +(91Gy +¢,G,) esZs(¢3+de)+

- +(¢1Dy+¢,D; + ¢3D,) esZs(ds+d6)]+p7[d1B, 8233(d2+¢7) +

+¢1B1dy3,(h2+ ¢5)+ (416, +¢,G,) d334(¢3+¢7).+ =
+¢1B1e;35(dy+ ¢7)+(4,G, + $2G,) es35(d3+ @) +



(f1Df1Df)

[FiD™f]

(fiD®f)

(D®f.1f)

+(¢1D1+¢2D5+¢3D3) e435(d4s + d1) + ¢ 1B1c,36(d2 + b))+
+(61G 1+ ¢:G2) c336(d3+ @)+ (01D + 92D+ ¢3D3) ca3s(ds + 67)

HBEt e+ D e3(bs+ )] = o (299)

ra®1B1dsya(ds+d3)+rs[@1B1v2e3(d2+ d3)+ d18102e4(d2+ d4)+
+ (1714 ¢272) 03ea(@3+ da)] +76[D1B172¢3(2 +¢3)+
+¢18102¢4(P2+Pa) + (D171 +$272) dsca(Ps+da) +

+d1Brescs(b2+ )+ (D171 +P2v2) escs(ds+hs)+

+(h181+¢20,+ $383) €acs(ba+ bs)] +r7[D1B17293(d2 + d3) +
+01816294(d2+ ba)+ (D171 + D272) 6334(05 +¢4)+
+31816295(d2+ &) +(D171 + D272) £335(d3 + ¢5) +

+(4101 + 205+ $303) £435(da+ &)+ D181L296(F2 + P6) +
+(d171+¢272) C336(¢3.+ D6)+(h101 + 020, + P383) L436(Pa+ P6) +

+(P181+ ...+ Da8s) Ls6(Ds + P6)] = 7726 (2910)

Pa®iB17205+ I’s[d’%ﬁl?zﬁs + 01816264 +(P171 + 9375) b364]+
+ps[D1B17205+ 1 B16:La+ (9371 +372) §3Z4 +¢1Bels+
+(PTy:+93v2) 83Ls+ (D16, + 930, + $363) euls] + '

+ [ D1 B17213+ BB 10 aMa+ (D371 + $372) O3ns+ 7 Breans+
+(P1v1 +0372) eans +(d161 + 935, + $363) eans + 1B LM +
+(P171+ 0372) (ane + (D164 +¢§52.'+ $363) Lans+

+(¢f‘=‘1 +...+ ¢i£4) Cg'lc] ='3—160— . - (30,)

ra®1B172d5+1s[ @1 B1y2es+ 1B 154 +(dTys + D772) Bses] +
+16[@1B1725+ D1 B182ca+ (9171 +B372) O3cs+ d]Brescs+
+(@1y1+ 9372) 3¢5+ (D10, + $30,+ $303) eacs |+ 1 [$1B1729: +
+ 01816294+ (P11 +b372) 6394+ D1 818235 +(diys + $372) €335+
+(¢f51 +¢35,+ d’g‘sa) €435+ 03810296+ (4’371. %+ ¢§Y-z) {396+

1

+(¢:51 +¢36,+ ¢§53) 436 +(¢331 +...+ d’isf) {s36] = 360 (30,)

ra$1b,G,d;+ ’s[¢3b16233 + ¢fb1D2e4+(¢fg1 + 4’;82)1)334] #+
+re[¢1b,Gacs+ ¢fb1ch4+(¢fgl +¢382) Dicy+ ¢1byEzcs+
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+(p1g1+038,) Escs +(d3d, +¢3d, +¢3d;) Eqcs]+
+r,[¢1b,G;2, +¢fb1‘D234+(¢381 +¢382) D33, +¢7b,Eya5+
+(d381+6382) Eqds +(¢1dy +3d, + ¢3d3) Eds+¢1b,Z,06+
+(plg, + $38)Z336 +(pid, +¢3d, + $3d3) Zsd6+

1

+(dley+...+dies) Zs3,] = 0 (30,)

Pa($1B182D5 +¢fb1G253)+P5[¢fﬂ1ng3 +¢iB1d,E +
+(@1y1+372) d3Eo+¢1b,Ges + ¢1b.Does+(Pig, + $38,)D3e,] +
+P6[ 01818223+ B B1d, 24+ (dTys + 9372) dsZy+ P31, Z5 +
+(B171+372) esZs +(10, + 036, +¢365) eaZs+ b, Gyl +
+¢fb1DzC4+(¢fgl +¢382)D3C4+¢fb1EzCs f"(d’f& + ¢§82) E; {5+
+(p1d, + ¢3d, + p3dy) E 5]+ p.[¢1B18:3:+
+¢’fﬂ1d234+(¢f71 +¢§72) d33,+¢1Bie3s +(¢3y1+¢37,) €335+
+(936,+ 36, + $363) e43s+d1Bic, 36+ (D1, + $372) c3ds +
+(P10,+ 036, + $305) cads +(dley +... + dies) csIo+
+61b,G,n, +¢1b.Dyna+ (Pl g, +¢382) Dng+¢1b,Exns+
+(¢381+032;) Eans +(¢3d, +¢3d,+P3ds) Egns+
+¢1biZoms +(d181+0382) Zane+(7d, + d3dy + ¢3ds) Zame +

1

+(¢fe1 +...+ ¢ie4) Zsne] = 180 (30;)

Ps®181720384+ P6[ #18172030a+ D1B17283Ls + D1B18284Ls +
+(D171+272) 8384l s ]+ Pr[D1B17203m4 + b1 B172Esns +
+¢181028ans+ (D171 + $273) 038ans + D1 B172{ 3N +
+61810:0ans + (D171 + 9272) 63Lans + b1 818, sne +

1

+(¢17’1 +0372) €3 s+ (161 + P20, + 4’553) e4lsne] = Ea - (31y)

Ps$1B1720384+ P6[1B17203L4+ &1 B17:83 s+ d1B15,84 s+
+(01G1+¢2G,) 83640 s]+ p1[@1B17203m4 + b1 B172E3ns +

+ 181656415 +(01G1 +0,G2) 8364n5+ D1 Byyalans +
+61B16,{ans+ (0161 + 2G;) 63 4t6 + ¢ 1B1: s +

+(91G1 +¢,G) el sne+(d1Dy + $,D, +¢3D;) 34C5_'16] = 70 (31,)



[Df. Nl p5¢1bled3E4+p6[¢1b,sz3Z4+¢1blee3zs+¢1le2e4ZS+
+(¢181+¢282)D394zs]+P7[¢1b1czd334+¢1b1623335+
+¢yb,Dse43s+(181 +¢,8,) Diesds+¢1byGacsde +
+¢1b1Dyca36+(9181 +$285) D3cade +@1b1Ezcsds +

1
+(¢181 +¢,82) Escs3s +(¢1dy +¢dy + ¢3d3) Escs3s] = 20 (315)

(fiDf) rs@Biy203ea+re[@1B17203¢a+ P1B17283Cs + $1B10284¢5+
+(h171+¢272) 03€4Cs ] +11[@1B1720334+ P1B1728395+
+yB1028435+(P171 + }272) 038495+ 11720396 +
+ 0181020436+ (D171 +P272) 03Lad6 +¢ 18180596+

1
+(o17: +¢,72) 3859 +(¢101+¢202 +¢303) eals36] = ‘7_26 (314)

(f1.f-1) r5¢131')’253e4+"6[4’131725304'*'¢'1Bl}’23305+¢1315234‘-’s+
+($,Gy +6,G;) 03e4cs] + r1[¢1B1720334+ @1 B1y28335+
+¢1B,5,6435+ (9161 +¢,G,) 838435+ ¢1B17:0336 +
+¢1B18,0436+ (916G, + $2G1) 030436+ P1B1€2Ls36 +

1
+(¢1G, +¢,G) e3¢ 5% +(¢D,+¢,D, +¢3D3) £4ls96] = —756" (315)

f 1f?) rs¢1Big,Dses+re[d1B182Dscat ¢1B18:Escs+ ¢y BidrEscs+
+(¢1G1 +¢2G2) dsEcs]+ r1[¢1B182D334+$1B182E335+
+¢1B1d;E435 +(¢1G, + $,G,)d3E35+ 1818272336+
+¢1B,d,Z436+($:1G1 + $2G;)d3Z,96+
+¢,B,e,Z536+ (9161 + $,G,) e3Zs36+

1
+(¢1D1+¢2D2+¢3D3) esZs3] = 720 (316)

Ah-f S*]  ps(¢1B172d:Es+ 1By g2D384)+ Pe[1B172d3Z4+ ¢1B, 726325+
+¢1B16,6,Zs+(91Gy +$,G;) d3esZs+ ¢1B18:D3{s+ &1 B182Es{s+
+1B,d,Els+(4164 +¢,G,) d3Eqls] +p1[¢1B17,d334 +
+¢1Byy2e33s+d1B192€43s +(,6, +¢,G;)dse43s+
+¢1B172¢336+$1B1626436 + (901G, + $2G3)d3cads +
+¢1Bye;c536+(9:G1 +$,G;) e3csTs +
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+(¢1D;+¢,D, + $3D3)e4cs36+¢1B1g, D3+ ¢y B, 82E3ns+
+¢1B1d1Ens+(4,G, + $2G,) d;E gjs + ¢1B18,Z3n6+
+¢1B1d,Zn+(9,G, + $2G2)d3Zne+ ¢1B1erZsne+
+(01G1+6,G,) e3Z16+ (¢1D;+¢.D,+ $3D3) e, Zsng] =

1 ;
" 360 | ) (13)

rs(¢1B18:Dse4+ $1b1G,03e,)+ re[$1818:D3¢s+ 1By 8,Escs+
+¢181drE s +(dyyy+ $272) d3Escs+¢1b1Grdse,+
+¢1b1Gaescs+ @1 byD,e e, +(¢18, +$282) D3tacs] +
+77[¢18:18:D30,+ $1B182E335+¢1B1d,E4n 5+

+(d171+¢27,) d3Eg35+ $1B182Z336+¢1B1d2Z 54 +(b17, +
+0272)d3Z436+ $1Bre, 2536+ (D171+0272) e3Z536+

+($10,+ 25, + $303) eaZs36+ ¢1b,G,030, + $1b,1Gre305+
+&1b1D2e35+(d181 + $28,) Dyesos +¢1b1G3{336+¢1b, D3040+
+(18:+ $282) D3l436+ 1 b, Exl 536 +(b18:+ $282) Es{ 596 +

. 1 ;
+(¢1d, +62d;+ ¢3dy) EyLsa] = 360 . (313)

Ps(918172d:E,+ ¢, B, 820384+ ¢1b,G,0364)+ ps[ 1 B1y2d3Zs +
+¢1817263Z5+ ¢, 16,6475 +(P171+B272) 63e4Z; +¢18182D5(4+
+¢18182E5{5+¢1B1d,E s +(P171+27,) dsEql s+

+ 01561620504+ $1b,Ge3l s+ b Dyeyl s+

+(¢18,+ ¢282)D384C5]'+ P1[®1B1v2d33,+ $1B172e335+
+@1B1626435+ (D171 + b,7,) 03¢5+ ®1B172¢336+

+@1B10,2c,36+ (Pay1+ $375)03¢436+ 1B182¢536+

+(P171+B272) £30536+ (610, + ¢, + $303) e4cs36+
+01818:D314+ &1 818, Eans + G1B1d2E s+ (D171 + @272) d3Egns +
+¢1B182Z3m6+ ¢4 B1d,Z4n, +(P171+02v2) d3Zyne+
+@1B1e:Zsns+ (171 + b27v2) e3Zsm6 + (6101 +¢20,+ $303) eaZsng+
+¢1b1G20304+h1b,Gresns + ¢, by D,egns +(181+285) Dseans +
+¢1b:1Gy{an6+ ¢ 151Dy e+ (6181+0282) Dalans +
+&1b1E{sns+(D181+D282) Eslsne+

g: .
+(¢1d1 +¢,d,+ ¢3d3) E4Cs’16] = 34‘0— (314)



Si 'on pose

bj=B;=p; pour j=1

g;i=G;=1; pour j=1,2

dj=D;=; pour j=12,3

e;=E;=¢; pour j=1,2,3,4 ' (XXV)
¢;=2Z; = pour J=12,..9

3;=3; =1; pour j=12,...,6

pj=Tr; pour ji=12,...,17

en employant des rélations (XXI) sont accomplies simultanément pour les équations
cettes rélations.

(23) +(23) =(23,) i=2,3,4;j=5,6

(24;) +(243) = (24,)

(25) +(25)) =(25,) i=2,3,4;,j=5,6

(27) +2(27) = (27,) i=2,3,4,5

27) +(@27) =(27%0) } j=6,7,8,9

(28) +(28;) =(28;) ihj=1,2,...,6 (XXVD)
2(29)+(29;) =(29)+(290) | i=2,3;j=4,5 '
(29) +(29)) =(29,) } k=6,7;1=8,9

2(30,) = (305) i=1,23

2(31,) = (31)) i=1,2..,6

3(31,) = (319) } J=2,3

Les équations avec les virgules ne sont que des équations dépendentes des équa-
tions restantes et elles ne nous déterminent aucunes nouvelles conditions; c’est
pourquoi elles peuvent Etre éliminées. Il s’ensuit, que le systéme considéré des équa-
tions se réduit au systtme des équations qui désignées par les nombres avec
Pindice ,,1¢. -

Dans les articles [2] et [3] A. Hufa a trouvé une solution de cettes équations. En
employant les résultats de [3] nous obtenons enfin les formules de sixi¢éme ordre:
dans la forme suivante.

to = hug
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1
t, = h|l uy+ % (Ko+3K1)]

(Ko—3K, +4K2):|

(—5K0+27K1—24K2+6K,)]

(221K, — 981K, + 867K, — 102K, + K4)]

B~ vimr o= o=

(—183K0+678K1-—472K2—66K3+80K4+3K5)]

-~

5= h| ug+ sl: (716K, —2079K, +1002K2+834K3—454K4—9K5+72K6):|

K, = hf[xos Yo “o]

-

' 1 1 1
Kl = hf xO+ ‘9‘ h, y0+ § to, u0+ § Ko] (XXVII)

L

[ 1 1 1
K, = hf_x°+ 3 h, yo+ % (to+31y), up+ 2 (K,,+3K1)]

2 1
K3 = hf xO+ g h, y0+ E (lo—'3t1 +4t2), uo+ %(KO_ 3K1 +4K2)]

3 1 .
K, = hf| xo+ g h, yo+ 3 (—5to+271, — 241, +615),

o+ % (—5Ko+27K, —24K2+6K3)]

K= hf[xo+ 2 h, yo+ -; (2211, — 9811, + 8671, — 10215 +1,),

uo+ é (221K0—981K,+867K2—102K3+K4)]
K¢ = hf[xo+ % h, yo+ % (— 18315+ 6781, —472t, — 6613 + 801, + 3¢5),
| o+ % (— 183Ky +678K, —472K, — 66K 5+ 80K+ 3K5)]
K, = hf[xo+h, Yo+ % (71615 —2079t, + 10021, + 8341, — 4541, — 9t 5+ 72t),

ug+ 512- (716K, - 2079K +1002K1+834K,——454K4—9K5+72K6):]
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L= ﬁ [41¢+216t, + 2715 + 2721, + 27t 5+ 21615 +411,]

K= % [41Ko+216K,+27K 3 +272K .+ 27K 5 + 216K + 41K, ]
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Zostrenie Runge —Kutta—Nystromovej metédy pre numerické rieSenie
diferencialnej rovnice druhého radu

V. Ficker
Zhrnutie

Nech funkcia y = F(x) je rieSenim rovnice y” = f(x, y, y'), ktoré spliiuje podia-
- toné podmienky y, = F(x,), yo- = F’(x,). Ak pouZijeme vzorce (XXVII), potom
veliCiny L a K spliiuji vzfahy

Yo+ L = F(xy + h)

Yo + K= F'(xo + h)
aZ po &len s h°.

Yayumenue merona Pynre—Kyrra—HucrpéMa mus unciennoro pemenus
mupepeHINaTbHOTO yPABHEHHA BTOPOTO TOPANKA

B. ®ukxep
Pe3omMme

IIycte dyHKIMS y = F(x) ectb pewienue ypaBHenus y” = f(x, y, ') yaoBoieTBop-
SIoLIEe HAYalbHBIM YCIOBHAM Yo = F(x,), yo = F'(x,). ®opmynamu (XXVII) Bbr-
PpaxeHsl BeIWYHHEl L ¥ K yoOBJIETBOPSIOT COOTHOLICHHSIM

Yo + L = F(xo + h)
Yo + K = F'(xo + h)

JZI0 YWJICHOB LIECTOrO MOPSAAKa OTHOCHTEIBLHO h.



[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8—10 MATEMATICA, 1961]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM.V., FASC. VIII-X. MATHEMATICA 1961

Metrické tlohy v kétovane-Mongeovom zobrazeni v E,
L Nagy
ﬂ;od

V praci [18*] boli riesené tlohy polohy v kétovane-Mongeovom zobrazeni.
V tvode spomenutej prace sme upozornili, Ze niektoré z tychto uloh zasahuji do
tloh metrickych, ktorych rieSenie poddvame teraz.

I ked v tejto praci budeme riesit ulohy metrické, stretneme sa neustéle i s ilohami
polohy a preto budt &asté odkazy na pracu [18*].

V tejto praci vyrieSime — podobne ako v praci [18*] — len zdkladné metrické
tilohy, pripadne tie, ktoré Zastejiie pouZivame. P6jde hlavne o tieto skupiny uloh:
tlohy o kolmosti a vzdialenosti podpriestorov priestoru E4 (sem sme zaradili i kon-
$trukciu skutoénej velkosti usecky), skutodné velkosti utvarov, leZiacich v podprie-
storoch a tilohy o uhloch, ktoré svieraju podpriestory. V zdvere poukdZeme na stvis
tejto zobrazovacej metédy s inymi zndmymi zobrazovacimi metédami.

I. GLOHY O KOLMOSTI A VZDIALENOSTI PODPRIESTOROV

1. Skutotna velkost dsetky.

Tuto tlohu sme rie§ili uZ v praci (18*); teraz si ukédZeme, Ze uvaZovani kon-
Strukcia sa da zjednodusif. Najprv zavedieme analogicky ako v Mongeovom pre-
mietani v E; tuto -

Def. 1,1. Pravouhly trojuholnik, ktorého jedna odvesna je ortogondiny priemet

d = AB n
usecky {d = AB} do (v | pricom d je ortogondiny priemet d do I a druhd odvesna
d = AB A\ . N i
suradnic z ,
Jje rozdiel { suradnic y ; bodov A, B, nazveme premietacim (rozdielovym ) trojuhonikom
kot ¢
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prvého
druhého ; druhu.
tretieho

Konstr. 1,1. Uréit skutocni dlsku dsec"k_)lz d = AB a jej uhol ¢ s priemetnym prie-
storom II.
Prevedenie. Nositelku tiseCky d oznalme ako priamku p. Potom moZu nastat
tieto pripady:
12 .

[B]
~

IB‘Z

Obr. 1.

a) p je v obecnej polohe vzhladom na II, =, v, x, y, z, ¢t (obr. 1). KedZe sa jedna '
iba o vzdialenost a nie o polohu dvoch bodov A4, Be E,, stadi pouZif pre rieSenie

. . . jbud | . .. i . druhého
uvedenej konstrukcie { alebo} rozdielovych trojuholnikov {prv ¢ho
Z konstrukcie zrejme plati '

d=AB=A4,[B]=(4)[B], leboje (A)[B]=v(A)B +(t,—t5) =
= 4,B} +(z4—2p)* +(t4—1p)* =

- \/(xA—x3)2+(yA—y3)z+(zA—z,,)2+(tA—tB)z = \/AZB’22+(tA—-t,,)2 = A,[B].

} a tretieho druhu.
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Avsak vyraz uprostred je zndmy vzorec z analytickej geometrie (pozri napr. [3]
str. 13). Z predoSlych Gvah zrejme plati «(d, IT) = [¢] = [¢'] = ¢.

b) p nie je v obecnej polohe k uvedenym podpriestorom. D4 sa ukézat, ¥e rieSenie a)
plati i pre tieto pripady, priCom v niektorych pripadoch rozdielové trojuholniky
prejda v tsecky.

Z konstr. 1.1 vyplyva:

Veta 1,1. Prépona A[B] premietacieho trojuholnika 3. druhu A(B)[B] (ak tento
existuje) sa rovnd skutocnej dizke usecky AB. Protilahly uhol ¢ k odvesne, ktord sa
rovnd rozdielu kot bodov A, B je uhol tsecky AB s II.

2. Kolmica k priestoru.

Ulohy o kolmosti dvoch podpriestorov zaradujeme medzi metrické, kym tlohy
o rovnobeZnosti medzi polohové tlohy. V oboch sa jedna sice o uhloch, ale v dru-
hych moéZeme tento pojem obist zavedenim definicie rovnobeZnosti v E, (pozri
napr. [19] str. 33)

Za zakladni konStrukciu pri rieSeni problémov kolmosti vezmeme kolmost
priamky k a nadroviny X~ < E,. UvaZovani kolmost zavidzame definiciou

Def. 2,1. Priamka k je kolmd na nadrovinu X < E,, ak je kolmd na vietky priamky
tejto nadroviny.
D4 sa dokazat veta

Veta 2,1. Nutnd a postalujiica podmienka, aby k | X je, aby k bola kolmd na
iri linedrne nezdvislé priamky priestoru X.

Dékaz. UvaZujeme trojrozmerny priestor X £ I1. Nech ¢ je stopna rovina tohto
priestoru v priemetnom priestore I1. Predpokladajme, Ze X nemé $pecidlnu polohu
ku II, t. j. stopy p°, n° stopnej rovfny o si rozne. V priestore X jestvuje jediny smer,
kolmy na stopnu rovinu o. Tento smer je udany smerom spidovej priamky o®
priestoru X. St teda p°, n°, o® tri lincirne nezavislé smery. Podld predoslej vety,
ak ma byt k | X, musi bytkj_p , n°, o*, z &oho vyplyva k | o.

Ak na predoslé vahy aplikujeme Mongeovu projekciu v E, a pouzueme vysledok
konstr. 4,2 kap. II. [18*], potom sme dokazali tito

Vetu 1,2. Ak priamka k je kolmd na priestor X % II, potom pre jej zdruZené
obrazy k;plati: ky; | nj, k, 1 p3, k; = 0%, kde o je stopnd rovina a o* zas spddovd
priamka priestoru X, idiica bodom E=kn X, (i=1,2) a [k] L [oz].

Iny d6kaz: Ozna¥me tbeZny priestor E, ako 2,. Potom podla Vriesa ([21%],
str. 42—46), nevlastné elementy totdlne Kolmych priestorov su vo.vzfahu. polarity
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'vzhladem na imaginarnu absolitnu plochu gulovi k2 . Nevlastné body osi x, y, z, ¢
s vrcholmi polarneho Stvorstena tejto gulovej plochy. Nech teraz k 121
UbeZnik osi ¢ je stred S, premietania na I1, preto jeho polarna rovina vzhladom na
k% je nevlastnou rovinou o, priestoru IT. Nevlastni rovina 7, priestoru £ ma
UbeZnik K priamky k za pél vzhladom ku «2. Preto prieseénica (T N0y) = 5,
a spojnica S,,K,, si harmonické polary ku «2 . Priamka S, je nevlastnid priamka
stopnej roviny ¢ priestoru X, preto k | o. Z toho je ky | n3, ky | pj, podla
konstr. 4,2 kap. IL, [18%] je o5 | n3, of | p?. Porovnanim vyplyva pre o*3E,
. E=kn X vztah 0% = k; a tym je cely dokaz prevedeny.

Obr. 2.

| " . |k vbode EcX
Konstr. 2,1. Zostrojit kolmicu {k’} ku X {z bodu K ¢ Z}'

Prevedenie. Md%u nastat tieto pripady: '

a)_ PN

b)) =1

oX | I

V prvom pripade (obr. 2) nech sii obrazy uvedenych podpriestorov zvolené ﬁdajmi

pisn, Ey, E; (3). Kolmopremietacia rovina x kolmice k 1 Z, ktor4 obsahuje bod E,
pretne 2 v spidovej priamke o, PretoZe k je kolmé ku vSetkym priamkam priestoru Z,

556



podIa vety 2,2 je kolmé i ku ¢ a preto plati of = k; | o,. Treba eite urtif jej stopnik
N*@) = k n II, &o vykonéme, ak sklopime rovinu x do v. Najprv ur¢ime stopnik N°
spadovej priamky o zndmymi metédami z E;. Potom plati (k) = (o%), [k] L [0™],
[k]2 [E], [K] n (k) = (N*) = [N"]. Dalej plati tga = cotg f = tgy = cotgd. Uva-
* ¥ované uhly st dané takto: « = £(0%), [0%], B = «[ENE), [0*], v = «[ENE), [K"]
d = <(k), [k] z &oho je i : iy = 1 a dalej NE,: EN% = 1. Pomocou tohto vztahu
sme mohli stopnik N* bezprostredne zostrojit.

Pri prevedeni kolmice k' z bodu K(—3) ¢ Z pdjde len o rovnobeZné posunutie
(pozri pracu [18*] konstr. 7,1). I tu viak moéZeme konStrukciu vykonaf priamo
(pozri konstr. 1,2, kap. IV, [18*]).

V druhom pripade plati N = E; = N = k;, alebo N} = K, = N = k} a kolmica
na X splynie s premietacimi 1d¢mi bodov na k resp. k'.

V trefom pripade je bud E, = D,, N% — oo, kde D € %, alebo K; = D;, Nf —» o
a kolmica k' je rovnobeZna s IT (pozri obr. 2).

Konstr. 2,2. Urdit vzdialenost bodu K od priestoru X(K ¢ Z, obr. 2).

Prevedenie. V pripade a) predoslej konstrukcie moéZeme.fiou nadu ulohu riesif.
— —

Bod N dostaneme zo vztahu K,N% = —E,N,, uréime N3 a vyklopenim roviny aj
S=k'no =k’ n X Potom je (K | X) = [K][S]. Tito ulohu moZeme rielif i bez
pouZitia kolmice k v bode E priestoru Z (pozri konstr. 1,2 kap. IV, [18*]).

V pripade b) je vzd(K 1 Z) = t,. ‘

V pripade ¢) je vzd(K | X) = (K)(S), pretoZe ¢, = t5 = Iy.

3. DalSie dlohy o kolmosti a vzdialenosti.

Konstr. 3,1. Bodom E 3 k viest priestor X, kolmy k priamke k (obr. 3).

Prevedenie. ZdruZené obrazy danych podpriestorov zvolme zdruZenymi obrazmi
utvarov k = N*(0)K(4.5), E (2). Bodom E vedieme hlavni rovinu o hfadaného
priestoru Z o kéte 2; jej zdruZené obrazy s dané priamkami n;, *n; 3 E,. Priestor X
je potom uréeny priamkami A, 2k, o*. Aby sme jeho urenie previedli na zname
zadanie T = (E, o) vyklopme pomocou kontr. 1,1 kap. I. kolmopremietaciu rovinu K
priamky k. Potom [0%] 1 [k], [0%]2[N°], [kl [0"] = [D], kde N° = o*no (2),
k A o® = «, of = k,. Odstupfiovanim priamky o® = N°D néajdeme jej stopnik N3
a stadi uZ cez neho viest rovinu ¢ || ¢ (2) podla konstr. 4,2 kap. 11, (18*). Nasledujtce
tri konstrukcie prevedieme naraz v obr. 8a.

Konstr. 3,2. Danym bodom B danej roviny « viest totdlne kolmi rovinu x k rovine o,
Konstr. 3,3. Urcit ortogondliny priemet B* bodu B do roviny o.

Kondtr. 3,4. Priamkou x, idicej spoloénym bodom S rovin «, B viest rovinu ¢
polokolmii k rovine « a sicasne polorovnobeZnii k tymto rovindm, ak o, B & Z.

557



Prevedenie. Polokolmost roviny (&, @), (&, f) znamend, Ze nevlastnid priamka
roviny ¢ pretina zdruZenu polaru k ubeZnej priamke roviny a vzhladom na xZ,
(pozri [21], str. 64). PolorovnobeZnost rovin (&, @), (¢, B) znamena, e nevlastné

Obr. 3.

priamky tychto rovin sa pretinaju (pozri [12], str. 10). Z toho vyplyva, Ze hladan&
rovina ¢ bude mat za \ibeZnt priamku prietku u$, priamok ug,, v%,, V5, kde uf,, uf,
st ibeZnice rovin «, B a v, v%, st ich konjugované poléry vzhladom na «l, . Prietka u$,,
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musi dalej prechadzat nevlastnym bodom X, priamky x; preto je ¢ urfena rozno-
bezkami u5,, x

Tuto konstrukciu pouZueme aj pri uréeni uhlov dvoch rovin v konstr. 2,1, kap. III
kde oviem B = 7 (obr. 8a). Zvolme tam: poélayoéné udaje obrazmi o; = (sf Dy,
D,(1)), x, = A,B,em, t,=13=0, A 4,B,3S,, A, B I xi2, S=mnna Zvolme
si TubovoIny bod E udajmi E,, E, (2) a preloZme nim priestor £ > a. Ak na ED, D,
najdeme body N,(ty = 0), potom stopnd rovina ¢ — X bude uréend bodom N
a priamkou s Z toho snadno zostrojime (napr. pomocou hlavnej priamky U5 5 R,
Th, || x, "hy || p3, P2 Sy) jej stopy p°, n°. Cez bod B vedieme teraz kolmicu k' na
Z = (o, E) pomocou konstr. 2,1, pritom“pouZijeme kolmicu k ku Z v jeho bode E.
Cely proces zopakujeme pre iny bod EQa prlestor X < a,; ¢im obdrZime kolmicu
k 3 B. Roznobezkami k A k je uz uréena rovma ¥, ktora vyhovuje predpokladom
konstr. 3,2. '

Pomocou konstr. 6,2, [18*] najdeme teraz prlesecmcu B* rovin a, k. Bod B* je
vysledok konstr. 3,3 — je to ortogonalny pnemet bodu B do «a.

Priamka SB* je ortogonalny prlemet priamky SB do « — ako to vyplyva z pre-
doslych ivah — a preto & = SB A SB® je hladané rovina-&, &m je i konstr. 3,4
prevedena.

Pomocou uvedenych konstrukcii sa daju vyriesit dalsie ulohy o kolmostl a vzdia-
lenosti, z ktorych uvddzame napr.: Danym bodom viest rovinu, totalne kolmi k danej
rovine, danou priamkou viest rovinu, pclokolmi a sti¢asne polorovnobeZnu k da-
nému priestoru, uréif ortogonalny priemet bodu do priamky a priestoru; urcit orto-
gonalny priemet priamky do priestoru, ur¢it vzdialenost bodu od priamky a roviny,

uréit vzdialenost priamky od roviny, ak tieto su disjunktné, urcit vzdialenost dvoch
disjunktnych priamok, atd.

II. SKUTOCNE VELKOSTI UTVAROV
LEZIACICH V PODPRIESTOROCH

1. Otacanie priestoru X == IT do II.

Pre tilohy metrické i polohové &asto potrebujeme otoit obecny priestor X do
priemetného priestoru IT, kde mnohé konstrukcie metédami, zndmymi z E; vieme
previest. Priestor X a priemetny priestor IT 4 Z sa pretinaju v stopnej rovine ¢, ktora
pri otadani zostava samodruZnou. KaZdy bod E e X sa oto¢i po kruZnici do bodu
E, € I1. Rovina tejto kruZnice je totalne kolma k o, jej polomer sa rovna skuto¢nej
vzdialenosti E —f ¢ a teda jej stred splynie so stopnikom N° spadovej priamky o®
priestoru, vedenej. cez E. Pri otafani rozliSujeme dva pripady — analogicky ako pri
otadani roviny o < IT do IT — podla

Def. 1,1. Nech X % II, X + I1. Hovorime, ¥¢ X sklopime do I1, ak X | I1. V ostat-
nych pripadoch hovorime o otdcani.
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Otocend | =1 z .
: tahu -
Veta 1,1 { Sklopen a[ poloha { - H} je s priestorom {Q 1 H} vo vz prie

storovej afinity v E,. SamodruZnd rovina tejto afinity je stopmi rovina ¢ a pdr odpove-
dajucich si bodov E, E,.

Dékaz. Analogicky ako v I'I pri ot4¢ani roviny do priemetne, aj v E, pri ota&ani
priestoru ¥ do priemetného priestoru IT plati, Ze toto otacanie moino nahradif
rovnobeZznym premietanim. Smer tohoto premletama je EE,.

Veta 1,2. Medzi zdruZenymi obrazmi dtvaru a prislusnymi zdruZenymi abrazmi jeho
otocenej polohy v rovindch m, existuju perspekttvne sumiestne afinity, pricom ich osami
st obrazy prislusnych stép roviny o.

Dékaz. Ak uvaZujeme prvé prlemety bodov E, E,, potom priemet 1ch sp01n1ce
musi byt na p? kolmy, lebo EE, le?i v rovine, totalne kolmej k o; preto je EEo lo
z &ho E,E} | p,. Stopa pj ako priamka roviny o je samodruné a preto p je
osou spomenutej afinity v 7. Analogicky je dokaz pre afinitu v v.

Poznamka 1,1. Stimiestna perspektivna afinita medzi prvym a druhym zdruZenym
obrazom priestoru IT je znama z Mongeovho zobrazenia v E;. '

Konstr. 1,1. Otocif priestor X, pre ktory je £ £ I1, L 4 II, X + II, okolo o do IT
a urcit jeho uhol ¢ = <« (I1, L) s priemetnym priestorom II (obr. 4).

Prevedenie. Nech X je dany zdruZenymi obrazmi svojich podpriestorov o, E,
t; = 3. Aby sme ur¢ili stred a polomer oti¢ania bodu E, preloZime nim totalne

kolmu rovinu x | o. PretoZe x% 1 II, je ortogonalny priemet roviny x do IT

priamka, ktorej zdruZené obrazy st of . Pre obrazy of plati o5 | nj, ot | p. Teraz
zostrojime Nj, druhy priemet stopnika N° spadovej priamky o pomocou nérysno-
krycej priamky (pozri [18*] konstr. 4,2, kap. IT). Skutoéna velkost N;[E] useCky N°E,
zostrojend pomocou konstr. 1,1, I. kap., je uZ polomer otdfania bodu E. Stred
otafania pre otoCeny druhy obraz je v bode Nj. Z otofeného druhého priemetu E;
odvodime E{ a tym sme dostali zdruZené obrazy otofeného priestoru X° = (E°,
¢° = ¢). Najmensi uhol ¢ priestorov X, IT je uhol, ktory sviera spAdova priamka o®
80 svojim kolmym priemetom do IT (pozri [12*], str. 11). Preto je § = [§o] =
= «[0%), (o).

Konstr. 1,2. Sklopit priestor Q = (o, E) | II okolo o do II (obr. 4).

Prevedenie. Priestor Q | IT sa premieta do priemetného priestoru vo smere ¢ do
roviny; je to jeho stopna rovina. Nech su preto udajmi pf, nf, E,, E, (3), E, =D, ,
Deo dané podmienky zobrazenia. Zrejme plati of =off, N®= D, =E,
[0%] L (0™ a preto je E,[E,) = 5 polomerom ot4dania bodu E. Pre konitrukciu
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1edy stadi naniest na k, od bodu E, vzdialenost E,E} = t; a potom je @ = (a% EY),
kde tgo = 0.

Uzitim tychto dvoch konStrukcii méZeme vyrieSit mnoZstvo rozlicnych tloh.
Myslime tym hlavne na tlohy, tykajuce sa konstrukcii v obecnom priestore Z, napr.
konstrukcie dvojdimenzionalnych ploch a telies, spliiujicich urcité podmienky:
danému Stvorstenu opisat gulovi plochu, zostrojit priemety rovnostranného rota¢-
ného valca, daného urlujicimi prvkami atd. Uvedené a podobné problémy vy-
rie§ime tym, Ze priestor X otoéime do IT i s danymi urujucimi prvkami, zostrojime

-zdruZené obrazy prislusného oto¢eného telesa a afinitou, o ktorej sme uZ uvaZovali,
odvodime zdruZené priemety telesa v premietani v E,.

Rovnakou metédou by sa dali zostrojovat aj zdruZené priemety rozliénych poly-
topov, alebo kvadratickych nadkvadrik, ako je to urobené napr. v praci [8],
str. 15—25. Prevedieme si aspoii jednu konstrukciu pre aplikovanie uvedenej metody
a to konstrukciu polytopu (nadtelesa), ktory je pre E, rozSirenim Stvorstena z E,
a ktory zavedieme touto

Def. 1,1. Geometricky itvar, ktorého stenové priestory su (pravidelné) §tvorsteny,
nazveme (pravidelnym) pdtsimplexom.

Konstr. 1,3. Dany je priestor X = (E, 0), (X % II, Z+ II). Zostrojit' pravidelny
pétsimplex, ktorého jeden stenovy priestor DFGK leZi v X a jedna stena stenového
priestoru DFGK, ADFG zas v rovine ¢ — X (obr. 5).

Prevedenie. Udajmi p{, n{, E;, E, (6), D,F, nech su zvolené podmienky zobraze-
nia pre nasu. konstrukciu. Pre jednoduchost nech je ¢ stopna rovina priestoru X.
KedZe o = II, mdZeme metédami, znamymi z E; urcif sklopené obrazy D}F;G;
jednej steny telesa; prv viak odvodime D,, F;. Potom oto¢ime X do IT pomocou
zostrojenia bodov E¢ (pezri konstr. 1,1). Zostrojime sklopené obrazy F; taZiska
trojuhblnika ASDFG a zaroved vysku %v = T3[K] stenového zdkladného priestoru
pomocou pravouhlého AT;F;K. Na obrazoch k; kolmice k& ku o v bode T urcime
body K;, pre ktoré je TK = *v (pomocou bodov H; a prvého priemetu). Otodené
obrazy zikladného stenového priestoru si potom (DFGK);. Odvodime ich afinitou
medzi 2° a X, ktorej samodruZna rovina je ¢ a par odpovedajucich si bodov zas
E°, E: spojnica /. = E°K° pretina ¢ v bode M, = M, ME pretne smer afinity bodu T
v bode K.

Teraz zostrojime faZisko T’ telesa DFGK zo vztahu T;T;: T K; = 1: 3. Na za-
klade konstr. 1,1, kap. I zostrojime kolmicu k' | X, k'3 T,. Ur¢ime jej sklopeny
obraz (k,) pomocou rozdielovych trojuholnikov 1. a 3. druhu. Pomocou trojuholnika
(DIKHKL'}, kde [KI{L'} = [K] F} = [K] D} = F3Dj zostrojime vysku [v,] = [KI{L'}
telesa. Nanesieme ju od bodu [7}] na [k]], aby [7,][ko] = [v4]. Odvodime obrazy R;
bodu R a jeho kétu ¢, = 1.6. Viditelnost v druhom priemete ur¢ime z két ¢, vidi-
telnost v 1. obraze zas k6tami z. Zrejme neplati urlovanie viditeInosti v pddoryse
a niryse pomocou oby&ajného Mongeovho zobrazovania v Ej.
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2. Otéicanie roviny.
Rovinu méZeme otaéat dvojakym spdsobom:

a) Klima (pozri [12¥], str. 14) otaca rovinu tak, Ze fiou preloZi kolmy priestor 2
k premietnému priestoru IT a tento potom sklopi do I1, tym zostroji i otodeny obraz
roviny do priemetného priestoru II. V tejto rovine vieme uZ zndmymi konstrukciami
z E, prevadzat vietky potrebné konstrukcie.

b) Harant (pozri [8], str. 6) otd€a rovinu dvojnasobnou afinnou transforméciou.
'Vymeni otaCania v E} a E,, najprv otodi rovinu ¢ pomocou axonometrickej stopy
stopnej roviny priestoru Q | E%, Q > g a potom tuto otoenu rovinu otaa pomocou
két t a jej stopy v E do priemetne a. .

Pre jednoduchost pouZijeme spésob b), pri¢om spravnost konStrukcie mdZzeme
overif bud vypoltom, alebo skontrolovanim skuto€nej vzdialenosti dvoch bodov
pomocou konstr. 1,1, alebo logickou uvahou.

Konstr. 2,1. Otodit rovinu o do n(v).
Prevedenie. MoZu nastat tieto pripady:

a) a < II, alebo a | II. KonStrukciu prevedieme metédami, zndmymi z E;.
V prvom pripade mdZeme a povaZovat za stopni rovinu nejakého priestoru Z.
Tento pripad je prevedeny v konstrukcii 1,3, kde « = 0. RieSenie konstrukcie pre
rovinu « || IT je dané v konstr. 2,1, kde « = o (2).

b) a | II. Potom a je kolmopremietaciou rovinou nejakej priamky k. Pripad je
prevedeny v konstr. 1,1 kde je a = k = (k, o).

¢) « ma obecnii polohu vzhladom na IT (obr. 6). Nech st obrazy roviny o dané
udajom s}, C,, C, (2.5). Najprv cez a poloZime priestor @ | IT: E; = C;, *h,(0) || x,2,
‘hys; = H;, *h;3 E,, z toho odvodime nf, pf pre stopnii rovinu ¢ = Q. Body
C,; = E, sa ototia do polohy (E7) = (Cy) okolo p] = (p§) pomocou két z, priamka s5
pomocou bodu L, a priamky g, — zasa do polohy (°s7). Nakoniec otoéime bod (C,)
okolo (°s{) = [’s{] do polohy [C}].

Poznimka 2,1. Ak by sme rovinu « otalali okolo n; a [’s;], dostali by sme jej
otodent polohu [a3] v v (pozri konstr. 1,3, kap. II, kde a = w).

Poznimka 2,2. Aby sme uréili otogeny obraz [a]], resp. [x7] roviny «, nemusime
rovinou a prekladat prave priestor Q | II. Postaéilo by priamkou s* < IT preloZit
TubovoInt rovinu o, ktori by sme uvaZovali ako stopnii rovinu obecného priestoru
Z = (o, C). Tento by sme spolu s rovinou a potom ototili podla konstr. 1,1.

Veta 2,1. Nech je rovina o vzhladom na I, n,v v obecnej polohe. Potom medzi
oy = (s7, Cy) a [a]] = ([’si], [C1)) existuje vztah obecne afinnych simiestnych rovin-
nych poli o samodruznom bode S = (°S7) = [°Si].
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Dékaz: Vyplyva priamo z konStr. 2,1.

Konstr. 2,2. Zostrojit skutoémi velkost trojuholnika EFG < o a spddovi priamku
0" 3 F roviny a, ak o je k IT v obecnej polohe (obr. 6).
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&y /

/\< \ Not .
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| 7 /«/1? A / 0 )
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('0 ")EL‘ 01‘1\

Obr. 6.

Prevedenie. Zdru¥ené obrazy podpriestorov volme ddajmi s3, C,, C; (25), F,, G,.
Odvodime najprv F,, G, nf, pf (ako v predoslej konstrukcii). Oto¢ime a dvojné-
sobnou afinnou transforméciou a dostaneme tak bod [Cj]. PouZitim stmiestnej
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rovinnej afinity o osi p{ = pg medzi 4,EFG a (47) EFG (pozri vetu 2,2) posledny
trojuholnik zostrojime. Potom pomocou dalSej afinity o osi sty = [°s§] medzi
(4,) EFG a [4]) EFG zostrojime opif posledny trojuholnik. Pre spidovi priamku
0° 3 F plati:

o) = ['01] L [’s1), [°Ofl.n [’s1] = [°Ofl.

Odvodenim bodov O? na s dostadvame uZ obrazy o} hladanej spadovej priamky o®

Poznamka 2,3. Uvedenou metédou sa daju riesit vietky planimetrické konstrukcie
" vzfahujice sa na obecni rovinu o, napr. zostrojif zdruzené priemety mnohouhol-
nikov, kruZnic atd.

III. CGLOHY O UHLOCH PODPRIESTOROY

1. Uhol priamky p s podpriestormi E, (0 < r < 4).

Ak p < E, alebo p || E, potom uvaZovany uhol definujeme rovny nule. Ak p ¢ E,
a p + E,, potom mdZeme uvaZovat uhly tychto dvojic podpriestorov p a E,: a) dvoch
rdznobeziek, b) dvoch mimobeZiek, ¢) priamky s rovinou, d) priamky s priestorom.
Ku vSetkym tymto problémom pouZivame tuto zakladnu,

Konstr. 1,1. Dané sii dve réznobezky f A g; urdit ich uhol y (obr. 6).

Prevedenie. Rovinu « = (f, g) oto&ime konstrukciou 3,1 do = do polohy [af] = 7.
Potom plati y = [y{] = «[f1], [g1]-

Pod uhlom priamky s priestorom rozumieme najvicsi uhol zo vSetkych uhlov,
ktoré zvieraji dana priamka a TubovoIna priamka v uvaZovanom priestore (pozri
[21*], str. 59—60). Definujeme, Ze je to uhol, ktory zviera dani priamka so svojim
ortogonalnym priemetom do uvaZovaného priestoru (pozri napr. [9*], str. 139,
alebo [19], str. 68).

Konstr. 1,2. Uréif uhol ¢ priamky 1= EF s priestorom X = (0, E), (Fe2Z);
obr. 7.

Prevedenie. Priamku / sme zvolili tak, Ze jeden jej bod E je uZ uréujicim bodom
priestoru Z. Tym odpada totiz kon3truktivne zisfovat prieseik priamky / s prie-
storom X. Ortogonalny priemet f priamky / do priestoru X musi zrejme obsahovat
bod E =In X a bod H, ktory je ortogondlnym priemetom bodu F do Z.

Pociatoéné podmienky pre konStrukciu volme udajmi E,E, (2), Fy, F, (—4.5),
n{, p{.-Premietnime najprv bod F kolmo do X do bodu H bud podla konstr. 2,2
kap. I. alebo nasledujicim spdsobom: Cez body F; vedieme kolmice k; = of na
prisluiné stopy n3, pi. Néajdeme N, obrazy stopnikov spadovej priamky o® prie-
storu.Z, na tej istej priamke pomocou hlavnej roviny 6%(2) 3 E najdeme bod S(2).
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Vyklopime kolmopremietaciu rovinu k = k A oF pomocou priamky o* = N°S.
Pritom sa o, F dostani do poléh [o%], [F], pri¢om je [k]3[F], [k] 1 0%,
[k] A [0"] = [H]. Dalej plati [FI[H] = vz(F 4 Z) a bod H je uZ pitou kolmice

vedenej cez F ku Z. Priamky f = EH a | uZ zvieraji hladany uhol ¢, ktory pomocou
predoslej konstrukcie mbZeme zostrojit.

/f/\‘lFJ
£(45)
of \ - | * £
/ i e
7"/ = - \ g“&“&
~ //// 4 lt
P \2 ,
N \ I - ‘ ' 1
- *__\_.\\. h — 5.9 ) o
\ (NN ~oBetk)_— P
b 3 \ . Q'HL// //: // 5-2(2}
2 b =




Poznéimka 1,1. Na ziklade konstrukcie 1,1 prevedieme i ur&enie uhlu dvoch
priestorov, ktory je definovany ako uhol dvoch réznobeZnych kolmic k tymto prie-
storom. Z obecnej tedrie vieme, Ze dva trojrozmerné priestory v E¢ by mali zvierat
3 uhly, aviak (pozri [9*], str. 152) plati ‘¢ = 2¢ = 0, 3¢ = «('k, k).

2. Uhly dvoch rovin.

. Wwr

Uhly dvoch rovin sa definuju ako najmensi a najvacsi uhol zo vSetkych uhlov,
- ktoré zviera Tubovolnd priamka z jednej roviny s Tubovolnou priamkou v druhej
rovine. V definiciach vidime (pozri napr. [21%*], str. 62), Ze stadi uvaZovat uhly,
ktoré zvierajii priamky jednej roviny so svojimi ortogonalnymi priemetmi do druhej
[najmensieho 1
1najvéié§ieho 20
nasledujucim rieSenim, ktoré podava stereometricky i Klima v praci [12], str. 15,
a Harant na str. 144—149, [9*], ktory podava i d6kaz pomocou analytickej geo-
metrie: V rovine a zostrojime kruZnicu k o strede O a polomer r. Jej kolmy priemet
do roviny B bude obecne elipsa, ktorej osi budu 2a, 2b. Tymto osiam odpovedaji
zdruZené priemery a’, b’ kruZnice v rovine a. Pritom a, a'(b, b") musia leZat v polo-
rovnobeZnej a sidasne polokolmej rovine '¢(3¢) ku a, f. Potom zrejme plati

roviny. Konstrukciu } z tychto uhlov, v oznaceni { } dostaneme

) cos ¢ = %, cos 2¢ = 'i

kde '¢ je najva&si a *¢ zas najmensi z hladanych uhlov.

Mo6Zu nastat tieto vzajomné polohy dvoch rovin a, 8 podIa toho, aké uhly zvieraji
(pozri [19], str. 72).

a) Ak a, B st -%— rovnobeZné, potom je ‘¢ = 0, 2¢ = obecny uhol
b) Ak a, st —%— kolmé, potom je ‘¢ = obecny uhol, 2¢ = 0
©) Ak oz,-ﬂ st % stereometr. kolmé, potom je ‘¢ = 0, 2 = 90°

d) Ak a, B st % totalne kolmé, potom je ‘¢ = %¢ = 90°

’e) Ak a, B st —é— rovnakouhlé, potom je ‘¢ = ?¢ = obecny uhol

f) Ak a, st %- v obecnej polohe, potom je '¢ = obecny uhol,
2¢ = obecny uhol.
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Ak a a B sa pretinaju v bode R, s vyhodou zvolime tento za stred spomenutej
kruZnice. V pracach [12*], str. 130 a [11*] str. 946—947 Klima uvaZuje len o uhle
roviny o a priemetne n a pripad, ak « a  su v obecnej polohe vzhladom na =, v
prevadza na predosly pripad transformaciou priemetne n do roviny «. Toto kon-
§truktivne zjednodusenie naznadil v praci [19] na str. 116—121 i Schoute. Klima
v uvedenych pracach riesi problém tak, e premieta roviny a, f do priestoru IT | o
a tento potom premieta do =z, v. Tym o zobrazi do bodu a kruZnicu k = f do elipsy

o poloosiach a, b; potom je

1_.2_ 2, 4
(2) ‘ tg ¢"‘r: tg d)_—r_

kde '¢ je najmensi a ¢ zas najvacsi z hladanych uhlov. My sa zatial obmedzime
tieZ na pripad, ked g = v podla tejto

Konstr. 2,1. Ndjst uhly '¢, 2¢ roviny o a priemetne v (obr. 8a, b).

s

‘ A

S E————

@ vy @\ %
I 0

/
]
/7 2
\\(_
N
S

Obr. 8b.

Prevedenie. ZdruZené obrazy roviny a zvolme udajmi s, D,, D, (1) (obr. 8a).
V priemetni v zvolme kruZnicu /, = / o strede v bode S, = s3 N x;, a polomere
S24, = S3B, = S3C, = S3L,. Jej zdruZené priemery AB, CL premietneme kolmo
do a do priemerov A°B®, C°L" elipsy /% ktoré je kolmym priemetom kruZnice / do o.
Pritom pouZijeme polokolmé a sti¢asne polorovnobezné roviny &, &' (pozri konstr. 2,4,
kap. I). Rovinu a pomocou konstr. 2,1, kap. II. oto¢ime do v, kde dostaneme a
skutodné velkosti [A3]1[°B3], [°C3]1[°L2], zdruZenych priemerov elipsy /°. Z nich
pomocou Rytzovej konStrukcie zostrojime hlavnu a vedlajsiu os af, yo elipsy

[*!3). Zo vztahov (1) urime (v obr. 19b) z prislu§nych pravouhlych trojuholnikov
hladané uhly ‘¢, %¢.

Poznémka 2,1. Keby sme mali ur&it uhly "¢, ¢ dvoch rovin a, 8 danych v obecnej
polohe vzhladom na IT, m, v, postupovali by sme obdobne. Museli by sme viak
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naviae este najprv zostrojif kruZnicu I* = B a obrazy zdruZenych priemerov elips I,
do ktorych sa tito premieta, a to pomocou otoenia roviny f.

Poznimka 2,2. Na zaklade konstr. 2,1 by sme mohli riesif ilohu o uhloch roviny «
s priestorom X. Tieto dva uhly definujeme ako uhly roviny a s jej ortogonalnym
priemetom do priestoru X. PretoZe obe roviny maji spoloéni priamku, totoZni
s prieseénicou roviny a s priestorom X, jeden z dvoch moZnych uhlov. je nulovy.

IV. SUVIS KOTOVANE-MONGEOVHO ZOBRAZOVANIA
S INYMI ZOBRAZOVANIAMI -~ ZAVER

Predlo¥en zobrazovacia metdda sa dé uviest do stivisu so znamymi zobrazovacimi
metédami. Ak miesto pripisania koty £, k bodu A4, tito nanesieme od bodu At
vo smere z, dostaneme bod A, a tym aj upravené Klimovo zobrazenie (porovnaj
obrazy & 2 v [18¥], resp. v préci [12]). Kéta #,, vystupujlica v naSom premietani,
je tu vynesena graficky. Ak stiradnice z,, ¢, pripiSeme ku 4, , dostaneme dvojnasobne
kétované premietanie Marlettovo (pozri 14). Ak poloZimey = X, x =Y,z = Z,
x = T a kétu t, bodu 4 nanesieme na rovnobeZku s x, iducej cez 4, od jej prie-
setika s osou z, dostaneme pdvodné Klimovo zobrazenie (porovnaj obraz 2 v praci
[18*] s obr. 844 v [11*]). Z tohoto snadno podIa [8], obr. 15 prejdeme na Harantovu
kétovane-axonometricki metédu, resp. na ortogondlnu axonometriu v E,
(pozri [8], obr. 16). Zaverom treba podotknut, Ze ak pri uréovani zdruZenych obrazov
podpriestorov budeme uZivat len k6t ¢ = o alebo ¢ = konst., t. j. vedla priestoru IT
budeme uvazovaf o priestore I’ || IT, pri€¢om vzd(Il 4 II') = kons., dostdvame sa
k distan&nej metdde, ktorej ideu uviedol taliansky geometer Veronese v praci [20*].

Pomocou uvedenej zobrazovacej metédy sa dalej daji zostrojit obrysy hyper-
kvadrik v E, a riesif niektoré problémy s nimi spojené. PredloZend zobrazovacia
metdda je dalej vhodna k rieSeniu niektorych tloh o gulovych plochach, — tzv.
zobecnené ulohy Apolloniove na gulové plochy — pomocou cyklografického
premietania v E,. Dalej podobne, ako sme zobrazili do Gaussovej roviny kom-
plexné &sla, md¥eme za model hyperkomplexnych (isiel zobrat E, a tento v naSom
premietani zobrazif, &im méZeme néjst geometricku interpreticiu problémov, ktoré
sa tykaji hyperkomplexnych ¢&isiel. Koneéne, ak stiradnice ¢ budi imaginérne, t. j.
ak ¢ = ict’, mdZeme uvedenou zobrazovaciou metédou zobrazif model Minkow-
ského $tvorrozmerného &asopriestoru. Tym je oviem dany suvis nésho zobrazenia
s Einsteinovou tedriou relativity. :
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MeTpuueckue 3afadu B ATbTHUTYAO-MOHKOBOM H300paskennmn B E,
JI. Happ.
Pe3some.

TIpH pellleHAH 3a13Y NOJOXEHHS B NPHBEJCHHOM H300paxeHHH B E, aBTOp
B pabote [18*] yka3an Ha 3aBHCHMOCTBb 3THX 33Ja4 C METPHYECKHMH. PeilleHue
MOCTEeHUX SIBJIIETCA COIEpPKaHHEM HAcTosIuel paGoTsl. :

PaGora pa3snenena Ha Tpu vactu., Ilepsas 4acts HOCBAIICHA 2a0a4aM O nepnen-
QuKyAApHOCMU U pacmosHuu noonpocmparcme. B 1. ompenenenmem 1.1, BBemeHO
TOHATHE MPOEKTUPYIOLIETro TpeyroiabHuka. Ha uept. 1.1 mocrpoena ucmunnas eeau-
4uHa ompe3ka NpH moMolk KoHCTp. 1.1. B 2. aBTOp 3aHMMaeTCs npAmoii, nepneH-
OukyaapHoii k npocmparcmsy. B Teopeme 2,2 noka3siBaercs, 4to ecimu k | X % 1T,
Tok, | p3, ky 1 n3, k; = of. Koncrpykmus 2.1, kacaromascs NOCTPOSHHS MPAMON

B Touke E }
npoBeaeHa Ha 4epT. 2. Ha Tom

npoxoasyo yepe3 E
ke depTexe mpoBefeHa Takke KOHCTp. 2.2 — mocTpoeHHe paccTosHusA Toukd K ot
npocrpanctea X. B 3. — |, JasrsHeliyue 2adauu 0 nepneHouxy1aHocmu u pacmo aHuu'
— TpOBeIEHBI ClEMyIOIHe KOHCTPYKIHMH: KOHCTP. 2,1 — Toukoit E $ k BecTH mpo-
CTPaHCTBO X, MepHCHAMKYJISAPHOe K NAHHOM mpsAMO# kK — mpoBeleHa Ha 4epT. 3;
Ha yeptexe 8 npoBeneHb KOHCTPYKIMH 2,2—2,4: — TOUKO# B € @ BECTH IIOCKOCTh
K | o; ompemesuTh OPTOTOHAJNILHYIO NMPOEKUHIO B® ToukH B B o; HAKOHEN, NPAMOM

el =
& TEPUCHIHKYAPHOH K z
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x2S = an B BecTH MIOCKOCTh &, OMHOBPEMEHHO MOJIONAPAUIENBHYIO K o U f
npuieM o, f ¢ Z.

B BTOpOIf YacTH aBTOpP 3aHMMAETCS C UCTHHHBIMH BEJIMYMHAMHU QUTYD, 1€HCAUUX
6 noonpocmpancmeax; 1. TOBOPHUT O épaujeHuu npocmparcmsa X 6 I1. OnpeneneHueM
1.1 oTnHuYeHB! MOHATHS BpallleHAs B COBMeIlleHusA. B Teop. 1.1 roBopuTCs 0 MpOCTpaH-
cTBeHHOM ad(HHHOM COOTBETCTBHH MeXAY 2, ¥ 2; B Teop. 1.2 ONsITh 0 COBMECTHOM
nepcneKTHBHOM a()(MHHOM COOTBETCTBHH MEXIY CONPSXEHHBIMH H300paKeHUAMHA
* (UrypBI H COOTBETCTBYIOLMMM CONPSKEHHBIMH H300PaXEHASIMH ETO OBOPOYEHHOTO
NOJIOKEHAH B IJIOCKOCThAX 7 U V. Ha 4epT. 4. moBopoueHO 06110€ IpOCTpPaHCTBO X
BOKpYT ¢ B II ¥ Ipx IOMOILY 3TOT0 BPAILLEHHUS OTIpe/ieieH ero yroJ ¢ I7 mpu noMoIu
xoHCTp. 1.1. Ha ToM e yepTexxe mpoBeneHa KoHCT. 1.2. CoBMeMTh IPOCTPAHCTBO
Q + IT B II. Ha 4epT. 5. mocTpOeH NMpH MOMOIIH KOHCTP. 1.3 mpaBHJIbHBIA IATH-
cumiuiex D F G K R. 2. ToBopHT O épawenuu naockocmu. Ha 4eprt. 6. coBMeneHa
o61mas mIockocTs o B 7. Ha ToM %ke deprexe m306paxxeHa KOHCTP. 2.2: HOTCPOUTH
HCTHHHYIO BEJIMYHMHY TpeyroibHuka E F G < o u JuHUIO Haitbonboro ckara o” € F
obmeit miockoctu . Teop. 2.1 TOBOPUT O TOM, YTO MeXAy IUIOCKOCThbAMH oy H [of]
CYIIECTBYET COOTBETCTBHEe OOmmMX ahPUHHBIX MOJIEH.

Yacrs 111. HassBaetcs ,,3adauu o y2ao0x nopnpocmparcms”. B 1. aBTop 3aHHMaET-
cs1 y2aom npamoii p u noonpocmpancse E, (0 < r < 4). Koncrp. 1.1 ompenenenns
yIjia y ABYX IepeceKaroluXcs NPsIMBIX TpoBeieHa Ha yepT. 6. Ha uepT. 7. mepeBeneHa
koHCTp. 1.2: CraHoButh yrona ¢ mpsmoit I' = EF u mpoctpaHcTBa X = (0, E).
B 2. aBTOp 3aHMMaeTCs yzaamu 08yx naockocmeli. Ha 4ept. 19a, 6.) mocTpoeHa
KOHCTp. 2.1, HaiiTi yrisl ¢, 2¢ MIOCKOCTH o M IJIOCKOCTH MpPOEKIHeH V.

B mocnenHOM YacTH YKa3aHO Ha C6A3% MPUSEOEHHO20 U300pAdHCeHUs ¢ 08yzumu
u306paxcenuamu, T1aBHbIM 00pa3oM ¢ u3obpaxenneM KAMMOBHM, Tak OpUTHHAIIb-
HBIM, KaK o0OpaGoTaHHBIM, ¢ H300paxeHueM MapraeTToBBHIM, I'apaHTOBHIM,
BepoHe3eoBbIM. B nmanbHeiineM 000CHOBaHONpPHMEHEHHE METOOA AJbTHTYHO-
Monxa Hanpikjgorpaduieckoe m306paxenue B E,, Ha n306paXeHne rANEPKOMIUIEK-
CHBIX YHCEJI M Ha M300pakeHHe BPEMEHHOro NPOCTpaHCTBA MUHKOBCKOTO.
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Massaufgaben in Kotlerte-Monge Abblldung inE,

L. Nagy
(Zusammenfassung)

Bei der Losung der Lagenaufgaben in der angefiihrten Abbildung in E, der Autor
hat in der Arbeit [18*] auf Zusammenhang dieser Losungen mit MaBaufgaben
hingewesen. Thre Losungen sind das Ziel dieser Arbeit. : .

Im 1. Kapitel, ,, Aufgaben .iiber die Ortogonalitit und Abstand der Unterrdume*
im 1. Abschnitt die wahre Linge der Strecke fiihrt man mittels Def. 1,1 den Begriff
des projizierendes Dreieck ein und in Abb. 1 konstruiert man mittels Konstr. 1,1
diese Linge. Der 2. Abschnitt behandelt die Normale zum Raume. In Satze 2,2
behauptet man, daB wenn k | X = IT ist, dann ky | p{, k; | ng, k; = of. Die

; . k' in Punkte E€ 2

Konstr. 2,1: es wird die Normale { k} zZu {aus dem Punkte E3 5
ist in Abb. 2. gel6Bt. In dieser Abb. ist auch die Konstr. 2,2: es wird der Abstand
des Punktes K vom Raume X bestimmt, eingefiihrt. In Abschnitt ,,Weitere Aufgaben
iiber die Ortogonalitit und Abstand‘* sind die folgenden Konstruktionen eingefiihrt
Konstr. 2,1: es wird durch den Punkt E % k ein Raum Z, die zu gegebene Gerade k
normal ist, fiihren, ist in Abb. 3. durchgefiihrt; in Abb. 8. sind die Konstr. 2,2—2,4
durchgefiihrt: durch den Punkt Bea wird die Ebene x | o gefiihrt; es wird die
Ortogonalprojektion B* des Punktes B in « bestimmt; schlieBlich durch die Gerade
x3 S = a n B wird die Ebene ¢ gefiihrt, die halbnormal zu « und gleichzeitig halb-
parallel zu o, f (Wo a, f ¢ X) ist.

In Kapitel II. behandelt ‘man die wahre Gro Pe der Figur, die in Unterrdumen liegen.
Der 1. Abschnitt spricht iiber die Rotation des Raumes X in II. Mittels der Def. 1,1
sind die Begriffe der Rotation und Umklappung unterschieden. Im Satze 1,1 spricht
man iiber die rdumliche Affinitit zwischen der X, und Z; im Satze 1,2 wider iiber
die perspektive Affinitit in Doppelebene zwischen den zugeordneten Abbildungen
der Figur und zugehorigen zugeordneten Abbildungen ihrer rotierten Lage in den
Ebenen 7 und v. In Abb. 4. ist der allgemeine Raume £ um ¢ in IT rotiert und mittels
dieser Rotation ist der Winkel ¢ mit IT mittels der Konstr. 1,1 bestimmt. In dieser
Abbildung ist auch die Konstr. 1,2 durchgefiihrt: es wird der Raum Q | IT in IT
umklappen. In Abb. 5. ist mittels Konstr. 1,3 die reguldre Fiinfsymplex- DFGKR
konstruiert. Im Abschnitt 2. spricht man iiber die Rotation der Ebene. In Abb. 6. ist
eine allgemeine Ebene « in.n rotiert. In dieser Abbildung ist auch die Konstr. 2,2
dargestellt: es wird die wahre GroBe des Dreiecks EFG — « und die Fallgerade
0*3 F einer allgemeiner Ebene a konstruiert. Der Satz 2,1 spricht davon, daB
zwischen der Ebenen «, und (x{) die Beziehung der allgemeinen afinen Felder im
Doppelsraum existiert.

konstruiert,
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Das Kapitel III hat die Uberschrift ,, dufgaben iiber die Winkeln der Unterrdume".
Im 1. Abschnitt behandelt man den Winkel det Gerade p mit den Unterrdumen
E,(0 < r < 4). Die Konstr. 1,1: es wird der Winkel y zweier sich schneidender
Geraden f A g bestimmt, ist in Abb. 6. durchgefiihrt. In Abb. 7. ist die Konstr. 1,2
geloBt: es wird der Winkel ¢ der Gerade / = EF mit dem Raume X = (o, E) be-
stimmt. Im 2. Abschnitt behandelt man die Winkeln zweier Ebenen. In Abb. 8a, b.
ist die Konstr. 2,1 dargestellt: es sind die Winkeln ‘¢, 2¢ der Ebene « und der
prolmerende Ebene v zu finden.

Im SchluBkapitel IV. ist der Zusammenhang der angefiihrten Abbildung mit anderen
Abbildungen. gegeben, hauptsachlich mit der Abbildung von Klima (und das so
wie. mit der urspringlichen so auch mit der verbesserten), von Marletta, von
Harant, von Veronese. Im Weiteren begriindet man die Aplikabilitit der kotierte-
Monge-Abbildung auf die zyklographisohe Abbildung in E,, auf die Abbildung
der hyperkomplexen Zahlen und auf die Abbildung des Minkowskischen Zeit-
raumes.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V, 8-10 MATEMATICA, 1961].. 2 08 g

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMEIIMIAE
TOM. V., FASC.VIII-X, . MATHEMATICA | 1961

R 4 ST S

Transformacie linearnych projektivnych bodovych sistav.. , .
a mektore dosledky pre kuZelosetky

1y

Vl Puék

I Nech v eukhdovske_] rovme su dane dve llnearne pro_]ektlvné bodové sustavy
a - .o p(A,B,-Cs‘ )Aq(A' B’ C’ 2 R R U

ktorych nositelky p, ¢ v kartézskej suradnicovej sustave su dané parametrickymi
rovnicami

2 x=ty= d'x—lty—mtm;éo;
projektivnost sustav (1) nech je vyjadtehé vztahom

ab|
cd

at+b

L) "7 aa”

aeo

kde ¢, t' su parametre prislichajice IubOVoInej dVD_]lCl korespondujucich si bodov
sustav (1) a kde ¢ nadobtda vsetky hodnoty z mtervalu (—o0, + ), pre ktoré
ct+d#0. : =

Spojnica korespondujucxch si bodov o parametroch t,t ma rovmcu

(4). '(_ma—CJ’)’ +((al—4d)y—amx+mb)_»tﬂ"ll,’y“‘mbx=6'

V pripade b = 0 tvoria v§etky spojnice zvédzok priamok; ak b # 0 je, podla
znamej vety, obalkou vsetkych spojnic (4) kuZelosecka :

a*m?x? +((al— d)? +4bc1>y2 —2m<a(al-—d)+2bc>xy+2abm2x—
©)] | —2bm(al+d)y+b*m? = 0.
Ak ¢ = 0 mi (5) tvar o o

®6) - d®m*x* + (al - d)?y* — 2am(al — d)xy N 2abm X —
—2bm(al + d)y + BPmP =0, - o
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<o je rovnica paraboly, pretoZe

am: _—am(al d)l__o
—am(al = d) (al —

KuZeloseka (5) dotyka sa priamky p v bode

b
@) R(— ' 0)

a priamky g v bode - .
o o b b
®) Q <l g m 7) .
Ak a = 0 (d = 0) je kuZeloseCka (5) hyperbolou a priamka p(q) je jej asymptotou.
II. Nech P, je také posunutie bodovej sistavy p(4, B, C, ...), ktoré prevadza
bod A do bodu O = (p.q); P, také posunutie bodovej ststavy g(4’, B, C’, ...),

ktoré prevadza bod A’ do bodu O. Ak sa vykonaji posunutia P, P, prejdi si-
stavy (1) do sustav

p(4,B,C,..) A g4, B, C, ..),

Obr. 1.

ktoré pretoZe maju jeden samodruZny bod A = A’ st perspektivne. Spojnice kores-
pondujucich si bodov prechéddzaju teraz Jednym bodom — stredom perspektivnosti S 4
alebo st rovnobeiné (obr. 1).

Nazvime posunutla P,, P, posunutiami priradenymi k dvojici v (1) si korespon-
dujtcich bodov A4, 4’. Potom plati veta
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Veta 1. Ak obdlkou spojnic korespondu;ucrch si.bodov sustav (1) nie je parabola,
_je mnoZinou stredov perspektivnosti perspektivnych bodovych sistav, vzhiklych zo sis-
tav (1) posunutiami Py, Py. priradenymi ku vsetkym dvojiciam X, X' v (1) si kores-
pondujicich bodou,AhyperboIa ktorej asymptotami su priamky p, q

5 ; . . ,at+b at+b
Do6kaz. Nech vo vztahu (3) je ¢ # 0 a nech body X(z, 0), X (lm , m E?ﬁ) ,

kde ¢ nadobuda vietky hodnoty z intervalu (— oo, + o) (t # — %) , st kore§pon-

dujtice si dvojice bodov sustav (1). Prevedme pre stistavy (1) posunutia Py, Py
priradené dvojici v (1) si koreSpondujicich bodov, prislu$nych hodnote parametra

_ 5 . . O atx'l‘b atx+b
L=ty (t. j. posunutia priradené k dvojici (tx, 0), (I ci td’ mctx+ 7l Po-

sunutiami Py, Px prejdt body X, X’ do bodov X(t — tx,0), X (1 w—%—;,
x
(tx—1)(bc—ad)

(ct+d)(ctx+ d))li’ ktorych spajnica ma-rovnicu

m(bc——ad)x—(l(bc—.ad)+d(ctx+d)>y+ m(bc—ad) ty—

9 —t((ctx+d)cy+m(bc—ad)> éO

Ak je ctx + d # 0 je pre konstantné ty (9) rovnicou zvézku priamok. Stred Sy
tohto zvézku t. j. stred perspektivnosti posunutych bodovych sustav (1) ma stradnice

I(bc—ad)+(ctx+d)* ' m(bc—ad)

10 == —rd) T T detgrd)

ktoré sa vypotitaji rieSenim rovnic
m(bc—ad) x —(l(bc —ad)+d(ctx+ d)) y+m(bc—ad) ty =0,
(ctx + d)cy + m(bc — ad) = 0.

Ak cty + d =0 je txy = —%a k bodom Q(—%,O)(d=0), U(—%,O)

(d # 0) neexistuju korespondujice body Q', U’ — teda ani posunutia P;Z,, P,.
V pripade d # 0 druh4 doty¢nica kuZeloseCky (5) idica bodom U je rovnobeZna

s nositelkou g. Pripad d = 0 bol spomenuty v 1. Pre ¢ty = — % je (9) rovnicou

stistavy priamok rovnobeZnych s g.
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Pre posunutia Py, Py, priradené ku vietkym dvojiciam X, X’ v 1) si kore§i)_on-
dujtcich bodov, nadobuda parameter zx vSetky hodnoty z intervalu. (— oo, + o)

(tx # — i) a rovnice (10)"31.”1‘ bafér’net’rickimf roVnicarni ihndiiny 's‘tredov Sx-

Vyluéemm parametra tx z (10) obdril sa pre stredy perspektlvnostl Sx rovnica

\

11) o Ic*y?* — mcxy — m(bc—ad)—O

. ktoré je ekvivalentna s  rovnicami (10), ak tx nadobida v§etky hodnoty z intervalu

(—o00, +00) ,(tx # — —‘Z—) Aquvni_cé (11) je roynicou hyperboly, a to, regularnej,

pretoZe )
i | - ,
0 - 1 Cz 2
, 2 m° 4
it f = - —0¢C <0 1 I
M e 4 :
, 2
a jej diskriminant
méc* X
D=~ 4 (bc—ad) #0..

Rovnice asymptot hyperboly (11) dostanﬁ sa z rovnice

m2cl ,  m3c m*c* m*c*
= e (bc;—acil)+ 4‘(bc—ad)—_>0.!

PLY

Po tprave je
yly —mx) =0,
z &oho
y=0,ly—-mx=0

st rovnice jednotlivych asymptot. St to zrejme aj rovnice prlamok D, 9q.

Veta 2. Ak obdlkou spojnic korespondujicich si bodov sustav (1) je parabola, sic
spojnice koreSpondujiicich si bodov perspektivnych bodovych sistav, vzniklych zo sis-
tav (1) posunutiami Py, Py, priradenymi ku vSetkym dvojiciam X, X' v (1) si kore-
Spondujiicich bodov, rovnobené s osou tejto paraboly.

Dékaz. Ak sav (9) polo¥i c =0je = '

(12)  amx—(al—d)y + am(ty — 1) -0

rovnicou spojnice koreSpondujtcich si bodov X, X’ perspektwnych. bodovych sistav,
vzniklych zo ststav (1) (c = 0) posunutiami Py, Py. pnradenym1 ku dv011c1 v (1)
si kore§pondujtcich bodov, prisluinych hodnote parametra't = ty. '
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Rovnica (12) vyjadruje pre ka?dé konstantné ry a mehiace sa ' sustavurovnobez-
nych priamok o smernici

(13) k=2

al—d

, al—d # 0.

Smernica 051 paraboly (6) sa dostane z rovmce .
(a*m* — @) cos & — am(al — d) sina = 0

kde ¢ = 0 je nulovy koreii charakteristickej rovnice kuiefoseéky, danej rovnic*o’u (6)
Je teda \ N
' a*m cosa—am(al—'d)sinoc='0;""" e '
z ¢oho
sin o am B A LI Nl T QU L

cos a S al—d "’ al._4.7é,9- .

. ” .
' ,"‘ A LU

Je to zrejme smermca (13). Tym je veta 2 dokézana

Veta 3. Dotykové body dotyénic kuZelosecky (5) (c * 0) rovnobeinych s nos:tel-
kami sistav (1) si bodmi hyperboly (11).

Dokaz. Nech v rovnici (5) je ¢ # 0; potom je Ztejmé, %e kuZelosetka 15) je Te-
gularnou elipsou, resp hyperbolou a Ze, ak p(q) nie je asythptotou, existuji k' nej
dotycmce 'p//p a 'q//q s dotykovymi bodmi 'Ra'Q, Sura.dmcc dotykavych bedov
'RalQ’ vypoéltaju sa rieSenim rovnic

IR ST S

(14 azmx—(a(al—d)+2bc) y+abm=0,4 #0,
(15) m(ad—2bc)x—(l(ad-—Zbc)—dz)y—,bdm =0,d #0

s rovnicou (5) (¢ # 0), kde (14) je rovnica priemeru zdruZeného k dotyénici p// 'y
a (15) rovnica priemeru zdruZeného k doty¢nici g//*q. RieSenie rovnice (14) a (5)
(c # 0) dava

b
| X = — 'a_ » Y 7 = 0’
¢o st suradnice bodu daného (7) a

(16) A X = a(al—d)+bc 7y = a‘m,,. -V

ac c

o sﬁ"s_l’n"édnicq dotykového bodu 'R
Obdobne riedenie (15) a (5) (c # 0) dava

x=l—,y=m-—

d
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¢o st stradnice bodu daného (8) a

_ _ Ubc—ad)+d>  m(bc—ad)
B cd = cd ?

&o st stradnice dotykového bodu 'Q’.

Dosadenim za x, y do rovnice (11) z vyrazov (16) a (17) sa Tahko ukaZe, Ze do-
tykové body 'R a 'Q’ leZia na hyperbole (11).

Veta 4. Stredom perspektivity bodovych sustav na priamkach p a q, ktoré vzniknii
posunutim dotykového bodu priamky p(q) s kuzeloseckou (5) (¢ # 0) do prieseénika
O = (p.q), je dotykovy bod kuZelosecky (5) (c # 0) s dotycnicou rovnobeinou
sp(q).

Ddkaz. Podla (7) a (8) kuZelosetka (5) dotyka sa nositeliek p, g sustav (1) v bo-
doch R, Q'. Nech Py je posunutie bodovej stistavy na p, pri ktorom dotykovy bod R
na p prejde do bodu O = (p . q) (posunutie Pg. je nulové, pretoZe bodu R korespon-
duje bod R’ = O); po vykonani posunutia Pr, ktorému prishicha parameter fp =

amn

= — %', a # 0, préjda sistavy (f) do ststav perspektivaych a za predpokladu",

¢ # 0 stredom tejto perspektivity je bod Sk, ‘ktory ako sa ukiZe, je totoZny s do-
tykovym bodom 'R, ktorého suradnice su dané (16).

Stradnice bodu Sy sa obdrZia, ak do rovnic (10) dosadi‘sa ty = — —s—, a#0.

Bude teda
be

l(bc_“d)+<‘ 3 +d>z _ afal—d)+be |

X = - = ’
c<-£+d> ac
a

m(bc—ad) _ am

y= —_— = ¢ E]
c(— 2 +d)
a
<o je (16).

Obdobne posunutie- P;zo (Pg je nulové) bodovej sistavy na g, pri ktorom prejde
dotykovy bod Q' na g do bodu O = Q, uvedie sustavy (1) do polohy perspektivne;.
Stredom tejto perspektivity bude bod Sgy. Jeho siiradnice sa obdrZia ak do rovnic (10)
dosadi sa ¢ty = 0, za predpokladu, Ye d # 0. Dosadenie dava zrejme (17).

III. Uvedené vety, najmé viak vetu 2 a vetu 4, moZno pouZif pri rieSeni kuZelo-
seCiek v ulohach, ktoré sa obvykle rie§ia pomocou vety Brianchonovej. V niektorych
pripadoch je postup rieenia zna€ne jednoduchsi, ako postup pri ktorom sa pouZiva
veta Brianchonova. Okrem inych, obzvlast jednoducho a rychlo dajii sa riesit na-
sledujtice tlohy:
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Priklad 1. KuZelosetka k = (1, T, a, b, c¢). Ulohou je za&ojif jej stred.

RieSenie. Nech dotyénica ¢ s bodom dotyku T a jedna z doty&nic napr. a si
nositelky projektivnych bodovych sistav, ktoré zvysné dety&nice kuZelosetky k na
nich indukujt (obr. 2). Potom bude «T, B, C,...) A a (T', B’, C’, ...).

Obr. 2.

Podla vety 4 posunutie Pr bodovej stistavy na ¢ pri ktorom bod T prejde do bodu
T’ = (t. a) vedie k stredu perspektivity T, ktory je bodom dotyku kuZelosetky k
s doty&nicou 't//t. Stred S tise€ky T ' T je stredom kuZelosetky k. Bod 4’ = (4 'T . a)
je bodom dotyku kuZelosecky k s doty¢nicou a.

Priklad 2. Parabola p je dand dotyénicami a, b, ¢, d (vo vSeobecnej polohe);
ulohou je najst smer osi paraboly p.

RieSenie. Nech napr. ¢, d st nositelky podobnych bodovych sistav ¢ (4, B, ...),
d(4', B, ...), ktoré zvy$né doty&nice paraboly p na nich indukuju (obr. 3).
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Ak sa vykonaju napr. posunutia P,, P, tychto sustav potom’ podla vety 2,
spojnica BB’ bude. rovnobeZna s osou paraboly p. -

Priklad 3. KuzeIOSeéka k je dana’ zdfuZénymi prlemex‘rnl m 'n = N N a dotyé-
nicou #. Je potrebné- zostro_ut’ dotykovy bod fia 'z

RieSenie. Konstrukcia vpry'va z vety 4 a je zrejma z obr. 4. Je totiz TT = NT
a I'=(T'N. 1) hIadany bod dotyku

Do redakcie dodané: 31. 1. 1960 - . - fo e g ooy
Adresa autora: ‘thé’c{i’ra‘ 'rﬁallfér_rllai.ti‘l(y' v. K., "Bfa.ti;sl’a'\'/a,‘ 'S_n’léra!lq}}a 2

ot

IIpeoGpasosanus npaMoInHEHHBIX NPOEKTUBHBLIX PANOB TOYEK. . ... -
M HEHKOTOPbIE CJIeNCTBHA JJIA, KOHUYECKNX CevyeHHii

T ST i Lol U PR AN L 4 Y R iR A

B. ITusx

S Pesiome

B craTthe paCCMOTpeHH nexoropue npeoﬁpazonannn IBYX Pa3HbIX NPOEKTHBHBIX.
NPSIMOJIMHEHHBIX PSANOB TOYEK, 'KOTOPBIMH PS/ibl TOY€EK NEPEXOMAT B NEPCHEKTHBHOE
nonoxenne. LleHTprI aTHX nepcnexmnﬂoc'reﬁ HaxoJWTcs Ha ruHepboITe, it KOTOPO#
HOCHTEJIH JaHHBIX PANIOB TOYEK SBJIHOTCA aCKMIITOTaMH Ecnn ornbaromas npsamsix,
COEMHSIOIINX COOTBETCTBYIOMHHE TOMKH TaHHB% psu:[bs TOYEK sBJIAETCSA Mapabonoi,
TO NPSIMblE COEAUHAIOIINE coorne'rcrgy}omne TOYKM NpeoOpa3oBaHBIX PAOOB TOYEK
napaJuie/bHBl OCH 3Toi napa6omsl. B nanbHeimem NOJTy4eHbl HEKOTOPbIE IIPHMEHE--
HHSA JUIS IOCTPOEHHS KOHHYECKHX CeYeHHH.
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Die Transformationen der linearen projektiven
* Punktreihen und einige Folgerungen fiir die Kegelschnitte

V1. Pijak
Zusammenfassung

In diesem Artikel behandelt man bestimmte Transformationen der zwei ver-
schiedenen linearen projektiven Punktreihen, welche die gegebenen Punktreihen in
perspektive Lage iiberfiihren. Die Zentren dieser Perspektivititen liegen auf einer
Hyperbel, fiir die die Tréger der gegebenen Punktreihen Asymptoten sind. Wenn
die Biegungskurve der Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte der gegebenen
Punktreihen eine Parabel ist, sind die Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte
transformierter Punktreihen parallel mit der Achse dieser Parabel. Folgend findet
man einige Anwendungen fiir die Konstruktion der Kegelschnitte. '
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