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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. V., 7., PHYSICA]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. V. FASC. VII PHYSICA 1961

Prispevok k optickému vySetrovaniu stojatej ultrazvukovej viny
v priehladnej kvapaline

S. KOLNIK

Uvod

Optickym vySetrovanim ultrazvukového pola v priehladnych latkach, obzvlast
kvapalinach sa zaoberal uZ rad autorov, najmi vS§ak E. P. Tawil [1], P. Debye
a F. W. Sears [2], R. Lucas a P. Biquard [3], Ch. Bachem, E. Hiedemann,
H. R. Asbach [4], S. Parthasarathy [5], O. Nomoto [6], a ini, ktorych vysledky
prehladne uvadza napr. zndma kniha L. Bergmanna [7].

PredloZena praca podava prispevok k rieSeniu problému priameho zobrazenia
stojatej ultrazvukovej viny v kvapaline a uvadza rozbor mozZnosti takéhoto zobra-
zenia za pouZitia réznych typov symetrického zdsahu v ohniskovej rovine zobrazo-
vacej sustavy. Pritom sa vychadza z nasledovnych predpokladov:

) Svetelnu vlnu, vytvorend sustavou kolimatora s linearnou Strbinou, pretina-
juicou opticku os, mozno v prvom priblizeni povaZovat za rovinnu.

B) V kvapaline so zanedbatelnou viskozitou je mozné harmonicky priebeh zmeny
indexu lomu vyvolat ultrazvukovou vlnou, pokial jej intenzita nie je znacéna.

y) Modulaciou indexu lomu vyvolané poruSenie monochromati¢nosti svetla je
zanedbatelné.

é) Absorpciu svetla i ultrazvuku v kvapaline moZno zanedbat.

¢) Pri rieSeni zobrazenia ako ddsledku ohybu svetla na objekte moZno objekt
nahradit rovinnou objektovou funkciou.

Tieto predpoklady dovoluju zameratf teoretické i experimentalne vySetrovanie
tak, Z¢ umoZiiuje rad réznych, doteraz znamych metéd zobrazovania posudzovat
z jédného hladiska a su€asne navrhnutf dal§ie nové metdédy zobrazovania a vy-
Setrovania ultrazvukovych poli.
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I. Teoreticka cast

A. Stanovenie zobrazovacej funkcie

UvaZujme monochromaticki rovinnu svetelnt vlnu, postupujicu v smere osi Z.
Predpokladajme ju v tvare
» V4
r=rosmcu(t——;). n

Nech tato vlna dopad4 kolmo na planparalelnu priehladnt vrstvu hrubky d. Pred-
pokladajme dalej, Ze absolutny index lomu vo vrstve ma charakter stojatej viny
tvaru

2
n=ny+ n" cos —Z—)—C— cos Q1. 2

Takyto priebeh indexu lomu moZno realizovat v prvom pribliZeni stojatou ultra-
zvukovou vinou kruhovej frekvencie Q, vinovej dizky A v kvapaline o statickom
indexe lomu n,, priom »n” udava amplitidu zmeny indexu lomu.

Postavme si ulohu vysetrit mozZnost optického zobrazenia takéhoto ,,objektu
objektivom bez aberacii pri uvedenom spdsobe osvetlovania. Pre zjednoduSenie
vypoctu namiesto vrstvy hrubky J budeme uvaZovat rovinny objekt, ,,Strukturu®,
vytvarajicu také fazové a amplitidové ovplyvnenie svetla ako vrstva. (Tento pred-
podklad samozrejme znemoZiuje vySetrovat niektoré efekty suvisiace s prechodom
svetla vrstvou prostredia’ s periodicky rozloZenymi nehomogenitami; pre rieSenie
nasej ulohy je vSak vyhodny.)

KedZe index lomu nezavisi na stiradnici y, meranej kolmo k rovine XZ, je moZné
Strukturu povaZovat za jednorozmernu a charakterizovat ju komplexnou objektovou
funkciou O(x). Pre nas pripad, ak os Z poloZime do optickej osi sustavy v smere
chodu svetla, bude /

0 pre |x|> % ,
o(x) = 2nd 3)

a(x) e pre —- Go

kde 0 < a(x) £ 1 charakterizuje absorpciu objektu, t. j. udava amplitidovy cha-
rakter §truktury, G, odpoveda Sirke osvetlenej &asti objektu a A je vlnova dizka
svetla.

MoZno pripomenif, Z¢ monochromati¢nost viny (1) sa na Strukture (2) porusi.
Prislus$né frekvenéné spektrum svetla za $truktirou da sa ziskat analyzou (1), pre-
vedenou napr. obdobne ako v pripadoch fazovej modulacie v radiotechnike.

Obrazova funkcia B(x"), patriaca k O(x) — ak v matematickom zapise vhodne
vyjadrime zmenu orientacie stiradnych osi a mierku suradnice x’ v obrazovom prie-
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store — je identicka svojou realnou €astou s realnou ¢astou O(x), pravda, ak sticasne
zanedbame absorpciu svetla v zobrazovacej sustave a uplatnenie sa jej konecnej
apertiry. (Zobrazovaci objektiv predpokladajme umiesteny tak, Ze prie¢ne zvicSenie
je jednotkové.) Ziskané zobrazenie v tomto pripade je vysledkom uplatnenia sa
amplitidového charakteru Struktury, daného a(x). Fazovy charakter objektu sa pre-
javi iba po vhodnom ovplyvneni svetelného zvidzku za zobrazovacim objektivom.
Otazky s tymto suvisiace budeme v dalSom podrobnejsie sledovat.

Stvis medzi O(x) a B(x") pre pripad ovplyvnenia objektom preslého svetla v obra-
zovej ohniskovej rovine objektivu (v nej sa realizuje Fourierova transformacia

Obrazok 1.

. Zakladna schéma: § linearna $trbina ako zdroj svetla, O; kolimatorovy objektiv, O, zobrazovaci
objektiv, T royina objektovej funkcie O(x), T’ rovina obrazovej funkcie B(x’), 7o rovina zdsahovej
funkcie Q(y); a, ag ohybové uhly, G Sirka osvetlenej Casti objektu.

~ objektovej funkcie, odpovedajiica ohybovému obrazu zdroja svetla) clonou, vrst-
vi¢kou posuvajucou fazu alebo absorbujlicou, ndim umoZiiuje ziskat vztah [8]

Bx)=K [ [0()0(x) ™™ 2dxdy, @

kde Q(y) je tzv. zasahova funkcia, ktord charakterizuje sp6sob ovplyvnenia ohybo-
vého spektra svetelného zdroja, vytvoreného objektom a y je dané vztahom
in s : .

y = e 7 cx, priCom « je ohybovy uhol (obr. 1).

Konstanta K ma pre naSe uvahy nepodstatny vyznam, preto budeme v dalSom
obrazovu funkciu vyjadrovat bez nej pri rovnakom oznadeni B(x’). S ohfadom na (3),
koneénost uhlu a, (obr. 1) a odpovedajiici parameter y,, stai vo vyjadreni B(x')
uvaZovat iba kone&né hranice, t. j. ak vyznadime i zavislost na Case, dostaneme (4)
'V tvare

345



Go
Yo

B(x', 1) =J f Q) a(x) ¢ T

2nx
no+n” cos

cos

A m) eiZny(x'—x)}dx dy,

resp. v skratenom zapise

Y0 ) .
B(x', 1) = [ Q) E(y) ¢ dy,

~ Yo
kde
Gf

2
d
E(y) = f a(x) eiz% (rov o 7 eon ) e~12m* dx,

2

“)

©

Pre dalsi vypodet sa ukazuje vhodnym uréit E(y) v pripade fazovej Struktury s kon-

Stantnou absorpciou, teda pre a(x) = konit = a. Zavedme sulasne oznadenie

n" cos Qt = n’; potom

E(y) = kA,
kde
iZﬂ:d -
k=ae *
a v
Go
z 2ndn’ 2
A= J‘ei(_ 4 4 _z”x)dx.

2 _
A— =
a zaviest _
2mdn’
). - és
takZe
nN :
% % A A
= i vo) L. ’ ,
A-—je cos. @ .‘P qu)—_-ﬁ/’("’é),
—aN :

3
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Pripomefime pritom: 1. parameter { moZe nadobudat kladné i ziporné hodnoty

" ondn”
z intervalu < ——22?—, —nj—n——>, 2. parameter v vSeobecne nemusi byt celym

dislom; 3. parameter N takmer bez Ujmy na obecnosti moZno povaZovat za celo-
Ciselny.
Zname vzfahy pre Besselove funkcie prvého druhu [9]:

cos (& cos @) = J o(§)+2m§1(— 1)"'.[ 2m(£€) cos 2mo,

sin (£ cos @) =2 Y, (—=1)" "' 5,_4(&) cos 2m — 1) o,
m=1
umoZiiuji integral A’ pisat v tvare:

A, = [ITJO(E)—ZV"EI(— 1" 72n(8) 2;1%—] 2 sin yNn+

2
¥

1 5 4vi sin vNm. (11)

+m§1(_1)m—u,,._1(z)m2—_v—

Posledné vyjadrenie A’ je vyhodné vzhladom na vlastnosti parametrov £, v a N.
Z (11) vidno, Ze pre celociselné hodnoty parametra v a napr. pre N = 1 dé sa
integral A’ vyjadrit jednoducho nasledovne:

A'®v, &) = 2n(~1)""J,(£).

To tieZ priamo vyplyva z vyjadrenia Besselovych funkcii prvého druhu celo&iselného
radu v

5@ = e (<) [t

Pre obrazovii funkciu B(x', ) dostavame potom s ohladom na (4"), (5"), (9), (10) a (11)

%0
’ kA 2 . nyx’
B(x, 1) =—_— IQ(Y)Jo(f)-y—A—Sln yANm . €™ dy—
~7Yo

Yo
kA b4 494 ; By’
-— —1)"J 3 u(é) ——————sin yAN= . “™* dy+
2n J‘Q(Y)mgl( )" T2nll) 4m? —y24* ' '
(]
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idyA
(2m—1)2—y?4?

Te
+% J.Q(v) X (=1 am-4(2) sin yANm . " dy. (4")
T =%

D4 sa ukézaf, Ze integraly (4") existuji, ak sa omedzime na kone&né hodnoty para-
metra ¢ (pre Tubovolny &as) a ako vidno z (8), iba tento pripad prichddza prakticky
do tvahy.

Pre dalSi vypolet B(x', f) zavedieme do (4”) konkrétnejsie analytické vyjadrenie
zésahovej funkcie Q(y). Prakticky vyznam maji a k jednoduchému vypod&tu veda
najmé nasledovné pripady:

1. Zé&sahova funkcia je realna. Potom ovplyviiuje ohybové spektrum svetelného
zdroja iba amplitidove; mdZeme ju v tomto pripade vyjadrit takto:

0,(y), pre |y] =< yo, pri€om 0 £ Q,(y) £ 1,
o0 =
0, pre |y | > vo-

2. Zasahova funkcia je komplexna. Potom ovplyviiuje ohybové spektrum svetel-
ného zdroja ako amplitidove tak i fizove. V tomto pripade ju méZeme vyjadrif
takto:

[ @) ¥, pre | 7| < yo, pritom 0 < Q,(3) < 1,
o®y) = i Y(y) = p2n, p je Tubovolné realne &islo.
0, pre [y ]| > vo. '

V dalSom budeme uvaZovat iba symetrické zasahové funkcie typu:

Q:(),pre —yo =y < -7,
] e — ! é é ,9
0@) = Qo(»), p ,r Y=Y
0:(7), pre ¥ <y = 7o,
0,pre  |y| > v, pricom | Q(y)| < 1.

Pripomefime si, Ze pre index lomu, nezavisly na mieste a &ase, poskytuje (5) vzfah
pre ohyb v rovnobeZnom svetle na §trbine Sirky G,. Pritom Sirke hlavného maxima
ohybového obrazu svetelného zdroja prislicha v zmysle obvykle pouZivanych apro-
xim4cif uhol 2o’ = 2 ?1— a teda parameter y' = GL . 'V takom zmysle budeme y’

(] 0 ‘
dalej pouzivat. _
“Volba, podla ktorej sti Q; a Q, v prislu¥nych intervaloch konstantné, pritom ale
vieobecne Q; # Q, (odpoveda to napr. metéde symetrického tmavého pola, metéde
-fazového kontrastu a inym) umozni stanovit obrazovi funkciu B(x', f) v neuzavretej
sice, ale pre vypodet pouZitelnej forme. Podrobnej$im vypoétom (pozri Dodatok
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D-16) ziskame vzfah ' . ,

B(x', ) = Bo+k %17,(2) (C,. cos 21 > p+C, sin 2 = F‘> (12

kde
B, = % Jo(é)[leo(To)‘F(Qo_Q1)Po(')")] = % Jo(&) %o,

C, = Q1P,(v0)— (21— Qo) Pul¥'), (13)
C,=0:G,(y0)—(Q1—Q0) G(¥), m=12,...

B. Désledky, vyplyvajice z vlastnosti pomocnych funkcii

K tomu, aby sme dostatotne poznali charakter obrazovej funkcie B(x', f) danej
vyjadrenim (12), musime si podrobnejsie v§imnif vlastnosti pomocnych funkcii C,
a C,. V zmysle pouZitého oznalenia je

P,() = I,[+Y] — I,[-7] = O[xN( + y4), 0] — O[aNp — y4), o], (14
G = T,[+9 = [[-y] = ['nN( + y4, v] = T[eN@ = y4), v].

Bude nas zaujimaf priebeh tychto funkcii najmid pri hodnotich parametra
u = nN(u + yA), pre ktoré o) |u| <1, B) |u|> 1, y) |u| ~ 1. Parameter
’ 2 !
v= % = GL nech pritom spliiuje podmienku 0 < |v| < 1, ktord obmedzuje
0
vysetrovanie len na vlastny obraz 3truktury (predpokladali sme jednotkové priecne
zvi&enie). Nech stdasne je nN > 1. Pripomeiime tie%, ¢ py a N si celoiselné
a kladné.
S ohfadom na (D-3) a (14) je

PO = {Si[nl\((u + 7)o + 1)] = SNt + pA)o — 1] -
- SN = Ao + 0]+ STNG - 7= D)} . a9

Viimnime si teraz podrobnejsie jednotlivé pripady. Bude pritom vhodné vzhladom
na vlastnosti funkcii J,(&), ktoré v znatne Sirokom intervale hodnét ¢ umoziiuji
vySetrovanie obmedzif na prvé ¢leny nekonefného stctu (12) — teda hodnoty
p ~ 1, a vztahovat tri vys§ie uvedené pripady na hodnoty yA.
@) A < p. Tato podmienka sa spini pre ,,nulové* ohybové uhly a. Ako z (15)
vidiet, je potom P,(y) = 0. .
B) yA > p. Tato podmienka sa splni zas pre velké ohybové uhly a. PodIa (15) je

P,Y) = = {Si[xNpA(p + 1)] + Si[aNvA(L - o)]} (16)
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KedZe pre v > 0je tNyA(v + 1) = 3 > 1, mdZeme prvy Clen v kriitenej zatvorke (16)
vyjadrif prvymi &lenmi asymptotického rozvoja v tvare [10] '
n cos §

Si[9] Bz =g

+ R(9),
kde lim R(9) = 0,
$—r0

<o umoZni nasledovné zjednodusenie (16)
2
P(y)=1+ ;Si[nNyA(l - )]

Si[tNyA(1 — v)] nadobuda hodnoty od nuly (pre v — 1) po Si[zNyA] (pre v = 0).
Zdoraznit treba, Ze pre 3’ = tNyA(l — v) > 10 sa Si[9'] iba veImi malo meni okolo
T
2
Si[9'] povaZovat za konStantné (nezavislé od v, t. j. i od stradnice x'). Pre tento
interval bude

hodnoty —-. V intervale parametra v, stanovenom z tejto nerovnosti, mdZeme

10
aNyA *

0= |v|<1-

Z poslednej nerovnosti plynie napr. pri volbe #NyA = 100 moZnost pre 0,9 Sirky
obrazového pola povaZovat P,(y) za konStantné a sice P,(y) = 2. V casti-0,9 <
< |v| < 1 klesa P,(y) na hodnotu 1.

y) A ~ p, (malé ohybové uhly «).
Podla (15) mame

P,) = - {Si[aN(u + yA)o + 1)] = SilaN(x + 74} = D]}-
Analogické tipravy ako v ) vedu k vyjadreniu
P,) = 5 + — Si[aN(u + y4)1 - )] an

a podobne umoZiiuju ukazaf, Ze P,(y) vyjadrené (17) mdZeme v intervale

10

B s E7)

povaZovaf za konstantu a sice P,(y) = 1, ¢o pri volbe nN(u + yA) = 100 plati
v 0,9 §irky obrazového pola. V ostatnej Easti obrazového pola P,(y) klesa na hod-

" 1
notu -.

Viimnime si teraz podrobnejSie druhi pomocnid funkciu G,(y). Podla (D-4)
a (14) je .
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G,() = = (CilaN(u + pA)o + 1)] = CilxN(u + )0 = 1)] =

— Ci[aN(u — yA)o + 1)] + Ci[xN(x = y4) — D]} (18)

Vysetrenie je vhodné previest v rovnakych pripadoch ako pri funkcii P,(y) a za
rovnakych predpokladov. D4 sa ukazaf, Ze:

a) preyd <pa0=|o|<1ljeG@H) =0,
B) preyA > pa 0 < |v| <1je G,y = 0.
y) Pre yA ~ p podla (18) dostavame

6,(1) = ~ {GilaN(x + y4)o + 1] — Ci[xN(u + yA)o = ]},

resp. s ohfadom na (D-5) a (D-6)

1 1
G,(5) = ;{m = . _ CifaN(u + yA)o + 1)] +
+ Ci[nN(p + y4)(1 — v)] + 27ti} : (19)
Potom pri '
aN(u + yA)(1 —v) > 10,0 = o] < 1
je :
1 v+ 1 .
G(y) = ?ln v ‘ + 2i,
t. j. pre v z intervalu
10
< -
Oslol <t = TG

redlna &ast G,(y) pre nN(u + yA4) = 100 rastie z nuly (pri v = 0) na —11t—1n 19=1
(pri | v| = 0,9). '
V pripade v = 1 moZeme treti &len v (19) vyjadrif aproximativnou formulou [10}
Ci[8] ~ —lnL, kde ye = 1,781 072
69 :
takZe

G,(v) = % {In y.EnN(u + yA)v + 1) + 2mi}.

V okrajovej oblasti obrazového pola redlna &ast G,(y) narasta iba na koneéni hod-
notu, odpovedajiicu redlnej zobrazovacej sistave, t. j. konenému N.
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Vykonan4 analyza pomocnych funkcii P,(y) a G,(y) ukazuje, %e za C, a C, mo#no
vo vypodtoch klast :

Cu = Q1Py(v0) = (21 — Qo) P¥):

- Ci==(21 — Qo)lgx) + 2i],
kde

/ 1
q(x)=-1?1n

v+1
v— 1|’

pripadne pre stred obrazového pola

Clll = _?(Ql - Qo) 2i.

Aby sme ziskali uplnej$iu predstavu o obrazovej funkcii B(x’, #), treba este uvazit
zavislost J,(£) od indexu p a hodnoty parametra ¢. Predpokladajme pre jednoduchost
n" = n', t.j. index lomu, odpovedajuici okamihom, stanovenym vztahom cos Q¢ = 1.

Z vlastnosti Besselovych funkcii prvého druhu vidno, Ze zvdcSovanie parametra ¢
od nuly vedie k presunu maxima amplitady harmonickych zloZiek obrazovej funkcie,
t. j. J,(&) do vys8ich radov u ako to ozrejmuje obr. 2 prevzaty z [10].

VSimnime si niekolko pr.ipadov:

@) ¢ < -1%; potom je [11]

Jo(_l%) = 0,9976; Jy (%6) = 0,0499;

- Jz(—l%) = 0,0012; J3 <—1%) = 0,00002.

Nekoneény stdet, vyjadrujuci pre tento pripad B(x', f) sa teda redukuje len na &leny
s indexami g = 1, 2 (ak poZadujeme 3tyri platné desatinné miesta).

B) & =1; potom je Jo(1) = 0,7652; J,(1) = 0,4401; J,(1) = 0,1149; J3(1) =
= 0,0196; J,(1) = 0,0025; J5(1) = 0,0003; Jg(1) = 0,00002, o znamena, 7e z ne-
kone&ného std&tu treba uZ brat do uvahy prvych pit ¢lenov.

) pri Jo(&) =0, t. j. & = 2,4048 sa maximum J,(£) presunie do prvého radu
(u = 1), treba brat prvych osem &lenov. )

5) pri ¢ = 3 je maximum v druhom réde (u = 2), treba brat prvych desaf ¢lenov.

¢) pri £ = 4 dostivame dva ,.extréthy* a sice v nultom a trefom rade a treba uz
" brat prvych 11 &lenov, éo predstavuje znacne zdihavy vypodet.

C. Vypod&et osvetlenia

V praxi nis obydajne viac ako obrazova funkcia zaujima okamZité osvetlenie
=W obrazovej rovine. Ked¥e viak toto je imerné druhej mocnine absolitnej hodnoty
obrazovej funkcie, je nutné v dal¥om vypoltom tejto sa podrobnejSie zaoberaf.
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Je | B(x', £)|* = B(x',t). B¥(x', 1),
kde B*(x', f) je komplexne zdruZené s B(x', f). Po zavedeni ozna&enia

C, cos Zn%—p + C,sin Zn%—p =A(x"), p=1,23,... (20)

YR QaN
SN gV

7/ ,/AZ/J;) ///7/// .
)07 5

\rref

-

S A N W o N & W %™
N
NN
' N
,5\\\
o
S
N
N\
<
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Obrizok 2.
Krivky J,(§) = konst v rovine u, &.
md¥eme pisat

B(x',t) = By + k ¥ i*J1,(8) u,(x),
u=1

B¥(x',€) = By + k* Y (=i} J,.(&) w¥(x'). (21
w=1 ‘
resp. s ohfadom na rovnomernt Konvergenciu nafich radov

|B(, )12 = |Bo|* + ¥ kBRI w(x') +
u=1 ’
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+

uM8

2 (=1)"K*Bol (£ Welx') +

+ Ikl2 Zl"Ju(é)%(x) Z (=1 7,(8) Llx")-

KedZe ale
u:il i“Jn(é) QIu(x’) . "’21(— i)“' Jn,(f) ‘)I:,(x’)' = ";il J‘Z‘(c) I Q[“(xf) |2
+28 "5 001015616 coo[ (6 =) 5+ 00— 0]

kde @y, @y, s fazy prisluiné %,(x"), Ay.(x") dostivame dalej
| B, ) |* =
k 2 o© , . ,
750) % + 155 5 5o ,00am,66) + (=i w23 +
e=

_ 1k
=3

+ kP 5 HOIBE) P + 2041 5 T 505016 25:60)

, T
- cos [(u — W)~ + Py — %u],

@r)
ak za B, kladieme jeho vyjadrenie podIla (13)
k
By = 2 Jo(é) %o .
Stredné osvetlenie I(x’) v obrazovej rovine méZeme vyjadrif vzfahom
T
I(x)=D _;-,-J»l B(x',1)|*dt, (22)

ak D je prisluSnid konStanta imernosti a T =

o Vyuzitie vlastnosti | B(x', ) |?
umoziiuje zamenif i)oradie integrécie a sumovania, t. j

T

I(x") = lkl D|%(0|21 fJg(c)dt+

0

T
2 -]
+ LEP b 5 pragin o) + (i wot) J 169 Tt +
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T
S e Ly ,
+|k[’D ¥ | %) |* T_[Ji(é)dtﬂlkI’D P LRCIINLRCIIE
p=1 P w=2 p=1 .

T

, n 1
- cos [(# — 1) 5+ Py — ‘Pem] : TJ‘I#'@) J,(¢) dt. (23)
Pre daldi vypo&et potrebujeme urdif integral:
T
1 .
Tymmmt 9

pri lubovolInych nezdpornych (celych) indexoch p a y'.
PodIa (8) je

&= 27:(111 cos Qt.

”

714
A

Zavedenie oznadenia = h a novej premennej 2t = y umoZni integral (24)

pisat v tvare
2z
1
I, (k)= = J J(h cos x) J .(h cos x) dy.

Pripomefime pritom, Ze [9]

pt+u +2m
© (—1)'"(%) I(p+p' +2m+1)

J u(’f) J u(c) = Z

meomT(u+p +m+)I(p+m+ )M +m+1)

Hladany integral, vzhladom na takéto vyjadrenie suinu Besselovych funkcii, ich
vlastnosti a vlastnosti gama funkcie (zdmena s pomocnou funkciou I'[y] nemdZe
I}astaf) a kone&nost parametra & — &o odpoved4 konetnosti intenzity, resp. obje-
movej hustoty energie ultrazvukového pola — mdZeme vyjadrif nasledovne:

ol wf B\ETEHEm Ip+u +2m+1
L= 5 (L K .
m=0 2 mT(p+p +m+1)Fp+m+ 1) MW +m+1)4
2=
1 utp' +2m . ;
.chos xdx ' (25)
0

N

pre u, p' =0,1,2, ..
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Ak uvazime dalej, Ze [12]

[AER v , 1 8 pre s = 0’
"I—J.COSSX dy = 0 pre s neparne,
2n
S 0.

s—1 s-3
s s—=27

1
-5 pre s parne

pre s =0, 1, 2, ... je zrejmé, Ze nulové su vietky 1, ,.(h), pre ktoré u + u’ a teda
aj s = u + p' + 2m je neparne. V ostatnych pripadoch je

= e [(r+ p +2m — NP r
1, (h) ,";o( 1) (2> m\(u + @ + m)! (i + m)! (¢ + m)! Leek

pre u+ p' =2,4,6, .... Potom

N _ Iklz 2
I(x)__4_D|910| Iy, o(h) +

2 ©
+ Tl b $ Frago o) + (-7 o)) 1, (8) +

\

+E[PD T %) -1,(8) + @7

< “’_ 1 ’ r  d n
+2 | k lz D"'gz ;.21 | an(x ) I : I ‘)I#,(x ) I cos I:(” - ”) 7 + Qo — ‘p\llu] A, u’(h)'

Vysledna formula (27) vzhladom na vlastnosti funkcii (21) urcuje rozdelenie
stredného osvetlenia v obrazovej rovine pre TubovoIné 4 (koneéné). Nezavislost
prvého &lena I(x") od suradnice x’ odpoveda rovnomernému osvetleniu ,,pozadia“
obrazu. \

Velkost tohoto osvetlenia uréuju iba parameter # [prostrednictvom Iy, o(h)
a druh zasahovej clony (prostrednictvom %,). Ostatné Eleny vo vyjadreni I(x") uZ
prejavuju zavislost od stiradnice x’ [prostrednictvom 2,(x")]. Tato zavislost (v naSom
pripade harmonického rozdelenia indexu lomu v zobrazovanej vrstve) je pre jednot-
livé hodnoty' stitacich. indexov u, resp. p’ periodicka; prisluSné amplitidy pritom
zavisia od zasahovej funkcig.

Vztah (27) umoZiiuje v8ak nielen stanovif vysledné osvetlenie, ale hlavne umoZiiuje
obecne urdit vplyv volby zasahovej funkcie, posudif periodiénost vytvoreného obrazu
a najmi jej porovnanie s periodinosfou objektu a tym stanovenie jednoznatného
_ stivisu medzi objektovou (objektom) a obrazovou (obrazom) funkciou. Priamy vy-
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pocet vysledného osvetlenia d4 sa vykonat bez fazkosti iba pre A < 1.V tomto pri-
pade vhodné aproximécie funkcii 7, ,-(h) vypoCty neoby&ajne skratia a zjednodu§ia
V pripade & > 1 vykonat plné kvantltatlvne vyhodnotenie podla (27) je.znadne
obtazné a zdihavé, preto sa uspokojime i s kvalitativnym vyhodnotenim, ktoré nim
zakladny charakter zobrazenia umoZni dostatone obecne posudif a urdit vietky
jeho zvlastnosti.

Ak 'pri potitani podfa (27) potrebujeme pouZif &iselné hodnoty parametra A,
odpovedajiiceho konkrétnemu pripadu, je moZné ich urovaf aspoii orientane

pomocnym meranim intenzity Jy; v ultrazvukovom poli- postupnej viny podfa
vzorca [7] 543 -
gc™A%.107" , Watt

8n2(ng — 1)d>  cm?

vz =

(28)
a prislusSnym prepocitanim ziskat hodnoty charakterizujiice stojatu ultrazvukovi
vlnu. Vo vzfahu (28) pritom A udéva vinovi dizku pouZitého svetla, o Specificku

hmotu prostredia, ¢ rychlost ultrazvuku v fiom a n, staticky index lomu. Hribka d;

ktorou svetlo v ultrazvukovom poli prechadza, ako vidno .z (28), sa pri vypodte
vyrazne uplatiiuje.

D. Niektoré jednoduché pripady

Teraz si poarobnejﬁe vS§imneme niektoré Specidlne pripady vypo&tu osvetlenia
pri h < 1. \ ‘

Poutitie aproximacie 4* < 1 umoZiiuje zanedbat vo vyjadreni (27) &eny s vys§imi
mocninami 4 ako dve. KedZe podla (26) je

I 0(h) =1- éﬁ + ;Z W - ;2‘5;19 ‘hﬁ +..
o, o(h) = 27 = g—: + 25124 o - .
. 10,4_(’1)‘ = 7}'147 - :—162 + ou
Iy4(h) = g—z ——237h4+ >3 5;2 hS.— ...
T,.5(0) = %4_ S H e
Lo(H) = Th®

213 @ 32‘217 +
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pre I(x’) dostavame

| k|?
4

[ k[?
2
+| k| 2D | %y (x") > . Iy,4(R).

I(x) = 1D | % |* To ofk) + —5— D[PU(x) + (= ) Ao} (x)] - Lo,o(h) +

Ak pre zjednodusenie vypodtu v dalSom pouZijeme podla (13) a vzhladom:-na vlast-
nosti C, a C,

‘ . Y= lec;(?o) = (Q1 = Qo) Po(Y’)’ .
2nx’ 2nx’

%, = [Q1Py(r0) — (@1 — Qo) Puly )] cos —— i — (s — Qo) 2isin —— 4,

2nx’ .. 2nx'
Tk + (@ — 00) 2isin——p

¢ % =[QIP,(ro) — (1 — Q5) P(y")] cos
pre u = 1, 2 dostaneme
| Ay |2 = |Q1Po(70,) - (Q1 = Qo) Po()") Iz’ (30)
ATA,(x) + A3 (x") = W(x') =
= {20,07[Po(¥o) P2(0) — Po(¥’) P2(vo) — Po(r0) P2(¥)] +
+2|Q, - Qo [* Poy) Pa(y) + ,
+ (80, + Qo@N[Palro) Paly) + Poly') Pa(ro)]} cos 2o +

4nx’

+ 2i Po(70)[Q0QT — Q0Q,] sin A @31
1) [ = @iPro) — (@i — 00 Paly) [P cos? 22 4 4]0, — Qo[ sin® T +
+iP10)[QoQ% — €30, sin 32

Dosadenie rdznych typov zasahovych funkcii Q(y) vedie samozrejme k rozli€nym

hodnotam pre vyrazy, dané vztahmi (30), (31) a (32), v ddsledku &oho aj prislusné

I(x') sa rozne. o
Ako vyznaéné vezmime najmi nasledovné pripady:

1. Qo = Q; = 1, ¥ odpoved4 nepouZitiu zasahovej clony. Potom podla (30),
(31) a (32) je

’ 4nx’
|% |2 = P3(y)),  W(x") = 2Po(3o) Pa(vo) cos ——,
A
IQII(x') |2 = P¥(y, cos? ——271?' ,
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tak¥e s ohladom na vlastnosti funkcie P,(y) je podla (29)
1) = | k[? D[ Tool) + m]. @3)

Zo vztahu (33) vidno, Ze ,,slabé* ultrazvukové polia bez pouZitia z4sahovej clony
nie je moZné zobrazif. V obrazovej rovine sa ziska roynomerné osvetlenie bez né-
znakov periodickej Struktury, savisiacej s ultrazvukovym polom. Poufitie ultra-
zvukovych poli, charakterizovanych parametrom A > 1 vedie uZ k vytvoreniu pe-
riodickej Struktiry obrazu; pozoruje sa tieZ jej symetriénost vzhladom k strednej -
dasti.

2. 0, =1, Q, =0. Tento pripad odpovedd metéde ,,symetrického tmavého
pola“. Potom podla (30), (31) a (32) je :

| | % [* = | Po(yo) = Po(¥) [* "
W(x") = 2[Po(yo) P 2(v0) = Po(¥") Po(vo) — P o(70) P2(y') + P oY) P 2(y')] cos —7‘;",

| 2, (x) |* = | P2(vo) — P2(y") |? cos 3’;_1"_ + 4sin? _?_’:1_"_ ,
takZe . ‘
|kI? 2nx’

1) = LI Do (h) + 4] k[ D1, i) sin® 22 9

Prvy &len nezAvisi od stiradnice x' a uddva rovnomern¢ osvetlenie ,,pozadia* obrazu.
Tvorbu vlastnej Struktry obrazu spdsobuje druhy &len, odpovedajiici harmonic-
kému rozdeleniu osvetlenia. Periéda obrazu je pritom —/—;— , %o znamen4, e zobraze-
nie stojatej ultrazvukovej viny javi periédu, odpovedajiicu obrazu polovice vlnovej
dizky ultrazvuku v danom prostredi. '

Amplitida Struktiry pritom vzrasti s druhou mocninou parametra h. Foto-
metrické vySetrenie minim resp. maxim osvetlenia diva moZnos{ merat i velmi malé
vykony zdrojov ultrazvuku. Pri hodnotdch A > 1 sa charakter zobrazenia ako to
vidno z (27), v dbsledku uplatnenia sa &lenov s u > 2, stéva stéle zloZitej§im, Co sa
prejavuje mikroStruktirou obrazu. f

3. 0, =0, Q, = 1. Potom podla (30), (31) a (32) je

' r’ ’ ’ 4 x’
%2 = P3y),  W(x) = 2o(y) Paly) cos

3 2nx’
A

| %,(x") |* = P3() cos? 2% + 4sin
tak?e | |
4nx’
e 3%

I(x) = |k |’D[% Io_o(h) + 41,,,(;.)] — 2| k| DI, 5(h) cos
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Vztah (35) ukazuje, Ze zaclonenie vietkych vyssich ohybovych radov (okrem nultého)
v ohniskovej rovine zobrazovacej ststavy vedie k vytvoreniu obrazu, odpovedaju-
ceho periodickej Struktire objektu, priCom périé'da ako i v predoslom pripade je % .
Tento vysledok je zaujimavy najméd s chfadom na désledky, plyntice z Abbeovej
tedrie ‘optického zobrazovanida mikroskopom [18], preto sa k nemu eSte vratime
v experimentalnej &asti. Na rozdiel od predoslého’ pripadu, zloZzke osvetlenia, ne-
zévislej od suradnice x’, prispieva i funkcia I, y(h)."

4.0, =1, Qo = ae”, pritom 0 < a < 1 odpoveda konstantnej absorpcii zésa-
hOVC_] clony a ¥ je konStantny fazovy uhol. Tento pripad moZno nazvat obecnym
fazovym kontrastom. S ohladom na (30), (31) a (32) je

| % |* = [Po(ro) — Po(¥") + acos ¥ . Po(y)]* + [aPo(y) sin y]?,
W(x") = 2{[Po(y0) P2(0), ik o) P2(vo) — Po(vo) P2(y)] +
+ [(1 — acosy)® + a®sin® Y] Po(y’) f’z(y’) +

’

4nx

+ acos Y[Pu(yo) Pa(y) + Poly') Pa(ro)]} cos o — dasiny . Po(y) - sin

]'QI,’/(x’) |* = {[Pa(76) — Po(¥") + aP,(y’) cos !/I:Iz + [aP,(y") sin y]*} cos?

4x’

+ 4[(1'—a cos l//)2 + a? sm 1,0] sm Y

takZe

- 2aP2(y0) sin !p sin

2 27X
4,

LI o
( )__ D(1+2acos¢+a)loo(h)—

—2|k[’Da L(?,#QOW).C.OS.. = ]Jo,z(h)_Jr‘,',

Y~ 25iny sin
i BN/ 4 ) . 4nx’
..+ 4|k D|a® + (1 = 2a cos ) sin - asinysin— I, 4(h). (36)

!

A

Vysledné zobrazenie, dané vztahom (36) ﬁlé (ako, i. v, predoslych pripadoch) kon-
$tantnd, od suradnice x’ nezavisla zloZku a zloZky s periddou —‘%.‘Na rozdiel od
predoslych pripédov méZeme kontrastnost zobrazénia ovplyviiovat volbou absorpcie a
a fazového uhlu . Podrobny vypotet umoZiiuje uréit pre dant absorpciu a fazovy
uhol ¥, resp. opaéne pri danom fizovom uhle absorpciu tak, aby kontrastnost pri-
slu¥nej zloZky obrazu bola extrémna.

K ukon&eniu .diskusie vzfahu (27) po vySetreni predoslych §tyroch pripadov
s h < 1 treba eite uvaZif aspoii hlavné vysledky pre 4 > 1. Vzhladom na vlastnosti
funkcii 7, ,(h) sa pri vytvarani obrazu uplatiuji uz vyraznejSie &leny, ktorych
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periéda odpoveda —217 % kde y =1,2,3... To ma za ddsledok, e pri isiej .hod'-
note h, sa najviac uplatiiuje zloZka I(x') s periodou —ﬁ—, pri hy > hy zas zlozka
s periodou —/81— a pod. takZe vysledné zobrazenie, mdZeme povedat, je o do periody

deformované (napr. pre h, dvojnasobne).
Charakter priebehu osvetlenia /(x") na dizke, odpovedajuce;j jednej periode obrazu,

t. j. 121—, moZe byt pritom velmi zloZity. NajCastejsi je ten pripad, Ze zobrazenie

tvori akisi ,,mikrostrukturu* & do periody nedeformovaného zobrazenia, podobnt
obrazu, aky by vznikol, ak by sme preloZili cez seba niekolko obrazov, z ktorych
ka¥dy ma inu periédu, odpovedajiicu vyssim harmonickym a iny kontrast (napr.
pomer medzi osvetlenim v maximu a minimu). Vcelku moZno povedaf, Ze pri
vzraste h (v danom usporiadani experimentu) zloZitost zobrazenia — mikrogtruk-
tira — bude tieZ vzrastat. '

Dalej treba pripomenut, Ze vztah (27) sme dostali za cenu radu aproximAcii
a predpokladov, ktoré vSak jednako je v praxi asto obtaZné, pripadne nemoZné
splnit. Jednym z nich je napr. vztah, podla ktorého je moZné harmonické rozloZenie
indexu lomu i pri A velkych (A > 1).

Ako dodsledok nedodrZania predpokla‘&ov sa nam prejavia odchylky od vzfahu
(27). Tak napr. by sme pre @, = @; = 1 v strede obrazového pola nemali ziskaf
zobrazenie. Experiment vSak ukazuje moZnost takéhoto zobrazenia pri velkych vy-
konoch zdroja ultrazvuku. Pravda, tu sa okrem sihrnne spomenutych pritin uplat-
fiuje i ta okolnost, Ze pre Zast svetla preSlého zobrazovanym objektom je ohybovy
uhol o > «,, tak¥e sa toto svetlo do zobrazovacej ststavy nedostéva, v dosledku
&oho mo#no zobrazovany objekt povaZovat za amplitidovy a teda jeho zobrazenie
za samozrejme. v

Prakticky vypolet osvetlenia pre A > 1 nie je vZdy vhodné konat podla (27).
Vtedy vychadzame zo vzfahu pre obrazovi funkciu (12), v ktorom méZeme vykonat
rad zjednoduseni tym, e vyuZijeme vlastnosti Besselovych funkcii vy$8ich rddov
a nekone&né sttty vyjadrime aproXirriativne koneénymi, ¢o umo¥ni pofdni"znﬁtﬁym
sposobom urdit hfadané okamzité, pripadne stredné osvetlenie podla vztahov (21')
a (22). '

II. Experimentilna Cast
A. Popis experimentilneho zariadenia
Experimentélne zariadenie znézoriiuje obraz &. 3. Ako zdroj ultrazvuku sa ‘pd-

u#ival kruhovy kremenny X vybrus QX, o priemere 50 mm, § rezonan&nou frekves-
ciou 984 kHz, umiesteny: v nadobe K, v transformatorovom oleji. Napéijanie” v§-
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brusu zaobstardval oscildtor, priom budiace napitie bolo mo¥né regulovat od
niekolkych voltov aZ po 2 kV (efektivne). Pri jednostrannom vy¥iarovani bola teda
moZnost nastavif v ultrazvukovom poli postupnej viny (v blizkosti QX) prakticky

Iubovolnd intenzitu od nuly aZ po asi 4
cm

Ziarovani. Prislu$né hodnoty parametra 4 bolo moZné urdif zo vzfahu (28).

lT 2
) {3
T ] T Io} TT
v R !
IF 0, S O | :03 :
l —_ ~ .
) - e 4 ‘l -
ZJ | _|—— - ! =
T <_ L’ -
; Kl =< ~ - ot '
< T !
2{1//1 : 2272727 K" :
4. ——...7
/ AF ¢
JA /
—— QX Y/
L L L2l 20722227227777

Obréazok 3.

Schéma experimentilneho usporiadania: Zd zdroj svetla, IF filter, O; kondenzor, § $trbina,

02 kolimitorovy objektiv, O3 zobrazovaci objektiv, Ty rovina zdsahovej funkcie Q(y), QX zdroj

ultrazvuku, A absorptnd vrstva, AF filter, Ky nddoba s pracovnou kvapalinou, K, pracovni kyveta,
R reflektor, T kohit.

Ultrazvukové vina prechddzala v oleji umiestenym akustickym polvinovym dos-
titkovym filtrom AF, do vlastnej pracovnej kyvety K,, v ktorej bolo moZné hladina
kvapaliny (transformétorovy olej) vzduf a% na trovet reflektoru R podtlakom, pri-
vidzanym z pomocného zariadenia napojeného kohtitom 7T na ,,vAkuova* stistavu.

Nastavif rovinu reflektoru R do vhodnej polohy a vzdialenosti vzhladom k AF,
resp. ku QX a tym ziskaf stojati vilnu umoZnilo pomocné justaéné zariadenie, na
ktorom bola stistava kyvety K, uchyteni. Nahrada reflektoru R vhodne volenou
absorptnou vloZkou umoznila vytvorif podmienky pre vznik postupnej viny. Vng-
torné steny nidoby K; boli opatrené absorp&nou vrstvou 4, ktord mala za Glohu
zamedzif vytviranie sa neXaddcich stojatych vin. Vzhladom na velka tepelnd
kapacitu celého zariadenia a pomerne maly celkovy vykon v prevadzke sa zvlastne
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chladiace zariadenie nepouZivalo, kedZe nevelké teplotné zmeny nevyvoléavali efekty,
ktoré by vySetrovanie mohli rusivo ovplyviiovat.

Opticka ststava pouZivala ako zdroj svetla vysokotlakovii ortufovi vybojku Zd
s filtrom IF pre oblast 540 mu. Napajanie vybojky striedavym prudom pri frekvencii
50 Hz sa rusivo neuplatnilo, kedZe frekvencia ultrazvukovej viny je takmer 2. 10*
krat vysSia, t. j. mdZeme takéto osvetlovanie povaZovat vzhladom na vysSie uvedeny
vypocet za plynulé. TrojSo§ovkova osvetlovacia ststava (schématicky oznadena O,),
pouZivana obvykle na osvetlovanie Strbiny spektrografu i v naSom pripade tvorila
,.kondenzor na osvetlovanie §trbiny § (regulovatelnej Sirky), umiestenej v ohnis-
kovej rovine objektivu O,. Z paralelného svetelného zvizku, dopadajiiceho kolmo
na pracovnt kyvetu K,, vyclonena stredni &ast (odpovedajica celému &islu N)
prechadzala kvapalinou s ultrazvukovym polom a.po prechode objektivom O,
vytvarala osvetlenie /(x") v rovine t’, prislusné pouzitej zasahovej clone Q(y).

Od sklenych stien kyvety K, sa vyZadovala rovinnost, kedZe odchylky od rovin-
nosti sposobuju deformaciu rovinného Cela svetelnej viny a tym rad zavad (najméi
nehomogenity) v zobrazeni I(x’). Neplanparalelnost stien kyvety a pripadnd ne-
planparalelnost kvapalinovej vrstvy spdsobuju iba zmenu smeru chodu svetla
(ultrazvukovym polom neruseného), neuplatfiuji sa vSak natolko rusivo ako od-
chylky od rovinnosti. Hrubku stien kyvety je vhodné volit tak, aby bola men§ia
ako kritickd hriubka vrstvy skla pre pozdizne viny, teda taka, aby ultrazvukové
viny v stenach kyvety nerusili vysledné zobrazenie. Uvedena uprava umoZiuje ziskat
v celej hrubke kvapalinovej vrstvy homogénne rozloZent ultrazvukovi vinu. Celkova
hribka kvapalinovej vrstvy sa pritom volila tak, aby predstavovala pre dané zaclo-
nenie zobrazovacej sustavy a jej polohu, celd hibku objektového pola pre pripustni
neostrost zobrazenia.

Pre uplnost treba eSte poznamenat, Ze koeficient odrazu pre rozhranie transfor-
métorovy olej — sklo je dost vysoky, v désledku &oho z transformétorového oleja
do skla dolnou zikladiiou steny kyvety vnika ultrazvuk zo znaéne zniZenou inten-
zitou. TaktieZ amplitida zmien indexu lomu #” je v skle vzhladom na zna¢ne vysSiu
rychlost ultrazvukovych vin v skle pri rovnakych intenzitch ultrazvuku takmer iba
desatina amplitidy zmien indexu lomu v transformatorovom oleji. Vzhfadom na
tieto pripomienky nie je dodrZanie podkritickej hriubky sklenych stien kyvety bez-
podmieneéne nutné. Uplatnenie sa povrchovych vin v stenach kyvety a ohyb ultra-
zvukovej viny pri vstupe do kyvety K, pritom zanedbavame.

V ohniskovej rovine zobrazovacieho objektivu-O; bolo moZné vymieiiat zasahové
clony, justovatelne uchytené v drzdku a tym realizovat rozliéné zasahové funkcie
O(y). Ako zasahové clony sa pouZili napr. nepriehfadné pasy, ktorych §irka odpo-
vedala obrazu $trbiny $, symetricky rozovierateIné $trbiny a vrstvi¢ky postvajiice
fazu.

Pri préci vzhfadom na jej Gi¢el vySetrif najmé niektoré moZnosti priameho zobra-
zenia stojatej ultrazvukovej viny, nebolo nutné uzkostlivo zaistovat dlhodobii

i
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frekven¢nt stabilitu oscilitora. Naproti tomu vi&Sia starostlivost sa venovala vy-

etreniu ,,monochromati¢nosti* ultrazvukovej viny, najmi vzhladom na vybudzo-
vanie nielen zékladnej, ale i neparnych harmonickych i pri pouiti harmonického
priebehu budiaceho napitia [7]. Tieto vysSie harmonické v pripade ich vyrazného
zastipenia by sa mohli rusivo uplatnif, preto bolo treba pouZit Gpravu, ktora by
ich umoznila vySetrit, pripadne zoslabit alebo tplne vylugit. Vyskytla sa moZnost
pouZit polvlnovy dosti¢kovy akusticky filter, vhodne umiesteny pred vyZiarujicim
kremennym vybruspm. Cez takyto filter prechddza a za nim ultrazvukové pole
vytvéra t4 z harmonickych, pre ktord plati:

kde k = 1,2, 3, ... je celé &islo, A, vinova dizka prisluSnej harmonickej a D, hriubka
dosti¢kového filtra [13]. Pravda, ak sa nepouZije dost velka hriibka Dy, vysledné
akustické pole ovplyviiuju aj ohybové kmity dostidky filtra. Nevyhodou takéhoto
postupu je, Ze polvlnovy filter pre zvolenti harmonicku prepusta od nej vyssie ne-
parne harmonické, v désledku &oho je moZné pracovat len s postupnym vylu&ovanim
jednotlivych harmonickych sadou filtrov. Ako filtre sa pouZivali planparalelné
dosti¢ky z duralu, umiestené kolmo na smer postupu ultrazvukovej viny.

Ind moZnost vySetrit obsah harmonickych v ultrazvukovom poli (pri pouZiti
postupnej viny) poskytla metéda, spocivajiica vo vySetreni nesymetrie difrakéného
obrazu v ohniskovej rovine zobrazovaciecho objektivu, uvedena napr. v [14], [15]
a zavislost tejto nesymetri¢ na vzdialenosti medzi vyZiarujticim krystalom a miestom,
v ktorom sa vytvara difrakcia paralelného svetelného zviizku na ultrazvukovej vlne.

Kontrolné snimky difrakéného spektra na postupnej vine ukézali, Ze uvaZova-
telnd nesymetria vo vzdialenosti 15 cm od vybrusu sa pozorovala aZ pri objaveni sa
vyssich ohybovych rddov ako piateho a ohybovy obraz cez seba preloZenych har-
monickych vin sa nepozoroval.

Kyveta K, bola umiestena tak, e jej stredna rovina splyvala s predmetovou
zapornou hlavnou rovinou objektivu O;, &m sa v obrazovej rovine v’ umoznilo
pozorovanie obrazu pri jednotkovom prieénom zvi&ent.

B. Vysledky experimentilneho vySetrovania

Jednotlivé vySetrovania zobrazenia sa konali pre zasahové funkcie ako st uvedené
pre Specialny pripad h < 1 v teoretickej &asti a popisuji sa v rovnakom poradi.

Pripomeniit treba, 7e je nesnadné meraf hodnoty, z ktorych moZno stanovit A
a stiCasne vytvarat obraz I(x'). Preto na hodnotenie velkosti parametra 4 sa pouZivali
zvla§t konané vySetrenia ohybového obrazu zdroja svetla (trbiny) v ohniskove;j
rovine objektivu O;, prisluiné rovnakym podmienkam ako pri vytvarani obrazu
I(x"). Pritom sa bral zretel i na pripady, ked 4 > 1.
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1. Oy = 0, =1 (pripad podobny metéde sekundarnej interferencie). Bez po-
uZitia zasahovej clony nebolo moZné ani pri dostato¢ne vysokom h, odpovedajicom
vytvoreniu ohybového spektra Stvrtého radu ziskat v obrazovej rovine ani naznaky
periodickej §truktury (zobrazenie stojatej viny), kym vo vi&iej vzdialenosti v oboch
smeroch od nej na fotegrafickej doske bolo moZné zachytif periodickd $truktiru
svetelného zvizku. Vcelku teda moZno povedat, Ze svetelny zvédzok v oblasti obra-
zovej roviny 1’ prejavuje v danom pripade minimum kontrastu Struktiry. Poloha
tohoto minima sa pri zmenach vykonu generatora, aké boli v na§om pripade k dis-
pozicii, nemenila. Tento vysledok je v suhlase i s vykladom, podla ktorého pri
pouZiti stojatej vlny sa konvergendné iary (Ciary, v ktorych sa pretinaji svetelné
Iuce v dosledku ich zakrivenia v ultrazvukovom poli) postivaju v smere chodu svetla
z nekonefna aZ po vzdialenost /, meranii od kyvety a danu vztahom [7]

I = _’1—1,57\/"" ,
2n n” |

v désledku toho, Ze zhustenia a zriedenia v kvapaline sa periodicky objavuju a za-
nikaji. Obraz oblasti (vzhladom na kone&nost apertiry zobrazovacej stistavy), do
ktorej sa konvergen¢né Ciary nedostavaju, odpoveda zistenému minimu. Treba po-
znamenat, Ze oblast obrazovej roviny 1’ sa pri pouZitom usporiadani nekryla s oblas-
tou Nomotovho minima [16] (bez pouZitia objektivu O;).

V oblasti medzi kyvetou K, a objektivom bolo moZné pozorovat periodickd
Struktiru svetelného zvidzku, €o sa normalne povaZuje za dokaz amplitidovej
Struktiry [17]. Hovorif o amplitudovej $trukture sa ale zda vhodné s ohladom na
skuto¢né zniZenie celkovej intenzity prechiadzajuceho svetla aZ v pripade, ked ultra-
zvukové pole je takého charakteru, 7e nezanedbatelna &ast svetla je ultrazvukovou
vinou ohnutéa do tej miery, Ze uZ nemdZe prechiddzat objektivom O,. Amplitadovost
Struktiry takto viaZeme na relativny otvor objektivu O,. V pripade takéhoto za-
vedenia amplitidovej Struktiry sa ukazuje, Ze v oblasti roviny t' moZno ziskaf
zobrazenie periodického charakteru a mdéZeme ho povaZzovat za ddsledok apertiirneho
obmedzenia svetelného zvidzku. Pozorovanu periodickt Strukturu v oblasti za ky-
vetou K, treba povaZovat za interferenéné pole svetelného zvizku.

2. 0, =1, Oy =0. Ako experimentilne vySetrenie zobrazenia ukéazalo, kon-
trastnost Struktiry obrazu zavisi od dedrZania presnosti, s akou sa prekryva ultra-
zvukovym polom neruSeny obraz $trbiny so zdsahovou clonou a od velkosti para-
metra, k. I ked podrobnejsie teoretické vySetrenié sa obmedzilo len na pripad & < 1
ukazuje sa, Ze i pri # > 1 mé vysledné zobrazovanie rovnaky charakter, aviak
objavuje sa v fiom mikro§truktura, ako ju moZno oakavat vzhladom na vzfah (27).
Vyraznost tejto mikrostruktiiry rastie s 4. Typické zobrazenie tymto spdsobom
ukazuje obr. 4. :

- Analogické zobrazenie sa ziskava pri pouZiti tiefiovej metddy, pravda s tym
rozdielom, Ze ultrazvukovym polom sa vedie konvergentny svetelny zvidzok.
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3. 0, =0, Qp = 1. Experimentalne sa vySetril pripad, v ktorom bez pouZitia
zasahovej clony, (t. j. Qo = Q; = 1) nebolo moZné zistit Strukturu v obrazovej
rovine. Ukézalo sa, Ze pouZitie zasahu Q, = 0, Q, = 1 viedlo k vytvoreniu vyraz-
ného zobrazenia, o pre h < 1 odpovedd vzfahu (35). Zvd¢Sovanie parametra h
vedie k zniZovaniu vyraznosti zobrazenia. Tento vysledok, ako sa vy$Sie uvadza
je zaujimavy, najmé vzhladom na désledky, plyntice z Abbeovej tedrie optického
zobrazovania v mikroskope [18]. Podla nej obraz odpoveda $truktire objektu tym

<)

Obrazok 4.
Zobrazenie stojatej ultrazvukovej viny v kvapaline pri Q1 = 1, Qg = 0:

a) zobrazenie bez mikro$truktiry (h ~ 1),

b) zobrazenie s podruznym maximom v miniméach osvetlenia,

¢) zobrazenie s podruZznym minimom v maximach osvetlenia,
d, €) mikrotruktira zobrazenia pri 2> 1.

vwr

lepsie, ¢im védSia Cast svetla ohybovych maxim vysSich radov (ohybovych obrazov
zdroja svetla v obrazovej ohniskovej rovine objektivu O;), sa na jeho vytvarani
podiela.

Ak sa pouZije iba svetlo prislusné smeru hlavného ohybového maxima ako je to
v naSom pripade, by ,,obraz‘ nemal javit ani ndznaky periodiCnosti Struktiry (spo-
sobenej ultrazvukovym polom a nie pripadnymi nehomogenitami indexu lomu,
resp. hrubky) t. j. osvetlenie by malo byt rovnomerné. Ako sa ukazalo, postupné,
vzhladom k hlavnému ohybovému maximu symetrické odkryvanie ohybového
obrazu*zdroja svetla (otvaranie zdsahovej Strbinovej clony — Strbiny, obvykle po-
uZivanej v kolimatore spektrografu) viedlo najprv k zvySovaniu kontrastnosti perio-
dickej $truktiry, potom cez Siroké maximum k jej zniZovaniu aZ zaniku na jasnom
obrazovom poli pri tiplnom odstraneni zasahu, t. j. pri uplatneni sa vietkych ohybo-

\
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vych spektier zdroja svetla. Obraz 5 ukazuje zobrazenie pri pouZiti hlavného ohybo-
vého maxima a tri pripady zobrazenia pri réznom odkryti vedlajsich maxim.

Je otazka, preco experiment dava vysledok ktory sa zda byt v rozpore s Abbeovou
teériou. Pripomefime viak vopred; Ze pouZivame ‘sinusovu 3truktiru a nie ,,pravo-
uhlu® amplitidovii mriezku — 3trukturu — akd vo svojej tedrii predpokladal
a v experimentoch pouZival Abbe. Vzhladom na tuto okolnost sa zdé4, Ze moZno
pripustif nasledovny vyklad: sinusovost zobrazovanej Struktury, spdsobuje, Ze kym

Obrazok 5.

Zavislost zobrazenia stojatej ultrazvukovej viny v kvapaline od odkrytia ohybového obrazu zdroja
svetla.

a) zobrazenie. pri Q1 =0, Qo =1,

b) zobrazenie pri odkryti pre maximum kontrastu,

c) zobrazenie pri dalSom odkryti m& niZ§i kontrast,

'd) netiplné odkrytie vedie takmer k vymiznutiu $truktiry obrazu.

len objektivom O; prechadza svetlo zo smeru aspoii jedného (alebo i jeho nepatrnej
dasti) z vedIajich ohybovych maxim a zo smeru hlavného ohybového maxima, je
rozloZenie intenzity svetla za zobrazovacim objektivom periodického charakteru.
V obrazovej rovine ' mdZeme potom ziskaf periodicky rozloZené osvetlenie s pe-
riédou, odpovedajiicou polvinovej dizke ultrazvukovej viny. Ziskany vysledok tiez
ukazuje, ¢ hovorit o amplitidovej Struktiire v poli stojatej ultrazvukovej viny je
vhodné a% v pripade ako sa uvadza v bode 1., t. j. viazaf amplitidovost na relativny
otvor zobrazovacej siistavy. Predsa viak sa zd4, Ze uplne uzavrief tato otazku moZno
a¥ po podrobnejSom vySetreni.
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4. 0, =1, Qp = ae™. Vy§etrovanie zobrazenia s pouZitim $tvrtvlnovej fazovej
dosti¢ky, zasahovej clony s ¥ = 7, ¢o odpovedd metéde fazového kontrastu,
vykonal pre stojati ultrazvukovi vinu Heinemann [19] a pre postupni vinu
s poufitim stroboskopického osvetlenia Torikai a Ne gishi [20]. Vysledky oboch
prac ukazuju, Ye zobrazenie ultrazvukového pola vykazuje zavislost kontrastu od
parametra A, ako to odpoveda aj vysledkom (36) resp. (27). Tato metéda dava pri
malych hodnotéach A pre stojata vinu lepsie vysledky ako tiefiova metéda. V pripade
postupnej viny TmoZno zlepsit kontrastnost obrazu vhodnou volbou absorpcie a.
V préci [20] sa safasne upozoriiuje na objavenie sa jemnej Struktiry — mikro-
Struktiry — pri zvySovani hodnoty parametra h.

Zo vztahov (36) resp. (27), odvodenych pre harmonicky priebeh indexu lomu
v ultrazvukovom poli, mikrostruktira vychidza ako désledok ohybu svetla na
harmonickej fazovej Struktire. Vykonaf vSak experiment, ktory by pouZival har-
monicky Struktiru pri hodnotich parametru A z dost Sirokého intervalu, je znagne
obtaZné, preto treba pripustif i iasto&né uplatnenie sa vysSich harmonickych ultra-
zvukového pola i ked vySetrenie ohybového obrazu v ohniskovej rovine ' ich pri-
tomnosti nenasved¢uje. Nerovnomernost kontrastu a vyraznosti periodi¢nosti mikro-
Struktiry zobrazenia, odpovedajica pomocnym funkcidm C, a C,, nasveduje
tomu, Ze vznik mikroStruktiiry je sposobeny hlavne ohybom svetla. Ako vidno
z obr. 4, moZno ziskaf tito mikrostruktiru i pri zdsahu Q, = 1, Q, = 0. TaktieZ
zobrazenie ultrazvukovej viny s nerovnomernym rozdelenim parametra A, pripadne
s porufenym &elom dopadajiicej i odrazenej viny, ukazuje 'vznik mikro§ruktiry
v miestach, odpovedajticich vys$§im hodnotam k. Je vhodné pripomenif, e analo-
gickt mikro§truktiru v rovinich ,,najlepsej viditelnosti v interferenénom poli
svetelnej vlny za stojatou ultrazvukovou vinou (bez poutitia objektivu 0,) zistil
a teoreticky zddvodnil Nomoto [6]. Uplné uzavretie otizky vzniku mikrostruktury
obrazu bude vy¥adovaf este dalSie experimentalne sledovanie.

Poznamka

Vzhladom na predpoklady, za ktorych sa odvodili formuly (12) a (27) d4 sa
¢akat, Ze ich bude mo¥né pouZif na pribliZny popis zobrazenia stojatych. ultrazvu-
kovych vin vytvorenych v priehfadnych pevnych vrstvach s hribkou, blizkou hritbke
kritickej, opatrenych na jednej alebo oboch stranach velmi tenkou vrstvou kvapaliny,
kVapaliliovy'vm filmom. Takyto kvapalinovy film tvori pri svislom uloZeni pevnej
vrstvy pribliZzne planparalelni vrstvu s jednym volnym rozhranim. Stojaté ultra-
zvukové viny v pevnej vrstve vytvoria z kvapalinového filmu ,,vrstvu®, ktorej hribka
sa periodicky meni, priéom maxima hribky odpovedaji uzlom stojatej viny v pevnej
vrstve, minima hribky zasa kmitndm (obr. 6).

. Takto sa z filmu vytvori ,,képia“ stojatej ultrazvukovej viny v pevnej vrstve,
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ktora je opticky ovela tucinnejSia ako vlastna fazové Struktira v pevnej latke. To
stvisi s tym, %e amplitida zmeny indexu lomu v pevnej vrstve napr. sklenej je asi
desatkrat mensia ako amplitida indexu lomu v kvapaline, pri tej istej intenzite
ultrazvuku. Celo rovinnej svetelnej viny sa prechodom takymto ,,sinusovym* kva-
palinovym filmom deformuje rovnako, ako prechodom vrstvou s harmonickym
rozloZenim indexu lomu podla vztahu (2). Isty rozdiel v oboch pripadoch v¥ak vézi
v tom, Ze pri prechode filmom s harmonicky sa meniacou hribkou uhol dopadu

Obrizok 6.

Kvapalinovy film na planparalelnej vrstve. ¥ pevna vrstva, KF kvapalinovy film; I, 2, 3 dopad
svetla pod réznymi uhlami.

svetelnej viny zavisi od stradnice x, ako vidno z obr. 6. V presnom vypolte pre
takyto pripad bude treba tito zavislost primerane reSpektovat. Kvapalinovy film
velmi dobre spliiuje predpoklad takmer rovinnej fazovej truktiry, kedZe jeho hriibka
moZe byt aZz niekolko stotin mm, t. j. hribka d — 0. Vzhladom na vzfah (5) by sa
pri prechode svetla okrem obrazu v rovine 7’ malo ohniskovej rovine zobrazovacieho
objektivu O, vytvarat ohybové spektrum zdroja svetla — $trbiny $. Ziskat tento
ohybovy obraz sa pre velki vinovi dizku ultrazvuku v skle pri pouZiti n4sho zaria-
denia zatial nepodarilo.

Zobrazovanie v svetle odrazenom od kvapalinového filmu umoZiiuje rozsirit
optické metddy vySetrovania Sirenia sa ultrazvuku a meranie charakteristickych
makroskopickych konitint aj na nepriehfadné pevné litky. Pravda, kvapalinovy
film treba vytvorit na ich dokonale vyle§tenej rovinnej ploche.

Uvedend metéda kvapalinovych filmov umoZiiuje konat najméd vySetrovanie
ultrazvukovych poli v oblasti kritickej pripadne i podkritickej hribky pevnych
vrstiev, vySetrovanie povrchovych vin rdznych typov, jednoduchych i mnohonasob-
nych odrazov a absorpcie ultrazvuku:

Ista farkost predstavuje vytvorenie stabilnych rovnomernych kvapalinovych
filmov.. Je potrebné pritom pouZit. dokonale &isté kvapaliny s primeranou viskozitou.
Vhodnym sa ukazal transformatorovy olej. Plochu, na ktorej chceme film vytvorit,
je treba postavif do svislej polohy. Stekanim kvapaliny sa vytvori klinové vrstva
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s velmi malym uhlom klinu, ktord moZno v prvom pribliZeni povaZovat za plan-
paralelni. 2

Priklady zobrazenia kvapahnoveho filmu s ,,képiou* hiltrazvukového pola v skle-
nej dostiCke ukazuje obr. 7.

‘Obrazok 7.

Zobrazenie stojatej ultrazvukovej viny v sklenej dostitke s pouZitim kvapalinového filmu.

a) zobrazenie ,,rovinnej* viny nesprdvne vytvorenym kvapalinovym filmom so vzduchovyrm
bublinami,

b) zobrazenie ,,rovinnej* viny;

¢) v dolnej &asti rovinna vina vo vrstve kvapaliny; v hornej ¢asti obraz do kvapaliny zasahujiicej
dosti¢ky s filmom,

d) kvapalinovy film, zobrazujtici ultrazvukové pole vo volnej sklenej doske.

Zaver

- Praca podava na zaklade zjednodu3ujicich predpokladov rozbor moZnosti optic-
kého zobrazovania stojatej ultrazvukovej viny v priehladnej kvapaline pri pouZiti
symetrického zasahu. Ukazuje sa, Ze pri zobrazovani sa podstatne uplatiiuje ohyb
svetla na fazovej ,,mriezke** — $trukture — danej rozloZenim indexu lomu v kvapaline
a amplitida zmien indexu lomu. Ziskané vzfahy dovoluju stanovif podmienky, pri
ktorych rozloZenie osvetlenia obrazu priamo udava priebeh indexu lomu vo fazovej
Strukttre a umoZiluju posudit charakter viny (jej ,,monochromati¢nost*, amplitadu
- a geometriu) podla obrazov, vytvorenych s pouZitim réznych symetrickych zdsahov;
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tieto vzfahy mo¥no pouZif i pre fotometrické zistovanie energetickych pomerov
v ultrazvukovom poli. .

Zvlastny zretel sa venuje otazke fazového, resp. amplitidového charakteru ultra-
zvukového pola v kvapaline; pritom sa ukazuje, Ze i pouZitie svetla Z maxima ohy-
bového spektra nultého radu (prislusného zdroju svetla) vedie k vytvoreniu periodic-
kého zobrazenia, odpovedajiceho stojatej ultrazvukovej vine. Podrobnejsie sa sleduje
otazka zavislosti mikro$truktiiry zobrazenia od amplitidy zmien indexu lomu,
priom sa ukazuje, Ze hlavny podiel na jej vytvarani ma ohyb svetla na zobrazovanej
fazovej Struktiire ultrazvukového pola. Praca uvadza niektoré vysledky a struéne
rozobera mo¥nosti zobrazovania ultrazvukovych poli v priehladnych i nepriehlad-
nych pevnych latkach. Experimentélne sledovania vo vySetrovanych pripadoch ukézali
stihlas s teériou. :

Zaverom treba pripomentf, Ze niektoré vysledky prace bude moZné vyhodne
pouZit na sledovanie podmienok prechodu ultrazvuku rozhraniami prostredi (akus-
tické filtre, ultrazvukova defektoskopia) a najmi na vySetrovanie povrchovych vin
v oblasti ultrazvukovych frekvencii. Toto posledné sledovanie povrchovych. vin
mozno za istych, ohrani¢ujucich podmienok, povaZovat za modelové sledovanie pre
oblast infrazvukov, &o slubuje vyuZitie najméd v seizmike.

.Dodatok

Pri uréovani B(x’, t), daného (4") pouZime oznacenie

B(x',1) = By(x', 1) + By(x', 1) + By(x', 1), (DD
kde
Yo
’ kA £ 2 . i2nyx’
Bl(’h‘)=‘2—ﬂ— J.Q(Y)-’o(ﬁ)ﬁ sinyANm . ¢™ dy
~%o )
k Yo
p a4 < 494 ; i2nyx’
By(x',t) = —— —1)"J () ————sinyAN=n . e“""* dy,
2( ) o Q(Y)M;I( ) 2 (é) 4m2 _ ')’2/12 Y Y
(]
. Y0 A
’ A - - ! 'yA . i2nyx’
By(x',t) = — —1)" " e . sin yAN7 . 2™ dy.
)= [0 T (S Q) G SNy
~% :

Vypoget jednotlivych integralov (D-1) umoZni vzfah [8]
ug

—72{‘1 s12u e du = M[ug,v] + il[uo,v], (D-2)
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v ktorom
°

wl[u, o] = Si[u(o + 1] — Si[u( — 1)],  Si[8] = J LT

n[fu, o] = Ci[u(o + 0] — Cifu(o — 1)],  Ci[8] = '[ Locosl4p; (D)

Si[;9] je integralsinus; C:'i[.’)] je funkcia, obdobné integralkosinu, avSak pre vypodet
pohodinejsia, kedZe je viade regularna. Zo siivisu medz integrilkosinom Ci[9]
a Ci[9] danym vzfahom [10]

@

o )
ci[s] = - f O dt = nyg9 - J' I—_tc-os—tdt, (D-5)

5 0
kde y; = 1,781 072, vzhladom na zname vlastnosti logaritmickej funkcie a

Si[-9]= —Si[9], Ci[9e*¥"]=Ci[8] tin (D-6)
dk sa ukézat, % '
O[—u,v] = —M[u,v], O[u, —v] = O[u, v],

(D-7)
I'[—u,v] =Ty, v], I'[y, —v] = —ITu,v].
1. Vypoéet B,(x', ?).
Tafisko vypoltu B,(x', 1) spotiva v ureni integrilu
Yo
’ Sin YANT  jppysr
yl_ J'Q()‘) _7/1— € dy, v
. ~%Yo
pre
Qi (=konst) pre —y, <y < —Y,
Qo (=konst) pre —y' <y=7,
om =1, (D-8)

Q; (= konst) pre y <y = 7y,
‘ 0 ‘ pre |yl > 7.
Bezprostredné pouZitie vzorca (D-1) umoZni nasledovné vyjadrenie
=% =Y =y ¥ Y . Y0
¥y = Ql(_(! +of) + QO(—J +6f) + Ql(“([ +df)
Po zavedeni

u =yANn a V= ——
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dostaneme
91 = Q1o (~([ —tg, 0] + iT[~ug,0]) + ([ —u',o] + ir[~w',o])} +
+ Qo {—(A[—w, o] + ir[—w',]) + (I{w’, 0] + il [w', 0]} +
+ 0y {~(Ww', o] + ir[w', o)) + ([uq, 0] + il Tuo,0])}-
Posledny vyraz mo#no upravit vzhfadom na vlastnosti (D-7) do tvaru
= @, 7 (I, 0] — M[w',v]) + Qo —- M[u', 0], (D-9)
z ktorého podla (D-1) dostaneme
By(¥, ) = kI, v](Qo — @) + Mluo, 0] Q.}. (D-10)
2. Vypodet B,(x', t) a By(x', ).
Pocditajme najprv B,(x', t).

VyuZitie vlastnosti Besselovych funkcii prvého druhu a konefnost parametra {
'umoZiiuje zamenu poradia integré.cie a sumovania, takZe

Bz( t) = i( l)m sz(é) [)’21 - }'22] (D-11)
kde ‘

sin ANn o
Y21 = IQ() z e'2" dy,

SIN PANT  j3nyx
Y22 = J.Q( ) 2my+ A e dy, .

pricom Q(y) udava vzfah (D-8).
‘Substitiicie Nn(2m — yA) = w, Nn(2m + y4) = s umoZnia vypolet konaf analo-
gicky ako pri By(x', f), ak sa omedzime na N = —i—" celé (tito podmienka sa da

i v experimente Tahko splnif). Ak potom uvéiirhe, Ze Iiapr.

Yo

3 Wo x
SinYANT jppyer o 1 sinw _j,, ME ™ dw =
sz—me =7 )W ° "

t4x-—x;m
= 2’; e 4 {H[w,v] - iF[wo,p]},
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je
yir=ge A Q= Al+v0] + M[=yo] + AL+y] = A[-y]) +
+iQy(I'T+70] — I[=v0] + I'T—=¥"]1 = I'[+y]) +
+ Qo(M[—y'] — O[+v'] + il[+y] — i[T—=¥"])},
\ kde pre jednoduchost sa pouZiva skréteny zapis, reSpektujuci pripoditavanie (od-

poditavanie) hodnét yy4, y'A spésobom, ktory ozrejmuji nasledovné priklady (za-
vislost na x’ tu nezddraziiujeme).

H[aN(@m + vod), o] = Man[+76] = O[+70.
O[aN@2m — yoA), v] = I,,[ —70] = O[—7e],

(D-12)
[[aN@2m + y'A), v] = Tp[+y] = T[+7'],
I[aN@m — y'A),v] = TL,,[—y'] =T[-y] .
(Index 2m je nutné pouZit aZ pri sumovani.)
Podobne s ohladom na
Yo ‘ -
sinyANT G2 gy = L sms &5 SR
_[ 2m + yA F=, € ds =
b4 —i4n A’
= {‘H[va] + il[se,v]},
je
T —thxZm Fa :
yn=-re * {Q(=0[=yo] + O[+yo] + O[T A[+y]) +

e iQy(~IT—Tyo] + Iy = I+¥] + IT+%]) +

+ Qo(—HO[—y]1 + O[+y] + ir[+y'] — il[-y])}-
‘Dosadenim y,; a y,, do (D-11) dostaneme ,
By(x', 1) = kmzl(-_ 1)"" J2n() {[Q1P2m()’o) — (Q1 - Qo) Pz,,,(y’)] cos 4n % m +

N s x'
+ [Q1G2n(70) — (@1 — Qo) G2m(¥')] sin 47‘_ 7 m} > (D-13)
kde sa pre prehlfadnost pou¥iva oznadenie

Pon(v0) = [ +70] — [ —70) Py(v') = Iy, +y] - m,.[-v]
sz(Yo) = Fz:..["‘?o] = Flm[_70]’ sz()”) = Fz;:.[f'")”] = Fzm[—}"]-
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Analogicky vypo&et vedie k vyjadreniu tretej Casti integralu (D-1) v tvare
Bs(xl: t) = ki Zl(“ l)m_l Jz;n—1(§) {[lezm—l(}’o) - (Ql - Qo) sz—1('}’ )] .

. COS 27t—xAl—(2m — 1) 4+ [01Gam-1(y0) = (@1 — Qo) Gam—1(¥")] sin2n xT'(Zm - 1)}

(D-14)
Pre obrazovi funkciu (D-1) po dosadeni (D-10), (D-13) a (D-14) a prisluSnej Gprave
dostavame

B(x', 1) = %Jo(f) [Q1Po(vo) + (Qo — 1) Po(y )] +
+ kuiliu‘]u(é) {[leu(%) - (Ql = Qo) P,,(?')] cos 2n —J;l’— 7] +

+[0:6,(50) — (1 — Qo) G,()] sin 2 —"A'—u} . -15)

Vztah (D-15) je vhodné pouZivat v prehladnom tvare

B(x,1) =By + k X 7,(9) (c,l cos 2n = p + C sin 2nx7u>, (D-16)
e

kde
By = 7o(®)[Q1Polr0) +(Qo — €2) Po')] = - &) %,

Cu = QIPM(VO) - (Ql - QO) ‘Pu(yl)’
C,=Q:G,(yo) — (@1 — Qo) G(¥'); w=123,.. (D-17)
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7

K onTHuecKoMy HCCJIeJ0BAHHI0 CTOAYEH YyIbTPAa3BYKOBOl BOIHBI
B DPO3PAUYHOIl SKHUIKOCTH

C. Konruk

Pe3ome

Ipemnaraemast pabora MpeACTaBIsieT BKJAJ K PELICHMIO IPSIMOTrO ONTHYECKOTO
n306paxeHns CTOA9eH YIbTPa3ByKOBOH BOJIHBI B IPO3PAYHOM XKHAKOCTH ¥ NPHBOIAT
aHAJNM3 BO3MOXHOCTeH TakKoro HM300paXeHHs NpH NPHMEHEHHH DPa3sHOOOpa3HbIX
THIIOB CHMMETPHYECKOTO BMELIATENLCTBA B COOTBETCTBYIOMIEH (OKaIbHOM IIIOCKO-
CTH 0300paxaroimeii CHCTEMBI.

PsiZ yIpOmAONIHEX IPeToJI0oXeH i I03BOJISET HCNOTB30BATh I pacdeTa QyHK-
MK K306 paXkeHnAs oTHoIeRHe (4), KOTOPOE BeieT NpsiMo K oTHomen o (12). s yera-
HOBJIEHHS! OCBELICHAS H30GpaKeHHs HyXHO PEIIMTENLHO 3HATH BPEMEHHOE CpE/HEe
3HaYeHHE KBaApaTa aGCOMOTHOro 3HaueHus QyHKIMH H300pakeHud. ITa (ysKIHMA
maga cooTHomeHHeM (27), KOTOpoe MO3BOJIIET BMECTE YCTaHOBHTH ‘M XapaKTep
H306paXeHns B 3aBHCHMOCTH OT BhHIOOpa CHMMETPHYECKOrO BMEIIATEJIbCTBA Kak
H OT 3HaYeHHs NapaMeTpa.h, XapaKkTepH3yIOIEro aMIUIMTydy W3MEHEHHH MoKasa-
TeJiA TepeJOMJIEHAs B CTOsYell yIbTPa3ByKOBOH BojHe. [lyisi OTAENBHBIX CIydacB
odopmiieEHOE COoOTHOIIEHHE (27) MOXHO HCIOJB30BaTh sl (HOTOMETPHIECKHX
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H3MEPeHHi, A3 KOTOPBIX MOXHO ONPE/ICIATh SHEPreTHYECKHE COOTHOIIEHHS B YIBTPa-
3BYKOBOM IIOJIE. Gl -

Ocoboe BEHHManue o6pamaercs K mpoGieMe (a30BOro HIH AMILTHTYTHOIO
XapakTepa YJbTPa3ByKOBOIO HOJsA B XHAKOCTH. ToXe yka3miBaeTcs, 4TO 3TOT
aMIUIATYAHBIA XapaKTep MOXHO CBA3BIBATH C OTHOCHTEJbHBIM OTBEPCTHEM H306pa-
Xaromed cacteMbl. MHTEpECHBIM SIBIISETCS, YTO HMCHOJIB30BaHHME CBETA H3 MAKCH-
MyMa Iu(PAaKIHOHHOTO CHeKTpa (MCTOYHHMKA CBETa) HYyJIEBOTO NOpANKa BeneT
K IEePHOJUYECKOMY H300paxXeHHIO, COOTBETCTBYIOLIEMY CTOSYeH YJIbTPa3ByKOBOM
BoJHe. Takxke ClienyeTcss BONPOC O 3aBHCHMOCTH MHKPOCTPYKTYPHI M306pakeHHst
OT aMIUIATYABl H3MEHEHMH DOoKa3aTels HepeiomieHus. IIpw 3ToM ykasbiBaercs,
4TO IJIABHYIO JOJIO JJIs €€ CO3JaHMs MMeeT Mupakmus CBeTa Ha M300paxaemMoi
$asoBoit cTpykType yapTpasBykoBoro mois. Pa6oTa MpUBOAAT HEKOTOPHIE Pe3yiib-
TaThl M aHAIA3APYET BO3MOXHOCTU H300paxkeHUs YJIBTPa3ByKOBHIX MOJIEH B TBEP-
IBIX TenaxX, KaK Ipo3pavyHbIX TaK M HENPO3PavyHbIX NpPH MCIOJb30BaHHH (HIbMA
Ha HMX CO3/IaHHOI'O W3 XHIKOCTH.

OKCIepUMEHTAJILHEIE MCCIIEIOBAHMUS YKa3bIBAIOT COrJIacHe C TeopHei. Pesynb-
TaThl pabOTHI MOXKHO HCIIOJIB30BATH IS MCCJIE0OBAHHUS YCIOBHM Mepexoa yabTpa-
3ByKa CHCTEMOH CJIOEB H-OCOOEHHO IJIsi MCCIIENOBAHMS MOBEPXHOCTHBIX BOJH B 06-
JaCTH yNbTPa3BYKOBBIX 4acTOT. IlocjemHee MOXHO HpPH HEKOTOPBIX YCIOBHSAX
CYHTaTh KaK MOAEIBbHOE HCClefoBaHME VIS obnacTd wWHGpa3Byka, 4To obemaer
IpHMEHEHUE B CeiiCMHKeE.

Zur optischen Untersuchung der stehenden Ultraschallwelle
in durchsichtiger Fliissigkeit

S. Kolnik

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Losung des Problems der direkten
Abbildung einer stehenden Ultraschallwelle in durchsichtiger Fliissigkeit. Darin
sind die Moglichkeiten die Abbildungen dieser Art bei Benutzung von verschiedenen
symetrischen Eingriffe in die Beugungsebene des Abbildungssystems zu analysieren.

Die Anwendungen einiger Voraussetzungen ermdglicht zur Berechnung der Bild-
funktion die Formel (4), die gerade zu (12) fiihrt, zu verwenden. Zur Bestimmung
der Bildbeleuchtung ist in entscheidender Weise notwendig den zeitlichen Mittelwert
der zweiten Potenz des Absolutwertes der Bildfunktion zu kennen. Er ist durch die
Formel (27) gegeben. Diese Formel erméglicht zugleich den Abbildungscharakter
in Abhéngigkeit von der Wahl des symetrischen Eingriffes, wie auch vom Werte des
Parameters 4, der die Amplitude des Brechungsindizes in stehender Ultraschall-
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welle charakterisiert, zu bestimmen. Die Formel (27), modifizierte fiir einzelne
Fille ist auch bei photometrischen Messungen, aus welchen die energetischen Ver-
hiltnisse im Ultraschallfeld zu bestimmen moglich ist, verwendbar.

Besondere Aufmerksamkeit wird auch der Frage des Phasen- resp. Amplituden-
charakters des Ultraschallfeldes in der Fliissigkeit gewidmet. Dabei wird gezeigt,
. daB es méglich ist, den Amplitudencharakter auf die relative Offnung des Abbildungs-
systems zu binden. Als beachtenswertes Resultat ist weiter gezeigt, daBl auch bei
Benutzung des Lichtes aus dem Beugungsmaximum (der Lichtquelle) nulter Ordnung
eine, der stehenden Ultraschallwelle entsprechende, periodische Abbildung, entsteht.
Es wird auch'die Abhéngigkeit der Mikrostruktur der Abbildung von der Amplitude
der Brechungsindizesveréinderungen verfolgt. Dabei wird klar, da die Lichtbeugung
auf der abgebildeten Phasenstruktur des Ultraschallfeldes von Hauptanteil bei der
Bildung dieser Mikrostruktur ist. Die Arbeit gibt auch einige Ergebnisse iiber die
Abbildungsmoglichkeiten der Ultraschallfelder in festen durchsichtigen und auch
undurchsichtigen Medien bei Verwendung auf diesen Materialen erzeugten fliissigen
Filmen.

Die experimentale Untersuchung ergab Ubereinstimmung mit der Theorie. Die
Ergebnisse der Arbeit sind beim Verfolgen der Ultraschalliibergangsbedingungen
durch die Schichtsysteme und besonders bei Untersuchung der Oberflichewellen
im Gebiet der Ultraschallfrequenzen verwendbar. Die letztere Untersuchung der
Oberflichewellen kann man unter bestimmten Bedingungen fiir Modelluntersuchung
im Infraschallgebiet halten, was eine Verwendung, besonders in der Seismik ver-
spricht.
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Normaélny pripad Poinsotovej precesie

J. CHRAPAN

v

UvaZujme tuhé teleso, ktorého Eulerove dynamické rovnice [1; str. 177 (29)] s&

Ap—(B—-C)qr=0;
Bq — (C— A)rp =0; 1)
Cr — (A - B)pg =0,

kde A4; B; C znamenaji centrilne hlavné momenty zotrvalnosti telesa, p; q; r s
ortogonalne anholonomné zloZky vektora uhlovej rychlosti o telesa vzhladom na
pozitivny kartézsky ortogonalny normovany vzfaZny systém pevny v telese, s po-
&iatkom v hmotnom strede telesa, pevnom v inercidlnom priestore a s osami v sme-
roch osi plochy centralneho tenzora zotrvacnosti telesa. Hodnoty p; ¢; r s funkcie
Casu t a p; q; r sG ich Easové derivacie.

Substiticiami
() = p'n(0);
q(r) = q'=(1);
e = r'o();
#(t) = n(t + 1)

prejde diferencidlny systém (1) do tvaru

dn — ’
_B-0Qqr -

du Ap'n
& _(C-4ry
du Bg'n
do _ (4-B)p'q’
du Cr'n

er;
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v ktorom medzi zavedenymi konstantami p’; q’; #'; n mdZeme zZvolif szahy ’

' Vefiy o 2T . '

' (B-Cqr -
Ap'n

(C-A)rp
Bg'n

A-B)pd _

Cr'n ’

-1; o

na zaklade ktorych rieSenie diferencialneho systému (1) poskytuji rovnice [2; str. 283;
6.159] , ’
p =pen(y k) ,
q = g'sn (u; k); : (3
r = r'dn (u; k).
Z relacii (3) pre ¢as t = 0 vychadza
Po = p'en (n; k);
go = q'sn (n1; k); @)

‘ , v ro = r'dn (uz; k),
z Soho vzhladom na (2)

2 _ .2 B(C_B) 3,
P =po+ _A_(C—‘———A_)—q"'
2 _ .2 A(C _ A) 2,
q _— qO + B(C__B) Po- (S)
“n2_ 2, BB—4) ,
r —ro+————C(C_A) do
.a dalej
C— A4A)(C-B)
n2 - ( r,z. (63.)
AB b}
— ,2
o AB=4) P | (6b)
c(c-B) r?
‘resp.
T = %F(n; k); (7a)
n = arcsin 2% . (7b)

Hodnoty 4; B; C st konStanty telesa a hodnoty po; go; o st konstanty pohybu,
dané pofiatoénym kinematickym stavom telesa.
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Normalny pripad Poinsotovej precesie definujeme podmienkou

0<k’<l, (8)
z ktorej vzhladom na (6b) vychadza
_ ’2 : )
AB-4) _PT <1 ©)
c(C-B) r

V suhlase s relaciou (9) zavedme predpoklad, ktory moZno vZdy splnit, aby bolo
C>B>A4 (10)
a podmienku (9) formulujme v tvare

2 — !
p: _ C(C-B)

; : 11
r'2 A(B — A) (n
Znamienka konStant p’; q'; r'; n; © zvbl’me naslédovhé.
.. Vzhladom na (2) a (10) je o
q,’T > 0;
p'n
LP 0 (12)
an
e g,
r'n
resp. S
|q'||r'| s 4 >0;
|p'|In] C-B
la'||n] C-4
’ ’ 2
|Plld'] __C¥ _,
|7 ||n| = B—A
preto i ‘
' : signn = sign(p’ ¢’ ). . - . (14)
Vzhladom na (7b) zvolme
. sign ¢’ = sign qo, (15)
aby bolo
0Osns; - 16)
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vzhladom na (7a) zvolme

sign T = sign n, an
aby bolo
0 =< Fn; k) = K. ‘ (18)

PretoZe funkcie cn; dn v intervale 0 £ nt < K st kladné,

sign p’ = sign po;
sign r' = signr,.

(19

Z diferencialneho systému (1) vidirhe, %e vektor momentu hybnosti G telesa je
konstantny v inercidlnom priestore. MdZ%eme preto pisat '

G = const. = k°I,

kde I = I(:rl znamena absolitnu hodnotu vektora momentu hybnosti telesa a k°
je jeho konStantny jednotkovy vektor.

Zavedme pozitivny inercidlny kartézsky ortogonilny normovany referencny
systém s pociatkom v hmotnom strede telesa a s osou z siihlasne orientovanou
v smere jednotkového vektora k°, potom plati relicia

EO - (5-1%01)’

v ktorej symbol Q! znamens inverzny Eulerov verzor ortogonalnej transformacie
[3; str. 125 (4.46)] a k* je jednotkovy vektor osi 2’ referenéného systému, zavedeného
v diferencidlnom systéme (1).

Vzhladom na vzfah [3; str. 164 (5.8)]

G = (ha), @

medzi vektorom momentu hybnosti telesa, tenzorom zotrvatnosti h telesa a vektorom
- jeho uhlovej rychlosti, plati

o=(pqn)=("6)=
‘ = (;—IE-IEOI) 1= A
=KA 'singsin9 B 'cospsind C 'cos9), @1

kde ¢(#); 9(?) st Eulerove parametre vlastnej roticie a nutécie telesa. Pre tieto para-
metre poskytuje reldcia (21) vysledky

o(t) = arctg %—Z— - © (22a)
¥(t) = arccos —(T:- r, (22b)
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z ktorych pre potiatoéné hodnoty parametra vlastnej roticie a parametra nutécie
mame

@o = arctg gp >
p @3)
3, = arccos - To-
Za vzfahu (20) vzhladom na (5) vychadza
|G| = 1 = VAP + B*q3 + C*rj = 4%p"* + C*r'”. @4)

.Pomocou Eulerovych klinogonalnych holonomnych zloZiek vektora uhlovej rych-
losti telesa [3; str. 152 (4.103)] mdéZeme napfsat relaciu

P g nN= .
=8(cosgp —sing 0)+¢0 0 1)+y(singsing cos psin3 cos9) =
=(.§cos<p + Y sin @sin 9 —9sing + l/;cosrpsihs ¢+ chosS), (25)
v ktorej hodnota y(f) znamena Eulerov parameter Poinsotovej precesie telesa.

Casova derivacia parametra w(t)‘ je podla vztahu (25) urlend relaciou, ktord
moZno postupne upravit takto

b=ty e-i=e(1-%)-

cos 39

o __l_. 1+ ﬂcosz(p__L_; =
o) Br' sn’(u; k)

l Bq' u
= C 1+ Aprrl B2q12 =
2. 2.
cn®(u; k) + yoT sn*(u; k)

1 Bq' u
=<'ty T B4 N
PT ) + == "L sn*(u; k)

A(C - B)
l Bq’ u
—_— ———— 1 + N . 26
C { Ap'r' 1 — k*sn*(v; k) sn’(u; k) } 26
Vo formulacii (26) sme pouZili substitiiciu
22y - C(B—4)
k*sn?(v; k) = AC=B) " 27

z ktorej vzhladom na (10) vyplyva, Ze argument funkcie sn v relécii (27) je imaginérny,
v=ix (28)
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a Ze'yzhladom na (6b) a (24) platia rovnice
’ sn(afk’)=—?-|r’|;
on (s k) = 2| ¢’ ; (29)
dn (; k') =Y—I;—|q' |,

v ktorych absolitne hodnoty | ' [; | rllql stvisia s poZiadavkou, aby hodnota

= F¢K), : - (30)
kde
. C,
¢ = arcsm—l—] 1 31)
spifiala nerovnost
0<a<K.

Podla mbinich 'hodndt argumentu o treba rozoznavat dva pripady. Ak sa splni
podmienka ‘ ' '
p? _ C(B-4)
r2-= 4¥Cc-B)’

resp.
C(B — A)
> 7 2
kz AC=B)’ G2
hodnoty a st z intervalu
0<as A (33)
potom vSak stic¢asne musi byt
24C
T<aF%e

Pri podmienke
p'z < Ca(B s A)
r?  4¥C-B)

resp.
C(B — A)
argument ¢ ma hodnoty z intervalu
X <<k O (3)

2
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Integrovanim vysledku (26) dostaneme

1 Bq'  du
D=—1t+1+ =
v C { Ap'r’ j 1 — k2sn?(v; k) sn?(u; k)}

0

— D) +i |:| M o(u; v; k), . 36y

kde

ou; 03 k) = k?sn (v; k) cn (v; k) dn (v; k) sn*(u; k) du
o 1 — k?sn’(v; k) sn®(u; k) ’
o .

je IT-funkcia s indexom nula [4; str. 103 (6); resp. 5; str. 33 (3, 8)].

Relacia (36) predstavuje vSeobecné vyjadrenie pre parameter Y(f) normélneho
pripadu Poinsotovej precesie, ako funkcie ¢asu. Aby sa formuldcia (36) mohla
pouZif na opis normalneho pripadu Poinsotovej precesie pri konkrétnych hodno-
tach argumentu u a parametra v funkcie IT,, musime urobit rozbor rezultatu (36)

a formulovat vysledky platné pre moZné pripady hodndt argumentu a parametra
funkcie II,. .

V pripade (33) pre hodnoty argumentu
K
< el
0= | u l < 2

transformaciou .
‘ sn (o k') _
cn (a; k') dn (a; k')
k*sn (a; k') sn (u; k) cn (u; k)
cn (a; k') dn (a; k') dn (u; k)

My(u; v; k) = M4(u; v; k) + iuk®

— i arctg

kde
I (u; v; k) = uZy(v; k) + Q4(u; v; k),

je II-funkcia s indexom tri, definovana Jacobiho transcendentou druhého druhw
s indexom tri Z, a Jacobiho transcendentou treticho druhu s indexom tri €
[5; str. 24; 1. a); str. 26 (1,4); str. 27; 2. a); str. 31 (3,1)], po dosadeni hodnét (3);
(6b); (13); (28) a (29) do vyrazu (36) dostaneme "

L B-Alpa . n pon @)
V() = —(t + 1) + arctg ac— A Tn] My(u; 03 k). (37)

Ak st hodnoty argumentu dané vzfahom

K
T<lu|_S_K,
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pouZijeme substiticiu
lul = ~—u, + K,
na zdklade ktorej bude

K
< i
0=y, < >

a vyjadrenie (36) prejde pomocou transformécie [2; str. 280; 6.151.2]
sn (a; k')
cn (o; k') dn (a; k)

I(—uo + K; v; k) = —I5(uo; v; k) + KZs(v; k) + i | u | k?

do tvaru .
V) = o (+7) £ T (K203 B~ Muos 0K, G9)

kde dolné znamienko plati pre zaporné hodnoty argumentu w.
Ked pre argument plati
K<|u|< oo,
pomocou relicie

l u[ =u; + ZNK,
kde
. N=1:2;3; ...,
moéZeme dosiahnuf, aby bolo
0|y |=K

V tomto pripade si dve moZnosti. Ak je

~

K
Oélullé_z—’

poutitim vzfahov [2; str. 280; 6.151.2]

-k')
Io(u, + 2NK; v; k) = Io(uy; v; k) + 2NK {Z4(v; k) + ik* sn («; :
ol )= Mauss 03 + 2NK {205 )+ 1l B

sn (a; k')
cn (a; k) dn («; k) B
" k*n (a; k') sn(|u| — 2NK; k)en (| u | — 2NK; k)
“cn (2; k') dn (2; k') dn (| u | — 2NK; k)

Ho(uy; v; k) = Ma(uy; 05 k) + i u | — 2NK) k?

— iarctg

bl

po uprave bude
_(B-4)ipg

!
Y(t) = = (t + ) + arctg AC—A)p7r

+ i—|—:—|— {(2NKZy(v; k) + Ms(uy; v; k)}, (39)

kde dolné znamienko plati pre zdporné hodnoty argumentu u.

386



Ked plati
K
—2-' < Iul I <K,

na zaklade relacie

|uy | = —u, + K
dostaneme
K
0= < —
= u2 2

a uplatnenim vzfahu [2; str. 280; 6.151.2]
I3(| uy |; v; k) = Ma(uy; v; k) +

k?sn (a; k") sn (| u|; k)en (| u|; k)
cn (a; k') dn («; k') dn (| u |; k)

+ KZy(v; k) + iarctg

v ktorom dolné znamienko plati pre ziporné hodnoty u,, vychédza pre kladné
hodnoty argumentu u

v(t) = %(t +1) + i~|:—| {@N + 1) KZy(0; K) F My(u; 03 K)}, (40

kde dolné znamienka platia pre ziporné hodnoty u, .
Ak st hodnoty argumentu u zaporné, plati

W) = 5+ 9 = T (ON £ D KZ(5 D F Mauaivi ) 4D

kde dolné znamienka sa vzfahuji na zaporné hodnoty u; .
V pripade (35) musime pouZif transforméciu

v= —v, +iK,
kde
v, = iay. (42)
Pomocou nej bude

O<oy < 5
Na zaklade relacie [2; str. 280; 6.151.2] ‘
sn («; k') dn (2; k')
cn (a3 k) -
sn (a; k') dn (a; k') sn (u; k) dn (u; k)
cn («; k') cn (u; k)

Ho(u; —v, + iK'; k) = —II5(u; vy; k) + iu

— i arctg
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prejde rezultat (36) do tvaru

[ BCqr ., n .
¥(r) = T(t + 1) + arctg Ap i 0 Ij,(u, vy; k), (43)
kde hodnota [3; str. 168 (5.15)]
¢ = (whw) = Ap? + Bq? + Cr2 = Ap’* + Cr'? (44)

znamena dvojnéasobok kinetickej energie telesa.
- Vysledok (43) predstavuje kone&né vyjadrenie, ak plati

K
< =
0= |u| = 5
Ked je

K

T<|u|§K.
musime pouZif substiticiu .

lul = —uo + K,

pomocou ktorej bude

K
0§_u0<—2—.

Potom na ziklade vzfahu [2; str. 280; 6.151.2]
II3(—uy + K; vy; k) = —II5(up; vy; k) +

cn (o; k') dn (a; K)sn(Ju; k)en (| u|; k)
sn (o; k') dn (| u|; k)

+ KZs(vy; k) + i arctg

‘moéZeme pisaf

WO =T+ 9 + aretg gl i T (s 005 ) = K2y 1), 49)

kde dolné znamienko plati pre ziporné hodnoty argumentu .
Ak pre argument plati

K< |u|< oo,
pouZitim relécie :
lu| =u, + 2NK,
kde

N=1;2;3;...,
moZno doéiahnuf, aby bolo ' ’

oy 0L |mlIsK
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Tento pripad vedie na dve moZnosti. Ked je

K

0§|u1|§_2—s

pomocou vzfahu [2; str. 280; 6.151.2]

M4(u; + 2NK; vy; k) = I3(uy; v5; k) + 2NKZ3(vy; k)
3

dostaneme

_ & BCqr . n L .
dl(t) = T(t + ‘L') + aTCth- :t N=n F l_|7|_ {Ha(ul, Vg, k) + 2NKZs(Ul, k)},

: (46)
kde dolné znamienka platia pre ziporné hodnoty argumentu u.
Ak plati

K
T<Iul|§K’

substitiiciou
| u1 | = —“2 + K
vychadza
K
0 _—
= u2 < 2

a uplatnenim relacie [2; str. 280; 6.151.2]
(| wy |; 045 k) = —I3(uy; 055 k) + KZ3(vy; k)

cn (a; k') dn (a; k) sn(Ju|; k)en (| u|; k)
sn (a; k') dn (| u |; k)

4 iarctg

v ktorej dolné znamienko plati pre zdporné hodnoty u, dostaneme pre kladné
hodnoty argumentu u g

_ & Blg .
‘ll(t = T(t + T) + arctg—z'c—p; + N= .

—1i

' : | {@N £ 1) KZy(vy; k) F Ua(“z; vy; K)} @7

kde dolné znamienka platia pre zdporné hodnoty u,. .
Ked st hodnoty argumentu u zaporné, plati

¥(1) = 'ej‘(‘ + 1)+ arctg%- - N7 +
* ‘T‘r: {@N £1) KZy(01; ) F a(us; 015 K}, “8)

kde dolné znamienka sa vzfahuji na zéporné hodnoty u,.



Vo vietkych vysledkoch {(37); (38); (39); (40); (41); (43); (45); (46); (47); (48)},
ktoré sme dostali rozborom vSeobecnej formulécie (36) pre parameter /() normal-
neho pripadu Poinsotovej precesie, je tento parameter vyjadreny beZne pouZivanymi
a tabelovanymi funkciami, s vynimkou funkcie IT, ktoré sa viak v svojej nelinearnej
(transcendentnej) Casti meni v pomerne tuzkom intervale argumentu

K
2
a parametra

K
e
O<ac=s >

Hodnoty tejto transcendentnej &asti funkcie IT, zavisia okrem toho od modulu,

ktory sa meni v intervale
0<k<l.

Spomenuté pomerne tizke ohranienie definiénych elementov transcendentnej &asti
funkcie IT; dovoluje tabelovat hodnoty funkcie IT, a tak pomocou odvodenych
vztahov {(37) aZ (48)} konkrétne sledovaf &asovy priebeh hodnot parametra y(r)
normalneho pripadu Poinsotovej precesie. .

Numericky rozbor priebehu transcendentnej &asti funkcie IT, pri zavedenom
ohranifeni jej definiénych parametrov, poskytuje vysledky [5; str. 29 (2,4)], podla
ktorych sa tato &ast pri pomerne velkej hodnote modulu

k=099...
meni v svojich absolitnych hodnotich v intervale
<0; 0,370...). ‘ (49)
Pre hodnoty modulu
. 0<k=099...

leZia absolitne hodnoty traﬁscendentnej Casti funkcie IT; v intervale (49).
Z podmienky (9) vidime, %e v normélnom pripade Poinsotovej precesie musi byt
’ pPEO0 r#£0 (50)
a na zéklade vztahu '
2 _ A(C - A) p/z
B(C—B) ~ ’
q *0. (51)
Vzhladom na relicie (5); (50) a (51) moZno normélny pripad Poinsotovej precesie

- uskuto&nit trojakym spdsobom.
Pri podiatoénych podmienkach

Po*0; g *0; ro+0 (52
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a pri podiatoénych podmienkach

Po+0;  go=0; ry+0 (33)
musi byt splneny vztah
) . CGc-B '
r; A(B - A)
Pri pociato¢nych podmienkach
Po=0; 9o * 0; ro+ 0 (54)

moZno normalny pripad Poinsotovej precesie realizovat bez obmedzenia. Poéiatoéné
podmienky (54) predstavuji prirodzené podmienky normalneho pripadu Poinsotovej
precesie.
Ak je go =0, je nt =0, resp. T = 0, pretoze n + 0; dalej u = nt; p’ = p,;
2 = g—gg—:%;- Po; r = ro; 0o = m/2; Yo = 0, kde |, znamena pociatoénii hod-
notu parametra precesie. Znamienko g’ je vzhladom na nulovi hodnotu g, ITubovolne
volitelné. Pre jednoduchost volime znamienko ¢’ tak, aby bolo n > 0.
2 B(C - B) 2,

Kedjep, =0,jent = K;u=nt + K; q' = qo; 'k’ =ro; P —m%,

0o =0; Yo = K{—BIT + il—:|—23(v; k)} R ak plati 0 < a < K'/2, resp. Y, =
& . h . f R ’ -
= K{W - —IW Zy(vy; k)} + n/2, ked plati K'/2 < & < K’. Vzhladom na nu

lovii hodnotu p, je znamienko p’ Tubovolné. Pre jednoduchost ho volime tak, aby
bolo n > 0.

Pociatoéné hodnoty parametra precesie Y, pri podmienkach p, = 0; g, =+ O;
ro £ 0 dostaneme zo vztahov (37); (38); (43) a (45), uplatnenim hodnoty ¢ = 0.
Pre0 <a £ K'/2; 0 < nt £ K2,

(B — A) Ipoqo i n
A(C - 4) Plz"o [n|
Pre 0 < « < K'/2; K/2 < nt < K,

Yo = é T + arctg I 5(ne; v; k).

Yo = %r + il—:r {KZy(v; k) — IT5(K — nt; v; k)}.
Pre K'/2 < a < K'; Q <nt £ K/2,
e

_ BCq,r, _..n oot K
Vo = lt+arctg Alp, i ] II5(nt; vy; k).

Pre K'/2 < a < K'; K[2 < nt < K,

' _ € BIQO . n _ . - k) — KZ -k
lﬁo—Tr+atctg ACoyrs +1i |n| {H3(K nt; vq, ) 3(01’ )}-
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Zaujimavé st pripady, v ktorych modul k a parameter « zavisi len od konstant
telesa. Akpo = 0, |qol = Irol =*=‘(), plati
1 L.
C(C — 4) 2’
B(B — 4)

k? =

1+

, B 1
L G
Ked go = 0; | po | = | 7o | # 0, vychddza
AB — 4)
cCc-B)’
¢
Ja2yc?

k? =
sn (a; k') =

Ak |po| =|g0| = |ro| * 0, plati
’ A(C — A)
B(C — B)
E(C—4) *
B(B — A4)

, c [ BB -4
n (a; k') = . B '
n sl VA + B+ C? 1-l-C(C—A)

Z rovnosti (26) vidiet, %e rychlost precesie je kladna hodnota

1+
k2 =

1 %

'/l=-l-— 1+ —C——l. : —| >0 (55)
C A C B—A ¢
1+ — -
A C-B q?
Téato rychlost ma najmenSiu hodnotu
. l e
e 6
Voin = | 6
pre ‘
|u| =Q2N + 1K,
kde

N=0;1;2 ...
Najvid&sia hodnota rychlosti precesie
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je v polohich
|u| = 2NK,
kde
N=0;1;2; ...

V polohich s najvdtSou rychlosfou precesie je parameter nuticie najmensi, ak je
reprezentovany ostrym uhlom; pri tupom uhle je tento parameter pri maximalnej
rychlosti precesie najvd¢Si. V polohdch, v ktorych je rychlost precesie minimélna,
parameter nutécie je najvicsi, ak je dany ostrym uhlom; pri tupom uhle m4 tento
parameter v poloh4ch s najmenSou rychlosfou precesie minimalnu hodnotu (22b).

PodIa relacie (3c) a (22b) je periéda nutacie

2K .
T = O . (58y

Zo vztahov (37); (38); (39); (40); (41); (43); (45); (46); (47) a (48) vyplyva, Ze
pocas polovice periddy nuticie sa zmeni parameter precesie o hodnotu

4y = K{Tlln—l— + iZ5(v; k)} . | | (59)

’

K
< .
O0<a= 5

ak plati

resp. o hodnotu

£ . . n
4y = K{”—nr — iZ5(vy; k)} + Tal 2° (60y
ked je splnena nerovnost '

, °

2

Vyrazy (59) a (60) st vzhladom na (55) kladné; precesia je pozitivna vzhladom
na orienticiu vektora momentu hybnosti.

Zhrnutie: Tuhé teleso, ktorého Eulerove dynamické rovnice st tvaru (1), kond
pri podmienke (8), v stvislosti s &asovym priebehom hodnét (36) parametra Y (z),
Poinsotovu precesiu normélneho typu. Aby sa viedbecna formulacia (36) pre para-
meter precesic mohla pouZif pri konkrétnych hodnotich argumentu a parametra
funkcie I, v préci sa analyzuje relacia (36) a formulujt sa vzfahy (37); (38); (39);
(40); (41); (43); (45); (46); (47) a (48), platné pre moZné pripady hodndt prisluiného
argumentu a parametra. Rozborom relacie (36) ziskané vysledky {(37) aZ (48)} st -
formulované pomocou beZne pouZivanych a tabelovanych funkcii, s vynimkou -
funkcie I1;, ktoré sa viak v tychto vysledkoch obmedzuje na pomerne tizke intervaly
svojich premennych, takZe sa moZe tabelovaf. Rozsah moZnych hodnét transcen-

<a< K.
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dentnej &asti tejto funkcie ilustruje vyraz (49). Relacie (52); (53) a (54) vymedzuju
potiatoéné podmienky, pri ktorych moZno normaélny pripad Poinsotovej precesie
tealizovat. Pociatoéné podmienky (54) predstavuju prirodzené podmienky tohto
pohybu. Pri vSetkych troch moZnych pociatoénych podmienkach sa uvadzaju pri-
pady, v ktorych modul k a parameter o zavisi len od kon§tant telesa.

Rovnost (55) vyjadruje rychlost normalneho pripadu Poinsotovej precesie;
vztahmi (56) a (57) sa udavaja extrémne hodnoty tejto rychlosti, suvisiace s krajnymi
hodnotami parametra nutacie. Relacie (59) a (60) uréuji zmeny parametra precesie,
‘pripadajlice na polovicu periédy nutacie (58).

Pociato¢né hodnoty Eulerovych parametrov poskytuju vztahy (23) a prislusné
relacie pre Y, formulované v pripadoch (52); (53) a (54).
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Hopmanbnsiii cayuaii npeneccu Ilyanco

M. Xpanau
Pe3ome

Teepnoe Teno, nys KOTOPOro QMHAMHYECKOE ypaBHeHme Diiepa uMeet BUZ (1), npm ycmosu (8)
WCIIOJIHACT B CBA3H C BPEMEHHOH! 3aBHCAMOCTEIO BelnmyuH (36) mapamerpa y(¢), npeneccuro ITyanco
HOPMAaJILHOTO THNa. JJis BO3MOXHOCTH IpuMeHeHMsi obmeit dopMynuposku (36) mns mapamMerpa
IIPEHECCHH ITPH KOHKPETHBIX BEJIMYAHAX apryMeHTa M napamerpa ¢ysxumn /7, B pabote mpoananu-
3upoBaHa pensuus (36) mchopmymiposansl cooTHomenms (37); (38); (39); (40); (41); (43); (45);
(46); (47) 5 (48), neficTBATEIbHEIE IS BO3SMOXHBIX CIIy4aeB BEJIMIAH COOTBETCTBYIOLIETO apryMeHTa
1 napamerpa. PaccmoTpenneM pensiima (36) nomydennsie pesyntathi {(37) no (48)}, chopmymupo-
BaHbI OPH NOMOIIM OGBIKHOBEHHO ymoOTpeOiiseMbIX ¥ TaGeApOBaBHBIX QyHKIMH, 32 HCKIIOYEHHEM
¢yuxman IT3, KOTOpasi OQHAKO B 3TMX pPe3y/IbTaTaX OrPaHAYMBAETCS HA PEJISTHBHO Y3KHE IpOMe-
KYTKH CBOHX NEPEMEHHBIX, a MOITOMY ee MOXHO TabermposaTh, OGBHEM BO3MOXKHBIX BEHYUH
“TPaHCHEHACHTHOM 9acTH 3To¥ (yHKuMHA noxa3swBaeT (49). Pynsumn (52); (53) u (54) onpenensizon
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HCXOZHBIE YCIIOBHS, TIPH KOTOPHIX BO3MOXHO HOPMAJIBHBIH CiTyyai mpeneccun [TyaHco OCYIECTBHTS.
Wcxoxusie ycinopus (54) mpeacTaBisitoT CO60M eCTECTBEHHBIE YCIIOBHSA 3TOro ABmkeHua. [Tpu Beex
TpeX BO3MOJKHBIX MCXOJHBIX YCIIOBHSIX TIPUBEIEHBI CIy4ad, B KOTOPbIX MOAY/IL K W Mapamerp a
3aBUCUMBI TOJIBKO OT ITOCTOSTHHBIX TEla.

PasencTBo (55) BeIpa)aeT CKOPOCTh HOPMAJIBHOTO CiIy4ast npenecchu ITyaHco; COOTHOIEOHIMU
(56) u (57) onpeneneHsl KpaiHUe BETMYMHBI 3TOM CKOPOCTH, 3aBHCAIINE OT KPaWHHMX BE/IMYMH napa-
MeTtpa Hytanud. Pemsiupsivu (59) 1 (60) onpenelnsiroTcs H3MEHEHHs apaMeTpa OpelecCay, IpUXoas-
IOHeCs Ha TOJIOBMHY nepuona Hytauuu (58).

VcxonHble BEJIMIMHBI NapaMeTpoB Diljiepa JAr0T COOTHOMIEHH (23) H COOTBETCTBYIOLIME pelsi=
UM 17 yg, chopmymmposanusie B ciydasx (52); (53) u (54).

Normalfall der Poinsotschen Priizession
J. Chrapan
Zusammenfassung R

Ein starrer Korper, dessen Eulersche dynamische Gleichungen die Form (1) haben, leistet bei
Bedingung (8) in Zusammenhang mit dem zeitlichen Verlauf der Werte (36) des Parameters ()
die Poinsotsche Prizession von normalem Typus. Damit die allgemeine Formulierung (36) fiir den
Parameter der Priizession bei konkreten Werten des Argumentes und des Parameters der Funktion ITg
angewendet werden kann, wird die Relation (36) in der Arbeit analysiert und die Beziehungen
(37), (38), (39), (40), (41), (43), (45), (46), (47) und (48) werden formuliert, die fiir die mdglichen
Werte des entsprechenden Argumentes und Parameters giiltig sind. Die durch die Analyse der
Relation (36) gewonnenen Resultate {(37) bis (48)} werden mit Hilfe der laufend verwendeten und
tabellierten Funktionen formuliert, mit Ausnahme der Funktion I73, die allerdings in diesen Re-
sultaten auf verhéltnismissig enge Intervalle ihrer Verédnderlichen beschrankt ist, sodass sie tabelliert
werden kann., Der Umfang der moglichen Werte des transzendenten Teils dieser Funktion illustriert
der Ausdruck (49). Die Relationen (52), (53) und (54) bestimmen die Anfangsbédingungen, bei
denen der Normalfall der Poinsotschen Prizession realisiert werden kann. Die Anfangsbedingungen
(54) stellen die natiirlichen Bedingungen dieser Bewegung dar. Bei allen drei moglichen Anfangs-
bedingungen werden Fille angefiihrt, bei denen der Modul k und der Parameter a nur von der
Konstanten des Korpers abhidngen. ' ‘

Die Gleichheit (55) driickt die Geschwindigkeit des Normalfalles der Poinsotschen Prézession
aus; die Relationen (56) und (57) geben die extremen Werte dieser Geschwindigkeit an, die mit
den Grenzwerten des Parameters der Nutation zusammenhingen. Die Relationen (59) und (60)
bestimmen die Verdnderungen des Parameters der Prazessmn, die auf die Hilfte der Priode der
Nutation entfallen (58).

Die Anfangswerte der Eulerschen Parameter ergeben die Relationen (23) und die entsprechenden
Relationen fiir ¥g, die in den Fillen (52), (53) und (54) formuliert sind. -
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