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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IV - 3-5, MATHEM., 1959]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IV., FASC. 111-V , MATHEMATICA 1959

Die doppelten Integrale der Fundamentalsysteme zwisehen
den singuliren Punkten einiger Differentialsysteme

J. HRONEC

Bei der Behandlung dieses Problems gehen wir von dem allgemeinen Diffe-
rentialsystem, welches keine Punkte der Unbestimmtheit hat und von dem
adjungierten Differentialsystem aus. Die Fundamentalsysteme dieser Diffe-
rentialsysteme sind &quivalent, wir konnen sodann ein Fundamentalsystem
bei der Verdnderlichen x und das andere bei der Verénderlichen z nehmen.
Mit solchen Fundamentalsystemen bilden wir die Matrixgleichung (C), in
welcher die ganzen rationellen Funktionen U, (z, z) noch vorkommen.

Wenn wir diese Matrixgleichung zwischen zwei und zwei sin guléren Punkten
so integrieren, dafl die Integrale keine gemeinsamen Grenzen haben, dann hat
der doppelte Integral den Wert Null, dabei miissen wir Voraussetzen daf} die
reellen Teile der Wurzeln der zu den smgula.ren Punkten gehorenden determi-
nierenden Gleichungen in dem Intervalle —1 < R(y{’) < 0 liegen. Diese
Voraussetzung wird in der ganzen Arbeit vorbehalten.

Wenn die doppelten Integrale eine oder zwei gemeinsame Grenzen haben,
welche singulére Punkte sind, so kommen wir zum Resultat nur dann, wenn
das Differentialsystem schlechthin kanonisch ist.

Das Resultat wird mit den Fundamentalsubstitutionen gegeben, die zu
den singuldren Punkten der gemeinsamen Grenzen gehoren.

Vertauschen wir das Integrationsverfahren, welches bei der geschlossenen

Kurve durchgefiithrt wird, dann andert sich das Resultat um 42} —14,,,
wo 0;, = 1 bei 2 = k und 0 bei ¢ & k ist.

Die Resultate werden mit den Integralgleichungen mit zwei Integralen
gegeben, in welchen die Fundamentalsysteme, die singuldren Punkte und die
zu den singuldren Punkten gehérenden Fundamentalsubstitutionen vor-
kommen.

Wenn es diese Integralgleichungen zu l6sen gelinge, so wire auch die
Losung des Problemes von Riemann méglich, welches sich auf das Differential-
system .bezieht. :
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I
Das adjungierte Differentialsystem

Wir nehmen das Differentialsystem

(1) dyk ZyA (@), k=12 ...,n,

dann, wenn wir

(%)™ = (Cir) ‘

n

dly
de Z ;. C

i=1

setzen, ist

oder, wenn wir

) Cor = 2.
nehmen, ist
n

dz,; .
»(i—é‘—:——zzklaiza z,k=1,2,...,n,

und von dem wird

(2) S——Yumaw, k=1l2..n

Dieses Differentialsystem ist das adjungierte Differentialsystem zum (1).

Wenn das Fundamentalsystem des originellen Differentialsystems bekannt
ist, dann ist auch das Fundamentalsystem des adjungierten Differential-
systems bestimmt. Diese zwei Fundamentalsysteme sind dquivalent.

Das Differentialsystem (1) hat keine Punkte der Unbestimmtheit, wenn

G, . (z)
()]

sind, wo @(x) = (x — a,)(x — a,) ... (x — a,), $;; = 1 bei A = k und s,, bei

t =+ % willkiirliche ganze Zahlen sind. G, (x) sind ganze rationelle Funktionen

vom Grade hochstens (o + 1) s, — 2 = p,,. Ist 1 = k, dann sind p,;, = ¢ — 1.
Bei (3) ist das Differentialsystem (1)

n

dy, Gu(x) _
(A) a’;—zyg[w(x)]%, k=12 ...,n

(3) /.k( )

und das adjungierte Differentialsystem

n

dz;, Gp.(x)
e Z ’ [w(’cx)]‘“ '

A=1
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Bedeutet m den grofiten reellen Wert der reellen Teile von den Zahlen s;,,
(m = 1), dann hat das Differentialsystem (A) die Form

d n
(&) @] = ) 4:Pule),
i=1

und das adjungierte Differentialsystem wieder die Form

4 dz n

[P G2 = — ¥ 2,Pu(@)
i=1

wo P(@) = Gu(@) [p(@)]" 7%, = Pyy(x) = G(z) [p(x)]" 0

sind.

P, (x) sind ganze rationelle Funktionen vom Grade hochstens ma 4 s, —
— 2 = q;;, und P ;(x) wieder hochstens mo + s;, — 2 = ¢q ;.

Setzen wir
(4) 2.(2) = [p(2)]" p.(2)

das adjungierte Differentialsystem hat die Form

B) He@Pa D o) Prate
1=1

oder d n
[P@)]" G = — ) i {Pra(@) + Sumlp(@)]" ' (2)},

WO =1

. 1 bei A =1£&,
#7710 bei A=k

Man sieht, daB das adjungierte Differentialsystem (B) dieselben singuliren
Punkte hat wie (A). Wenn das Differentialsystem (A) der Bedingung geniigt,
daB die singuléren Punkte nicht die Punkte der Unbestimmtheit sind, dann
geniigt, dieser Bedingung auch das adjungierte Differentialsystem.

Wir nehmen an, dafl das Differentialsystem (A) die unabhingige Verinder-
liche z und das adjungierte Differentialsystem (B) wieder die Veranderliche z
hat. Diese Verdnderlichen &ndern sich in zwei verschiedenen Ebenen, welche
in den Punkten a,, v=1, 2, ..., ¢, gemeinsame Punkte haben. Diese Ebenen
bilden die Fliche von Riemann mit zwei Blittern.

Bei diesen Festsetzungen fiir die zwei Differentialsysteme gilt die Identitét

) 2o} — g Y wuto e
k=1 k=1

TN et o) L) e
k=1

(x — 2)? xr—z

+ 3 N vty Tl = Pule),

2z
k=1)=1

ist.
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Wir setzen

P, (x) — P;;(2) = Uz, 2) k=2

xr —z
Pu(z) — Py(2) | [p(@)]" — [pR)]" _ mip@)]" " ¢'(2) _ _
xrxT — 2 + (x — z)2 _— xr — 2z - Uki.(x’ Z), k= A.

Wenn wir die ganzen rationellen Funktionen P,;(x) und P;(2) in die Reihe
von Mac-Laurin entwickeln, bekommen wir, daf} es bei k == 4

Pus) Pl Gl PO —) e 1 |
w\¥) — L'p; 2 - k(}. x* — 2° _ (a+1 a9 — —
P _z&' P ——ZZ—-————(“_'_I)!P,{;)(O)Q: BpB —=
a=1 a=0 g=0
- Uk/',(x’ Z)
ist, wo

d*HP,,(x
PSC(}+1)(O) - [ dxllf“( ) ]
=0

sind.

Ist & = A, die Summierung fiir x geht bis ¢,, = mo — 2. Bei dem schlechthin
kanonischen Differentialsysteme ist m = 1 und die Summierung fiir « geht
bis 0 — 2.

Entwickeln wir in die Mac-Laurintsche Reihe die Funktionen [¢(z)]",
[¢(2)]™ und [p(2)]"'¢’(z) bekommen wir

o @ — PO — me — PP PO} =

=m§2 i[dw;%f)]m] G Bt

a=0 B=0

Bei £ = A also ist es

mo—2 «

(62) Ui = ), z{wl— D! [da:ﬁﬁ(x)]w "

a=0 8=0

(8 + 1) a2,

Im Falle des schlechthin kanonischen Differentialsystems wieder ist es

c—2 a

1 1 )
Ukz(-’?: z) = 2 Z {mP(ﬁ—l)(O) + 9, (%ﬂ ‘P(H“)(O)} x»828,
a=0p3=0
WO
1 bei k = 4, B
‘5’°’~"‘{0beik4=z, kA=1,2 ..., n,
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ist, oder wenn wir

® Gy PEO) + B g 977(0) = By
setzen,

6—2 a
(6) Unle,2) = Y. ) Bg? a2,

a=0 8=0

ist, wo B{®# die Konstanten sind, welche man aus dem Koeffizienten des
leferentlalsystems mit den Derivationen und mit der Summierung bestimmen

kann."

Nach (6) und (6a) sind die Funktionen U ,(z, z) ganze rationelle Funktionen
in z und z. Im Falle des schlechthin kanonischen Differentialsystems sind
die Funktionen hochstens vom Grade ¢ — 2. Im Falle des allgemeinen Diffe-
rentialsystems bei k& == 1 sind die Funktionen hochstens vom Grade ¢;; — 1 =
= om + 8., — 3und bei k = 1 sind sie wieder hochstens vom Grade ¢;;, — 1 =

= mo — 2.
Nachdem ist

1 |l Z 26 o)) — 3 {wer N ol _
k=1 kél

= Zn i Yi(2) Upi(, 2) py()

k=1i=1

oder es ist

{[ (x)]mv y“( ,u],c(x)} {[(p z)]™ Zym )”7"( )}

1

k
= 2 2 Yi1(2) Upi(, 2) p;() ,9=12,...,n
k=1 3=1

Wir setzen p;, = ¥;, u;; = ¥,; und es ist

di {[(p(a:)] z ir(2) )y, (x)} {[<p(z)]”‘ i‘ Yirl?)
k=1

= Z }: Uald) U, ) Tyl®) 6§ =12 ...,m,

Ym}__
x—zf
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oder, wenn wir zu den Matrixen iibergehen, bekommen wir

(229 (@ Yum) — 4, (o va) (527 ) =
(C) — (Z’li/:(z)) (U,.k(x, Z)) (Yik(x)).

II.

Die Wurzeln der zu den singuliiren Punkten gehirenden
determinierenden Gleichungen

Die zu dem singuldren Punkt z = a, gehérende Normalform des Differential-
systems (A) ist:

(v —a) Pp L= Z yPR,  k=12...m
WO

py =@ pu (o) @)

x—a,

sind und wo m der grofite Wert von den s,, (4 = k) ist.
Die Reihen dieser Funktionen sind:

U ik
W W, B L : P® a, b .
P(;;c - Z bOl:_)k (x (,l,”)@/x’ v Z b}:il,k (x a
0;=0 =0
(») ( k)
ka - Z b/:@k a"v)gk’
QJC—O
wo
1 q,=om — 1, Qe = 0om + 8, — 2

sin

Bedeutet (7,,) eine Integralmatrlx des Differentialsystems (A), dann ist die
allgemeine Integralmatrix des Differentialsystems (A)

(7) (yzk) - (Cik) (nik)’ 7/’ k - 13 2) N (2

wo c¢;; willkiirlich gewahlte Konstanten sind, es muf} aber || ¢, || == 0 sein.
Die Matrix (n,,(x)) hat in der Umgebung des singuldren Punktes z = a,,
v=12, ..., 0, die Form

(8) | (n@ (@) = ((x — a,)ik p2()),

wo 7 die Wurzeln der zu den singuliren Punkt = = a, gehorenden determi-
nierenden Gleichungen sind und ¢ (x) im smgularen Punkt holomorphe
Funktionen sind. Fiir diese gilt noch

| e@(a,) || =0,  ¢@(a,) = 0.
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Das System zu dem singuldren Punkt z = a, gehorender determinierender
Gleichungen?) ist

n n—1
(9) H (?‘(”)b("”k) o b(v L) II bh ky O l
. k=1 ko # ).lecl'20 ’}':‘1:1‘7
r® — P+ 1=s,,. i

Aus diesem System bekommen wir bei jedem Wert von k eine Algebraische
Gleichurg n-ten Grades. So erhalten wir zu jedem singuliren Punkt # = a,,

v= 1,2, ..., n algebraische Gleichungen n-ten Grades, die determinierende
Gleichungen sind. Aus diesen ist es moglich die Wurzeln %, 4, k = 1,2, ..., n;
v=12,...,0, zu bestimmen. Diese alle konnen voneinander verschieden

oder manche sogar auch alle mehrfache sein.

Bei schlechthin kanonischem Differentialsystem ist s;, = 1 also auch bei
A=k sind ) =rP, k=1,2,...,n DBei jedem bestimmten Wert von A
erhalten wir fiir r‘“ nur eine determinierende Gleichun g n-ten Grades.

Wenn die Wurzeln der determinierenden Gleichungen voneinander ver-
schieden sind, haben die Losungen des Differentialsystems keine Punkte der
Unbestimmtheit. Die Singularititen sind die Pole, wenn

(10) R(riy) <0

sind. Sind R(r{}) = 0, die Losungen sind in z = a, von endlichen Werten.

Wenn die Wurzeln der determinierenden Glelchungen mehrfache sind oder
wenn sie sich in ganzen reellen Zahlen unterscheiden, konnen die Losungen
logarithmische also wesentliche Singularitaten haben.

ITT.
Einige Identitiiten

Nach T kann man erreichen, daf3

(11) | (’%k(x))_l = (C;k(x)) = ((x - aw)_réz)‘pik(x))

sind, wo @,,(x) holomorphe Funktionen in z = a, sind.
Bei den Voraussetzungen, welche wir in II. beziiglich der Wurzeln der
determinierenden Gleichungen gemacht haben, gilt die Gleichung

a2 [(p@rmwe)]_, =[(c—w¥Freie)]_ = o,

da die Funktionen ¢ (z) in 2 = a, homomorphe sind.
Nach (11) wieder ist

(13) (@ — e 8,@)]_, = (0.

——

1) J. Hronec, Diferencidlne rovnice I. 1956. S. 3186.
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Es ist
(lp (@)1 Yor®) = (20s(®)) = (wiala)) ™ = (ms() ()™
oder nach (11) ist
(191 Fos@)) = ((@ — @) Bi(@) (ea)™

und aus diesem nach (13) ist wieder

(14) [([(p(x)]'” Y,-k(x))]xzav:: (0), v:: 1,2, ...,0.

Aus der Gieichung (7) erhalten wir
([p1" 92)) = (00 (P @1 7::(2))
und wenn wir (10) in Betracht nehmen, bekommen wir
s o [(eerye)] =0 =12
IV.
Die Integrale haben keine gemeinsamen Grenzen

Wir integrieren die Gleichung (C) beziiglich der komplexen Variabeln z auf
der Kurve a:ag, welche Kurve in der Ebene z durchliuft. Beziiglich der

Variabeln z integrieren wir auf der Kurve a_a;, welche in der Ebene z bleibt.
Jede u, 0, %, A kann einen Wert von 1,2, ..., ¢ annehmen, aber immer so,
daB sie voneinander verschieden sind. Die singuliren Punkte a,,a,, ..., @,
sind so geordnet, daB sie in der Richtung nach rechts gemaB der GroBe der
Indizes folgen. Die Richtung der Integration ist positiv, wenn wir vom sin-
guliren Punkte mit der kleineren Indizes zum singularen Punkte mit groBerer
Indizes integrieren. Anderseits ist die Richtung negativ. Wir bekommen

fgdx j‘ldz( e )(Uik(x’ Z)) (Y“‘(x)) - {(
— {([(}y(z)]myik(z))(fag_% dx)}:Z .

au

aj,

[ 229 @) (1@ Fate)) |

2 r=ay,

Wenn wir voraussetzen, daf3
(16) —1 < R(r¥) < O
ist, dann haben die Integrale

%

(17) [ f g_—’i(—zg—z dz]x:a:

ax
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endliche Werte. Nach (4) und (11) ist es
(tr(21” Fu@) = (@ — @)% Pu(a).

Aus dieser Gleichung folgt weiter

D} (x
(18) Yik(x) = (x . ;()r:—l—r;‘k’:) ’ Yy = 1, 2, « ey, O,

wo &% (z) in der Umgebung von z = a, holomorphe Funktionen und ®}(a,) = 0
sind; deshalb haben die Integrale

(19) [ “Yal2) dx]z=“‘

r— 2

nur dann einen endlichen Wert, wenn
0<m+ rﬁ’ <1 oder —m < BR(r) <1 —m
sind.
Aus diesem folgt, daB die Integrale (17) und (19) nur dann einen endlichen
Wert haben, wenn m = 1 ist, die Bedingung (16) bleibt also in Giiltigkeit.
Ist m =1, das Dlﬂ'erentlalsystem (A) ist schlechthin kanonisch. Im Falle des

schlechthin kanonischen Differentialsystems bei der Bedingung (16) nach (14)
und (15) gilt die Gleichung

faodx ]'Zdz (yilc(z)) (Ui,,(x, z)) (Y,.k(x)) = (0),

u,0, % A=1,2 ..., 0, wobei diese voneinander verschieden sind.

V.
Die Integrale haben eine gemeinsame Grenze
Wir integrieren die Gleichung (C) beziiglich der komplexen Variabeln z auf

der Kurve a a, und beziiglich der komplexen Variabeln z auf der Kurve a,a;,
w,v, A =1, , 0, & &= A, dann erhalten wir

f dz f dz(y,k(@)( Uz, ) (Yar) f da f dzdx(-”"“’)([q»(x)]my,k(x))

(!!5

az

- f dz f & 5 (e va@)(3272).
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Einfachheitshalber schreiben wir @, = a, @, = b, @; = ¢, dann ist

(D) f dz fb dz(yik(z))(Uik(x, z))(yi,‘(@-)) _
f dz f dz g1 (222) (@0 V) -
- jdx f &z 5 (lo@1r ) (522

Auf der Integrationskurve ¢ ac in der Ebene x nehmen wir einen Punkt ¢’ und

auf der Integrationskurve ¢b in der Ebene z wieder einen Punkt &’. Der Punkt a’
wie auch der Punkt &' fillt mit keinem singuldren Punkt von a,,a,, ..., @

i o

zusammen.

Es lSt b a’ ¢ b b’ b
fdx=fdx+fdx, fdz_—_fdz+fdz

und dann ' ) " c c ’

¢ b a’ b’ a’ b ¢ b’ ¢ b
(a) !dx!dzztfdxbfdz—]-!dx’:[dz+alfdxcfdz—{—a,fdx5[dz.
ist. Wenn wir

= (229) @ Yuw)) = v
setzen, dann

f 'd“’ fb 'sz = [( fb f—"_(—z);c dz) ([w(x)]"l Yik(x))]z :
f dxf V= [ f sl dz)([w(x)]"" Yik(x))]::',
foe foor = [( 12w vt

sind. Nehmen wir in Betracht (14) und das, dafl die Integralmatrixen

(e (2w [([e)]

cC 7]
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bei der Bedingung (16) endliche Werte haben, dann erhalten wir

b’

([ 22 as) (wwtonr Yu) | _ = o)

22—
= o),

b
W= &) (@ Yalw))|

z__.
bl

deshalb ist es notwendig nur die folgenden Integrale auszurechnen

f i f axv =| f 458 az) (Lot Y;Ax))]x:“',
[dxfsz = i

I f 44 g2) (@ Yata) [
f do f azV = (f 1) g2) (1t Yuto) | _

(b)

x -

Die Summe der zwei letzten Gleichungen ist
fdxfsz+fdxfsz (0).

Auf der Integrationskurve aua — ac zwischen ¢’ und ¢ nehmen er einen
¢ ist und auf der Integrationskurve a0 A, = cb

(c)
Punkt £ =c¢ — s, wo lim § =
s—>0
zwischen ¢ und b wieder einen Punkt { = ¢ 4 ¢ wo lim { = 0 ist, dann ist
t—>0

das dritte doppelte Integral von (a)
c b
fdxfsz = lim dxfd - — y,!, z))([cp(x)]’” Y‘.k(x)) =
a’ ¢ :-_-:(())a
= lim

lim T( fym(z) dz) ([(p(x)]m Y. (2 ))-

+ L( f U58) 42) ([g(@ Yate)) |

[

115



Wenn wir diese Gleichung zu der Gleichung (b) addieren, haben wir

fdxfsz—i— fdxj dzV = EI(}[( f Yir(2) d )([(p(x)]m t,,(93)” c-—.s.

Nach dem
(20) [ de f dz dix (i”'ffﬂ)([w(x)]m Y,.,c(x)) —

Q = [( fb ;"—_’%f% dZ)(BP(w)]m Y,-,c(ac))]m's
ist. =0 e :

Gerade so wird das zweite Glied auf der rechten Seite der Gleichung (D)
ausgerechnet. Einfachheitshalber setzen wir

(sz_ ([tp(z)]m yik(z))(m) —W.

xr — 2

Dieses Glied zerlegt sich in die Integrale

¢ b a’ b’ a’ b c b ¢ b
;[dxbfde:!dx!de+deszW+!dx!de—l—afdxbfde,

wo das erste, zweite und vierte doppelte Integral

[ foom <[ 229

a
a’

f o f 4 = (90" va@)( [ 322 ae) |
“ b - N

a

c

f de f deW — (v ) ( f Tu8) g) |7,

a

ist. Die Integrale

c

[(fL o [(f e [T ]

a a
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haben nach (18) die endlichen Werte nur dann, wenn m = 1 ist, d. h. wenn
das Differentialsystem (A) schlechthin kanonisch ist. In diesem Falle wenn
wir (15) in Betracht nehmen, sind

fdm[de == [( ylk(z))(fy"‘(x) dz ) Zzb’,
for fom [l vl 222 ).
f e bfb de=[ (2) i (2 ( f x’j‘_xg iz ) N

« .
afdxcj d=W + afdxbj dz‘W-——— (0).

und so ist

Wenn wir die Bezeichnung mit & und { benutzen, dann wird

c—8

o faw = (i) 22 -
= [(qo(z) a2 f 220 az) [ tim [ (o yata) f_—}—;f(_”% as)|

und so ist

fo o 1m o) [ 220,

Wenn wir dies und (20) in (D) einsetzen, haben wir

(21) f d f @ (9 (Ve z))(Mx)) =

b

e (T ) e (R Y X

o+

Die allgemeine Losung des Differentialsystems (A) gibt die Matrix

(22) ' (Yix) = (Cix) Miz)

an, wo (c,;) eine konstante Matrix mit willkiirlichen Gliedern ist, wobei
|| Czk || = O ist.

Weiter ist

(¢(2) Yist@)) = (vax(@) ™ = (maa (@) (e
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Bezeichnen wir
(771'1:(‘”))—1 = (sz(x)) )
dann ist
(‘P(x) Yik(x)) = (‘P(x) Hik(x)) (ca)™"

oder ist

(Yilc(x)) = (Hik(x)) (cae) ™

Wenn wir diese in Betracht ziehen, dann nimmt die Gleichung (21) die Form

b

(E) | fcdxf dz (y,.k (z))(Ui,c(x, z)) (Y,-k(x)) =
= (Cix) 11_1301 {[( f:,i—(z; dz)(fp(x) H,-,‘(x))]uc-s_

t—=0 c+t
c._.

~[frma)( [ 0] Y

an.
Die Vereinfachung der Glieder auf der rechten Seite der Gleichung E.

Zerlegen wir die Matrix (7,,(2)) in die Summe der Matrixen

(12@) = (& ey ) + (2 — oyt Fusta))

gleichfalls die Matrix

(¢(2) Ha@)) = (@ — 72 #'(0) Bus) + (& — o)1 B(a)

wo & = &2, ¢'(c) B, = EY Konstanten sind und wo 7, anstatt r{? ge-

schrieben wird. Die Funktionen g¢;(z) und @, (z) sind in der Umgebung
z = x = ¢ = a, holomorph und ¢;.(c) &= 0, D,.(c) = 0 sind.
Dann ist, .

(ﬂ.k( ))( (z) Hp (2 )) (Ml‘_gik‘)((x — ¢)7"ik @' (c) E’.-k) +

z z — x
(BT (- o)+ (E 7L Fu @) (@ — o @)+

(z — c)f,lk'*"l
z —

+ 7ar(a)) (2 — cmﬂ@k(x)) .
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Von dem folgt

bl

=5 [( f%k—% dz) (9’ () H,-,,(x)) ]hc_s—-—-

t—>0 c+t
- 4 . 2 =0 —
= lim (s,-kf el dz) ((x — ¢) ik @'(c) E,-,,)] +
80 L 2—
t—0 c+t

bl

2 —X

+ E-»IE [(f @ ;_c")r::ﬂ Pir(2) dz) ((w — ‘C)_"ik @’ (c) E,-,‘) ]x=0“8+
t—0 e+t '
+ lsif? [( fﬁz‘;j):fﬂ 9.(2) dz)((a: — )ik Zﬁik(w)) ]x=c~8,
t—0 c+t

'Auf der rechten Seite ist das zweite, dritte und vierte Glied Null bei z = ¢,
deshalb

b'

(24) lﬂ,’ [( f g—‘_"% dz) ((p(x) 1’17,.,,(;13)):’c=c—‘s =
, oty |

Um die Vereinfachung des zweiten Gliedes zerlegen wir

(p@ 10@) = (= — oy#+ ¢'(0) ea) + (2 — orar Fhea)),

(Hx@) = (@@ — a2 Bu) + (@ — o) B(a).

PE(z), D*(x) sind holomorphe Funktionen in der Umgebung z = z = ¢ = a,
und @}(c) &= 0, Df(c) & 0 sind, dann ist

(Peae))(522) = (e — oyertyo) ea) (@ — 0wt Ba) +
(= o) (e — o B@) +

+(e- c)fwaz';(z)) ((x — o) By )+ (e — o272 ) (0 — ) a0 (e
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Diese Gleichung integrieren wir beziiglich x von a’ bis ¢ — s, dabei wird
das Integral in der unteren Grenze bei z = ¢ 4 ¢t genommen. Wir nehmen
weiter die Gleichung bei lim s — 0, lim { — 0 und wir erhalten

c—8

(248) tim [ (s na) [ 222 a)| =
t—0 o
= %}_2)1 [(z — ¢)irtlg’(c) silc) (Eik cfs(x ; 2_:7‘—1 d:v) ]Z=c+t.
t—0 a'

Wir setzen in (E) die (24) und (24a) und wir erhalten

(25) | fdx j)dz (yi,,(z))(U,-k(x, z))(Y,.,,(x)) —

= (Ciz) 181_13 {[(Eikcj'%j_—cg—k— dz)((x — ¢) ik @’ (c) Eik)]x=q—8'_

t—0
c—s8

— [((z — ¢)iktlg’(c) e.-k) (Eik [ (2 —x ﬂ":k—l dx) ]z%?t} ()™

a

Wenn die Integrationskurve cb = c,z;z ; in der Ebene z und die Integrations-

kurve ac = (;:;z,, wieder in der Ebene z liegt, d. i. wenn wir bei m = 1 die
Gleichung (C) beziiglich « von ¢ bis b und beziiglich z von @ bis ¢ integrieren,

erhalten wir ) .
fdz fdx (yik(z))(Uﬁc(x’ z)) (Yik(x)) =

_ f & [ as & (229 (4() Yop(w) - f d fb do g (¢ 929) (525

weiter bei selbigem Vefahren erhalten wir

(25a) fc dz jdx ( yik(z)) ( U,.(z, z)) (Y,-k(x)) —

8

- ot {[{(e —orerto ma)ra [ €2 0] -

t—>0

b'

—[(@= orenporeu) (Ba [ ET as) [T e

r— 2

c+it
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Nach T ist
(9ae) (#(2) Yix() = 0.
Aber sind

(@) = Clmw) = () (@ — o)t P ().
(#(2) V(@) = ()™t = () (00) = (2 — 078 Pug(a)) (0™,
deshalb ist
(cx) (@ — oY pus(a)) (@ — €)77 Bus(a)) (e = (Bun),
aus diesem ist

(2 — o pu@) (& — )7 Pus(2)) = (020

und aus diesem folgt es, dafl es bei ¢+ = £k ist
Z Pii(2) Pu(2) = 1
i=1

und dafB es fiir ¢+ & k bei jedem Wert 2 sein muf}

> (@ — ot (z — ©) " giu(2) Pu(z) = O,

dies gilt nur dann, wenn

(26) ¢ii(x) ¢/’.k(x) = 0’ 0 :#: k: i’ k = 1’ 2: ceay M,
i
ist. Die Funktionen ¢, (z), @,,(x) sind in der Umgebung # = ¢ mit den Reihen

o

Pux() = D ez — )

=0

Diu(2) = 2, ¢'(c) BY(z — o)
»=0
gegeben, wo &% und ¢’(c) £ vom Null verschieden sind. Aus dem folgt, daBl

@7) () (#'(0) BZ) = ()
im Punkt z = ¢ ist und aus (26) folgt

(28) Q@' (c) B = 0, 1=k 1, k=12, ...,n.
@
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Wenn wir alles in Betracht nehmen, erhalten wir

bl

(0 [T az) (@ — oy B) =

c+t
n b’ b’
(e ot B [ LD a2 — o)) = (Bale — e [ E= D).
A=1 c+t c+t

(Gerade so bekommen wir
(I,

(= orwrgorep)(Bg [0 a0) -

r—z

c+t
bl

— (dute = opant [0 az).

r —z

¢t

Setzen wir diese in (25) und (25a) haben wir

(F) f dz fb dz((y,.,,(z))(U,.k(x, z))(y,.,,(x)) =

c
b’

— (cs) (a,.,, lim{[(x — o) f _(gz_-—__cl_c_g dz]x=c_,_

c+t

o [
(F,) f & f s (ya(e)) (Uanta, 2) (Fato)) =

. o [ 2oy ]
= 2 6 1 — Lo ___.__.d —
o) (s tim{[@ — oy [ E=as|
t—>0 a’
‘& — ot T
Nz — oyurr (BT z‘”"“}) )1
[(z c)ik f o dx] (cx) 2
c+t
Die Ausrechnung der Ausdriicke mit dem Limes in der Gleichung (F)
und (F,)
Es gilt die Identitéat
.. & (x—c)y Tk g @ (2 — )it
(29) = s T g e
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Wir integrieren diese Identitdt beziiglich  von a bis ¢ — s und beziiglich 2
von ¢ -+ ¢t bis b’, und wir nehmen den Limes bei s — 0, { — 0, dann erhalten

wir
lim { [(x — ¢)7Tik (z I dz]xzc_s_

=0 22—
t—>0 c+t

~ [ — ey f =gy o] )=

b'

= (b’ — c)raxtt /’(x . __?"b”zk_l dz + (a’'— c)—fikfw dz.

2—a

Die Punkte a’ und &’ wihlen wir so, da
b —c¢

- =enV:_1-
a —C

sei und bei der Ausrechnung des zweiten Integrals auf der rechten Seite
beniitzen wir die Substitution
| z—c=—(a" —c)¢,

z—d = —(@ — o) (1 +0)

ist und so erhalten wir
b'

von wo

v —r (z - c)rtk Tk WV 1 C ik
(@' — ¢) "k ?sz—e 1+Cd(;.
¢ 0
Bei der Ausrechnung der ersten Integrals auf der rechtem Seite setzen wir
2 — o — o —c
¢
von wo x_'b,_____(a—-c)[;(l-f-C)

ist und dann erhalten wir

, _ c(:z: — ¢)~ Tt . P | Crik
— Y1 — a'ik
(/) c)rik f peu— dx = e d¢g,
a’ 1

1+¢

nachdem ist

b'
—_— 25 X=C—8
(30) lim { [(x — c)_rik _(_z.___c._)__k dz] p—
§=0 22— X
t—>0 c+t .
c—8 : ©
— ¢) ikl VT Crik
— | (z — ¢)ratl B0, dx] }: ek @1 d¢ =
[( ) r— =z z=c+t 14-¢ ‘
a’ 0
. - S — - A 1
= er,kn}/—l —_— id = 2 —1 ‘-————————-—wtk = —1 {1 ——}
Sin Tik:/'t n}/ w“‘ — l 2n}/ + w,-k — 1 ’
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wo
(31) i
ist. .
Wenn wir wieder die Ausrechnung des Ausdruckes in (F;) mit dem Limes
durchfithren wollen, integrieren wir die Identitat (29) beziiglich « von ¢ 4 ¢

bis " und beziiglich z von a bis ¢ — s und wir nehmen den Limes bei s — 0,
t — 0, wir bekommen

c—38 b’
— ¢ — YTkl z=c—8
lim I[(a: — c)”'z‘k oy dz] — l(z — ¢)rixtt f (& — o) dx] } =
8—0 l 2—Z T=c+l r—z
t—0 e+t
(z — o)t , " (2 — oy
rigpt1 — _ -r; b M A
— c)Tik f o dz — (' — ¢) "k — dz.
Bei dem ersten Integral wahlen wir die Substitution
e DT
C b
bei dem zweiten wieder
z—c=(a —¢c)¢
und so erhalten wir
(32) lim{[(m — ¢)"ik (e = oy dx] —
8->0 2 — x r=c+t
t—0 a'
(x C) f;k—l Z=C—8 —ro V——]_ . Crik
r; +1 o ok —
[ e f z— 2 j= e
0
e~ Tik T V=1 _— 1
= mrew oV Tlo T

Setzen wir (30) in (F) und (32) in: (F,), erhalten wir die zweite Gruppe der
Relationen

b

@ for o= o
(G,) fdzfdx (y,k(z))( Uz, z))( ,k(x)) =2n)—1 (_“;?é:“a:)
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Bei der Vertauschung der Reihenfolge der Integrale andert sich der Wert der
Integrale. Die Wurzeln r;;, der determinierenden Gleichung gehdren zu dem
singuliren Punkt z = z = a, und werden mit 3. bezeichnet. Wir setzen

WMy_1

(33) e = w}.

Gerade so bekommen wir

() f a [ a2 (yat0) (Vate, ) (Fto)) = 2 =100 + (5252

ay

a

(H,) fvdz j!:ix (yik(z)) (U,-k(x, z)) (Y,-,;(x)) = 27 ]/:T ( w%%’é—if_cs;) .

aj a

~ Wenn wir die Gleichungen (G) und (H),respektive die Gleichungen ((,) und
(H,) addieren, erhalten wir

a

(K) fvdx f;vdz (yik(z)) (Uik(x’ z)) (Yik(x)) +

ay

+ f as f ldz (y,-k<z))(Uik<x, z))(Yz-k(a») — 4ny=1{0w) + Zf{é—ﬁ“)}
a) ay ’

(Ky) ]‘vdz. fldx (yik(z)) (Uik(x’ z)) (Yik(x)) +

+ f & f s (56)) (Vista 2) (¥a) = 42 y=T (—6—0—3__—5—;) .

Im ersten und zweiten Falle integrieren wir auf der selben geschlossenen
Kurve, welche teilweise in dem Blatt x und teilweise in dem Blatt 2 der
Fliche von Riemann liegt. Diese gechlossene Kurve geht im singulédren Punkte
von einem Blatt in das andere. Die Integrale haben in x = z = a, gemeinsame
Grenze. Wir- erhalten so zwei verschiedene Werte je nachdem in welcher
Reihenfolge wir integrieren. Diese Werte sind mit der Einheitsmatrix und mit
den Werten (33) gegeben. Die letzten Werte sind wieder mit den Wurzeln des
Systems der zu dem singuliren Punkt der gemeinsamen Grenze gehorenden
determinierenden Gleichung gegeben.
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VI.
Die Integrale mit zwei gemeinsamen Grenzen

Wir integrieren die Gleichung (C) beziiglich « von ax bis a, und beziiglich 2
von a, bis a,, wo u <, # < v < Asind. Wir gehen so vor, daf} wir

fdx——fdx—{—fdx fzdzzjvdz—}—faldz
an ap ax ax &y
nehmen und dann
fdxfdzv fdxfdzv+fdxfdzv+]dxjsz+fdxfsz
ay au

ist, wo

V= (yik(z)) (Uik(x’ z)) (Yik(x))
ist, aber nach (G) sind

fd”f‘w“ 2y =1{ou) + (G2 )}
f dxf ¥ = 2y =1{6) + (G5 57|

ay

und nach (D) sind wieder

favdxfldle = (6), fdxf dzV =
an  ay au

j”dx ]Wdz (y,-k(z))(Uik(x, z))(f’ik(x)) _

= 1y =1 00 — 2y =10 ) o ()

(%)
Wi — 61‘1: e T 51‘1;

und deshalb

ist, oder

(K,) jpdx faxdz (y,-k(z)) (U,.,c(x, z)) (Y,-k(x)) =

= 4a V=T + 20V 1™ ) + (G5 )}

()
i}'. - 61’&
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ist. Wenn wir die Folge der Integrale vertauschen und (K,) in Betracht
ziehen, bekommen wir

Ay

(Ks) jydz ‘/'dx (yik(z))(Uik(x, z)) (Yik(x)) —

ay

_ -3 Oy O;k )
Rt | e R i |

Bei der Vertauschung der Folge der Integrale dndert sich auch hier der Wert
des doppelten Integrals trozdem, dafl wir auf derselben geschlossenen Integrals-
kurve integrieren.

VII.

Doppelte Integrale der Elemente des Fundamentalsystems
Es ist

(50) (Usta 2) (Yao) = ( S vle) Utz Y, (2)),
=1 p=1

wo ¥,,(2) die Elemente des Fundamentalsystems des Differential systems (A)
sind. Die Y. (x) sind mit der Gleichung

(#(®) V@) = (yar(a)) ™

gegeben. @(z)Y,;.(z) bilden die Elemente des Fundamentalsystems des ad-

jungierten Differentialsystems (B), wo ¢(x) = (x — a;)(x — @,) ... (z — a,)
ist.
U,;x(z, z) sind mit (6) gegeben. Wenn wir diese Formel in Betracht nehmen,
dann
(yik(z))(Uik(xa z))( ) (z z szy“ 2) BPx oY, (x))
0=0p8=02i=1 v=1

-2 «a

-> Z(zﬂy,m)) @) 20 ()

a=0 f=

ist, wo B{3# die Konstanten sind, welche aus den Koeffizienten des Differential-
systems (A) bestimmt werden konnen. Wenn wir das in Betracht nehmen,

bekommen wir
(z Z fdx fdz 2%Y;.(z) B&Pxo=8Y (x))

a— 2 a
8= lv——la,, ay

(Z Z fdxfdzzﬂyu(z ) B&dgniY,,(x ))— 47t]/——1{(6,k) +(—(-,f-5-:5—k)}

$=1rv=1aqa}
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und aus diesen

(J) Z j Z z By 7 jvdx jldz 2Py (2)2* P Y () +

a=0 8=0 2=1 v=1

ay au
T f az f &z 7y, (2) &Y @) = d Y =1 {80 + —6—"—6—}
- Yk
al

,k=12,...,n
folgt. , '
Gerade so, wenn U,.(z, z) aus (6) in (K,), (K,) und (K,) eingesetzt wird,
bekommen wir

o=2 a n

(J,) z Z z E.B(“ ’9) fdzfdx 2y, z)x““’Ysk(:v) +

a=0 =0 s=1 v=1

+fdz [dw 2Py (2) x*PY, (x)}— 4w —1 (V)é_ 5 v=12,...,0,
(J5) z Z z zB(“ 1)fdxfdz 2Py (2) 22 BY () =
a=0 =0 s=1 v=1
P g LT O\
= 4a /=10 +2my=T{ oy o o,

(J3) i Z z ZB(G ﬂ)fdzfdx 2y, (2) Y, =

a=0 =0 s=1 v=1

. T ik 61.7: }
— 27‘6]/ l{wm _ 5z_k+ e N

ik
o, x == v.

k=12 ...,n, Av=12 ...,

In diesen Relationen kommen die Elemente der Matrik des Fundamental-
systems (A) multipliziert mit 2? vor. Diese Elemente haben in der Umgebung
des singuldren Punktes z = x = a, die Form

e8]
() :

yirl@) = (& — 0, 2 eff (@ — a,)",
m=

Auf der linken Seite erscheinen die Elemente

Yule) = 22),
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wo (;(xz) die Elemente der inversen Matrix der Matrix des Fundamental-
systems sind sowie die Konstantelemente B%# welche Konstanten aus den
Koeffizienten des leferentlalsystems (A) bestimmt werden kénnen.

Auf der rechten Seite haben wir einfache Konstantwerke, wo

61’1:

(y)_ak
i

(fv)
(v — 2z V-1 ik
Wi = ©

sind. ¥ sind die Wurzeln der zu dem singulédren Punkt x = a, gehoérenden
determlmerenden Gleichungen. Fiir diese haben wir vorausgesetzt, daf

—1 < R(or®) < 0

gilt, deshalb w{}’ — §;. == 0 ist.

Wir integrieren auf der geschlossenen Kurve, welche teilweise in der Ebene x
und teilweise wieder in der Ebene z liegt und welche in den sin guléren Punkten
von einer in die andere Ebene durchgeht. So bekommen wir zwei verschiedene
Kons’oantwerke ]e nachdem in welcher Relhenfolge wir integrieren und sie

wenn wir erst nach z und dann nach z 1ntegr1eren Diese sind mit den Wurzeln
der zu der gemeinsamen Integrationsgrenze gehérenden determinierenden
Gleichungen bestimmt.

Nehmen wir die Elemente des Fundamentalsystems (8), dann, wenn die
Variabeln z um den sirguliren Punkt = a, geschlossene Kurve schreibt,
multiplizieren sich die Elemente mit

)
) an V 1
Wi = o

und die Matrix (%%(x)) multipliziert sich mit der Matrix (»{). So bekommen
wir ein neues zu dem singuliren Punkt x = a, gehérendes Fundamental-
system

(v2@) = @D (n2@).

deshalb sind o’ die Elemente der Fundamentalsubstitution, welche zu dem
singulédren Punkt x = a, gehort.

Die Gleichungen (K), ( 1), (K,) und (K,) bezeugweise (J), (J,), (J,) und (J;)
bestimmen die Relationen zwischen dem zu den singuldren Punkten gehoren-
den Fundamentalsystem und der Fundamentalsubstitution. Diese Relationen
sind mit homogenen Integralgleichungen mit zwei Integralen gegeben. Wenn
es diese zu losen gelinge, dann konnten wir auch das Problem von Riemann
16sen oder zu dieser Losung niher kommen.

Do redakeie dodané 15. X1I. 1958
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Dvojité integraly fundamentalnyeh systémov vzaté medzi
singularnymi hodmi diferencialnych systémov

J. Hronec

Sthrn

V tejto praci vyjdeme zo vSeobecného diferencialneho systéniu (A), ktory nemé body
neurditosti, a z diferencidlneho systému (B), ktory je pridruieny k diferencidlnemu
systému (A). Fundamentalne systémy tychto diferencialnych systémov su ekvivalentné,
preto fundamentélny systém (A) vezmeme pri premennej z a fundamentalny systém
pridruZeného dif. systému vezmeme zase pripremennej x. Na zéklade uréitej identity
vytvorime matiéna rovnicu (C), v ktorej vystiipia obidva fundamentalne systémy a racio-
nalne a symetru,ke funkcie celistvé Ujg.iz,;)., dané rovnicami (6a) a (6).

V stati II préca sa zaoberd korenmi determinujtch rovnic, patriacich k jednotlivym
smgularnym bodom. Tieto korene st uréené systémom (9). Berie sa do ohladu ten prlpad
ked su vietky tieto korene rézne a neliSia sa v celych redlnych é&islach. Predpoklada, ze st

R(r) < 0, (&. 10). V stati III urdi niektoré identity, ktoré vyplyvaju z predoslych pred-
pokladov V stati IV rovnicu (C) integruje medzi dvoma singuldrnymi bodmi Rieman-
novej plochy o dvoch listoch a bodoch rozvetvenia a,, a,, . . ., a; vzhladom na premennu z,
medzi inymi dvoma singularnymi bodmi zase vzhladom na premenm’l z. V tomto pripade
prichadza k prvej skupine relacii (D), ked je diferencialny systém (A) absolitne kano-
nicky.

V stati V integruje rovnicu ((J) vzhladom na premennt z medzi singuldrnymi bodmi a,
a a,, a vzhladom na premennt z medzi sing. bodmi a, a a;, 4 < v < A. Teda dvojité
integraly maja jednu spoloé¢nu hranicu. Aj v tomto pripade po dlhom rozbore dostaneme
vysledky len vtedy, ked je dif. systém (A) absolitne kanonicky a na korene determi-
nujuacich rovnie, patriacich k jednotlivym singulérnym bodom plati vztah —1 < R(r{7) < 0.
Tieto vysledky st dané fundamentalnymi substiticiami (31), patriacimi k singularnym
bodom ako k spoloénym hraniciam. [Rovnice (G) a (G,).]

Rovnice (K) a (K,) uréia tieto vztahy pri integricii po uzavretej krivke Riemannovej
plochy o dvoch listoch. Tato krivka v siagularnych bodoch integralnych hranic pre-
chadza z jedného listu na druhy list. Vysledok sa zmeni, ak zmenime smer integréacie
a liSisa o 47V —1 6y, kde 85 = 1 pri¢ == n a zase d;. = 0 prit — K.

V stati VI sd urdené dvojité integraly rovnice (C) po uzavretej krivke Riemannove;j
plochy, ked maju tieto integraly dve spoloné hranice, ktorymi su singuldrne body
dif. systému (A) Tieto Vysledky st dané rovnicami (K,) a (Kj).

V stati VII st urésné dvojité integraly prvkov fundamenta.lneho systému diferencial-
neho systému (A) po uzavretych krivkach RlemannoveJ plochy. Tieto vysledky st dané
rovnicami (J), (J;), (Jp) a (J3), ktoré znamenaju vlastne systemy mtegralnyoh rovnic
o dvoch integraloch. Tieto sa VztahuJu na fundamentélne systémy dif. systému. V hra-
niciach vystupuju singulérne body dif. systému. Na druhej strane tychto integralnych
gm(rinlc zjavuji sa fundamentalne substitucie, ktoré patria k jednotlivym singulérnym

odom.

Keby sa podarilo rie$it tieto systémy integralnych rovnic o dvoch integraloch, vtedy
by bol rieseny aj Riemannov problém, vztahujdci sa na ur¢ity dif. systém.
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JiBoiinnle mHTerpainl (yHIAMEHTAIBHBIX CHCTEM MEHY OCOOBIMH TOYKAMH
muddpepeHHaIbHBIX CHCTEM

I0. I'ponen

PeswomMme

B vr0ii padore aBrop ucxojut u3 obuleit jmddepennnannioii cacremnl (A), Kotopas ue
COIEPHHT TOUCK HeollpejiesieRnocTd M u3 auddepenumarinioii cucremur (13), coupsirenHoi
K puddepennmansioin cuereme (A). DyngaMenrainibie caeteMsl 9THX JPdepeHimaibbix
CHCTeM HKBHBAJICHTLbI, 109TOMY B QVHJaMeHTanbloil cucreMe (A) B KauecTBe IePEeMEeHHOro
upunuMaercs z B B QyujlaMCHTaNbLHOIl creTeMe conpsukernoll juddepenmannioit cucteme
ousst, x. Ha ocnoBaumm onpejle.lenniioro ToecTBa cOCTaBUM Matpuuioe ypasuenue (C),
B KOTOPOM uMewrTcs 00¢ (QynjaMenTalbuble CACTeMbl, palMOHAJbUDbIE M CHMMCTPHYCCKHE
Hesanie GynKuuy jlannsie ypaBaeuusimn (6a) m (6).

Bo BTOpoil yacTH paccMaTpUBACM KOPHY jleTepPMHHYIOUMUX VPABHEHHH, OTHOCSIIHECH
K OTJACIIBHLIM 0COOBIM TOUKAM. JTH KOPHH oupejlelienibl ciucTeMoii (9), YUnThiBas TOT ciyvai,
KOU/ld B¢ KOPHU Pa3IMuibl M HE OT/IHMYAKOTCS HeJbIMA BelllecTBeHHbIMA uncjiaMi. 1lpemiosa-
raercs, uro R(rif <0 (H° 10). B IIT vacrn ONPe/IedISII0TCSI TEKOTOPbLIe TOM/IeCTBA, BhITERAIO-
e M3 HpeAecTBYIOMNX npejnodaoKentit. B IV vacrn murerpupoBano ypasienue (C)
MeXJLY JIBYMsI 0cOOBIMI TOURAMH Ha JABYXJIICTHOH 1TOBepXUOCTH PHMana ¢ TOYKaMA passer-
BJIICHMST @y, dg, ... @, OTHOCHTG/ILHO UEPEeMEeHHOW z, M MeK)LY APYIHUMA JABYMA 0COObLIMHA
TOYKAMI OIITH OTHOCHTEILHO TlepeMeunoll z. B aToM ciryyae mosydaeM MepBYIO Cpylmy
cooruontenunii (D) u rorja juddepertmannuan cucrema (A) siBasierca aGCOJIIOTHO KANOWH-
4eCKOI1.

BV yacrtn wnrerpuposaiio ypasuenue (C) OTOCUTeIbHO HIEPEMEHHOM ¥ MY 0COOLIME
TOUKAMM ¢y, U @, ¥ OTHOCUTENLHO lIepeMelllion s MeKIy 0COObIMM TOUKAMH a, W ay, it < v — A,
U TAK 1BOMIbIe MHTErpajibl MMeloT oiiHy o0ulyio rpant. B a1oM cityuae 1nociie mpo;0inKaTelib-
HOI'0 aHaJM3a IPHXO/UM TaKKe K pe3yJbTaTy TOJLKO Torja, ecnnm nuddepexnmainnas

cucrema (A) aBisercsa abCOMIOTHO KaHOHMYCCKOM ¥ I KOPHEH IeTepMIHYIONUX YV paBHEHHH,

OTHOCAIIMXCH K OT/eJLHBLIM 0COOLIM TOUKAM MMeeT MecTo cooTHomenne — 1 < R(rif) < O.
ITH peayapTaThl Jianbl QyilaMenTa bHBIMA HOICTAHOBKAMH (31), oTHOCSIAMACA K 0cOObLIM
TOYKAM Kak K o0mWMM rpausiM ypaBuenmii (G) u (G,).

ITH COOTHOUIEUNs OupejensnloTcsa ypaBHennsamu (K) m (K,) mociie AuTerpupoBands 110
3aMKHYTOIl KPUBOIl JBYXIMCTHOIU IOBepXHOCTM PHMaHa, rje KpuBag B 0COOBIX TOYKAX
I'paHeil MHTerpaja IepexogdT M3 OJHOr0 JHcTa HA BTOpoil. PeayibraT W3MeHWTCs1, eCiin
M3MEHNTHh HAlpaBlIeHNe MHTerPHPOBAHHA ¥ OTAMYAIOTes: mMeH1o o 4x)—18; roe 8 =1
Wi L = kA 0 = 0 s i = k.

B VI uacrnm oupejiesieHsl J{BOWHBIe MHTerpasibi ypaBuenusi (C) mO 3aMKHYTOH KpPHABON
nosepxuocTd PHMana, ecim 5T HHTerpasibl UMeloT jiBe o0niue TpaHy, siBISIIONIACCST 0COOLIMA
ToukaMu judPepenmanbuoil cacTeMs! (A). ITH pedyabTaThl faunl ypasuenusmu (K,) u (K,).

B VII gactn ompejienensl NBOMiHble WHTErpajnbl 3JIeMeHTOB (PyH/IAMEHTAILHON CHCTOMAL
jnddepennmanabHoil cHcTeMil (A) MO 3aMKHYTHIX KpHBLIX NoBepxHocts Pumana. d9Ta pe-
3yabraTbl Janbl ypasueuusmu (J), (J4)) (J,) 1 (J3), o3HAUAOUIUMHA COOCTBEHHO CHCTEMbI
AHTEerpajibHbBIX ypaBHeHuii ¢ NABYMsl HOTerpanaMia. OHM OTHOCATCS K (PydIaMeHTaIbHLIM
cucremam auPdepenunanbroil cucTeMbl. Ha rpansax mMeiotcst ocobblie To9xn uddepennnansb-
HOW cucreMbl. B 1paBoil yacTHm aTMX MITErpajbHLIX ypaBHeHWil o00baBIAOTCH (QyHiameil-
TaJbHbIe NOJACTAHOBKH, NPHHAJJIeKANNE K OTJAeNbIILIM 0COOLIM TOUKAM.

Ecam Obl ymamock pa3pemmnTh 5T CHCTEMbl MHTErpajibHLIX YPABHCHHI ¢ IBYMA MHTErpa-
Jamm, reM cambiM Obista Onl penrena W 1pobGiema PmMaHa, oTuocsmasicst K ONpe/eleHHO
naddepeHnnaTHHOM CHCTEME.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IV - 3-5, MATHEM., 1959]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSIIA"S COMENIANAE
TOM. IV., FASC. 111-V MATHEMATICA 1959

Uber das formale Ausdriicken des partikuliiren
Integrals einer Differentialgleichung dureh
die Koeffizienten der gegebenen Gleichung

A. HUTA

Der Zweck dieser Studie ist, ein partikuldres Integral einer Differential-
gleichung formal anzugeben, in der Form einer Funktion, die nur die Koef-
fizienten der gegebenen Gleichung und ihre Ableitungen enthaltet. Falls solche
Funktion schon konstruiert wird, ist es moglich mittels dieser Funktion das
Integral der gegebenen Differentialgleichung ,,in geschlossener Form* zu
finden.

Diese, hier angegebene Methode ist besonders geeignet bei der formalen
Losung der algebraischen Differentialgleichungen. Bei manchen Differen-
tialgle.chungen (als z. B. bei der Riccati-schen Gleichung, der linearen
Differentialgleichurgen zweiter Ordnung usw.) ist es méglich sogar das allge-
meine Integral dieser Gleichungen formal zu finden. Die Voraussetzung zur
Losung dieser Gleichungen ist, damit die Koeffizienten der zu lésenden Glei-
chung, analytische Funktionen seien.

§ 1. Die Einfiihrung der Funktionen h(f) und H(f)

In diesem Artikel beschrianken wir uns vorldufig nur auf Differential-
gleichungen, deren Koeffizienten nur von einer Funktion f(z) abhéngen. Setzen
wir voraus, dafl das Integral der Differentialgleichung sich in nichster Form
schreiben 148t:

(1) hlf(x)] = D wy(®)
i=0

WO

(2) ;
und D k(x) = ¢ fiir alle &(j) = 0 (ganze Zahl)
=0

a
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dabei dem Index bei C ist so zu verstehen, dafl der Buchstabe ¢ kommt
k(:)-mal vor. Es ist also w,(x) eine Funktion i-ten Grades in der Funktion
f(z) und seiner Able1tungen

Es ist zweckmifig den Begriff der Dimension und der Wage folgender-

]
mafen einzufiihren: Das Glied I [f®]¥® hat die Dimension 7, wenn > k(x) =1,
-—() a=0

und es hat die Wage R wenn Zoc k(x) =
Auller der Reihe (1) werden w1r auch Relhen der Form

(3) : H[f(x)] = Z w;(x)

j=—w

betrachten, bei denen die Exponenten bei der Funktlon f(z) konnen auch
negativen ganzen Zahlen sein.

§ 2. Die Losung der Riceati-schen Differentialgleichung

Im nichsten werden wir durch Anwendung der Funktionen A[f(x)] und
H[f(x)] die Riccati-sche Differentialgleichung

(4) Z + 22 = [(2)

16sen, wo f(x) eine analytische Funktion ist.
Wenn wir in die rechte Seite der Gleichung (4) die Substitution

1
(5) Hz) = w¥(x)
einfithren, bekommen wir die Gleichung
1
’ 2 =

(6) 2 4+ z u()
und diese durch Einfiithrung einer weiteren Substitution

| )]

in die nichste Gleichung
(8) wt —wtt2—1=0

itbergeht. Die Gleichung (8) hat ein Integral der Form

(9) t :Zak

wo die Glieder a, Ausdriicke der Dimension % in den Verdnderlichen u sind,
die den Bezug

(10) Zas’ak-i = Wa_y — UAE_,

i=0
erfiillen.
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Durch Einsetzen (9) in (8) bekommen wir

(11) ua, + ua) + way, + ... —wa, —wa, — wa, — ... + ai +
+ 2aa; + (af + 2a.a,) + (2aga; + 204a,) + ... —1 =0

und durch Vergleichen der Ausdriicke mit gleichen Dimensionen bekommen
wir das nichste System der Gleichungen

a: =1
2a, = u'
(12) 2a, = u'a; — ua; — a3

’ /
2a, = u'a, — ua, — 2a,a,

2a, = w'a, — ua; — 2a,a; — a3 USW.

Aus der ersten Gleichung dieses Systems folgt @, = +-1 und a, = —1. Durch
die Losung des Systems (12) bekommen wir fiir @, = 41 d1e Ausdriicke
a e
= Eu
a, = = u'? ! uu”
=g Ty
(13) 1
a3 — _é_ uzulll
1 1 1 1 1 .
== — a2 — = 2w — iy w” — —— udu Y
Ay 128“ +32uu u” 32uu Suuu 16uu
und fiir ¢, = —1 wieder die folgende Ausdriicke
a, = ! u
=
@5 =— —!—u'z - 1 uw"
2T T8 4
(14) Lo
(g = —8—u2u
a, = L u't — ! w4 - uPu"? 4 —1~u2u' . + — u3'u“
$7128 32 32

Durch Einsetzen der Ausdriicke (13) resp. (14) in (9) bekommen wir

1 1 1 1 1
15 { =1 — — — ey — 2y __q'4 S _—
(15) ¢, (=) +2u+8u 4uu + A T + uu

1

1 1
— 2972 ___ 2 " . y8ylV
3g WU Suuu T =+
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resp. |
(16)  f(@) = —1 o w — s u? o’ e  u
e 2 8 4 g 198 %

1 1 1 1
2" L g2 L a2milar | a3 IV
32uuu+32uu —I—Suuu —|—16uu + ...

Wie man sieht, die Ausdriicke auf den rechten Seiten von (15) und (16)
sind abhéngig nur von der Funktion  und von ihren Ableitungen; sie kénnen
deswegen auch folgendermaflen geschrieben werden

(17) ' ty(x) = y1(u); ty(x) = pa(u).
Wenn wir noch die nichsten Bezeichnungen einfiihren
1 1 1 1
— - 2 . T e 2,7
my(u) =1+ g ¥ g Tk —{—32uu U
1 1 1
18 e — o wrn — w4
(18) 59 WU g W T 4
m,(u) = ! u' + ! w2 -
2 — 2 8 . * .

konnen wir schreiben
(19) yi(u) = my(u) + my(u), vo(u) = —my(u) + m,(u)
und mit Riicksicht auf (7) haben wir

y1(%) ()

20 m@=1" =g, = 2 )

resp.  2,(z) = Tu T P

Die Ausdriicke (19) sind Losungen der Gleichung (6) und da nach (5) man hat

(@1 u(x) = 1
i /i@
‘konnen wir endlich schreiben
. [ 1 7

(22) 21(2) = Go) i@
resp. \

23 2(2) = G| ———
= @)

Durch die Formeln (22) und (23) gegebene Funktionen sind zwei unab-
hangige partikulare Losungen der Gleichung (4) und deswegen die allgemeine
Losung dieser Gleichung wird

2+ k(2 — ) exp(2 [z dz)
= U (e, — 2) exp(2 [ 7 da)

(24)
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Als Beispiel fiir praktisches Rechnen soll eine klasissche Differential-
gleichung

2y +9y*) +a=0 wo a=u&>0 eine Konstante ist,

gelost werden. Diese Gleichung hat die allgemeine Losung
1 o X
=zt nte(5+0)

(Kamke: Differentialgleichungen, Losungen und Losungsmethoden Bd. 1,
Leipzig 1951, s. 303. Bp. 1.181.)

Losung: Es handelt sich um die Gleichung y' 4 y* = — 5:4 die eine Glei-
chung der Form (4) ist, wo f(z) = — %4. Nach (5) es wird u = 7 , woraus
2z 2 ..
W= —-,u" =——und u® = 0 fir k = 3,4, .... Also laut (15), (16) und
—a —a

(20) nach dem Einsetzen haben wir

—a

f }/
Y= — — ~—— und = — +

Diese Ausdriicke sind zwei unabhéngige partikuldre Losungen der urspriing-
lichen Gleichung. Das allgemeine Integral der Gleichung (4) bei 2 bekannten

unabhéngigen Losungen ist durch die Formel (24) gegeben, die in unserem
Falle die niachste Form besitzt

Ys + ky(y, — y1) exp(2 [y, da)
1 + k(y, — y1) exp(2 [ y, dz)

2ty Y=y 1+ k(y, — y,) exp(2 [ y, dx)
2 2 1 — k(y, — y.) exp(2 [y, dz)

Die Ausdriicke fiir y;, und y, in diese Formel eingesetzt, geben uns endlich

oder

y:

1 1 @ s oxp2i ™
1 V"““ 1 k.20 "%y exp22 5
y=2 + 7 —a =

11k.2

© g exp 2 %

_‘_+Z_E. 1——exp(2z;—|—z2~+log2+-2—loga+logk)

a2

1 +exp(2z’%—{—i—g+log2+—;—loga—i—logk)

exp (z’ﬁ—l—c’)——exp(—iﬁ——c’) '
:_;;4_3‘57; * v .__:l+'~_"2tg(f‘_+0),
&z . & , . & , z @ x
exp(z;—l—c)—}—exp(—z«a—:—c)

ein Resultat, das mit dem Ergebnis im oben zit. Buche, identisch ist.
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§ 3. Die Losung der Gleichung v — f(z) y = 0
Bei der Losung der Gleichung

(25) Yy — f(®)y =0
fiihren wir ‘die Substitution
(26) y:exp(fzdx)

ein, womit wir die Gleichung (4) 2’ + 22 = f(x) bekommen, die zwei parti-
kuldre Integrale (22) und (23) hat, d. h.

2y = Goy(%) Zo = Goro)(%)-

Setzen wir voraus, dafl die zwei partikulire Integrale der Gleichung (25)
sind folgende

(27) g1 = exp| [ gun(w) de| = Gulu(@)]
(28) 1o = exp| [ guo () dz| = Gy fu(a)]

Satz: Ist y, = Gyy\[u(x)] ein partikuldres Integral der Gleichung (25) so
Y, = Gy[u(x)] ist ein zweites linear unabhéngiges partikuldres Integral der
Gleichung (25).

Beweis: Die Form der linearen Différentialgleichung zweiter Ordnung mit
verdnderlichen Koeffizienten, welche zwei partikuldre Integrale y,, y, hat,
ist folgende

¥y y
(29) 19 91 o1 = (1% — 9192) 4" — (Y% — %) ¥ + (919 — 9195) Yy = 0
9 v v
Bei der Gleichung (25) ist
(30) Yo — Yoy = 0
oder nach Integration
(31) YoUr — Yoy = k
davon folgt die bekannte Gleichung zwischen y, und y,
(32) ‘ Y. = ky, i::i
Yi
Weiter durch Einfiihrung des Bezuges (26) in (31) bekommen wir
(33) 2y —- zlz——k.'exp(wledx).exp(~—fz2 dx)

Anderseits die Gleichung (4) mit einer bekannten partikuliren Losung v,
kann in folgender Weise geschrieben werden

(34) Z'+22-Z;——Z%=O

v
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deren Losung, welche wir mit z, bezeichnen wollen, ist

(35) 2, = 2, + H% log[O +fexp (——2le_ dx) de

Durch Integrieren und Antilogarithmieren dieser Gleichung erhalten wir

expf (2 — 2)dx = C +f[exp(——2ledx)] dx
woraus unmittelbar folgt |

(36) 2y — 2 = exp(——le dx) . exp (“] 2, dx)

Die Gleichung (31) fiir £ = 1 ist identisch mit der Gleichung (36), woraus
folgt, daB Gy [u(x)] ist ein anderes linear unabhingiges Integral der Glei-
chung (25). Deswegen das allgemeine Integral der Gleichung (30) ist durch
folgende Formel gegeben

(37) y=6ﬁﬂPfﬁmJV%§]dw+cﬂmpfﬁm{f%ﬁ]dx

was man mit Riicksicht auf (27) und (28) auch schreiben kann

s v = oo 75 |+ o0 5]

§ 4. Die Losung der Gleichungen,
die sich auf die Gleichung (25) zuriickfiihren lassen

a) Die Gleichung

(39) Yy +p@)y + q@)y =0
geht durch die Substitution
(40) Yy = zexp[———;—fp(x) dx]
in die Gleichung
1 1
(41) ¢ |70 + 3o — @)z = 0

iiber. Die Gleichung (41) hat die Losung

1 J—
(42) 2 = o] | $ 720 + 5 7@ — a@)| ]+

a

* 1 !
+ ool | £ 740 + 5 (@) — 1@)
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und daher die Losung der Gleichung (39) ist

zm{[ () + 3 '(x) — gla )]'%}exp[—;} i p(x)dx] |

b) Die Gleichung
(44) a(2) ¥" + ay(2) y' + ax(x) y = O

hat, laut (39) und (43) die Losung

;_ a? — da,a, + 2(ae; — aga,) |3 1 (a,
(45) y = 2 ciqu){[ 1 _ }eXP ["’ Aif?t; dz

i=1

(43)

Mm

=1

§ 5. Die Losung der Normaliorm der Abelschen
Differentialgleichung

Die Normalform der Abelschen Differentialgleichung

(46) | 2+ 2 = f(x)
geht durch die Substitution
1

(47) (@) =
in die Gleichung

; 1

7 3

(48) 2+ 2= 2@

iiber. Durch eine weitere Substitution (7) erhalten wir die folgende Gleichung

(49) wlt —uu't 4?2 =1
die fiir

(50) u? = 2v

in die Gleichung

(51) 20—Vt —1=0

iibergeht. Die Gleichung (51) hat wieder ein Integral der Form (9) { = > ay,
k=0

wo, fiir die Glieder a, der Bezug

k j
(52) z Z,,i_-l——%Za—{—vZa

gilt.
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Durch Einsetzen der Reihe (9) in die Gleichung (51) und durch Vergleichen
der Ausdriicke gleicher Dimensionen bekommt man bei a, = 1 ein partikulires
Integral der Gleichung (51) in der Form

1 2 1
— Bt 2 ” . ’3 . oy 12 294" .
(53) t 1+3v T 81(v 18 vv'v v") 4

Also die Gleichung (49) hat eine Losung

(54) t(x) =1+ —ls—uu’ — _(} (w2 + wdu") 4

~4- §II (8uu'® 4+ 18u'u'u" + 3ubu") + ..
und deswegen das partikulire Integral der Gleichung (48) ist
(55) ) = |1 4 2uw — - e 4 ww) +
) 3 g ‘WU w
-+ %(8%%&’3 + 18w'u'v" + 3usu") —]- .. ] = A(u)

wo A(u) bedeutet eine nur von u(x) abhangige Funktion.

Aus (55) und (47) folgt endlich fiir die Lésung der urspriinglichen Gleichung
die Formel

(56) Ax) = 4 [T/ f_(l&_)]

§ 6. Die Losung der linearen binomischen
Differentialgleichung dritter Ordnung

In diesem Absatze werden wir nur die Losungsfolge bei der Differential-
gleichung

(67) y" — (=) y =0

zeigen. Durch die Substitutionen

y = eipfz(x) dz und  f(z) = ;‘—5%—:;:-)—

geht die Gleichung (57) in die Gleichung

1
68 " ' 3
( )' 2" + 322" + 2 (@)
liber, die nach weiterer Substitution (7) die folgende Form annimt

(59) u” + Sutt’ — 2uu't’ + (2u'? — uu")t — 3wt + 8 —1=0
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Die Gleichung (59) hat ein partikulires Integral der Form A(x), und zwar

(60) t(z) =1+ w' + :13( — 2uu”) + 1 " — —%9— (2uu'n" + wdul¥) + ...

also die Gleichung (58) eine Losung

(61) 2(x) = _;&_ [1 + u + ; (w'? — 2uu”) + %—uzu —

— _;_ (2uru'v" -+ wiulV) + .. ] = g{u) = ga[%/_f_l_]

und die ﬁrspriingliche Gleichung (57) hat dann eine partikuldre Losung
1
(62) 3 = exp f g;[u(2)] do = exp f ga[—w«——]dx = Gy[u()] = [___]
/() 11(@)

Da y, eine partikulire Losung der Gleichung (57) ist, kann die Ordnung
dieser Gleichung reduziert werden. Durch Einsetzen der Substitution

(63) y = ylf'u(x) dz
in die Glelchung (87) erhaltet man
(64) 0" + 3yiv’ + 3yiv = 0
Laut (45) sind zwei partikuldre Integrale dieser Gleichung
(65) o=—eof|d ()= S L]}t i-1
'yt ¢ \y, | 2y
so, daf3
3 (Y 3y | _
(66) yz+1““?/1f}/3 26) [ (?/1) 2y1] Idxfur 1 =1, 2;

also das allgemeine Integral der Differentialgleichung (57) ist

AR A
(67) y—cly1+y12 f Vot Gt [ (%f) ”‘2‘35] }dx

wo y, durch die Formel (62) gegeben wird.

8 7. Einige Erweiterungen der vorangehenden Formel

a) Die Methoden und Formel der §5 und § 6 lassen sich in bestimmten
Sinne verallgemeinern. Analogischer Weise wie bei der Gleichung (46) konnen
wir auch die Glelchung

(68) Y+ y" = f()
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2z (x)

16sen. Durch die Substitutionen f(x) = ——n(~—) und y(x) = % (@) geht die
Gleichung (68) in die folgende Gleichung

(69) ur ' —ur 'z 22— 1=0

iiber, welche durch eine weitere Substitution

(70) ul=(n—1)v

die folgende Form annimt

(71) m—1)vz —vz+2"—1=0

Fine partikulire Losung der Gleichung (71) ist

(72) z_1+—v ~——l——1-—(n——3)v’2———(n—1)vv”+ |

— (n—- 2)(n — 4)v ’3+ (n — 1) (n — 2) w'v" + 7—z§(n — 122" 4 ...
oder durch Zuriicksubstituieren laut (70) haben wir
1 —_ 1 —4.. 1 —a
(73) z=l+——u" u —~2~——(3n—7)u2” 4u2——7—z—u2“ Su” 4
+ ~3%3~ (n — 2)(13n — 31)udr"6y'3 —|— (n — 2)ud® Su'u” —|— u3” VA T
und endlich, nach Einfiihrung der Bezeichnung

1 1 1 L e
(714) A, (u) = — [1 + — w2 — —2—7 (3n — T)utu'2 — ﬁu“ u” +

3—15(77, — 2)(13n — 31)ud"™ 6u’3—{— (n — 2)uPSu'u” + ! Sudtt At L ]

konnen wir schreiben als partikuléi.res Integral der Gleichung (68) den Audruck

) v =45 1_]
V()
b) Bei der Losung der Gleichung
(76) yv —fle)y =0

bekommen wir fiir die unbekannte Funktion z eine, mit (58) analogische
Gleichung

. 1
(77) zm + 422” + 6222, + 32’2 + z4 __:?_“,4
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und fiir ¢ eine, mit (59) analogische Gleichung

(78) wdt” + 4utt” — 3ulu't” 4 3ult'? 4 6ut?’ — lduu'tt’ 4
+ (6un'? — 3uu")t’ 4 t* — 6uw't® 4+ (11u'2 — 4duwn")i® +
+ (6buu'n" — uu" — 6u3)t —1=20

mit der partikuldren Losung

3 5 5 5
— . ’ ,_,2____ n __2!” .
(79) t_l+2u+8u 1 v —|—8uu—|—

es gilt also-fiir 2

(80) —,Ll;(l-}———u —I——u ——%uu +—u2u"’+ )
1
= g4(u) = 94[4,_._]
V()
und ein partikulires Integral der Gleichung (76) hat die Form
1
(81) Y= efo.‘h[ ]dx = G4(u) = 4[4 ___]
Vi@ 1 V()

¢) Zum Abschlusse soll hier wenigstens das Endresultat der Ldsung der
Gleichung

(82) y™ — f(x) .y =0

angegeben werden.
Die Gleichung (82) hat eine partikuldre Losung

1 1
(83) n=0G,|; = exp | g.|5 dz
[Vf(x)] f [Vf(x)]
wo, wenn man ersetzt
‘ 1
(84) = = U
Y f(z)

konnen wir schreiben

@) s =y 1473 o =2+
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A. Huta

O formalnom vyjadreni partikularneho integralu diferenciilnej rovnice
pomocou koeficientov danej rovnice

Sthrn

Uéelom tohto &lanku je podat formalne partikuldrny integral diferenciélnej rovnice
ako funkeiu, obsahujiacu len koeficienty danej rovnice a ich derivacie. Pri niektorych
diferencidlnych rovniciach ako napr. pri Riccatiho rovnici, linedrnej diferencialnej rovnici
druhého radu atd.) je moZné pomocou tejto funkeie najst formélne vseobecny integral
tychto rovnic. Predpokladom je, aby boli koeficienty diferencialnej rovnice, ktord mame
riesit, analytické funkeie.

V tomto ¢lanku sa riesené diferencidlne rovnice, ktorych koeficienty st zavislé len
od jednej funkcie. Predpokladame, Ze uvedeny integral mozno vyjadrit pomotou funkecie
danej nekonednym radom (1), pricom ¢leny tohto radu st dané vyrazom (2). Ako roz-
sirenie radu (1) mame aj rady tvaru (3), ktoré st velmi dolezité, pretoze niektoré diferen-
cidlne rovnice (ako napr. Riccatiho diferencidlna rovnica, Abelova diferencidlna rovnica
atd.) maju partikuldrne integrale prave v tomto tvare.

V tomto élanku pomocou funkeie i definovanej vzorcom (1) a (2) a funkcie H defino-
vanej vzorcom (3) je riesenych niekolko diferencialnych rovnic. Vysledky tychto rieseni
s tieto: '

1. Partikularne integrale Riccatiho diferencidlnej rovnice (4) st dané vzorcami (22)
a (23), kde vysvetlenie funkecie g je dané vzorcami (15) aZz (21). Zostrojenie funkcie
transformovanej rovnice (8) je dané vzorcami (9) a (10). Tato rovnica (8) ma integral
tvaru h, naproti éomu rovnica (4) mé integral tvaru H. VSeobecny integral rovnice (4)
je vo vzorel (24).

2. Partikuldrne integrily binomickej diferenciilnej rovnice druhého radu (25) stt dané
vyrazmi (27) a (28) a vieobecny integral vzorcami (37) a (38).

3. Vseobecny integral linedrnej diferencidlnej rovnice (39) je dany vyrazom (43) a inte-
gral rovnice (44) je dany vzorcom (45).

4. Partikularny integral normaéalneho tvaru Abelovej diferencialnej rovnice (46) je
dany vzorcom (56). Pri odvodeni sa rieSi transformované rovnica (49), ktord ma inte-
gral tvaru h. Zostrojenie funkeie, ktoréd je tymto integralom, je dané vzorcami (9) a (52).

5. Partikuldrny integral binomickej diferencidlnej rovnice 3. radu (57) je dany vy-
razom (62) a vSeobecny integral vzorcom (67).

6. Partikularny integral rovnice (68) (ktorej Specidlnym pripadom pre n = 2 je
Riccatiho rovnica a pre n = 3 Abelova rovnica) je dany vzorcom (75).

Napokon st dané smernice pre rieSenie binomickej diferencialnej rovnice 4. radu (76).
Je odvodend transformované rovnica (78) s partikularnym integralom (79) a dalej je
podany partikularny integral (81) rovnice (76).

Zaverom sa uvadza koneény vysledok partikuldrneho integralu (bez odvodenia) bino-
mickej linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu (82). Tento partikuldrny integral (83)
je dany len aproximativne a na koniec price sa pridal len ako ilustricia k voli predstave
integralu diferencidlnych rovnic tvaru (82).
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O ¢opmaabHOM BBIpa’KEHHU YACTHOTO MHTErpajia aud@depeHnuajiIbHOro
ypaBHeHHA 4Yepe3 K03 puuueHTh JAaHHOIO ypaBHEHUA

A. T'yra

PesmoMe

Leapio aroit paboTLl siBJAsIeTCs lIpejicTaBjaedue GOpPMaJbLHOIO YacTHOIO MHTErpasia B Ka-
yecTBe QYHKIAM, CoJepKalied TOIbKO KO3QPAIMEenTH JIAHHOr0 YpaBHeHus M MX IPOU3BOJI-
Hble. ¥ HekoTophiX jauddepeHnuaIbHbIX ypaBHendai (kak nHaup. y anddepennmainbHoro
ypaBHeHHsi PUKKata, Jupennoro aaddepeHnnaajhioro ypaBueHusa W T. J{.) BOBMOKHO NpH
NOMOIIM 3Toil QYHKIMH HalTH PopMasibHO MX odmmil mATerpad. OjnHaRro IpejnoJaraercs,
uroOpl  KoadPmimenTsl paccMaTpuBaemoro yuddepennnanbLHOT0 ypaBHeuHMsi ObLJIM  ada-
JIATAYCCKAMHU QyHKIMIMH.

B at0il crarpe pemenst puddepenmaibunie ypaBHeHds:, KodQPuumenTs KOTOPHIX 3a-
BHCSIT TOJBKO OT OAHOH (ynkumu. llpepnonaraercs, 4TO BbilllelPABEIEHHLIE MHTeIpa
BO3MOHO BbIPA3ATh Yepe3 PYHKOWIO Jannyo OecKoueynbiM psjioM (1), HpRyeM 4ileHsl 3Toro
psAjxa jaHel BeipamenmeM (2). MiMeworea tarske pajbl BIIa (3), sBjslolecs pacclimpeneMm

Apa (1), KoTopele oMenb BaKHBI UMEHHO IOTOMY, YTO YACTHLIM HHTEIpajl HEKOTOPHIX iud-
epeHLalbHbIX ypaBHeHH (Kak Haup. juddepennmaibHOro ypaBHenusi Puxkard, png-
epeHIaJIBHOI0 YpaBHennd Aend H T. JI.) NPUHAMaeT MMEHHO 3TOT BHJ.

B osroit crarem peinednl npyd nomouln QVHROUHA k onpejenesHoit gopmynamu (1) n (2)
n Gysxkuyn [ onpejenesnou Qopmynolii (3) nexkoropeie nudpdepeHnyanIbHhie yPaBHCHHS.
PesyubraThl 9THX peaienuii ciejyIoiye:

1) Yacrusie murerpaast juddepennuanpioro ypasuenuss PUkrarn (4) maunt gopmynamu
(22) m (23), rje nocrpoenre pyuruun g pano gopmysamu (15)—(21). Hocrpoenne Ppyuxknun
npeoOpazoBanHoro ypasuenust (&) naso gopmynamu (9) m (10). 9ro ypasuenme (8) mMeer
HHTCIPAJ THIIA h MEMAY TeM Kak ypasuenne (4) mveer nmurerpads tuna H. OOmuii mnrerpan
ypaBaeust (4) npejicraBied GopMyIIoi (24).

2) Yacruble WHTerpasisl OuHoMAuYecKOro nmpdepennnaiIbHOro VpaBHEHHMs BTOPOIO
nopaaKka (25) nannl Beipaxkenmamm (27) m (28) a oOmwuit uuTerpan gopmyaamu (37) m (38)

3) OO6mwmit murerpal JMHeHHOTO AM(PepeHuaILHOrO ypaBuennsa (39) jan BHpajkenneMm
(4312 M mHTerpall ypaBHeuus (44) omsith Gopmydioii (45).

) HacTtablil MHTErpasl HOopMasnLHoOro Bmja juddepennmannnoro ypasnenus Aders (46)
pau Qopmyiioit (56). YTOOB IOCTPOHTL JTOT MHTErpPasl HYKHO PeluHTh npeodpasoBaHHOe
ypasHeume (49), umewmiee muTerpas Buja h. Ilocrpoenme Qynrunm, ABIAKMIENHCS 5TUM
HHTerpajioM, fano gopmynamu (9) m (52).

9) Yacrubiii mATerpan OmHOMHYecKoro am@depeHInalbHOrO ypaBHEHHsI TPETLEI'0 I0-
panka (57) jan BeipaskenneM (62) m o6mmil uurerpay gopmynoit (67).

6) Uacruslit mHTErpall ypaBHenus (68) (uacTHMM cayYaeM KOTOPOro ABJIsieTcs YpaBHeHHe
Puxkaur pisa n = 2 n ypasdenne Abens st n = 3) nan popmyioii (75).

HawxoHer jlaubl JUPEKTUBLI AJIsT penienns OMHOMAYeCKOro Jddepenanbioro ypaBHeHus
4eTBepTOro nopsiaka (76). BriBejeno npeofpasosannoe ypaBHenHe (78) ¢ 4acTHLIM MHTerpa-
oM (79) 1 B janbHeilmeM JaH 4acTHRIE muTerpad (81) ypasuenus (76).]

B 3awkmoueHnym IipMBejieHl OKOHYATEILHWH pe3yapbTaT 4YacTHOTO muTerpana (6es jio-
KasaTenncTBa) OmHOMHIUYecKoro juddepennuanbHoro ypaBHeHHs n-Toro nopsagaka (82). dror
YacTHHI MHTerpai (83) jau TOMbKO NPUOIH3UTENHHO H OHI 1pHOaBieH B KOHIE CTATHH
TOJILKO B KavecTBe HIIIOCTPAIUH JJIsA UpeIcTaBieHds WHTerpasia jugdepennyuainibiX ypas-
neunyt tuna (82).
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IV — 3-5, MATHEM., 1959]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IV., FASC. 111-V MATHEMATICA 1959

Ortogonalno-axonometricka zobrazovacia metoda v E,
( Venované prof. dr. J. Srbovi k jeho 60. narodenindm )

M. HARANT

Na rieSenie problémov vo $tvorrozmernom euklidovskom priestore pouzi-
vame viaceré zobrazovacie metédy. Ich prehlad sme uviedli v praci [4].
V literatire venovanej zobrazovacim metédam v E, st len malé zmienky
o axonometrickych zobrazovacich metédach. Najviac pozornosti sa venuje
problematike zovseobecnenia Pohlkeho vety, a to pre klinogonalne, aj pre
centralno-axonometrické metédy v E,. Spomenieme niektorych autorov,
ktori tejto problematike venovali pozornost: Kiipper [13]; Schoute [16];
Kruppa [15]; Stiefel [19]; Beskin [1]; DZaparidze [2]; Pervikov [14];
Nauman [15]; Havel [9], (10) atd.

Samym konstrukénym rieSeniam problémov venuje sa len velmi mala po-
zornost. Ide len o struéné zmienky o ortogonalnej axonometrii: Veronese [20];
Schoute [16], Kadefavek—Klima—Kounovsky [11].

V tomto pojednani ststredime pozornost na orfogondlno-axonometricki zo-
brazovaciu met du v E,. UkaZeme, ako moZno vieobecnu teériu o ortogonalne-
axonometrickej metéde v E, realizovat. Budeme sa zapodievat zobrazenim
zakladnych dtvarov — bodu, priamky, roviny a trojrozmerného linearneho
priestoru — ulohami polohy aj metrickymi. Poukazeme na stdwislost s axono-
metricko-kitovanouw metédow (Harant [4]), ktorej vysledky budeme aplikovat
 najmé pri rieSeniach metrickych problémov. Napokon uvedenu zobrazovaciu
‘metédu a jej vysledky budeme aplikovat na rozrieSsenie dvoch problémov —
na uréenie bodov preniku priamky a nadgule, ako aj na uréenie preniku hyper-
sféry a priestoru. Potom eSte poukazeme na rad dalSich problémov, ktoré
mozno vyhodne rozriesit uvedenou metédou. V dalsich pojednaniach budeme
venovat pozornost konstrukénému rieseniu problémov v klinogonalnej a cent-
ralnej axonometrii v E,.

I.

Axonometrické zobrazovacie metody prvého druhu v E,

1. Uvod

Vo &tvorrozmernom operaénom euklidovskom priestore E, uvazujeme

’ . ’ - —> - => ’ . . . . . .
o ortogonalnej baze [0; 'z, 2z, 3z, ‘x] a vlastnej rovine x neincidentnej zatial
ani s bodom O, ani s niektorou osou. Dalej nech je dand priamka s, ktora nie
je incidentna s rovinou «.
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Predpokladajme nasledujiice polohy priamky s a roviny :

a) Priamka s = s* je ubeznou priamkou roviny » totalne kolmej na rovinu «.

b) Priamka s = s° je ibeznou priamkou roviny ¢ nie totalne kolmej ani
rovnobeznej vzhladom na rovinu «.

. . ’ . v ’ - —
c) Priamka s je vlastnd priamka, vSeobecne vzhladom na bazu [O; 'z, %z,
= - f 4 . . ’ .
3z, 4] polozena a disjunktna s rovinou «.

—_ > - —_ = -

Dalej ozna¢me E; = [0; 'z, %z, 3xz]; F; = [0; 'z, %z, *x] ako priemetné prie-
story.

Nech A je linearny trojrozmerny priestor, neincidentny so zatiatoénym
bodom ortogonalneho simplexu. Potom uréuje na stradnicovych osiach ‘x
body ‘X (¢: = 1, 2, 3, 4). Tieto tvoria v priestore A tetraéder. Budeme hovorit
o suradnicovom axonometrickom simplexe — v priestore E;, pricom O X sa
uréujice elementy simplexu. Vzhladom na tento simplex budeme vzfahovat
geometrické utvary, ktoré budeme v E, skiimaft.

Zavedieme nasledujtcu

Def. 1,1: Ak premietneme suradnicovi bdzu [0, 1;, 2;5, 355, 4;] aj s pridruze-
nym simplexom o hrandch O'X z priamky s, resp. s°, alebo z s, na rovinu ~,
budeme hovorit o ortogondlno —, resp. klinogondlno —, alebo centrdlno-axono-
metrickej zobrazovacej metode prvého drubu v E;. Rovina x = 7 je axonometrickd
priemetna.

Uvazujme znova o opera¢nom priestore E, a priemetnom priestore E;
(resp. E;). Nech S je bod mimo priestoru E; (resp. E;). Predpokladajme aj
‘moznost, Ze S je nevlastny bod, ¢i uz v smere kolmom na E; (resp. E;) alebo
vo vieobecne polozenom smere.

Dei. 1.2: Ak premietame udtvary U v priestore E; z bodu S do priemetného
priestoru. E; (resp. E;) a v tomto tieto priemety zobrazime miektorou z axono-
metrickych metod (zndmych z E,), hovorime o axonometrickijch zobrazovacich
metédach druhého druhu.

V [4] je dany zaklad kdtovano-axonometrickej metode. Ak zvolime na miesto
‘ortogonalnej axonometrie v E; = EZ% klinogonalnu axonometriu alebo Specidlne
Sikmi premietanie — dostavame kétovano — klin. axonometricktt metédu,
pripadne kétovano-klinogondlnu zobrazovaciu metédu v E,. RieSenie pro-
blémov v tychto je v zasade také isté ako v praci [4]. Tak isto mézeme
uvazovat o centralno-centralne axonometrickej metode — skratene centrdlnej axo-
nometrii druhého druhw. R6znym kombinovanim zobrazenia z E; na Ef a zob-
razovace] metody v E? dostavame cely rad dal$ich zobrazovacich metid v E,.
Kazd4 z nich ma ur¢ité vyhody pri rieSeni niektorych problémov.

1I.

Zobrazenie zakladnyeh geometrickyeh utvarov

2. Popis ortogonalno-axonometrickej zobrazovacej metédy

Uvazujme o priestore E, a trojrozmernom linearnom priestore A, v ktorom-
si vhodne zvolime axonometrickdi priemetiiu ~ = n. Budeme premietat
z priamky s*, kde » je rovina totalne kolma na ~.
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Dohovor: Oznadime x°, »B, »¥, ... kolmo-premietajice roviny bodov
O,B,X,...; Ky, Kl, K™ ... zase kolmo premietajice priestory priamok
z, p, m, ... na prieme'Hu .

Podla tohto dohovoru je teda x° = (s*,0), ...; K* = (s*,2), ... a aj
0" = % n &, X* = »¥ N « st ortogonalne priemety bodov O, X, ..., podobne
v =K'nx, m*=Kne, ... st zase ortogonilne priemety priamok
x,m, ... z priamky s* na rovinu ~.

Nech je prenikom priestoru A a stiradného simplexu tetraéder o vrcholoch i X,
pricom ‘X =‘xnA. (4 =1,2,3,4) Zvolme x = ' = (*X,2X,3X) za prie-
metiiu. UkdZe sa, e takito volba roviny ~ je najvhodnejsia. Hladajme orto-
gonalny priemet O¢ bodu O. Ziskame ho takto: Premietnime ortogonalne O
do bodu 0” do priestoru A a v tomto znovu 0° ortogonalne do roviny ~'. Zrejme:
0¥ je prenik rovin »° a ~’. Smery 0°0; 0°0% st linedrne nezavislé, ale pretoze
®'CA,a 00 | N, =00° | ~. Ale aj 0°0% | &%, teda dvojsmer (00°, 0°0%)
je v zamerani roviny x totalne kolmej na ~'. Preto je O* hladany ortogonalny
priemet (obr. 1).

O polohe bodu O* v rovine »' nis pouduje

Veta 2, 1: Ortogondlny priemet O% zaiatoéného bodu O suradnicovej bdzy
[0, 1;:), 2;, 3;, 452] do roviny &' = (1X, 2X, 3X) je ortocentrum stopného trojuholnika
1X2X3X.,

Obr. 1.
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Dokaz: Body 1X,2X,3X vzhladom na nezavislost osi stradnicového sim-
plexu tvoria trojuholnik, ktory leziac v priemetni, javi sa v skutoénej velkosti.
Rovina (00°'X) je totilne kolma na rovinu (2X3X*X), a to preto, lebo
00° | A; (2X3X1X)C A; OX | E; a 2X3X4X)CFE;. Preto je 0°1X vyskou
tetraédra (1 X2X3X4X). Podobne plati o priemetoch 0° X diJzok 0OX (z =2
3,4). Ak teraz v A premietneme tsedky 0’ iX (i = 1,2, 3) ortogonilne do
roviny «' a uvazime, ze O0°X | (2X3XiX); 0°2X _{_ (1X3X4X) 0° X3 |
1 (*X2X*X) — mame znamu vlastnost z ortogonalnej axonometrie E,, Ze
priemety kolmic na roviny stiradnicovej bazy (t. j. priemety stradnicovych
osi), st vyS8kami stopného trojuholnika 1 X’ 2X' 3X’, a preto O* je ortocentrum
tohto trojuholnika.

Je zrejmé, Ze priemetom osi ‘z, ktoréd je na E; kolm4, a teda v smere roviny »
je bod 0% = %a¥.

Z uvedeného vyplyva: bdza priestoru E; zobrazi sa v ortogondlnej axonometris
v E, do roviny x' zndmymi elementami axonometrického trojuholnika a jeho
vysok (z E;), pokial sdradnicovd os ‘x a vietky smery kolmé na E; do bodov
v rovine x' = «x.

Uvedena vlastnost nam nepostac¢uje na konstrukéné zvladnutie ortogonalno-
axonometrickej metddy. Ved rbézne body tejze priamky rovnobeznej so %z
maji za priemety na x’ = o ten isty bod. Aby sme ich rozlisili v kétovano-
axonometrickej metéde sme pripisovali kéty zhodné so stradnicami ¢x tychto
bodov. Nasou tlohou bude obist sa bez pripisovania koét. Zvolme preto
v tetraédri (‘1X2X3X*X)C A stenovi rovinu x” = (*X2X*X) za pomocnu prie-

metniu a premietnime ortogonalne (teda v smere O 3X — vysky tetraédra
k tejto stene) stiradnicovy simplex [O; 1X,2X 3X 4X].

Dohovor: V dalSom na miesto 0%, 4%, x* ... budeme pisaf len O’, 4’,
2’, ... a podobne na miesto 0%, A*", *" len 0", A", =" ... atd.

Analogickou tivahou ako pri dékaze V. 2, 1 dokazeme:

Veta 2,2: Ortogondlny priemet O" bodu O do roviny «" = (1X2X*X) je orto-
centrum stopného trojuholnika 1 X" 2X"4X".

Z tejto vety vyplyva, Ze priemety ", 22", 3z” stiradnicovych osf do roviny "
su vySkami stopného trojuholnika 1X"2X"3X" a dalej mozno ukazat, Ze
32" = 0".

Ak oznaéime 1X2X = o’ 1Y" 2X" = 0", potom vzhladom na to, ze X' =
= 1X", 2X' = 2X", ]e aj o', = 0”. Otoéme okolo osi 0’ = o”"rovinu " v prie—
store A do roviny «', ktord stotoznlme s priemetniou ~. Os otadania o’ = 0"
nazveme zdruzovacia os, pretoze sa nam podarilo zobrazené priestory E; a E;
takymto sposobom zdruz1ﬁ a vsetky konstrukeie zostro]ovat v jedinej rovine
~ = m. Je zrejmé, Ze priestor E; sa takto zobrazi do »” = « zase do ortogonalne;j
axonometrie. Grafické rielenie je na obr. 2.

Z uvedeného a z vlastnosti otac¢ania roviny x” do x okolo 0o’ = 0" je zrejma aj

Veta 2,3: Priemetné priestory E; , E; sa zobrazia v ortogonalno axonometricke)
zobrazovacej metide E, na rovinu «' = x = x” do dvoch podla zdruZovacej osi
o' = 0’ kolmo zdruzenjych ortogondlnych axonomelrii.

Poznamka: Je zrejmé, Ze sme mohli volit x = «” v priestore E; a rovinu «’
ototif do roviny « v priestore A. Konstrukény vysledok je vSak ten isty.
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Obr. 2.

3. Zobrazenie bodu

Nech bod B je dany v priestore E, siradnicami (‘z,, %z, 32, ‘z;) vzhla-

dom na ortogonalnu bazu [O; 135, 21—5, 3_55, 4;]. Do roviny « ho zobrazime takto:
uréime ortogonilne priemety bodu B do priestorov Ej;, E;. Nech tieto sa
B}, B;.Tieto zobrazime podla zndmych zasad (aplikovanim viet 2,1; 2,2; 2,3)
ortogonalnej axonometrie z E, v priestoroch Ej;, E; do pomocnych axono-
metrickych priemetni «, resp. x”. Dostdvame ich axonometrické obrazy
B', B". S bodom B uvazujme stéasne aj jeho sprievodny nadkvader. Tento
najskor ortogonalne premietneme do priestoru A. Zostrojime obidva priemety
do ~' a «”, pritom ~' = « (priemetdia) a x” otodime okolo o' = 0" do «.Ak
uvizime, %e smery kolmé na E;, resp. E; sa premietaji do rovin «’, resp. «”
do bodov, potom ortogonilne priemety nadkvadra do priemetnych priestorov
E;, E; budi len kvéadre a tak isto aj ich obrazy do «’, resp. »” budi len obrazmi
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tychto kvadrov. S priemetmi sprievodného nadkvadra zostrojime stiéasne aj
priemety bodov B), B do rovin stradnicového simplexu.

Na obr. 2 je zobrazenie bodu B rielené graficky. B’, B” st axonometrické
obrazy bodov B), B); B;., B;, si zase axonometrické obrazy bodov B, B
do rovin stdradnicového simplexu.

Skor nez pristipime k odvodeniu zakladnych viet zobrazenia bodu B,
zavedieme

Def. 3,1: Azonometrické obrazy B’, B" ortogondlnych priemetov B;, B, bodu B
do E;, resp. E; nazveme hlavné priemety bodu B. Axonometrické obrazy Bj,., Bj,
zase pomocné priemety bodu B.

Z priemetov sprievodného nadkvadra pre zobrazenie bodu B v or togonalnej
axonometrii v E, vyplyva

Veta 3,1: Bod B sa (1,1) — znacéne zobrazuje trojicou zdrufenyjch priemetov

(B', B"; B},), alebo (B, B", B},), prifom B’ B,,B"B}, || 00"

Do6kaz: Ak pozname zdruzend obrazy (B’, B”, B},), alebo (B, B", Bj,)
(t. j. také, ktoré lezia na jedinej zdruZzovacej priamke kolmej na zdruzovaciu
0s o' = 0" = 0), vieme urdit nielen Bj,, resp. B),, ale aj obrazy sprievodného
nadkvadra a podla znamych ziasad z ortogonalnej axonometrie z E, aj su-
radnice bodu B. Ale aj obratene, ak st dané suradnice bodu B, vieme zostrojif

jeho zdruzené obrazy. Vlastnost B'B;,B;,B" || 00" vyplyva z V. 2,3.

Treba poznamenat ze skupinami (B’, B,, Bm) (B”, Bi,, B},) nie je bod
(1,1) — znadne urdeny, pretoze obrazy B}, a Bj, st zavislé. Ak pozname jeden,
druhy vieme zostrojit. Tak isto stoji za pripomienku, Ze popri dvoch hlavnych
obrazov B’, B” bodu B, postaéi k (1,I) — znaénému urdeniu eSte dalsi po-
mocny obraz Bj, lebo B;,. No z praktickych pri¢in obmedzujeme sa len na
obrazy Bj,, Bj,.

Zo zobrazovacich metéd E, je zndma jedna zo zakladnych konstrukeii.

Konstr. 3,1: Bod B je dany zdruzenymi obrazmi wrcit ieho sdradnice.

RieSenie: Je zrejmé z obr. 2.

V dal§ich dvahach je dodlezity poznatok o zobrazeni bodu B, ak lezi v nie-
ktorom priemetnom priestore. O tom nas pouduje

Veta 3,2: Nevyhnutnouw a postaéujicou podmienkou preto, aby

a) B € (‘z®x) je, aby B' = B},; B" = B,;
b) B¢ (*2*x) ale B €E; je, aby B’ = By,, B" = B;2,
c) B ¢(‘ax), ale B €E; je, aby B’ = B,,, B" %= B,

Doékaz: Vyplyva z vysledku konstrukcie 3,1 a z vlastnosti suradmc bodu B;
ak tento lezi v rovine (‘z,2x) je 3z, = ‘x, = 0, v priestore E; je ‘xr. =0,
alebo v E; je 3z, = 0. O inyeh Specialnych polohéch nebudeme hovoriﬁ.

Pozndmka: Lahko stanovime, aké st priamky, z ktorych treba B premie-
tat do B’, B”, Bj,, resp. Bj,.

4. Zobrazenie priamky

Uvazujme o priamke p=AB vo véeobecnej polohe vzhladom na Ej, E3,
resp. na pomocné axonometrické roviny «’, x”. Nech pO, p, 8U jej ortogondlne
priemety do E;, resp. E;. Dostah sme ich prem1etan1m v smere ‘z, resp. 3x.
Ich orbogonalne prlemety do «’, (x” nech si o', p”. Ak oznadéime lc' » Tesp. k"
smery v Ej, resp. E; kolmé na «', resp. x”, potom dvojsmery x' = (‘z, k'),
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%" = (3z, k”) si na roviny «', resp. " totalne kolmé a pritom linedrne ne-
z4vislé. Aj pri zobrazeni priamky p urdujeme axonometrické obrazy pi,, py,.
Tak ortogonalny priemet priamky p, do rovmy (‘z, 2x) dostavame, ak p pre-
mietame z nevlastne] priamky roviny x;, = (‘z, °z). Podobne ortogonalny
pr1emet priamky p; do te] 1ste] roviny, ak p premietame v smere rovmy
%y, = (3, ‘). Vidime, Ze x;, = x,,, teda ortogonalne priemety priamok p,, p;
do (iz, 2x) sa totozné. Teda aj v obrazoch st zavislé v tom smere ako napr.
B}, a Bj,. Preto p}, a pj, sttiez zdruzené tak, Ze ich priese¢né body obrazmi
suradnicovych osi 'z a 2z s zdruzené, ako aj Ze p,, p;, @ o sa pretinaji v jed-
nom bode (obr. 3).

Def. 4,1: Priestory K', = (px'), K" = (px"), resp. K, = (px},) s& ortogo-
ndlno-premietajice priestory priamky p do rovin &', x", resp. (‘z, 2x).

Zakladny poznatok pre zobrazenie priamky p je vysloveny

Vetou 4,1: Priamka p vo vdeobecnej polohe je (1,1) — znaéne urfend trojicou
zdruZenych obrazov (p', p”, Pia), resp. (', P", Pi2), pricom p' =K' na'; p" =
= K" n «", p, = K, n (*%, 2x), resp. pj, = K;, n (‘z, ).

Dokaz: Vyplyva z V. 3,1, ak uvazujeme, ze p = AB. Ak pouZijeme de-
finicie 4,1, potom priamkou p mozno polozit tri kolmopremietajice priestory
na roviny «', x”, ({z, 2z), a teda urdif trojicu priemetov p’, p”, p;, alebo p’,
p", pi,. Obratene, takto urfené premietajice priestory sa pretinaji prave
v jedinej priamke p.

Def. 4,2: Body 'S = p n E;, 28 = p n E; nazveme stopné body priamky p.

Konstr. 4,1: Uréit stopné body priamky p = (p’, p”, p1.) (0br. 3).
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RieSenie: Podla V. 3,2 pre zdruzené obrazy stopného bodu 1S plati:
18" = lSw, podobne pre 29 zase 28’ = 2S,. Bude preto 18" = p" n p, a
28" =p' N pl,.

PretoZe v premietaniach sa incidencia zachovava, ahko odvodime zdruzené
obrazy bodu B € p, ak je dany jeden jeho obraz. Potom podla V. 3,1 staci
viest zdruzovaciu priamku || O'0” tymto obrazom a na obrazoch priamky p
dostdvame zodpovedajice obrazy bodu B (obr. 3).

Z konstrukcie 4,1 a def. 4,2 vyplyva:

Veta, 4,2: Je nevyhnutné a staéi, aby priamka p

a) bola rovnobeind s E;, aby p” || P2

b) bola rovnobeind s Ej;, aby p’ || pi,,

c) pretinala rovinu (‘z, 2z), aby 'S = 28

Pozndmka: Llahko odvodime vlastnosti zdruzenych obrazov priamky
kolmej na E;, E;, (‘z, 2x) atd.

Venu]me pozornosﬁ eSte vzajomnej polohe dvoch priamok p, g. O tom néis
poucuje

Veta 4,3: Nevyhnutnou a postacujicow podmienkou na to, aby priamky p, q
boli:

a) totoZné je, aby platilo p' = ¢', p" = 9", Piz = q1y = P1y = Qs
b) rovnobezné je, aby platilo p' || ¢, p* H ¢, P || €= Pis || Tor -
c) 7'02"0592”6 je, aby p' = ¢',p" = ¢, P1o == Q1o = Pro = 1o, Wlebo p' = ¢,

p"=q", p12 fhz = Prp = Qo
potom pi, N q12 = R, je jeden obraz ich spoloéného bodu R;

d) mimobeiné je, aby neboli splnené podmienky a), resp. b), resp. c).

Dokaz Vety by sme vykonali pouzitim kolmopremietajicich priestorov
a uvazovanim o ich vzajomnej polohe.

Pozndmka 1: Priamka, ktorej vSetky obrazy st kolmé na zdruZovaciu os
o' = 0", musi byt nevyhnutne dan4 obrazmi dvoch bodov. O vzajomnej polohe
priamok v takejto polohe treba osobitne rozhodovat.

Poznidmka 2: Pri 4,3b rozumie sa, Ze je p || ¢ aj vtedy, ak je p = ¢.

5. Zobrazenie roviny

“Tri nekolinedrne body A4, B,C uréia jedinu rovinu p. Predpoklada]me
7e p ma vseobecnd polohu vzhladom na priemetné priestory a roviny «', x”.
Rovma o obsahuje vSak oo? bodov ktorych ortogonilne priemety do rovin
&', " vyplnia bodové polia «, a x” Zre]me plati

Veta 5,1: Rovina je (1,1) znaéne wréend trojicami zdruzenyjch obrazov bodov
A4, B,C
a dalsia

Veta 5,2: Bodové polia x(A’, B',C', ...) a x(4", B",C", ...) st vdeobecne
afinné polia.

Urcenie rovmy 0 tro]lcou bodov 4, B, C je pre mnohé konstrukcie nevhodné,
preto si povSimneme iné urcéenia vhodné pre ttto zobrazovaciu metédu.

Def. 5,1: Priamky s = o n E;, s = o n E; nazveme stopné priamky roviny
na pmemetnych priestoroch Eg, E;.

Konstr. 5,1: Uréit zdrufené obrazy stopnijch priamok 's,2s, roviny o =
= (4, B, C').
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Riegenie: Zostrojenim konstr. 4,1 uréime stopné body spojnic 4B, AC,
BC, potom s = 18, 2SS0, 28 = 2845 28 1 28 p¢. ZdruZené obrazy tychto
Tahko urdime. Plati pre ne: 8" = 1s},, 28’ = %s;, a 1s N 2 = R je bod roviny
(‘z, 2x); preto R’ = R,,, R" = R}, ||0'0".

Def. 5,2: Priamky h, 2h roviny o lefiace v rovnobeZnych priestoroch s prie-
metnayjmi priestormi Eg, By nazijvame hlavné priamky proej, resp. druhej osnovy.

PretoZe v paralelnych premietaniach rovnobeinost sa zachovava, mozeme
vyslovif

Vetu'5,3: Obrazy hlavnijch priamok prvej osnovy {druhej osnovy} si rovno-
bezné so zodpovedajiicimi obrazmi stopnej priamky s {pripadne ®s}.

Konstr. 5,2: Uréit zdrufené obrazy bodu R = p n (*z, %x).

RieSenie: Pre zdruZené obrazy bodu R musi platif: R’ = Rj,, R" = Ry,.
Bod Re€yp, alels=0onE;,%=0nE;a (‘z,22) =E;nE;=> R=1sn?2.
Stadi preto uréif zdruZené obrazy stopnych priamok pouzitim K. 5,1 a do-
stdvame hned zdruzené obrazy bodu R (obr. 4).

Z tejto konstrukcie vyplyva aj velmi vhodné uréenie roviny — zdruzenymi
obrazmi stopnych priamok !s, 2s (obr. 4), pripadne jednou stopnou priamkou
a bodom.
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Uvazenim zachovania incidencie vieme vyriesit aj nasledujtce

Konstr. 5,3: Je dany jeden obraz priamk 'y pce (bodu B €g) dcmey zdruze-
nyms obrazmi stopnych priamok. Uréit zvysné obmzy ( obr. 4).

Konstr. 5,4: Je dand rovina o = (s, D). Uréit zvysné obrazy bodu C €0, ak
je C' dany obmzom C'.

Poznamka 1: Ak by bola ¢ = (4, B, C), potom na uréenie zvySnych
obrazov bodu B mozno pouzit aj vlastnosti afinnych pcli z V. §,2. Pri zadani
0 = ('s,2s) namiesto Iubovolnej priamky ! incidentnej s B moézeme volif
hlavna priamku.

Poznamka 2: Prenechdvame Cditatelovi tvahy o Specialnych polohach
roviny p, ako aj o zaujimavych vlastnostiach bodov R,, = ¢ n (‘z, *x) a z toho
vyplyvajieich planimetrickych viet.

6. Zobrazenie linedrneho trojrozmerného priestoru P

Styri nekomplanarne body A, B, C, D urcia priestor P. Predpokladajme,
ze tento nie je konjunktny s A, ani s priemetnymi priestormi E;, E;, a nema
ani Specialnu polohu vzhladom na tieto. Ak st dané zdruzené obrazy bodov
A, B, 0, D, treba rozhodnitif, & uréujt priestor P, t. j. &i lezia v jedinej rovine.
O tom nas pouduje

Veta 6,1: Nevyhnutnd a postacujica podmienka preto, aby body A, B, C, D
uréovali priestor P, je, aby vo vseobecne afinnych poliach x(A', B',C’, ...)
ax(4”, B",C", ...) a vafinite x(4A', B', C" ...)a (', 2x)(41,, By, Oy, . ..) ne-
zcdpovedali si sucasne body D' a D", D a D

Doékaz: Keby to tak bolo, podl’a V.52 body A, B,C, D by nevyhnutne
lezali v jedinej rovine a naopak.

Def. 6,1: Roviny 6® = P n E;, 20* = P n E; nazgvame stopné roviny prie-
storu P.

Stopné roviny, 16¥ a 206P nie s nezavislé, lebo lezia v jedinom priestore P.
Tento prenikd rovinu (‘z,2x) v priamke sP = s a zdruZovaciu os o' = 0"
v jedinom bode, ktorym s¥ prechidza.

Konstr. 6,1: Pre priestor P = (4, B, C, D) uréit zdruZené obrazy stopnych
rovin 1o%, 26P.

Riefenie: Uréujice body A, B, C, D st dané zdruZzenymi obrazmi. Po-
uzitim konstr. 4,1 uréime zdruzené obrazy stopnych bodov 18,,,'8,,, Sp;
%S ips 280, 28¢n, spojnic AD, BD, CD. Potom znamymi konstrukciami z axo-
nometrického premietania z E; vieme uréit o® a 26P.

Prieseéné priamky roviny ¢ (%¢F) so stradnicovymi rovinami priestoru
E;, E; tvoria vidy trojuholnik s vrcholmi na stradnicovych osiach. O ich
prieseénici sa s rovinou. (‘z, 2x) sme uz hovorili. V zobrazeni priestoru P
dvojicou stopnych rovin 16¥ a 206F sd s, a s;, zdruzené obrazy tejto priamky
(obr. 5).

Def. 6,2: Priamky 'a? = P n «x'; 2a® = P n x" nazgvame axometrické stopy
priestoru.

Konstrukcia 'a® a 2aP je totoznd s konStrukciou axonometrickych stop
rovin 1o¥ a 2o%.

Pre konstrukcie o priestore P najvhodnejsie zadanie je jeho uréenie stopnymi
rovinami o a 20%, alebo jednou stopnou rovinou a bodom. Uréenie Styrmi
nekomplanarnymi bodmi 4, B, C, D pouzivame menej.
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Obr. 5.

Zaujimavé su

Konstr. 6,2: Uréit stopnit rovinu 26% priestoru P = (‘o%, D).

Riesenie: Je zrejmé z obr. 5.

Kongtr. 6,3: Priestor P je uréeny zdrufenymsi obrazmi stopmych rovin ‘o¥
a 26°, priamka p CP dvoma zdrufenymi obrazmi p’, piy. Uréit jej zvysné obrazy
(obr.6).

Riesenie: Dané obrazy p’, p),, vztahuji sa na priemetny priestor E;.
Priamka p = 1828, kde 'S = p n E}, 28 == p n E;. Urdime zdruZené obrazy
stopnych bodov 18, 28, a tak aj zvy$né zdruZené obrazy priamky. Tak pre S
plati: Obrazy 18, 'S}, dostivame ako obrazy prieseéného bodu priamky p
(danej v E; dvojicou p’, p,) so stopnou rovinou l¢® zndmymi konstrukeciami
z B;. Ak odvodime p;,, je obraz 187, = '§” s fiou incidentny, jeden uréujuci
bod obrazu p” priamky p. Pre stopny bod 28 viak plati, ze (38" = 28, =
= p' N p,,.0braz®8;, € p;,. No pretoze2S == p n E;,28 €Pa® =P n E; =
— 28 €2¢P. Z obrazu 28], a z danej 26" vieme zndmou konstrukciou urcit 28”.
Potom p” = 18"28".

Pozniamka: Podobne by sme postupovali pri uréeni p dvojicami (p”, py,),
alebo (p’, p").

Aplikovanim kontr. 6,3 vyrieSime aj nasledujuce:

Konstr. 6,4: V priestore P = (Yo%, 207) odvodit zvysné obrazy bodu B €P,
ak je tento danij zdruZenymi obrazmi (B', Bj,).

Riegenie: Stadi prelozit bodom B Tubovolnd priamku p CP. Zvolime p’, pj,
a zvy$né obrazy odvodime K. 6,3.
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Konstr. 6,5: V priestore P = (o¥, 2%") odvodif zvyiné obrazy roviny
o C P, je tato dana len dvojicami uréujtcich stopnych elementov 1sj, = s,
23" = 2g5,. (Obr. 7.) ‘

RieSenie: Nesmieme zabudnif, zels n 2s = R € (lz, 2x),aleaj R €o CP =
=> R € sP. Zvykné obrazy s, 2s” urlime uz znamymi konstrukeciami z E, pri
uvaZeni Def. 5, 1 a 6,1. Pre konStrukéné ucely je dolezita

Det. 6,3: Priestory rovnobeiné s priestormi Ej, resp. Ej, prenikaji dany P
v hlavnijch rovindch prvej, resp. druhej osnovy. Priamky o CP, 20CP kolmé
na hlavné roviny prvej, resp. druhej osnovy, s odchylkové priamky priestoru P
prvého a druhého druhu.

Z uvedenej definicie vyplyva

Veta 6,2: Pre zdruZené obrazy odchylkovych priamok plati: lo" | la¥,
loj, | 8155 207 | *a¥, %07, | 8.

Konstr. 6,6: Urdit zdruZené obrazy odchylkovej priamky lo idicej bodom
B€eP ak P = (B, 16%) a jej stopného bodu 1§. (Obr. 8.)
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RieSenie: Podla V.6,2 je o’ | aP, lo;, | 8;5; 0], odvodime. Uréime
obrazy 1§’, 1S, » stopného bodu 8 pouz1t1m lg¥ a obrazov o', loy,. Odvodlme
18" = 18], €1 0},. Potom je uz B"§" = 10". :

Poznamka:

Priestor P || E;, (resp. s E}) uréime jednym bodom; priestor P | E; (resp.
L E;) prisludnou stopnou rovinou. Lahko skon$truujeme aj stopné elementy
priestorov P = (a. b), ked st a, b disjunktné; P = (4, p), ak A & o a podobne.

0 siavise s kotovanou — axonometrickou zobrazovacou metodou

7. Stuvis s kotovano-axonometrickou metédou

O zobrazovacej kétovano-axonometrickej metéde (v dalsom K—A-mé-
téda) v E, sme pisali v praci [4]. V dalSom si ukazeme, ako suvisi tato
metdda s uvedenou ortogondlne-axonometrickou metddou (v dalsom O— A-
metoda).

K —A rzobrazovacia metéda v E,;sa vyznacovala tym, ze v priemetnom
priestore E} = [0; 'z, 2z, *x] (=E;) sme pouzili ortogonalnu axonometriu pre
zobrazovanie bodov tohto priestoru na axonometricki priemetiiu v = ~'.
K axonometrickému obrazu napr. B* bodu B sme pripisovali prislusni kétu
(=*z,)! Porovnanim s O — A zobrazovacou metédou vidime, ze v E; (= E%)
pracujeme tak isto s ortogonalnou axonometrickou metdédou. Teda B’ = B>,
Koétu vsak nepripisujeme, ale vieme ju (= *z,!) zndmymi metédami uréit.
Jej graficky obraz je v tisetke B'.B”. Konstrukcie v O — 4 metéde modzeme
teda zostrojovat tak ako pri K—A metéde, ak E? = E;, a nepripisané
kéty bodov (=* # — stradnice) graficky uréujeme zo zobrazenia v priestore B ;.

O K—A metéde sme mohli uvazovat aj takto: Za premwta]um priestor E%
zvolime priestor [O; 1z, 2z, ‘x] (=E;) a za priemetfiu rovinu x”. Potom k axo-
nometrickému obrazu B*” na tito rovinu by sme pripisali kotu 3z, Metédy
a konétrukcie rieSenia jednot],iv{fch problémov sa riesia ako v pripade
F2 =

Hovomh sme, ze v O—A zobrazovace] metéde mozeme uvazovat tak, ze
vezmeme Y, = « za priemetiiu a «', oto¢ime do x. Pre stuvis s K—A4 metédou
mame: E; = E}, B" = B* a nepmplsanu kétu 3x, moézeme zase urcit ako
skutoént velkost tdsecky B'B;, v priestore E;. Teda konstrukcie v O—A4
wetéde moéieme znova robit v obrazoch prles‘ooru E; ako v K—A4 zo-
brazovaceg metéde, pricom kéty graficky uréujeme zo zobrazenia v prie-
store E;.

Vzhladom aj na dalSiu vlastnost, ktord medzi hlavnymi priemetmi hra
zdruzovacia os, mozno vyslovit konstrukéne doélezity poznatok vo

Vete 7,1: V hlavnych zdruZenych obrazoch wtvarov priestoru Ey, v O—A zobra-
zovacej metode v B, moZeme konstrukcie robit podla zdisad K—A zobrazovacej
metédy [4], a to pre kaZdy obraz osobitne, priGom potrebnii kotw 3x, resp. *x
uréujeme graficky zo zvysneho obrazu. Obidva tieto obrazy su adrudené kolmo
podla zdruZovacej osi o' = o”

Treba poznamenaft, Ze tu ide o podobny sdwvis medzi dvoma zobrazovacimi
metédami v B, ako v E; medzi Mongeovou projekciou a kétovanym premietanim.
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Podobne ako v E; pri uvedenom suvise aj v E, plati, Ze uréité konstrukcie
najmi mnohé rieSiace problémy incidencie a koincidencie sa vyhodnejsie
rieSia pouzitim zdruzenych obrazov ttvaru, kym pri metrickych problémov
s vyhodou pouzivame prevod O—A metédy na K—A metédu podla V .7,1.

1V.

Vzajomna poloha zakladnyeh utvarov v E,

8. Incidencia a koincidencia utvarov

V predeslom sme sa u% oboznamili s rieSenim niektorych zakladnych inci-
denénych vzfahov, ak B€p; B€p; pCpo; BEP; pCP; pCP. V dalsom sa
budeme zapodievat problémami uréovania preniku dvoch zdkladnych utvarov.

Obr. 9.
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Uvedieme niekolko zékladnych koincidenénych tloh.

Konstr. 8,1: Urtit prenikovid rovinu ¢ = P n R (obr. 9).

RieSenie: Obidva priestory uréime ich stopnymi rovinami. Potom zrejme
plati: 16” N 1% = 15; 20" N 20" = %s; potom o = (Is, 's) & %, % si stopné
priamky hladanej roviny. Ich zdruZené obrazy vieme urdif.

Konstr. 8,2: Uréit R = r n P (obr. 10).

RieSenie: Problém vyriesime metédou krycej priemky. Zvolime p' = 7,
p|, = 1},, pritom ziadame, aby pCP. PouZitim konstr. 6,3 uréime p”, Py, .
Potom R" = p” n r". Dalsie obrazy bodu R uz Iahko odvodime.

16

Obr. 10.

Dvojnisobnym opakovanim konstr. 8,2 vyrieSime aj r = ¢ n P. K rieSeniu
S = p N o se este vratime, ako aj k uréeniu s =pnpg, S=rne, ak tieto
lezia v linearnom priestore P. |

162



9. Rovnobeznost

O zdruZenych obrazoch rovnobeznych priamok sme hovorili vo vete 4,3.
Pri dokaze tejto vety i dalSich pouzivame z E, zndmu

Vetu 9,1: Dva totdlne rovnobeiné priestory E,||E, v E, (k <n — 1) si
Tubovolnym priestorem E,, (m < n — 1) pretaté v priestoroch (k + m — n) —
rozmerniyjch, ktoré si mnavzdjom tieZ totdlne rovnobezné.

Désledek tejto vety je
Veta 9,2: Nevyhnutnou a postacujicou podmienkow preto, aby boli dva

priestory (P =EP), resp. dve roviny (o =£ p) vzdjomne totdlne rovmobeiné, je,
aby boli suhlasné obrazy ich stopnych elementov vzdjomne rovnobeiné!

Uvedena veta sa v nasom premietani geometrizuje takto: Ak plati P || P,
tak je nevyhnutelné a stadi, aby 1o® || 16¥; 20® || 26%, &0 sa prejavi v zobra-
zeniach F;, a F;, Ze stopné trojuiholniky rovin l¢, resp. 20, s homotetické.
Rovnobezné st aj stithlasné zdruzZené obrazy axonometrickych stop.

Podobne ak ¢ || g, tak je nevyhnutné a stadf, aby 1se || 1se, 2s¢ || 2s¢. Spliiujt
obrazy stopnych priamok V. 4,3b.

Zakladnou konstrukciou tu zostavaja

Konstr. 9,1: Dangm bodom B poloZit priamku, rovinu, resp. priestor totdlne
rovnobeiny s danou priamkou, rovinou, resp. priestorom.

Riesenie tychto konStrukcii nerobi €izkosti. Pouzitim tejto konstrukcie
vieme riesit rad dalsich 4loh, ako: priamkou p polozif priestor rovnobeiny

8 danou rovinou; rovinou prolozi¥ priestor 1/2-rovnobezny s dvoma danymi
rovinami incidentnymi s jedinym priestorom a hodobne. Najmi problémy

%’- — rovnobeznosti a rovnobeznosti E, || E, (¢ < p) poskytuji rad zauji-

mavych rieseni.

V.

Metrické vztahy medzi zakladnymi dtvarmi v E;

10. Kolmost

Pri problémoch kolmosti dvoch utvarov v E, pokladame za znadme nasledu-
juce vysledky:

K danému priestoru P existuje jediny kolmy smer k. Smer £ ma ta vlast-
nost, Ze je kolmy na kazdy smer z priestoru P. Je v8ak potrebné a stadi, aby
bol kolmy na tri linedrne nezavislé smery z priestoru P. Teda k je kolmy aj
na kazdd rovinu g CP. Obratene, na danu priamku k jestvuje jediny kolmy
trojsmer P.

K danej rovine p je totalne kolmy jediny dvojsmer oV. Dostaneme ho tak,
ze rovinou g polozime dva Tubovolné priestory P == P’, uréime smery k, &’
kolmé na tieto. Potom je dvojsmer ¢¥ = (k, £’). VSetky dvojsmery « = (k, a),
B = (k,b), kde a 4 k, b 4 k. st len dvojsmery 1/2-kolmé na danu rovinu p.

163



Danym bodom B mo#no polozit jedind kolmicu % | P, jedint totalne
kolmi rovinu oN | p, jediny priestor P | k. (lit. [3]).

O priamke k kolmej na dany priestor plati

Veta 10,1: Nevyhnuind a postabujica podmienka preto, aby k | P, je, aby
k| k| 2 k]| s,kdela=Pnax,2a=Pna’,sp,=PnN (lz, 2x).

0'=0"

Obr. 11.

Do6kaz: Zdruzené obrazy priamky k st kolmé na tri linedrne nezavislé
priamky priestoru P; preto je k | P. Plati aj obratene. Predpokladali sme,
?e P neobsahuje zdruzZovaciu os o' = o.

Konstr. 10,1: Bodom O viest k | P (obr. 11).
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RieSenie: Vzladom na vysledok V. 10,1 predpokladajme, Ze P je urfeny
obrazmi stopnych rovin 1o¥, 26¥. Skonstruujeme axonometrické stopy ‘a, a
priestoru P. Staéi urdit len obrazy 'a’, ?a” (zndmymi metédami z E;). Pretoze
tieto leZia v priemetni, pravé uhly sa v priemetoch zachovavaji, preto k' | ‘o,
k” | 2a”. Pri danom zadani P je uZ s, dana. PouZitim znamej konstrukcie
vySok trojuholnika z E, vieme urdif k7, | sj, & z toho hned kj, | sj,. Ako
vieme z axonometrického zobrazovania z E,: (k', k,), su zdruzené obrazy
priamky k | o® a (k”, k;,) zase zdruiené obrazy priamky k£ | 20*. Zrejme
k1 Pa(k, k" k,,, k},) st preto zdruzené obrazy hladaného kolmého smeru
na dany priestor. .

Aplikovanim tejto konStrukcie vieme urdit aj o¥ | o, P¥ | k, riesit dalSie
problémy o ortogondlnych -priemetoch jedného ttvaru na druhy, ako aj
problémy osi disjunktnych atvarov atd.

11. Skutodé¢na velkost rovinnédho titvaru

Jednou zo zakladnych metrickych konstrukeii je
Konstr. 11,1: Uréenie skutoénej velkostt dsecky AB.

Rie$enie: Postadi Konstr. 2,1 a obr. 2 z [4] aplikovat pre niektory hlavny
priemet s pouzitim Vety 7,1. Na obr. 12 st obidve zhodné rieSenia, pritom
dostdvame aj obrazy stopnych bodov priamky p = A B.

Konstr. 11,2: Uréit skutoénit velkost obrazca (napr. ANABC) v rovine o.

RieSenie: Trojuholnik 4 BC v rovine p nech je dany zdruzenymi obrazmi.
Takto je aj rovina urdend. Aby sme uréili skutoénu velkost AABC, treba
rovinu p stotoznif s priemetiiou x. Robime to metédou dvejnisobne afinuej
transformacie. (Pozri Konsir. 3,2 a obr. 4 [4].) Metédu pouzijeme pre jeden
z hlavnych priemetov s pouzitim V. 7,1. Pre zhodnost rieSenia konStrukéne
neriesime.

Obratenym postupom, tito konStrukciu vyuZijeme na zostrojovanie zdru-
Zenajch obrazov rovinmych obrazcov predpisaniych vlastnosti. Tak by sme vedeli
zostrojit obrazy pravidelnych mnohouholnikov, kruznice v danej rovine a pod.

Uvedent kon$trukciu pouzijeme na vyrieSenie daliej v metrickych problé-
moch dolezite] ‘

Konstr. 11,3: Uréit uhol dvoch rozmobezniyjch priamok p, q.

RieSenie: Dané roznobezné priamky p, ¢ uréia rovinu p. Aplikovanim
Konstr. 11,2 vieme ju stotoznit s priemettiou «; potom <X [p] [¢] je velkost
hladaného uhla. ;

Touto konstrukciou budeme riesit cely rad dal$ich, ako uréenie uhla dvoch
disjunktnych priamok, uhla a priestoru R, zvyS$ného uhla dvoch 2/3-rovno-
beznych priestorov, uhlov dvoch rovin atd.

»

12. Ot4danie a skldpanie priestoru P do priemetného
priestoru "

Casto mame riesit rézne problémy tykajtce sa priestoru P, ktory nie je

priemetnym priestorom. Napr. uréenie B —| p, B — ¢, R = p n ¢ a podobne,
ak st zudastnené ttvary v jedinom priestore; zostrojif zdruzené obrazy hra-
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Obr. 12.

nola, ihlana, valca, kuzela, gule, pravidelnych mnohostenov, ktoré lezia v P
atd. Pri rieSeni tychto tiloh je potrebné P stotoznif s priemetnym priestorom Eg,
resp. E;, v ktorom problém zndmymi metédami z E, vyrieSime a ak je potrebné,
vysledok prenieseme spit do P. Robime to metddou otdcania alebo skldpania
priestoru P do niektorého priemetného priestoru.

Def. 12,1: Ak je priestor P k priemetnému priestoru poloZenyj vseobecne,
hovorime o otofeni priestoru P do priemetného priestoru. Ak je P kolmy
na priemetny priestor, hovorime o skldpani do priemetného priestoru.

Najskor si vSimneme ofdéanie. Pri tomto platia tieto zasady: Kazdy bod
B € P sa ot4da po kruznici v rovine totdlne kolmej na prisluSni stopni rovinu.
Polomer ot4d¢ania sa rovni dizke B S, resp. B2S prisluSnej odchylkovej
priamky iddcej bodom B, ak 1S, resp. 28 je jej stopny bod. Medzi dtvarom v P
a jeho otodenou polohou do priemetného priestoru je priestorovo-afinnyg vztah.
Stopna rovina ‘a¥, resp. 26¥ je samodruZnou rovinow tejto afinity. V zobrazeniach
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Obr. 13.
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zdruzenych utvarov v O—A zobrazovacej metéde sa afinny vzfah tak isto
zachovava. Je uréend samodruznou rovinou 6%, resp. 26 a obrazmi dvojicou
korespondujtcich bodov B a ° B, kde ° B je otodena poloha bodu B do prislus-
ného premietajiceho priestoru.

Konstr. 12,1: Otolit priestor P do priemetného priestoru E’; (obr. 13).

RieSenie: Nech P = (B, 10"), pricom B¢E;. Zostrojime obrazy od-
chylkovej priamky lo iducej bodom B (Konstr. 6,5) a jej stopného bodu *S.
Bod S €10?; preto pri otadani priestoru P do E; je samodruznym bodom.
Polomer ot4dania bodu B urdime sklopenim rovmy x" totalne kolme] na «
do «. Uréime najskor (‘o) = (B)(*S), a to pouzitim VZdl&lenO%‘tl B, - «,'Sy — «,
a potom ['o] = (B)(}S), a to pouzitim vzdialenosti B, — «, 1S, — «, & potom

[fo] = [BI[ 8], kde (B)[B] = *x,, (*:S) = [1S],! lebo 4x5. = 0. Dizka [B][%S]
uz polomer otacania bodu B. (Pozor cela konstrukecia sa robi v rovine zx, ktora
je sklopend do «). Z preotoceného [°B] €[ o] odvodime [°B’] € (‘0), a teda
aj °B’, ako aj °B|,. Obrazy °B’, °B}, st uz v E;.

Treba pripomenuf, ze ide o priestorova afinitu o samodruznej rovine ‘ot

preto stopné elementy utvarov na o' si samodruzné. Smer afinity v obrazoch
je v smere lo.

Otécanie P do E; je zrejmé.

Ak je P kolmy na priemetny priestor E;, tak je dany svojou stopnou ro-
vinou. Pri stotozneni P s priemetnym priestorom E; priestor P skldpame. Ne-
zabudneme, Ze prislusna odchylkova priamka ma za obrazy o', ‘o, len body.
Ak napr. uvazujeme, zZe p C P, vtedy sklapanie P do E; a zostrojenie sklopenej
polohy roviny ¢ sa prakticky vykona ako kondtr. 11,2

Podobne postupujeme pri sklopeni P do E;.

VI.

Hypersiéra

13. Dve ulohy o hypersfére

Zaverom rieSime konStrukéne dve aplikacie uvedenych zakladnych kon-
Strukeii v ortogonalno-axonometrickej zobrazovacej metéde v E,. Vyriesime
dva problémy o hypersfére G. Gulova nadplocha o rovnici

' 1x2 + 22 +3x2+ 4.7}2-: 7~2

patri medzi stredové trojdimenzionélne hyperkvadriky (pozri [5]). Nadplo-
cha G je mnozina bodov, ktoré maji od jej stredu § konstantnii vzdialenost r.
Veli¢ina r > 0 je polomer hyperkvadriky G. Ortogonalnym priemetom hyper-
sféry G do priestoru E? je gul'a s polomerom r. Lubovolna prlamka P pretina
nadplochu vo dvoch bodoch Na ich realnosti usudzujeme o vzajomnej polohe p
a G. Lubovolny priestor P prenikd nadgulu v guli o strede w a polomere R

pridom R = Vr2 — Set.
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Konstr. 13,1: Uréit prieseéné body priamky p a gulovej nadplochy (obr. 14).
Riesenie: Nech G = (S; r). ZdruZené obrazy do E;, E; st kruZnice (S8'; r);
(87; r). Nech je p dana zdruZenymi obrazmi. Priamkou p poloZené rovina »x”
totalne kolma na « prenika nadplochu v kruZnici k. Hfadané prieseéniky X, Y
st prieseéné body k a p. Nech je O stred tejto kruznice. Nech p’ = »?; potom
sklopenim stotoznime rovinu x” s x. Najskér uréime sklopend priamku p po-

uzitim kot a vzdialenosti jej bodov A;B; od «: A'(Ay = A, — «, B'(B) =

— By —{ x; (A)(B) = (p); (A)[A] = *,. (B)[B] = *, [A][B] = [p]. Pri sklo-
peni k uvazime, ze O — x = § — «, z, = ‘z,, pricom O’ € p’' a SO JT P
Sklopena [k] je opisanad okolo [O] polomeru rovnajiicemu sa polovici dlzky
tetivy, ktord urcuje p’ v kruznici (S’; r). Potom [X], [Y] = [k] n [p]. Zdruzené
obrazy hladanych bodov X, Y Tahko odvodime.

Dalsou, konstrukéne zaujimavou wlohou je

Konstr. 13,2: Uréit prenik nadgule a priestoru P (obr. 15).
RieSenie: Nech P = (‘6% %0"). Stred o prenikovej gule je v pite kolmice

z S na P. Uréime ho konstr. 10,1 a 8,2. Jej polomer R = V72 — Sw? uréime
konstr. 11,1. Prenikova gula (w; R) bude mat hlavné zdruzené obrazy elipsy,
obrazy rota¢ného splostelého elipsoidu. V obrazoch kolmice z S na P su prie-
- mety osi rotacii. Tento elipsoid je priestorovo-afinny s gulou, ktort dostaneme,
ak P otoc¢ime do E; (alebo Ej) okolo stopnej roviny "o¥ (alebo 26%). Konstr. 12,1
ur¢ime obrazy °w’, °wj, (alebo °w”, °w},) ototného bodu w.Z vlastnosti afinity
vieme k trom kolmym priemerom v otofenej gule uréit ich koreSpondujice.
Tieto st troma zdruZenymi priemermi elipsoidu, ktorého obrysovi elipsu
vieme ur¢it zndmymi konstrukciami z E, (pozri napr. [11]).

Treba poznamenat, Ze uvedena zobrazovacia metéda je velmi vhodnd na
rieSenie dalSich problémov z tedrie stredovych hyperkvadrik [5], [8], aj ne-
stredovekych hyperkvadrik pozri [6], [4]. Tak ako ortogonalne-axonometricka
metéda v E;, aj tu uvedena pre E, je jednou z délezitych zobrazovacich
metdd.
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Oproronaibno-akcoHOMeTpHYeCKUil MeTon usoOpaskenna B E,

(IToceameno npod. [I-p. flny CpOy k mecrupmecATHIIETHIO CO AHA POMCHHA)

M. I'apanr

Pesome

B npejioxennoin pabore 3aHMMaeMcsi KOHCTPYKTHBHOH 00paGoToi oproronasinbno-
AKCOHOMEeTPHIECKOr0 MeTo/1a m306pamenns B E;. C oroii npobieMoil BeTpedaemest B Jirepa-
Type ouenb pejxo ]20], [16], [11].

[TepBble JiBe 4aCTM ILIOCBSIIIEHBl 0LUCAHUIO Memoda UbeOpaxcenus ¥ OMMCARNIO n:soﬁpame—
HHSI TOYKH, LPIMOM, 1IJTOCKOCTH M ITPOCTPAICTBA.

Hycrs B E; pannt oproronalbuniii 0asme (MpSAMOYroJibHAsI CHCTEMa KOOPjMHAT
s T

[0; 1z, 2z, 3z, ‘2] 1 coOcTBeHHAs IUIOCKOCTH ¢ HeMHIMEHTHAS HA ¢ O, HY ¢ OCAMH KOOP/IMHAT.
HKpome toro, mycrs nasa mpaMast s, siBAsIOIAsici HeCOOGCTBEHHOU IPAMOM NJIOCKOCTH 2
BIIOJIHE IIEPHEH/IAKYJIAPHOM K HIO0CKOCTH «. Ecim A nHMHeliHOe TpeXMepHOoe HPOCTPAHCTBO
obsanalomee cpoiictBoM O € A, Sz € A M nepecerallee OcM KOOPAUHAT B TOYKAX X,
(i =1, 2,3,4), 104X cocrapusiior B E; uerbipexrpanHuK. 9TOT YeThipeXI'PaHHUK HA3BIBAETCA

KOODI\WHATHRIM H BCe reoMerpuyeckne guryps mcciienyemvie B E, GyayT pacemarpuBathes
, e T .
OTHOCHTEJIbHO JTOr0 MHororpaunuka. Ob6oszuaumm eme Es = [0; iz, %x, 32], E3 =
- - —

= [0; 1z, %x, 42].

WN3bepem niockoeTb o’ = (1X, 2X, 3X') 1 o1pejieIM OPTOrOHAIBHY IO NPOEKIHIO O’ TOUKH O
Ha 3Ty IVIOCKOCThL. Ilpesme Bcero onpejiesimM OpTOTOHAJBHYIO Npoexuuio O° rouxu O Ha
LIPOCTPAHCTBO A W B 9TOM IPOCTPAHCTRE CUPOEKTHPYeM TOUKY O° OPTOroHajbHO HA IJIOC-
KocTh o’. O4eBNIHO, UT0 ABYXHalLpaBienne 00° u 0°0’ ecTh B HAIPABICHHOCTH IJIOCKOCTH %’
BIOJIHe NePHeHANKYIAPHOX K o. Ilpoexmua O’ sBmsieTcsi OPTONEHTPOM TPEYroJIbHAKA
ciesion 1X, 2X, 3X . To e caMoe moBTOopsieM n JuiA miockoeTn «” = (1X,2X 4X) n onpesensieM
0” pocmonbsysce asynanpasiendem 00°, 0°0” 1I0CKOCTH %” BLOJIHE NEPHeHANKYJIAPHO
K mwIockoctd «” (depT. 1). Eciam &' = & mMIOCKOCTb NPOEKIUi H INIOCKOCTh " COBMECTHM
C Heil MOBOPOTOM BOKPYT X 2X = o’ = 0” B A, nosiyuaeM OCHOBAHAS OPTOTOHAJILHOM
axconoMerpmnu B E,.

4 ”

Nmeer Mecto yTBepsienue, uro mpocrpancrsa npoexmuit Eg, Eg npu oproromameno-
4KCOHOMEeTPHYECKOM MeTojle M300paKenusi M300pasATcsi a IJIOCKOCTh & TMPOeKIHd B JBe
UePUeHANKYIAPHO CONpPAMXKEHHble “OPTOTOHAJIbHbIE 4KCOHOMETPUA € OCHI0 COHPSIKEHHs
0’ = 0" (uepr. 2).

Hpu usobpamenuu mouxu B maofpaxkaercs MHOTHA ee CONPOBOIAMONIMIT THIeplapa-
Jenenmnex (depr. 2). [Jlas (I, I)-3Hausoro m3oGpakeHds OJHAKO HeoOXoiaWMa TPOiKa
CONMpPSREHHBIX MPOEKIMI TOMKH, IVIaBHLIM 00pa3oM npoexrmun B’, B” (akcomoMerpmuecKue

™ ’ ” 7 ”
00passl OpTOroHaNLHKX MpoeKuHil By, By TOYKM B COOTBETCTBEHNO HA Es3, E3) n opza m3
o ’ ” =
BCIIOMAaraTe/bHbIX aKCOHOMETPMYECKHX NpPOCKuMi B, mam By, Touxy wusobpamaior
o P o ’ ”

YRoOnee Bcero TPOIKOM CONpPsKEHHBLIX NMpoexuui (B, B”, B1p), nam (B’, B”, Bys).

Ipn ueobpamcenuu npamoii COCTPOMM HpOEKUAH ce cJjenoB LS, 25 Ha NMpocTpaHcTBa

- ’ ”
npoexnmii E3, Eg (vept. 3).
4

'Hpn uno6paxceruu naockocmu @, HamboIee YrogHO ONpPEeAeTATs ee clenaMi ls, 2s na Eg,
E3, npmuem 9T npsiMuie nepecekaioTcs B TouKe R, lemanieil B (lz, 2x) (uepr. 4). Ha ToM mxe
deprese pemieHnl Taxxe p C o, B €op.

Hzo6pancenue npocmnancmea P mposeneM yiobGuee Beero, BOCHOJIE3YAChL IJIOCKOCTAMM
ciuenos 'oP, 2P, Jlunmu mepecedenmsi STHX CJIE0B ¢ ILIOCKOCTHIO (1z,3x) KOHCTPYKTHBHO
3aBUCHUMEI (4epT. 5).

Ha ueprt. 5, 6, 7 pemennt 3ajjaun D € P, p C P, o CP. Ilpu nocrpoennsx 6oabmryio
B&IKHOCTL MIpalT JMHHM Hauboiburero ckara lo, 20 C P pmammoro mpocrpaucrea, js
KOTOphIX mMeer MecTO Yo | 0P, % | %0P. [loctpoenne mpsimoi lo nposefieno Ha geprexe 8.

Crenmanbibie mosomenus npaMsIX, mI0CKOCTE, IPOCTPAHCTB TNPeHOCTaABNAIT 6OJBIIYIO
BO3MOMKHOCTh pacCysK/IeHui.
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B IIl. yacty nokasana caas aencdy sviuenpusedeinnie memodom uz0068anceHus w KoOmo-
6AHO-AKCOHOMEMPUUECKUM MEMODOM U303panceHus (ARCOHOMCTPHYCCKALT METOJ ¢ YHCIIOBLIMA
ormMerkamu B E,) [4]. 9Ta cBsi3L anajormuna cBasm Merojia Mousa ¢ MerojioM ¢ YHCIOBRIMYU
orMerkamH B Ej. Sjiech Taie MMeCT MeCTO HNPHULMII, UTO MIOIME 3aj(@UM MM EHTHOCTH
¥ KOMHIICHTHOCTH 00/iee BLINOANO peiarest yuorpelieuneMm o0emX 1JaBnbX NPOEKIMiL,
¢ APYI'OM CTOPOHLI MCTPHUECKME 3A/(QUU PCUIATCsl HEIIOUATE/ILHO METOjlaMA AKCOHOMETPH -
4eCKOI'0 MET0/JAa M300pameHusl ¢ YNCJOBLIME OTMCTRAMM,

3 TV. yactd, mOBIOWIEHHOM Npo6AeMAIMUKe G3AUMI060 PACROAONCENUS OCHOSHLT Puyp,
peniennl ciejpyioume zagauyd: na uepr. 9 o = PR, na uepr. 10 R = r n P. 910 use
OCHOBIbLIC 3a/(a4H OTLICKAUHUSL JUHIN HEPCLCUCHHA JABYX HPOCTPAICTB W TOUKK MEpecCYeHus!
HPAMOR ¢ npocTpancTBoM. BB v1oM m3obpaneuun napacieqsuocrs coxpaunsiercs. (IlogoGuo
Kak 1upu mzobpasenun merojgoM Mowska B Eg.)

Hacrs V. nocssiuiena mempuveckum sadavar. 1lpessie Beero peurena mpofiieMa nepuer;i-
KYJSIPHOCTH K 1pOCcTpancTBy (Yept. 11): yepes 1oury O Bect nepuenjmxyssipb k K upo-
crpauctBy P. llpoexnmm nepuenjary:isipa k nosyuaem 13 cBoitcrsa, uro k | 1P, &k | oP.
Ha uepreske 12 peutena ocHoBuUAsE METPHUECKasT 33;1a4a -— paccTosSINUE JBYX TOUeK. $ajlaun,
Kacamou@ecs oupejie/ens HCTHHILIX GopM II0cKHX GUIYyp Kar U HOCTPOCHTIT B 1JI0CKOCTA
peiyM MeToioM jiBoiinoro addunnoro upeobpasoranms [4].

Bee npoGuemsi, Kacalommwmecsi moeTpoenyil B olpejieiieitHoM npocrpanctse P pemum
coBMerierMeM 1pocTpancTsa P ¢ HEKOTOPBLIM HPOCTPAIICTBOM 1TPOEKINIL.

B V1. yactu BBULCHPABEICHHLIM METO/L M300paKens MPUMCIITM K pellienno deyxr neo-
6aem, kacarowpuxca eunepcepu. Ha uepr. 14 nocrpoeunl TOURM  nepecedeHusi HPsSIMOM p
¢ runepedepoil a MMEHHO COBMENIEHREM 1JI0CKOCTY %P, 1POXO;UIIICH UePes NPSIIMY10 p M BHOJIHE
HepHeIjInKYJISPHON K &, ¢ TOU e THNIOCKOCTHIO X.

HuTepecuniii peaysnraT noJyuaercsi IpH lepecevenu rumiepedepnl ¢ HpoCTPAHCTBOM.
B oprorosanbro-akcooMerpuyeckoM Merojie usoCpamenus B K, map iepecevenusr mzo-
OpaskaeTcst KaK DJJMIICOM{ BpatleHUsi, KOTOPLIl IOJydacM MCTOJlOM COBMCIIEHHSI NpPO-
crpanctBa P ¢ nipocrpancrsom Eg n npnmencunesM npocrpancreentioro agdunurera (vept. 15).

Hpusejlenuntiit MCTOl W300paKeNUs BO3MOMKHO KaK NPHMEHUTL K pentennmio npodiem
U3 TCOPHM I'MIIEPKBAJPHUK ¥ NOJHUTONOB Tak M obobumrs ce na E;, Eg m v, 1.
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Ortogonale-axonometrische Abhildungsmethode im Raume E,
Gewidmet zum 60. Geburtstag von. Prof. dr. J. Srb.

M. Harant

Zusammenfassung

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der konstruktiven Verarbeitung der ortogo-
nalen-axonomstrischen Abbildungsmetode im Raume E,. Mit diesem Problem treffen
wir uns in der Literatur nur selten [20] [16] [11].

Die ersten zwei Teile befassen sich mit der Beschreibung dieser neuen Abbildungs-

metode und mit der Abbildung des Punktes der Geraden, der Ebene und des Raumes.
—_ > 5 -

Es seiim E, die ortonormale Basis [0; 12, 2z, 3z, 4x] gegeben und die eigentliche Ebene o
wolche mit den Punkt O und auch mit dem Koordinatenachsen nicht incident ist. Weiter
sel die Goarade s gogeben, welche eine Fluchtgerade der Ebene x» ist. Die Ebene x ist
total senkrecht auf «.

Ist A ein linear dreidimensionaler Raum mit den Eigenschaften,dafl O € A, iz ¢ A.
Der Raum A bestimmt auf den Koordinatenachsen txz die Punkte iX (i = 1, 2, 3, 4),
welche im Raume E4 ein Tetraeder bilden. Mit dem Tetraeder meinen wir einen Koordi-
natentetraeder. In Bezug zu diesen Koordinatentetraeder untersuchen wir die Eigen-

schaften der Punkte, der Geraden der Ebenen und der Réume. Bezeichnen wir Eg =
- = - - > - .

= [0; 'z, *», %2]; E3 = [0; 12, 2, 4z].

Waihlen wir die Epbene x = (1X,2X,3X) und bestimmen wirdie ortogonale Projektion 0°,
des Panktes O auf diese Edzne: Vorallem bestimmen wir die ortogonale Projektion O°
des Punktes O auf den Raum A und in diesen projektieren wir O° ortogonal auf «’. Es ist
verstiandlich, da3 die Doppalrichtung 00°, 0°0’ in der Doppelrichtung der Ebene x’ total
senkracht auf «" ist. Die Projektion O, ist ein Ortocentrum des Spurdreiecks Olz2x3z.
Denselben Vorgang wiederholen wir fir die Ebene «” = (1X, 2X, 4X) und bestimmen O”
mit Benutzung der Doppelrichtung O0°, 0°0” der Ebene x” total senkrecht auf «” (Abb. 1).
Ist &’ = « eine Bildebene und &«” durch Umlegung um die Gerade 1X2X = o’ = o”
in A identisch, erhalten wir die Grundlage der ortogonalen Axonometrie im Raume E,.

Es gilt, dal die Bildrdume E;, E{ sich in der ortogonal-axonometrischen Abbildungs-

metode (wie in E; welche nach der Achse 0 = 0” ortogonal korrespondiert sind. (Abb. 2.)

Bei der Abbildung des Punktes B bilden wir auch seinen Begleitungshyperquader ab.
(Abb. 2.) Fir die (1,1)-deutige Abbildung bendtigen wir drei entsprechende Projektionen
des Punktes und zwar die Hauptprojektion des Punktes B’, B” (axonometrische Ab-

bildung der ortogonalen Projektionen B[)’ B des Punktes B in E; resp. E3) und eine
der axonomstrischen Hilfsprojektionen B;; oder B;;. Am besten bilden wir den Punkt B
durch (B’, B”, B;g) oder (B’, B”, Bjs ) ab. Bei Abbildung der Geraden, konstruieren wir
Projektitionen ihrer Spurpunkte 1S, 2S auf die Projektionsriume Es, E; (Abb. 3).

Bei Abbildung der Ebene g beniitzen wir am besten die Spurgeraden 1s, 2s (auf Es, E3).
Diese durchdringen sich im Punkte R welcher in der Ebene (lz, 2x) liegt (Abb. 4). In
dieser Abbildung wird auch die Aufgabe p Co, B €g gelost.

Auch den Raum P bilden wir am vorteilhaftesten durch Beniitzung seiner Spur-
ebenen lgP, 20P ab, deren Durchdringungsgerade mit der Ebene (lz, 2x) gegenseitig
abhéngig sind (Abb. 5). In der Abbildung 5, 6, 7, losen wir D €EP, p C P, o C P. Bei
der Konstruktion sind die Fallgeraden o, 20 des gegeben Raumes sehr wichting, fiir
welche gilt, daB o | 0P, 20 | 20P. Die Konstruktion 1o ist in der Abbildung 8 durch-
gefuhrt. Die spezialen Lagen der Geraden, der Ebenen und der Riéume bieten groBe
Moglichkeiten zu Erwigungen.

Der dritte Teil behandelt den Zusammenhang zwischen der angefiihreten Metode und
der kotiert-axonometrischen Abbildungsmetode [4]. Dieser Zusammenhang ist analogisch,
wie z. B. der Zusammenhang zwischen der Monge-Projektion und der kotierten Projektion
in E;. Auch hier gilt, daB viele Inzidenz- und Koinzidenzaufgaben am besten bei Ver.
wendung beider Hauptprojektionen geldst werden. Metrische Aufgaben lésen wir aus.
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schlieBlich mit den Konstruktionen der kotiert-axonometrischen Abbildungsmetode
in E,.

Im IV. Teil, welcher der Problematik der Lagenbeziehungen der Geraden, Ebenen
und Réume gewidmet ist, werden in der Abbildung 9 o =P N R und in der Ab-
bildung 10 R =y N P zwei Grundaufgaben gelost. Die Parallelitit wird in dieser
Projektion erhalten.

Der V. Teil ist den metrischen Aufgaben gewidmet. In der Abbildung 11 lésen wir
die Bestimmung der Senkrechten k zum gegenen Raum P durch den Punkt O. Die
Projektionen der Senkrechten & bestimmen wir aus den Eigenschaften, daB %k | 0P,
k 1 %0P. Abbildung 12 ist eine metrische Grundaufgabe — die wahre Grofle zweier
Punkte.

Aufgaben tiber die wahre Grof8e der Figuren in der Ebene bestimmen wir durch die
Metoden der zwzifachen afinen Transformationen [4].

Alle Konstruktionsaufgaben in einem bestimmten Raume P, losen wir durch die

die Umlegung dieses Raumes in E; oder Es.

Die angefiihrten Abbildungsmetode aplizieren wir im VI. Teil auf zwe: Probleme iiber
dic Hyperkugel. In Abbildung 14 bestimmen wir die Durchdringungspunkte der Geraden p
und der Hyperkugel.

In Abbildung 15 lésen wir die Durchdringung des Raumes und der Hyperkugel.
In der ortogonale-axonometrischen Metode in E; wird die Schnittkugel wie ein Drehelip-
soid abgebildet: drei konjugierte Durchmesser des Elipsoides wurden mittels der Afinitéat
des Elipsoides mit einer bestimmten Kugelfliche ermittelt.

Weitere Aplikationen konnen auf die Probleme aus der Teorie der Hyperquadriken
und Polytopen ausgefiihrt werden, sowie auch die Verallgemeinerung dieser Metode
auf E; und Eg usw.
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[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. IV - 3-5, MATHEM., 1959]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. IV., FASC. H11-V MATHEMATICA 1959

K tedrii elipsoidicko-hyperholoidickej nadkvadriky
vo Stvorrozmernom euklidovskon: priestore
M. HARANT

1. V tomto pojednani budeme sa zapodievat zostrojenim obrysu elipsotdicko-
hyperboloidickej nadkvadriky v ¥, (pozri [1]), ako aj zostrojenim prenikovich
kvadrik tejto hyperkvadriky a vSeobecne poloZeného priestoru P. Ukazuje sa, Ze
uvedend H—H nadkvadrika méa v trojrozmernom euklidovskom priestore
analogén vo vSeobecnom jednodielnom hyperboloide JH. Eliptickému, para-
bolickému a hyperbolickému rezu, ktory nie je rozlozenou kuzeloseckou,
zodpoveda elipsoidicky, elipticko- paraboloxdmky a dvojdielno- hyperbolmdlcky
prenik nadkvadriky —H a priestoru P. Aj plocha asymptotického nadkuzela
nadkvadriky £ —H hra analogicku ulohu pri prenikovej kvadrike ako asympto-
ticky kuzel plochy JH pri rezoch tejto plochy rovinou.

Uvedeny problém vyriesime v klinogondlnom premietani v E, (pozri [2]),
v ktorom sa nadkvadrika, ktora berieme do uvahy, jednoducho zobrazi.

2. Elipsoidicko-hyperboloidickd mnadkvadrika ma v ortonormalnej baze
[0; T;a, EZ:, ;:;, 4—;:] normalny tvar dany rovnicou:

12 22 32 4 02
(2) et gt — =1

c? d?

pricom jej asymptotickd nadkuzelovd plocha je nadkvadrika elipsoidicko-kuZe-
Tova. Jej normalny tvar je:

12 22 32 4x2
(b) |

2+b2+ - = 0.

Dizky a,b, ¢, id nazyvame dizky hlavnych polosi. Vidime, %e tri z dizok
st realne Stvrth je imaginarna (obr. 1).

Konstrukeia 1. Uréit obrysovi krivkw nadkvadriky E—H.

Riefenie. a) Pri konstrukeii priemetu kuzelosetky obrysu nadkvadriky
E—H danej dlzkami osi A'4 = 2a, B'B = 2b, 0 C = 2¢, DD, = 2d vy-
uzijeme vlastnost, ze obrysové prlamkv asymptotlcke] plochy E—K dane]
rovnicou (b) si asymptotami obrysovej kuzelosecky k. Potom postaci
k , hrdelnému elipsoidu nadkvadriky E—H"” danému osami A4, B'B, C-C opisat

—_—
v smere osi ‘x valcovd plochu a zostrojit jej obrysové tangenty, a to pouzitim
Pelcovej vety (pozri [5], [7]). Potom je k dand asymptotami a dvojicou rovno-
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beinych tangent. Ako vyplyva z rovnic (a), (b), prenikové elipsoidy nad-
kvadriky £ —H a jej asymptotickej nad<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>