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{ACTA F. R. N. UNLV. COMEN. IlI-1, MATHEM., 1958]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. Ill, FASC, I. MATHEMATICA 1958

Die Bewegungen mit n Freiheitsgraden, wo die Kkinetische und die
potentionelle- Energie mit der quadratischen Form gegeben ist

J,. HRONEC

1
~ Das Differentialsystem mit konstanten Koefficienten

Die Behandlung dieses Problems geht aus dem Differentialsystem von Lag-
range mit konstanten Koefficienten hervor.
Das allgemeine Differentialsystem mit konstanten Koefficienten ist
n

' dyq .
(1) d;;}zz AizYas > 7/:]-’2:---7"‘7
=1
wo a;; die Konstanten sind.
Mit der Substitution

n
(2) zlzz girlYs > 1:21,2,...,7&,
i=1

wo gi; Konstanten sind und die Determinante || ;% || 5% 0 ist, transformiert
sich das Differentialsystem (1) in

(3) ‘%az bz » i=1,2 ..., n,
2=1
wo die Matrix
(4) (bik) = (gix) (@ix) (gix)~*
1st.
Es sei

(Yix) = (@ix) (Mix),
(Cik) = (9ix) (Mex),



dabei nach (2) ist
(zik) = (gix) (Yik)-
Aus diesen folgt

(5) (zix) = (gux) (@ax) (i)~ (§ix) = (Bir) (Cix)-
Die charakteristische Gleichung des Differentialsystems (1) ist
(6) A@r) = llaw — Our || =0, 4, k=12, ...,7,
wo
1] bei s =k,
dix =
0] beit#k

ist. Bei dieser Gleichung existieren die Systeme von Gleichungen

(7) z gilaix — Ozx7i) = O, Lwk=1,2,...,n,

wo r; die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (6) sind. Nehmen wir
zuerst an, dass alle Wurzeln verschieden sind.

Aus (7) folgt

(8) (9ix) (@ix) = (dirrs) (9ik)
und dann folgt aus (4)
(9) (bix) = (Bixrsi)-

Bei der Substitution (2), also wenn die g;; durch das Gleichungsystem (7)
bestimmt sind, geht das Differentialsystem (1) nach (3) in das Differential-
system

dz;

(10) — = 12, 1=1,2,...,n, tber.
dx

Die Losungen des Differentialsystems (1) sind dann nach (2) mit dem System

(11) Z GirYsr = €%, 1= 1,2, .05 W

gegeben.

Wenn zwischen den Wurzeln r; der charakteristischen Gleichung (6) auch
gleiche (mehrfache) sind, dann I6sen wir das Problem folgendermassen: Es sei
r = r, eine (n — x) fache wurzel, dann sind die Minoren vom Grade » der

Determinante
|| sk — Oaxro |l Lk=12,...,m,

nicht alle gleich Null. Wenn
| @ik — Sikro |l #0, 4, k=1,2, ..., %

sind, dann besteht (7) aus x 4+ 1 Systemen und jedes System hat x unab-
ha,nglge Gleichungen. In jeder solchen Gleichung sind die n» Unbekanten
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gint=12,...,m A=1,2,..., % 4 1. Diese kann man so bestimmen, dass
vl #0, 5, A=1,2, ..., %4 1, ist.

Bei dieser Bedingung fiir y;;, ¢ =1, ..., 2+ 1, A= 1, ..., n, nehmen wir
die Substitution

n
(12) zi=2‘}/z‘;,!/1, =1, ..., 24+ 1.
2=1
Bei dieser Substitution geht das Differentialsystem (1) in die kanonische Form
(10) iiber, wo ¢ = 1, ..., % 4 1 ist und daraus folgt
n
(13) z yialYs = €%, 1=1,...,2%+ 1.
T =1
Daraus folgt weiter
z+1 n
Y= Z ducie’t’”-f—z d' Y1 A=1,...,x+1,
i=1 i=xt2

wo d;; und d';; Konstanten und Determinanten sind.
Wenn wir die so bestimmten y;, A= 1,...,% -4 1, in die Differential-
gleichungen des Differentialsystems (1) einsetzen, in welchen %

g0 ey

dyn ; _ . :
—(—iy; vorkommen, so erhalten wir fiir #,4,, ..., ¥n ein lineares Differential-

system, welches nicht homogen ist.

II.

Quadratische Formen mit n unabhiingigen Variabeln,
die kleine Bewegungen bestimmen

Nehmen wir ein frei bewegliches System, welches mit den Koordinaten
Y1, Yo, Y5 bestimmt ist. Diese seien Funktionen von n unabhiingigen Variabeln
%3, ..., xn (Freiheitsgraden)

Yi = filxg, ..., Xn), t=1,2,3.
Wenn keine von den Variablen Zy, - .., &y die Zeit ¢ bedeutet, dann ist die

lFi‘inetische Enerhie eines solchen Systems durch die homogene quadratische
orm

n n
(14) 2T=z z auxizy’, % = d;;
i=1 k=1

gegeben, wo die a;; = ay; Funktionen von z,, ..., zn sind.

s 73



Wenn die Bewegungen so klein sind; dass man in den Taylorschen Reihen
der Funktionen f; (zq, ..., zx) die Glieder mit hoheren als crster Dimension
weglassen kann, dann sind die a;; Konstanten und die kinetische Energie ist
durch die quadratische Form (14) gegeben.

Wenn wir den Ursprung des Koordinatensysten s in dem Punkt der Gleich-
gewichtslage verlegen, dann ist die potentielle Energie eines solchen Systems
mit kleinen Bewegungen durch die quadratische Form

1
(15a) U=1by+ z z birxixy

i=1 k=1

gegeben, wo die by, b = by; Konstanten sind. Es sei einfachheitshalber

n n
(15) 2U1 = Z z bgkxvg.’l?k.

1=1 k=1

Wir transformieren durch die Substitution®

n
xk, = Z Di'k(nm‘l’ lL])Ev,, k = ]> 2: 0¥ 5 3 Py W,
r=k
die quadratische Form (14), wo D,x(»-*+1) die Minoren der Determinante

sind und welche zu den Elementen a,; gehoren. Es sei D{} = D" =1,
DO = D, wo D die Determinante der quadratischen Form (14) ist. Bei dieser
Substitution ist die quadratische Form (14) in die Normalform transformiert

(16) 2T = z D(7l—i+1)[)(n—i)§1'2, fi’ _ d_di‘i‘ .
i=1

Gerade so ist die quadratische Form (15) mit der Substitution

n
(17) Tp = z Aypn—+0E k=1,...,n,
r=k

in die Normalform

n
(18) 2U, = Z Am=i+1) f(n—i) g2
1=1

1) Hronec J., Algebr. rovnice, S. 115—117.



n—1

5 o +1 . . 5
transformicrt, wo 4]5.;\- ' die Minoren der Determinante

bll DI b]v
Am=) —

byg -« by
sind und die zu den Klementen b, gehoren. Ks sei ferner Ay = AW = 1
v wo A = A die Determinante der quadratischen Form (15) ist.

Soll die Bewegung eine Funktion von n Verinderlichen sein, dann darf kein
Glied in den Reihen
(1) Doy pa=1 DM, D
Ay, Am=1_AD A

Null sein.

Die kinetische Energie ist immer ein positiver Wert, so dass die quadratische
Form (14) pcsitiv definit ist, darum D = 1 ist, deshalb miissen alle Glieder
von (19) positiv sein.

Das allgemeine Differentialsystem der Bewegung nach Lagrange ist
or 1T  oU

— == t=1,...,n.
oxy O oxi’ ’ ’

(20)

Beniitzen wir die Normalformen (16) und (18), so geht das Lagrangesche
Differentialsystem in die kanonische Form

(21) ‘% = —11::: z:%i(z::; oo di=1,...,m, iber
Ferner sei
(n—i+1) 4 (n—i)
g@m;ﬁ)"(ﬁ'_i}' =8, =0,
dann folgt aus (21)
& = cqisin 1]/;;

Die zweite Intergrationskonstante ist Null, da der Ursprung des Koordina-
tensystems in den Gleichgewichtspunkt fallt. Bei der Beniitzung dieses Wertes
von & geht (16) in die Form

n
2T = Z A=t gm=icl, cos2 §)fs;  iiber.
i=1
Aus dieser folgt ferner

Am—i+)fn=0) > 0, RS P

l?a nun AM = 1 jst, folgt, dass auch die quadratische Form der potentiellen
Energie positiv definit ist.
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Die Koordinaten der Bewegung. Zusammenhang der kinetischen Energie
und der potentiellen Energie

Nach dem vorherigen Kapitel ist
An—i+i)4(n—1)
D= pm-n — 1
ein positiver Wert und die Losung des Differentialsystems (21) ist
(22) & = cqisin g4,

wo ¢,; die Amplituden in der Richtung &; sind. Wenn ¢;t = % ist, dann sind

die Werte der Amplituden ¢,; = &. Wenn wir die Werte von (22) in (17) ein-
etzen, bekommen wir die allgemeinen Koordinaten der Bewegung

n

(23) Ty = 2 Ay, =10 ¢ singt, 1 =1,...,n,

=1

wo einige von den ¢,, » =1, ..., n, auch gleich sein kénnen. Wenn wir (22)
in (16) und (18) einsetzen, so bekommen wir

n
o :Z A=+ A(n=1)¢2; cos? q;t
i=1
n
2U, = 2 A=t A(n—9)2; sin? g;t
i=1

und aus diesen folgt

n
T4 U, :% zA(n—iu)A(n—i)(gi
i-1

oder
n
T + U = bo - % Z A(n—i+1)A(n—i)C%i_
i=1

Die Summe der kinetischen Emergie und der potenticllen Emergie hat einen
konstanten Wert.

Wo T das Maximum hat, dort hat U das Minimum und umgekehrt.



Iv.

Das Lagrangesche System der Bewegung bei den allgemeinen
quadratischen Formen

Gemiiss (14) und (15a) sind:

n

oT i oT oU
= Z Ay , — =1, ST = 2 bikxr
k=1

oz’ ox; ox;
k=1

und dann ist das Lagrangesche Differentialsystem durch

n

n
d%x .
(24 Yol N bue  i=1,...m
k=1

k=1

gegeben. Dieses Differentialsystem bestimmt ungedampfte Schwingungs-
bewegungen mit n Freiheitsgraden mit dem Mittelpunkt im Gleichhgewichts-
punkt. Sind die Schwingungen aber gedampft, so konnen die Losungen dieses
Differentialsystems auf das vorhergehende Differentialsystem (24) zuriick
gefithrt werden.

Das Differentialsystem (24) kann mann in der Form

(aik) (dZik) = —(bix) (%ix)

schreiben. Die Bewegung ist mit n Freiheitsgraden gegeben, deshalb ist
|| @ik || = D 5= 0, aber dann ist weiter

(d;ﬁk) = — (@)™ (bix) (wir)

oder, wenn wir

- 1
(25) (@ix) ™t (bix) = (Bix), By = o z A bk,
A=1

setzen, bekommen wir

(d;::k) — —(Bu) (2ix)

und das Differentialsysetm (24) geht in
n
d3z; .
(26) 7&52—23“2:1’ = 1, coey
=1

l}(})er. Zerlegung der schwingenden Bewegung mit m Freiheitsgraden in ihre
omponenten. Wir transformieren mit der Substitution



n
a

(27) 2 = Z Gir =1, ...m,
=1

das Differentialsystem (26), wo ¢;, mit den hom. lin. Systemen
n

(28) Z gu(Bax — Oym) = O, R
1=1

gegeben sind und wo d;x = 1 bei ¢ = k, d;x = 0 bei 7 5 k sind. r; sind die
Wurzeln der charakteristischen Gleichung

(29) | Bix — Sunr || = 0.
Bei dieser Substitution geht das Differentialsystem (26) in die kanonische
Form .
d*; )

(30) dt‘; = —r2y iiber.
Die Wurzeln r; konnen alle verschieden sein, d. i. ¢ = 1, ..., n, oder einige
kénnen mehrfache sein, d. i. ¢ =1, ..., m, wo m < n ist. Aus (28) folgt

n
(3]) 2 B“(;lk — Gik/rky i’ k= oo » My

i=1
wo Gy die Minoren der Determinante || g;x || = @ sind, welche zu den Ele-

menten g;x gehdren.

V.

Die Eigenschaften der Wurzeln der charakteristischen Gleichungen

a) Die charakteristischen Gleichungen (29) sind sekulir, shre Wurzeln sind
daler alle reell.

b) Die Wurzeln r; haben keinen Nullwert, dann ist das absolute Glied der
Gleichungen (29) die Determinante || B ||. Nach (25) ist

. A
[| Big || = |l @i || 72 |] bix || = 5
Aber bei n Freiheitsgraden sind 4 # 0, D s 0.

c) Die Wurzeln ry sind alle positiv. Nehmen wir vorliufig »; = 0 an, dann
folgt aus (30)

(32) 2 = Cjy Sin tVE

Die zweiten Intergrationskonstanten c,; sind Null, da der Ursprung mit dem
Punkte der Gleichgewichtstlage zusammenfillt.

8 5



Aus dieser Tatsache folgt gemiss (27)

G.xk:Zkvk sintl/;:, k=1, ...,m,

v=1

wo die h,i die freien Konstanten c;; enthalten. Wenn wir die so bestimmten
z in das Differentialsystem (24) einsetzen, bekommer win

Z Z h‘,k(—aikr,, + bix) sin lva‘—* 0, 1=1,...,n

k=1 v=1

und aus diesen folgt weiter

(33) YN Hul—aur, + by =0, v=1,...n

i=1 k=1
Die H,x haben die freien Konstanten c,;. Setzen wir
Hyk = yi . Yx,
wo y; und y; konjugierte komplexe Werte sind und setzen wir
yi = o + Bil/—1,

und wenn wir in Betracht ziehen, dass 7' und U, definit positive quadratische
Formen sind, erhalten wir

ai(oq + Bl —1) (ax — B)—1) =

n

n

agpxiak + Z z aixfifx = T(x) + T(B) > 0,

1= k=1

z bix(oi + ﬁt —1) (ax — ﬂkv—) =

= Z z bixxiox + Z Z bikBifr = Ui(x) + U,(B) > 0.

i=1 k=1 i=1 k=1

I
o
SEAANGE

-,
I
-
o
]
-

u[_\/_]=

Mit der Beniitzung von (33) folgt, dass
Uy(x) + Uy(B)

ty = e >
() + TB) ~
deshalb kénnen wir
ry = pi?, i=1,...,n, setzen.



VI

Die Koordinaten der Bewegung

Die Koordinaten der Komponenten der Bewegung sind nach (32)
(34) 2; = €y Sin pyt,

wot =1, ..., nist falls die charakterische Gleichung (29) lauter verschiedene
Wurzeln hat und ¢ = 1, ..., m, m < n ist, falls die charakterische Gleichung
mehrfache Wurzeln hat.

97,
Die Zeitperioden dieser Komponenten sind 2 . Haben die c,; dasselbe

i
Vorzeichen und ist & gemeinsame Vielfache von allen p;, so sind die Kompo-
nenten in gleichen Phasen und die Bewegung zeigt die gréssten Schwingungen.

Die Koordinaten der Bewegung a) im Falle, dass die Wurzeln alle verschieden
sind. Aus (27) mit der Beniitzung von (34) haben wir

.n

(35) G.x = Z G0y Sin i, t=1,...,n,
r=1 .

oder wenn wir

(36) (:favclv = Iliv’

setzen, bekommen wir

n
(36a) G.a; = z hi, sin p,t.
r=1
Die Berechnung von ¢,, folgt aus dem System (35).

b) Die charakterische Gleichung (29) hat mehrfache Wurzeln. Einfachheits-
halber nehmen wir an, dass ein » = r, (n — m - 1)-fache Wurzel sei und die
anderen seien alle einfach, dann ist

n
(37) 2 = 2 Gy %s, 1=1,...,m, m < n.

r=1

Da G* = || g || #0, i, k=1, ...,m, ist, aus (37) folgt

m m n
G* . 2y = Z @iy — Z Z Cirgysyy  i=1,...,m,

r=1 v=1 z=m+1

WO G:v die Minoren der Determinante G* sind, die zu den Elementen Ty
gehoren.

10



Wenn wir diese in die Gleichungen des Differentialsystems (26) setzen, wo

d3x d%*xy e .
die —d%;l, T auftreten, so erhalten wir fiir x;,4,, ..., vy das nicht-

homogene Differentialsystem

n

m
dzxi * c
G*—d—t—,_,‘z 8%y — Siy2y, 1 =m -+ 1, ..., m,
i=1

A=m+1
L)
m m m
'. * »
Sis = B, GGz — Bis, cin= ) By
r=1zxz=1 =1
sind.
Bei den letzten Differentialsystem kommen wieder zwei Fille vor und zwar
a) wenn die charakteristische Gleichung || s;x — d;%7 || = 0 lauter verschiedene

Wurzeln hat, b) wenn sie mehrfache Wurzeln hat. In diesem zweiten Falle
wiederholt sich das Verfahren, deshalb nebmen wir nur den ersten Fall.

Da || six || = 0 ist, hat die charakteristische Gleichung nur Wurzeln, die
nicht Null sind. Die Wurzeln sind dann alle positiv. Dann folgt

n
X = Z hiy(t) sin p,t, t=m-1,...,n,
v=m+1

wo man noch die Funktionen kg (f) bestimmen muss. Diese Bestimmung
fithrt zam nichthomogenen Differentialsystem.

_ Wenn 7., eine «,,fache, ..., rym eine ap-fache Wurzel der charakteris-
tischen Gleichung (29) ist, wobei a; -+ ... + am = n ist, bleibt das Verfahren
dasselbe wie friiher.

VIIL

Z.usa!nmenhang zwischen den Koeffizienten der quadratischen Formen der
kinetischen Energie und der potentiellen Energie bei gegebener Bewegung

Es sei die Bewegung mit den Gleichungen (34) gegeben. Aus dem System
(31) kann man die By bestimmen, falls 74,k = 1, ..., n, verschieden sind,
dann ist gemiss (25)

n

(38) Z a»uBlk = biky 1:, k= 1, veoy My

i=1

WO Qg = agy, by = by sind.

11



Ist zwischen den rp eine mehrfache Wurzel, k =1, ..., m, m <n, dann
. hat das System (31) fiir Bjz nur m lincare Gleichungen, wo || Gy || # 0,
i, k=1, ..., m. Aus diesen kann man By, 7,k = 1, ..., m als Funktionen
von Bk, t,k=m + 1, ..., n, bestimmen.

Wenn die Bewegung durch die Gleichungen

(39) x; = hy; sin pit, 1=1,...,m,

gegeben ist, wo c¢,; # 0 sind, aus (36) folgt Gy = 0, ¢ 5 k, aber dann aus
(81) sind Bj; = r;, By = 0 bei 7 # k, deshalb nach (38) sind

ik = big, agiri = bgi.

Wenn wir r; 5 rx voraussetzen, folgt dann aus diesen zwei Systemen bei
t #k, dass as;x = 0, bjry = 0 sind, das heist: die quadratischen Formen 7T
und U, sind normal und die Koordinaten (39) haben auch normale Gestalt.

VIII.

Die Koordinaten der schwingenden Bewegung sind Koordinaten
der quadratischen Kurven und der quadratischen Flichen

Aus (36a) folgt

n

G2H1,x¢=Hsinp,,t, y=1,...,n,
i=1

wo Hj;, die Minoren dr Determinante || k;, || = H sind und zu den Elementen
hi, gehoren. Setzen wir p,t = pt + f,t, wo die f,t die Phase einer Komponente
v der Bewegung in de Zeit ¢ ist. Nach Eliminierung von sin pt und cos pt,
bekommen wir:

n = n 3 n n
(40) (z Hi-ﬂ’t) 4 (Z Hu?«‘i) — 22 H i, z Hxicos (By — Ba)t =
=1 i=1 i=1 i=1

H 2
:(—g—) Sill2(ﬂv_ﬁl)tr 'y,},:l,...,’n, ‘V<A--

Jede dieser Gleichungen bedeutet ein System von quadratischen Flachen
mit n Verdnderlichen mit dem Parameter (8, — f,) .

Wen die Phasen der einzelnen Bewegungskomponenten konstant sind
ot = pt + B,, wo p, die Konstanten sind, dann bedeutet jede Gleichung
eine quadratische Fliche mit n Verdnderlichen, welche nur dann ihre Form
verdndert, wenn die Phasen der einzelnen Komponenten der Bewegung sich
éndern.

Im euklidischen Raume bei y, = z,, y, = &,, y; = 3 bewegt sich der
Punkt der schwingenden Bewegung auf einer quadratischen Fliche. Die

12



Gleichung dieser Fliche bekommen wir, wenn wir die beiden Gleichungen
von (40) addieren, dabei n = 3 nehmen. Im Falle n = 2 bewegt sich der
Punkt auf einer quadratischen Kurve.

Wird die schwingende Bewegung durch normale Koordinaten (39) gegeben
und wenn wir in diese gt = qt + 74t setzen, wo y;t die Phase der schwingenden
Bewegung beziiglich der Koordinatenachse &; in der Zeit ¢ ist, dann hat das
System der quadratischen Gleichungen (40) die Form

2 2
(ﬁ) + (ﬁ) o 2ﬁ Q‘— cos (yi — yk) t = sin? (y; — yi) ¢,

C1i Cik C1i Cik
f n,k=1,...,n, 1 < k.

Jede Gleichung von diesem System bestimmt in der Ebene &;&; ein System
von quadratischen Kurven mit dem Parameter (y; — yg)t.

Wenn y;t = y; eine Konstante ist, so bestimmt jede Gleichung in der
Ebene £;&x nur eine quadratische Kurve, diese &ndert nur dann ihre Gestalt,
wenn y; — yg sich dndert. Bei y, = x,;, y, = x, bewegt sich der Punkt der
schwingenden Bewegung in der Ebene &£, auf der quadcatischen Kurve mit
der Gleichung?)

2 2
(i) =t (é) = 2—5—1 . 21 o8 (y; — y2) = sin? (y; — y,).

11 1o C11 Cig :
Bei y, = 2, y, = ®,, y; = x; bewegt sich der Punkt der schwingenden
Bewegung auf der quadratischen Fliche mit der Gleichung

')+
e + b + A B ¢ C1a cos (y; — yq) —
- é-‘}51005(7’1-?’3)— ﬁé‘,

€11 C13 C12 Ci3
= sin¥(y;_y,) + sin? (y; — y;) + sin? (y, — py),

Cy ..
wo c*;; = 1—%, u. w. sind. Bei jeder Anderung der Phasen y; — yj éindert sich

auch die Gestalt der Fliche.

_—

?) Vergl. Chvolson O. D., Lehrbuch der Physik, 1902, I. S. 146.

13.



Pohyby o n nezavislych volnostiach s kinetickou a potencialnou energiou
danou kvadratickou formou

J. Hronec

Obsah

O tychto pohyboch sa tu pojedndva pomocou diferencidlnych systémov s konStantny-
mi koeficientami; stat I zaoberd sa preto takymito diferencidlnymi systémami. Vyjde
z dif. systému (1) a tento pomocou substiticie (2) transformuje do dif. systému (3).
Tento, ked koeficienty substitucie uréi systémami (7), dif. systém (3) prejde do kano-
nického tvaru (10). Tu vystupujtce r; st korene charakteristickych rovnic (6). Rozozniva
dva pripady: a) ked charakteristické rovnica mé len rozliéné korene, b) ked m4é viac-
nésobné korene. V prvom pripade rieSenia st dané systémom (11), v druhom pripade
zas systémom (13) a nehomogénnym diferencidlnym systémom.

V stati II definuje kmitavy pohyb o n volnostiach, dany kvadratickymi formami.
Tieto formy prevedie do normélneho tvaru a pouZije Lagrangeovu rovnicu pohybu.
Takto dostane kanonicky dif. systém (21) a rieSi ho.

V stati III ukd¥e, Ze sudet kinetickej a potencidlnej energie pohybu v urditom bode
je dand konstantnd hodnota.

V stati IV urdf vSeobecny diferencidlny systém pohybu vo tvare (26) a ukdZe, Ze pohyb
je zloZeny z n zloZkovych pohybov.

V stati V ukéZe, %e korene charakteristickej rovnice (29) dif. systému st redlne, nie
st nula a su vietky kladné.

V stati VI uréf stiradnice pohybu, a) ked vSetky korene charakteristickej rovnice st
rozliéné, b) ked st medzi nimi viacngsobné korene.

V stati VII zas opa¢ne ku kmitavému pohybu, danému rovnicami (34), uréi koeficienty
kvadratickych foriem kinetickej a potencidlnej energie.

V stati VIII ukéZe, Ze kmitavy pohyb, dany kvadratickymi formami kinetickej a po-
tencidlnej energie, v rovine deje sa po kvadratickych krivkdch, v priestore zase po
kvadratickych plochdch a v n rozmernom priestore v n — 1 rozmernej kvadratickej
variete.

Doslo 1. XI. 1957
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JIBuskeHue Kak (YHRUMA OT I cTeneHeil cBoGOAbI ¢ NOTEHINMAJBHOI
H KMHETHYECKOii bHeprueii, janHoii kBajiparuunoii ¢opmoit
I0. 'porern

Copgepsxanue

ITH JABUALCHIA 31CCH HCCICYIOTCH OMOIBIO AHQHePCHIMAIBLIBLIX CHCTEM ¢ 1OCTOH HHbLIMIL
kodduipenTamis, NOHTOMY B ICPBOM IJIARC aBTOP 3aHMMAaeTCH MMEHHO TakuMu muddepern-
nuajpHpiL ciereMamit. Hexonnt u3 auddepenunanpnoit cucremst (1) m aty, npumensis
noacTanosry (2), upeolipasyer & auddepenunanbuoi cucrene (3), KOTOpast, eciu ONPE/ETHTE
roaduitenTnr HofcTAHOBKRI cncTeMamu (7), npeobpasyerca K KaHoHMYeckomy BHAy (10).
3jieeh BRICTYNAIONUUIC Ty ABIIIOTCST KOPHAMU XapPaKTCPHCTHUECKMX ypasHenuil (6). Pazan-
9aeT JIBA CAYYASD A) CCJIM BCC KOPHM XapPAKTCPHCTHYECKOI'O YDABHCHMS PA3JMuHbl, 0) ecan
KODHH XaPDARTCPHCTUYCCKOIO yPaBHeHMsI KpPaTHEL. B mepBoM cilydyae peuieHHs JAHBI CHCTE-
Mol (11), 1o BTOpOM Cciydac onaTh cucrtemoit (13) m Heoxnoponwou muddepennuannroit
CHCTCMOM.

Bo Bropoii raane asrop onpemensier Kosgebaune Kark QyHKUHIO OT n CTeNeHeil ¢BOOC bl
JanHoe KBajpatiiusiMi Gopmamu. T Gopmbl npeobpasyeT K HOPMAIBLHOMY BHY M BOC-
noab3yercs ypasHenmem Jlarpamxa. Takum obpasoM mosyuur kanoHudeckyio juddepen-
IMAJILHYIO CHCTEMY M PCHIaeT ee.

B rtperbeli riape 10KasniBaer, UTO CyMMOH KHIeTHYECKOH M IOTEHLMANLHON DHEPrAM
ABIDKCHHA B ONPeIeICHHOM TOYKe SIBAACTCA JIAHHAA TOCTOSIHHAS BeJIMUMHA.

B werseproii riase onpenensier ouiyo puddepernnanpuyio cucTeMy ABUKCHAA B BUe (26)
U TNORAKET, 4YTO JIBHZKEHUC CJIO0KCHO H3 12 KOMIIOHCHTOB [{BUKCHHSI.

B naToil raape MoKazeT, U0 KOPHM XapaKTepHCTHYeCKoro ypasienns (29) juddepern-
HHAJIBHOI CHCTCMBI ICHCTBUTC/ILHLI, He PABHBI HYJI0 K BCE OHH TIOJIOKHTEIBHLI.

B urecroil riase onpepesHT KOOP/MHATEL IBHA(EHHS, ) €CJIH BCe KOPHM XapaKTePUCTH-
HCCKOTO yPABHEHHST PA3JIMYHLL, 0) eCJIH MCHLY HHMH COJEPIKATCHA TAKMKe KpaTiible KOPHH.

B cenpmoii riase omath, HaoGopor, K KosleGaHMI0, JaHHOMY ypaBHeHHAMH (34), onpe-
At KO3QPUIMEHTH KBaIPATHIHBIX (OPM KHHETHYECKOH M TOTEHIMAJIBHOMA BHEPrHiL.

B BochMoli Tiape moxasker, uto KoJjeOaHime, AaHIOe KBAJPATHUYHLIME (OPMAMH KUHETH-
YCCKOH M TIOTEHLMAJILHOH BHEPIHM, B INIOCKOCTH COBEPINAETCA TO KPHBHIM BTOPOrO IO-
9AlKa, B OPOCTPAHCTBE ONATH 1O MOBEPXHOCTAM BTOPOTO NMOPAMKA M B 7-MCPHOM IPOCTPai-
ctBe 10 (n — 1)-MepHOit KBajpaTHO! Bapuere.

15






[ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. III-1, MATHEM., 1958]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. Il FASC. 1. MATHEMATICA 1958

Bemerkung iiber die Ketten in teilweise geordneten Mengen
M. KOLIBIAR

In der Arbeit [1] untersuchte O. Ore unter anderem die Giiltigkeits-
bedingungen der Jordan-Dedekindschen Kettenbedingung in lingenendlichen
teilweise geordneten Mengen.l) (Wir nennen eine teilweise geordnete Menge
langenendlich, wenn jede Kette, die irgend zwei Elemente miteinander ver-
bindet, endlich ist.) Einige Resultate der Arbeit [1], resp. [3] fiir solche teil-
weise geordneten Mengen verschiarfte M. Benado [2]. (In der Arbeit [2]
wird eine mit der Langenendlichkeit dquivalente Bedingung benutzt.)

Die Untersuchungen in der Arbeit [2] sind auf die Tatsache gestiitzt, daB
die lingenendlichen teilweise geordneten Mengen Vielverbande [4] sind. In
der vorliegenden Note zeigen wir, dall man die Ergebnisse der Arbeit [2]
(und zwar in einer etwas verschirften Form) auch auf eine breitere Klasse
der teilweise geordneten Mengen iibertragen kann, die nicht Vielverbinde
zu sein brauchen.

In der ganzen Arbeit wird P eine teilweise geordnete Menge bedeuten.

1. Definitionen und einleitende Bemerkungen

1.1. Ein Paar von Ketten v < a < v, u < b < v in P wird ein Viereck [4]
heilen und durch (u, »; a, b) bezeichnet werden. Wir sagen, dal} das Viereck
(u, v; @, b) einfach [2]?) ist, wenn in P keine drei solche Elemente 7, g, r existie-
ren, fiir welche irgendeine von den Bedingungen (a), (b) erfiillt wire:

(a) a=p<v, b <q<vw, u<r=p, r=gq;
(b) u<p=<a, u<q=<b, p=r<uv, q=r.

1.2. Ein Paar von maximalen Ketten 4, B von % nach v (v < v) wird ein
Z?./kl?ts [1] genannt und mit (4, B) bezeichnet. Einen solchen Zyklus nennen
wir wrreduzibel, wenn fiir jede zwei Elemente a ¢4, b ¢B, a,b # u, v, das
Vlel‘f_%Ck (u, v; a, b) einfach ist.

Wir sagen in Ubereinstimmung mit [2], daB der Zyklus (4, B) auf den

;) Siehe auch [3].
De ) Die vorliegende Definition unterscheidet sich nur formell von der in [2] benutzten

finition (wir wiihlen eine andere Formulation um die Begriffe der Vielverbinde zu
vermeiden). . :
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Seiten des Vierecks (u, v; @, b) liegt, wenn die Ketten A, B » mit » verbinden
und a ¢4, beB.

1.3. A, B seien maximale Ketten von » nach ». Wir sagen, daB die Kette
B aus der Kette 4 durch eine einfache Deformation abgeleitet werden kann,
wenn es die Elemente u’, v’ gibt, so daB v <’ <v' < v, AY = BY, 4y, =
= B.3) gilt und die Ketten A4/, b., einen irreduziblen Zyklus bilden. Wenn
die Kette B aus der Kette 4 durch endlich viele aufeinanderfolgende einfache
Deformationen abgeleitet werden kann, so sagen wir, die Ketten 4, B seien
veriunden.

Bemerkungen. 1. Der irreduzible Zyklus ist ein einfacher Zyklus [1],
also ist die einfache Deformation die ,,simple deformation‘ im Ore-schen
Sinne [1]. Man sieht leicht, da3 die Umkehrung nicht gilt. (In dem im weiteren
angefiihrten Beispiele bilden die Ketten (1) einen einfachen Zyklus, der nicht
irreduzibel ist.)

2. Wenn die Kette B aus der Kette A durch eine einfache Deformation
abgeleitet werden kann, so ist B eine einfache Verbiegung von A4 [2]( § 2.6).
Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel des Verbandes aus [2] (§ 2.3)
zeigt, dessen Diagramm in der Abbildung 1 ist. Eine von der Ketten

1

0
0<c<a <], 0<c'<a'<l (1)
ist eine einfache Verbiegung der anderen (so ist z. B. das Viereck (0, 1; a, a’)
einfach), aber die Relation ,,einfache Deformation‘ besteht zwischen diesen

Ketten nicht.
3. Aus der Bemerkung 2 folgt: Wenn die Ketten 4, B verbunden sind, so

3) Wir beniitzen die Bezeichnungen aus [1].
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sind sie ,,gebunden‘ im Sinne [2] (§ 2.6). In den lingenendlichen teilweise
geordneten Mengen sind je zwei v mit v (4 <) verbindende Ketten verbun-
den (Satz 2.1) und auch ,,gebunden‘‘ ([2], Satz 3.2). Die Sache ist ganz anders,
wenn P nicht lingenendlich ist. Im Verbande, dessen Diagramm Abb. 2 zeigt,
sind die Ketten (1) ,,gebunden”“ (da das Viereck (0, 1; a, a’) einfach ist, ist
eine der Ketten eire einfache Verbiegung der anderen), wobei siec aber nicht
,,verbunden* sind.

1.4. Wir werden die Bedingungen untersuchen, bei welchen in P gelten
wird:
(A) Wenn es fiir die Elemente u, v eine endliche maximale Kette von % nach

v gibt, so sind alle maximalen « mit » verbindenden Ketten endlich und
haben die gleiche Linge.

2. Einige Siitze iiber Ketten

2.1. Hilfssatz. w und v seien Elemente von P (v < u). Ist P lingenendlich,
S0 sind je zwei maximale Ketten von v nach w verbunden.

Bemerkung. Aus der Bemerkung 3 in 1.3 folgt, dafl man aus diesem
Satze den Satz 3.2 [2] erhilt (und natiirlich auch den Satz der Arbeit [3];
den Bemerkungen 1 und 2 in 1.3 entsprechend, ist die Behauptung 2.1 schérfer
als die hier erwéhnten Satze).

Der Beweis der Behauptung 2.1 1aBt sich genau so wie in [3] mit Hilfe
des folgenden Hilfssatzes durchfiihren:

2.2, Gibt es in P rwei maximale Ketten A, B von v nach w (v < u), die nicht
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verbunden sind, so gibt es in P Elemente v’ < ' und maximale Ketten A’, B’
von v' mach w die nicht verbunden sind, so daf v < v', v’ < u und dabes gilt
wenigstens eine von den Bedingungen: w' <wu, v <v'.

Bemerkung. In diesem Hilfssatze nehmen wir nicht an, daB P langen-
endlich ist. Der Beweis des Hilfssatzes 2.2 ist ahnlich, wie die Beweise der
analogen Sitze in [2] resp. [3].

Beweis. Die Ketten A, B bilden nicht einen irreduziblen Zyklus, d>nn
sonst wiren die Ketten A, B verbunden. Also mul} ein Viereck (v, u; a, b),
acA, be B, a,b # u, v vorhanden sein, daB nicht einfach ist. Es gibt also
Elemente x,, y,, m, fiir welche die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) ez <u, b=y, <u, v<m=z, m=y,

oder dual (b). Es geniigt sich mit dem Falle (a) zu beschéaftigen (im zweiten
Falle kann man dualerweise schliefen). Der weitere Verlauf des Beweises ist
der gleiche, wie in [2] (3.2.1 Hilfssatz; man mufl nur iiberall den Begriff
»,gebundene Reihen‘‘ durch den Begriff ,,verbundene Reihen‘‘ ersetzen).

2.3. Satz. Eine teilweise geordnete Menge P hat dann und nur dann die Eigen-
schaft (A), wenn sie eine von diesen zwei Bedingungen erfilllt:

(I) Ist eine Kette des irreduziblen Zyklus endlich, so ist es auch die andere Kette
dieses Zyklus, wobei sie dieselbe Linge hat. '

(II) Wenn es fir ein einfaches Viereck (u,v;a,b), a,b # wu, v, eine endliche

maximale Kette von u nach v dber eines der Elemente a, b gibt, dann gibt es

einen auf den Seiten dieses Vierecks liegenden Zyklus, dessen Komponenten

endlich und von gleicher Ldnge sind.

Bemerkung. Die Bedingung (II) unterscheidet sich von der ,,verall-
gemeinerten viereckigen Bedingung‘ [2] nur dadurch, daf} sie auch fiir den
Fall, wenn P nicht lingenendlich ist, formuliert wird und daB sie von dem
in Betracht gezogenen Zyklus die Einfachheit (im Ore-schen Sinne [1]) nicht
fordert.

Beweis des Satzes. Es ist klar, dal die Bedingungen (I), (II) notwendig
fiir die Giltigkeit der Eigenschaft (A4) sind. Man hat zu zeigen, daf jede von
ihnen auch hinreichend ist.

1. Nehmen wir an, da} die Bedingung (I) erfiillt ist. V(n) sei die Aussage:
Gibt es eine maximale Kette von « nach » der Linge n, so hat jede » mit v
verbindende maximale Kette die Linge n.

Offensichtlich ist die Aussage V(1) richtig. Nehmen wir an, da V(n) fiir
alle n < k richtig ist. 4. sei eine maximale Kette der Linge k, K eine andere
maximale Kette. Ist der Zyklus (4:, K;) irreduzibel, hat die Kette K der
Bedingung (I) gemil die Lénge k. Setzen wir also voraus, der Zyklus (4., K3)
ist nicht irreduzibel. Dann gibt es solche Elemente ae A, be K5, a,b,+
# u, v, dall das Viereck (u,v;a, b) nicht einfach ist. Es gibt also die Ele-
mente p, g, 7, welche die Bedingungen ’

(a) e=p<v, b=sg<v, wu<lr=p r=gq
oder die dualen Bedingungen erfiillen.
Es gelte (a) (in dem zweiten Falle kann man dualerweise schlieBen). Bj, C:,

Di, Ei, F?, G¢, H, seien maximale, die entsprechenden Elemente verbindenden
Ketten.4)

4) Hier wird das Auswahlaxiom verwendet.
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Da || A2 || < k°) ist, gilt nach der Induktionsvoraussetzung || D? + B; || =
— || A2 |].%) Es gilt daher || 42 + Di 4 B; || = || 4. || = k. Die Lénge der
Kette A% + D7 ist kleiner als k¥ und nach der Induktionsvoraussetzung hat
die Kette Hj + F? dieselbe Léinge. Daraus folgt, dafi die Kette

(1) H;, + F? + B;

mit der Kette 42 4+ D? 4 By und so auch mit der Kette A, die gleiche
Linge besitzt. ;
Durch dieselbe Schluweise stellen wir fest, dall jede der Ketten

(2) H, + G} + Cy,
(3) . K. + Ej + Cy,
(4) K;

mit der vorhergehenden Kette [die Kette (2) mit der Kette (1)] die gleiche
Liange hat. [Wir verwenden dabei nacheinander die Induktionsvoraussetzung
fir die Zyklen (F? + b;, G?+ C;), (H.+ G}, K.+ Ef), (Ei+ C;, Kj).]

Daher folgt || Ki || = || 4i ||, d. h. die Aussage V (k) ist richtig, w. z. z. w.

2. Es sei die Bedingung (IT) erfiillt. ¥(n) habe dieselbe Bedeutung, wie im
1. Teile des Beweises.

V(1) ist richtig. Setzen wir voraus, dal V(n) fir n <k richtig ist. Aj sei
eine maximale Kette der Liange & > 1 und K eine andere maximale Kette.
Da k& > 1 ist, existieren Elemente ac¢ 4], be K., a,b #* u,v. Wir haben
zwei Fille zu unterscheiden.

Fall a). Das Viereck (u, v; a, b) ist einfach. Dann folgt aus der Bedingung
(IT), dall zwei maximale Ketten Ci, D; von gleicher Lénge existieren, wobei
aeCy, be D;. Da die Lingen der Ketten A;, A; kleiner sind als k, besitzen
nach der Induktionsvoraussetzung die Paare von Ketten A4i, Ci; A4:, C:
gleiche Lingen. Daraus folgt || Ci || = || 4% || = k. Die Kette D; hat also
die Lange k£ und darch dieselbe SchluBweise wie bei Ketten A4;, Ci, stellen
wir fest, daf} die Ketten D}, K} die gleiche Lénge besitzen. Die Kette K hat
also die Linge k.

Fall b). Das Viereck (u, v; a, b) ist nicht einfach. Dann existieren Elemente
D, ¢, r, welche den Beziehungen (a) oder den dualen Beziehungen geniigen.
Weiter kann man wie im 1. Teile des Beweises schlieBen.

2.4. Satz. P erfille eine der Bedingungen (I), (I1). Es existiere eine endliche
maximale Kette A von w nach v (u < v). Dann ist jede w mit v verbindende Kette
(endlich und) mit A verbunden.

B.e W‘eis. Aus dem Satze 2.3 folgt, daB das Intervall (u,v) lingen-
endlich ist. Jetzt folgt der Satz 2.4 aus dem Hilfssatze 2.1 (welcher auf das
Interwall (u,») verwendet ist).

Bem erkung. Aus den Sitzen 2.3 und 2.4 folgt die Behauptung iiber
die hinreichende Bedingung in den Sitzen 3.1 [2], 2 [1] und der Satz 3 [1].

;‘) Miﬁ [| X || wird im Weiteren die Lénge der Kette X bezeichnet.
) VVl.l‘ verwenden die Bezeichnungsweise aus [1]: D} + B; bedeutet die Kette, die
durch die Zusammensetzung der Ketten D2, B, gebildet wird.
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Poznamka o retazeoch v &iastoéne usporiadanyeh mnoZinach
M. Kolibiar
Obsah

V préci [1] zaoberal sa O. Ore okrem iného skiimanim podmienok, za ktorych je splnend
Jordan-Dedekindova podmienka o retazcoch v &iasto¢ne usporiadanych mnoZinéch,
v ktorych kaZdy retazec medzi dvoma prvkami u < v je koneény. M. Benado [2] zostril
niektoré vysledky z préce [1], resp. [3] pre takéto ¢iastoéne usporiadané mnoZiny. Uvahy
v préci [2] sa opieraju o fakt, Ze uvazované ¢iastotne usporiadand mnoZziny st multi-
svéizmi [4]. V tejto poznamke sa ukazuje, %e vysledky préce [2] moZno preniest (a to
vo forme o niec¢o zosilnenej) aj na SirSiu triedu ¢iastoéne usporiadanych mnoZin, ktoré
nemusia byt multisvézmi.

3ameuanne o nenAX B YaCTHYHO YNOPANOYEHHBIX MHOKECTBaX
M. KonuGuap

PesioMme

B paGore [1] pacemarpusan O. Opa MesKy HPOUMM YcJI0BHS, NPUA KOTOPBLIX BBINOJIHEHO
ycaosue jRopiana — JlefleKnH/IA B 4aCTHYHO YHOPAAOYCHHLIX MHOKECTBAX, B KOTOPLIX BCAKAS
IeIs MeLY ABYMS DJIeMEHTAMH KoHeuHa. HeroToprie Teopemsl copepsrammecs B padore [1]
(wim [3]) m Kacalouwecs 9TUX YACTHYHO YNOPSAAOUCHHLIX MHOzcecTB yensna M. Benago [2].
Hecneposanua » pabore [2] onmupaiorcss 0 ToT (aKT,uro TaKdHe 4acTHUHO yHopsAaoYeHHbIe
MHO3KECTBA-MYJITUCTPYKTYPBI [4]. B 1pejuioskennoM 3aMeuaHuu NOKA3LIBACTCH, UTO Pe3yilb-
Tarthl paGorsl [2] MOKHO NepeHCCTH U Ha § Jiee MIMPORMA KIACC YACTHYIO YHOPAA0UEHHbIX
MHOMECTB (4 TO B HECKONIBKO yCHIIEHHO! ®OPMe), KOTOPbIe He 0JKHLI OBITL MYJITHCTPYKTY-
pamu.
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Pozndmka k osciltorickym vlastnostiam rieSeni linedrnej
diferencidlnej rovnice tretieho rddu

M. GREGTUS

1. Vprici [1] M. Z14mal dokazal niekolko viet tykajicich sa asympto-
tickych vlastnosti rieSeni a oddelovania nulovych bodov oscildtorickych rieSeni
diferencialnej rovnice treticho rddu tvaru:

Y+ @)y + @)y =0, (a)
za urditych predpokladov o koeficientoch.

V tejto préaci vyslovime vety M. Zlamala pre rieSenia diferencialnej

rovnice
Y+ 24@y + [4'@) + b@)]y = 0 (b)

a dokazeme, Ze mnoZina rieSeni diferencidlnej rovnice (b), ktoré osciluji na
celej Ciselnej osi, vyhovuje urditej diferencidlnej rovnici druhého rddu; pritom
ich nulové body sa oddeluji. Okrem toho dokéZeme este dve vety tykajuce
sa vzdialenosti nulovych bodov diferencidlnej rovnice (b), z ktorych jedna
uddva nevyhnutnii a postadujicu podmienku pre vzdialenost dvoch za sebou
nasledujicich nulovych bodov rieseni diferencidlnej rovnice (b).

2. M. Zldmal [1] dokézal nasledujuce dve vety, tykajice sa rieSeni
diferenciadlnej rovnice (a):

Veta A: Nech p(x) a g(x) si spojité funkcie x C (a, ) @ nech p(x) je nezdpornd.
Nech dalej

M— i p(z) T =
IR <o m=lmaplage <0

@ p'(z) — 2(x) = 0.

1_’0t(')m kaz’dé'netrividlne riedenie y(x) diferencidlnej rovnice (a) je bud oscild-
torické, alebo diverguje do 4-co rychlejdie nef wréitd kladnd mocnina z.

Riedenie diferencidlnej rovnice (a) je oscildtorické v (a, ) vtedy a len vtedy,
ked pre kafdé x C (a, o0) je

g —tyr Lo o
w5yt + 5yt <0
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Veta B: Nech si splnené predpoklady vety A a nech nie je p’(x) — 2q(x) = 0
v Ziadnom intervale. Nech y,(x), yo(x) st dve nmezdvislé rieSenia diferencidlnej
rovnice (a). b I

Potom medzi kaZdgmi dvoma za sebou nasledujicimi nulovymi bodmi rieSenia
y, le#t prave jeden nulovy bod riedenia y, a naopak.

Vety A a B vyslovime teraz pre diferencialnu rovnicu (b) takto:

Veta A: Nech A'(x), b(z) st spojité funkcie premennej x € (—o0, a). Nech A(x)
je zdpornd a nech

_ 24(z) . _

M = lim sup T/_:x‘ < o0, m = lim sup V——x[A'(x) + b(x)] > 0.

X—>—00 X—=>—00
Nech eSte b(x) = 0 pre x C(—x, a).
Potom ak y(x) je netrividlne rieSenie diferencidlnej rovnice (b), je bud oscild-
torické, alebo diverguje do 4-o0o pre x — —oo. rychlejdie nez uréitd kladnd moc-
nina —x.

RieZenie y(x) je oscildtorické v intervale (—oo, a) vtedy a len vtedy, ak pre
vdethy x C (—o0, a) je

1,
yy' — 5yt + Ay <O

Veta A je vyslovend veta A pre diferencidlnu rovnicu (a) transformovanu
substitiicion # = —x. Samozrejme aj predpoklady o koeficientoch 4, 4’, b
s tie isté, ako by boli predpoklady o koeficientoch transformovanej diferen-
cidlnej rovnice (a). Preto aj dokaz vety A je analogicky dokazu vety A,
a preto ho neuviddzame.

Veta B: Nech A’(x), b(x) st spojité funkcie x ¢ (—o0, ). Nech dalej o koefi-
cientoch A, A', b st splnené predpoklady vety A a nech b(x) = 0 prex ¢ (—o0, ©);
pritom nech b(x) nie je nula v Ziadnom intervale.

Potom ak st y,(x), ys(x) dve oscildtorické rieenia diferencidlnej rovnice (b)
v celom intervale (—oo, ), ich nulové body sa oddeluji.

Dékaz vety B je tplne podobny dokazu vety B [1] M. Zldmala.

3. O koeficientoch diferencislnej rovnice (b) predpokladajme, ze A'(x), b(x)
st spojité funkeie v intervale (—oo, o) a A(x) > 0, b(x) = 0 pre = € (—o0, 0)
Nech este b(z) = 0 nie je splnené v Ziadnom intervale.

Diferencidlna rovnica adjungované k rovnici (b) je

y" + 24(x)y" + [4'(2) — blz)]y = 0. ()
Riedenia diferencidlnej rovnice (b) spliiaji tzv. Mammanovu integrilnu

identitu:
X

yy' — %y'z + Ay® + jbgﬂdt = konst. (1)
X0
Veta 1: Nech y,(x), yy(x) st dve nezdvislé rieZenia diferencidlnej rovnice (b),
oscildtorické v intervale (—oo, o) @ nech ich nulové body sa oddeluji.

Potom ich wronskian o(x) = Y1y, — Y1'Ys ktory je rieSenim diferencidlnej
rovnice (c) [2], je rézny od nuly pre vdetky x € (—o0, 00).
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Dokaz: Predpokladajme opak, t. j. Ze w(&) =0, kde & ¢(—oo, o) je
nejaké ¢islo. Potom existuje rieSenie y(x) = y,(&) ¥1(®) — y1(&) ya(x) dife-
rencidlnej rovnice (b) tej vlastnosti, Ze y(§) = y'(§) =0

7 integralnej identity (1) vSak vyplyva, Ze y(z) # 0 pre & < &.

Uké#me, Ze to nie je mozné. Nech totiz z; <z, < & st dva za sebou na-
sledujiice nulové body rieSenia y,. Zrejme sgny,(x,) # 8gnya(2,); pritom

y(@1) = —y1(8) - yo(z1), Y(xy) = —y1(€) - Yo(2s),

a teda sgny(x,) # sgny(x,) a to je spor s tvrdenim, Ze y(x) 7~ 0 pre z < §&.
Tym sme vetu dokazali.

Veta 2: Nech uy, y, st dve nezduvislé rieSenia diferencidlnej rovnice (b), ktoré
oscilajit na celej Ciselnej osi a ktorgch nuloté body sa oddclujit

Potom ka#dé rieSenie diferencidlnej rovnice (b) tvaru ¢y, + cqyq o0sciluje na
celej Eiselnej osi a vyhovuje wilitej diferencidlnej rovnici druhého rddu; pritom
nulové body dvoch nezdvislijch rieSent diferencidlnej rovnice (b) tvaru cyy; + oy,
sa navzdjom odddduji.

Dokaz: Nech y,, y, si dve nezdvislé riefenia diferenciilnej rovnice (b),
ktoré osciluji na celej éiselnej osi a ktorych nulové body sa oddeluji Podla
vety 1 ich wronskian w(z) % 0 pre x ¢(—0, ).

UkdZme, %o vietky rieSenia y = ¢,y + ¢,, Vyhovuji uréitej diferencidlne]
rovnici druhého rddu. Zrejme

Y = c1Y1 1 Co¥s;
Y = cyr’ + oYy’
Y’ = cyr +cays

Vyliéme z poslednych troch rovnic ¢,, ¢,. Po tprave dostdvame:

YW1ys — yi'y) + Y e — vy = 0y (2)
Ak berieme do tvahy skutotnost, %e y, a y, s rieSeniami diferencidlnej
rovnice (b), lahko ukaZeme, Ze
Y2 —yi"Ya = @
Y'Y — Yy = 0" + 24w.
Po dosadeni do (2) lahko zistime, Ze

oy’ — o'y + [0 + 24dw]y = 0. (3)

KedZze w(xz) # 0 pre a €(—oo, ), mozno rovnicu (3) previest na samo-
adjungovany tvar pre vietky x €(—o0, ), ktory je:

L 24 w"] '
[wy] +[?+w~ Y = 0. (d)
KedZe y,, y, osciluji na celej diselnej osi a vyhovuji rovnici (d), kazdé

riefenie ¥ = ¢y, + c,y,, ktoré vyhovuje rovnici (2), osciluje na celej ¢iselnej
0sl a ich nulové body sa oddeluji. Tym sme vetu dokézali.
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Poznédamka 1: Ak si splnené predpoklady vety B, potom nulové body
riedent diferencidlnej rovnice (b), ktoré osciluji na celej ¢iselnej osi, sa oddeluji.

Veta 3: Ak je y(x) rieSenim diferencidlnej rovmice (b) vlastnosti y(x,) =
= y(®,) = 0, x; <%,y € (—00, ), pritom y(x) nemd v (x,, x,) nulové body, tak
kaZdé riedenie y(x) diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti y(x) = y(x,) = 0, z, <
=& =< @y nemd v intervale (x, x,) nulové body.

Dékaz: Nech y(x) je rieSenfm diferenciilnej rovnice (b) vlastnosti
y(x;) = y(x;) = 0 a nech nema v intervale (,, 2,) nulové body. Nech z ¢
C(xy, x3) a nech y(x) je riefenim diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti y(x) =
= y(@,) = 0.

Nech y*(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice (b) s dvojnasobnym nulovym
bodom v bode z,. Jeho dalsi nulovy bod je [3] vicsi, alebo sa rovna z,.

Predpokladajme, Ze y(x) mé v (x, z,) dal§i nulovy bod. Potom ak zostro-
jime rieSenie diferencidlnej rovnice (b) vychadzajice z bodu x;, ktoré ma
nulovy bod v bode , tak musi mat aj nulovy bod medzi x a x,, pretoze podla
[3] nulové body dvoch rieSeni, ktoré vychddzaji z toho istého bodu, napravo
od tohto bodu sa oddeluju.

To viak je spor s tym, Ze medzi nulovymi bodmi rieenia y* ma kazdé
rieSenie vychédzajice z boda z, prave jeden nulovy bod [3]. B

Poznédmka 2: Z vety 3 ako ddsledok vypljva tordenie, Ze rieSenie y(x)
vlastnosti y(x) = y(x,) = 0,2, < x < w,, nemd Fiadny nulovy bod ani medzi
x, 0.

Nech rieSenie w(x) diferencidlnej rovnice (c) vlastnosti w(a) = w'(a) = 0,
kde @ € (—o0, 0), je lubovolné, ale pevné ¢&islo, ma aspoti jeden nulovy
bod nalavo od a. Potom plati veta:

Veta 4: Nevyhnutnou a postalujicou podinienkou na to, aby nemalo riesenie
y(x) diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti y(x,) = y(x,) = 0, x; < x4 € (—00,00),
medzi x, a x, nulové body, je, aby bola splnend nerovnost:

0<x2—“x1<x2—xw o (4)
kde x4 je prvy nulovy bod rieSenia w(x) diferencidlnej rovnice (c), s dvojndsob-
nym nulovym bodom v bode z,, nalavo od x,.

Dokaz: a) Predpokladajme, %e medzi bodmi z,, z,, x, plati nerovnost
(4). Nech w(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice (c¢) vlastnosti w(x,) =
= o'(x;) = w(x,) = 0. Nech y(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice (b) vlast-
nosti y(z,) = y(x,) = 0 a nech ma v intervale (x,,x,) dal§i nulovy bod.
Ukéazeme, Ze to nic je mozné

Je zname [4], Ze z bodu «, vychédza rieSenie Y (z) diferencialnej rovnice
(b) s dvojnasobnym nulovym bodom v bode w,, ktoré prechidza bodom z,.
Za predpokladu, Ze Y (x) nemé v intervale (x,, x,) dal$ie nalové body, z vety 3
vyplyva, Ze ani y(xr nemoéZe mat v intervale (z,, z,) nulové body.

Ukézme, e Y(x) nemd v intervale (x,, x,) nulovy bod. Predpokladajme
opak. Nech totiz Y (x) =0, kde « € (z,, 2,). RieSenie Y d4 sa pisat v tvare[3],
Y = cyy1 + cgys, kde y,, y, s rieSenia diferencislnej rovnice (b) vlastnosti:
Y1(x3) = ¥, (24) = 0, yy(xs) =y, (x5) = 0, a y,(x) nemd nalavo od x, Ziadny
nalovy bod. '
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Utvorme si vyraz:

(911/_1 .ii%lz) )
= C2 2
Y1 Y1
kde w = ¥y, — ¥1'y, je rieSenim diferencialnej rovnice (c) vlastnosti w(z,) =
= ©'(xy) = o(r,) = 0. Integrujme poslednii rovnost v intervale (z,, z ). Na
lavej strane dostaneme nulu a na pravej vyraz rézny od nuly, ¢o viak je spor.
Teda Y () nemé v intervale (x,, z,) nulove body.

b) Predpokladajme, Ze x;, <2, <, Ukdime, Ze v tomto pripade rieSenie
y(z) diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti y(z;) = y(x,) = 0 ma medzi z, a z,
aspon jeden nulovy bod.

Podla predchidzajiceho z bodu z, vychddza riefenie y(z) diferencidlnej
rovnice (b) s dvojndsobnym nulovym bodom v bode x,, ktoré prechddza
bodom a,. Nech y(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti y(x,) =
= y(x,) = 0. Podla vety 8 [3] ma toto riefenie prave jeden nulovy bod medzi
¥, a ¥y a teda kazdé riesenie diferencialnej rovnice (b) vlastnosti y(z,) = 0
md, medzi x, a , nulovy bod, pretoZe nulové body rieseni diferencialnej rov-
nice (b) vlastnosti y(x;) = 0 sa napravo od z, oddelujii [3]. Tym sme vetu
dokézali. :

Doslo 19. XTI. 1957.
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IIpnvMeuanue K ocnuIaTopuYecKuM csoiicrBaM pewmenuii nuddepennuanbHOro
Yy PABHEHMA TpeThero NOpAAKa
M. I'perym

BrIBOJBI

B aroit pabore mpeskae Beero BLICKA3aHB HeKoTopble Teopemul M. 3samasia [1], kacaio-
1neeca nud@epeHIMaNbHO YPaBHCHHS

y" + 24(2) ¥’ + [A(2) + b(x)]y = 0. (b)
Jlanblue TIOKABLIBAETCH, YTO NPH HEKOTOPHIX yeJoBHAX o Koaddumumentax auddepen-

IAQIbHOro ypaBHeHus (b), KoTopble ABISIOTCA OCIMJIATOPHYECKMMH HA I[CJIOH YHMCJIIOBO
OCH, MCIOJHAKT HEKOTOPOC YPaBHEHME BTOPOrO NOPSIKA THIA

1Y 24 o’
— =+ -+ —5|y=0 d
l =Y P pel I ; (d)
rie o (x) #ABjisercs pelieHueM CONPAKEHNOr0 yPaBHeHUA K ypaBHeHuo (b), npu Tom w () 40
JUIsL BCeX « € (— 00, 00).
B mambureM ToKa3aHLI JBe TEOPEMBI, U3 KOTOPHLIX BTOopad maeT HeoOxomumoe M jocTa-

TOYHOE YCJOBHE JIA PACCTOSAHHA JIBYX Mo cefe MAyNIMX HYyJIeBHX ToucK pemtenss jaudde-
peHnuannHOro ypasueHus (b).

Bemerkungen zu den oscilatorischen Eigenschaften der Losungen
der Differentialgleichung dritter Ordnung

M. Gregus
Zusammenfassung

In dieser Arbeit sind vor allem einigé Sidtze von M. Z14m al [1] fur die Differential-
gleichung .
Y7+ 24(@) Yy + [A@®) + b)ly =0 (b)
ausgesprochen.

Weiter ist gezeigt, dass bei bestimmten Voraussetzungen fiir die Koeffizienten der
Differentialgleichung (b) die Menge der Losungen der Differentialgleichung (b), welche
Losungen auf der ganzen Zahlenachse oscilatorisch sind, die folgende Differentialgleichung

der zweiten Ordnung
e 24 o .
[E‘yj+[7+:ﬁ]y—° &

erfiillt.

Dabei ist w(x) eine Losung der adjungierten Differentialgleichung zu der Differential-
gleichung (b) und w(x) % 0 ist fur alle @ ¢ (— o0, ).

Im weiteren sind zwei Sédtze und zwar Satz 3 und 4 bewiesen, von welchen der zweite
eine notwendige und geniigende Bedingung fii die Entfernung zweier nacheinander
folgenden Nullstellen der Losung der Differentialgleichung (b) angibt.
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(ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. III-1, MATHEM., 1958]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TO v. lll, FASC. | MATHEMATICA 1958

0 niektoryeh problémoch z teérie nekoneénych radov
T. SALAT

V tejto préci budeme Studovat viaceré vlastnosti nekoneénych radov, pri¢om
v prvej a druhej dasti prace nadviazeme na vysledky prac [4], [5].

1.
0
Nech Z an je rad s komplexnymi ¢lenmi. Nech M; (: =1, 2, ...) sa ko-
n=1

neiné neprézdne mnoziny komplexnych &isel. Utvorme vsetky rady tvaru:
a0

R gia1231a1+62a2+.--+€iai+~-"
1

kde & €M; (1 =1, 2, ...). Oznadme znakom X mnozina vsetkych tychto

i

[ee}

radov x. Definujme na XXX funkeciu p takto: Nech z = Z Enlin,
" n=1

y = Z en'an; x,y EX.
n=1

L. Ak y =, tak g(z, y) = 0.
2. Ak x #y, polozme o(z, y) = —%—- , kde [ je najmensi index s vlastnostou:

& F£ Ez'.

Lahko sa d4 ukézat (podobne ako v préci[4]), Ze funkcia o(z, y) je metrikou
ha mnozine X,

Ozna¢me v dal§om znakom (X, @) metricky priestor vytvoreny mnozinou
Xa metrikou . Teda (X, p) je priestor s Baireovskou metrikoa. Preberieme
niektoré vlastnosti tohto priestoru, ktoré budeme potrebovat pri rieSeni istého
problému z teérie nekoneénych radov.
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Veta 1,1. Priestor (X, o) je uplny.
Doékaz. Nech {xn},: . Je cauchyovs]Tl postupnost bodov z X. Nech z, =
(e ]

= Z eMa;. Ka kazdéma & > 0 existuje teda prirodzené é&islo no(e) tak, Ze

n=1

1 1

pre n,m > ny(e) je o(xn, xm) < e. PoloZme postupne & = 1, o

1
_Ilc—’ ..., teda vetky rady s indexom vidsim ne# n, (7) sa zhoduji v prvych

o0
1
k clenoch. Zostrojme rad x = Z eiai, kde gx = e pre n > n0(~k—) s k=
i=1
=1,2,3,.... Tvrdime: 2, > x. Nech ¢ > 0, ¢ Tubovolné, zvolme k tak, aby
1 1
T < ¢. Potom pre vietky n > n, (%) plati o(xn, ) < s =< e. Takto sme
dokaz vykonali.
Veta 1,2. Priestor (X, g) je relativne kompaktny.
Dosledok: V désledku viet 1,1 a 1,2 je (X, o) kompaktny priestor.
Dokaz: Stadi ukizat, e ka kardému & > 0 existuje konedné e-ové siet
1
priestoru (X, g). Nech & > 0; zvolme prirodzené N tak, aby ~ < &. Oznaéme

znakom A(¢) mnozinu vietkych tych radov x, ktoré maji tvar:

0 0
T = 101 + &89 + ... + enay + EN+1ON+1 + EN+oON+g + ...,

kde & (1 = 1, 2, ..., N) prebieha vietky prvky mnoziny M; a e (i = N + 1,
N +2,...) je pevne zvoleny prvok mnoZiny M;. Zrejme A(e) je konedéné

mnozina a ku kaidéma y¢ X existuje 'z € A(e) tak, Ze g(x, y) <% < e

Oznaéme v dalom znakom K; ¢islo max |z], 1+=1,2,.... Nech
geMi

[}
z Kilai| <+ (1). Definujme na priestore (X, p) funkciu S(z) takto:

i=1
S(x) znadi siéet radu 2. Vzhladom na podmienku (1) je zrejme kazdy rad z
konvergentny (dokonca absolitne), takze uvedenym predpisom je na celom
priestore (X, g) definovans komplexné funkcia S(z) (jej hodnoty st komplex-
né ¢&fsla, teda prvky priestoru (K, o,) vietkych komplexnych &isel s obvyklou
metrikou g,(2,, 25) = | 2; — 2, |). _

Veta 1,3. Funkcia S(z) je spojitd na (X, p).

o <]
Dékaz. z,¢X, e>0. Zvolme prirodzené N tak, aby Z Ki|a;| <§ .

=N+ 1
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To je mozné vzhladom na (1). Nech = ¢Q (-”"o, %)  kde Q (xo’ %) e

[-¢]
gulové okolie bodu z, Nech z, = % ey, x = 2 gia;. Potom zrejme plati:
i=1 i=1

a e ]
| S(z) — S(x,) | = | 2(8,;— €% ay | §2ZK@'J(LI;[ < &,
i=N+1 i=N+1
Takto sme dékaz vety vykonali.

Ozna¢me znakom W mnoZinu stdtov vietkych radov x ¢ X. Problémom
patriacim do teérie nekoneénych radov je preskimat vlastnosti mnoziny
W C (K, 0,). Podla zndmych viet o spojitom zobrazeni kompaktnych priesto-
rov vyplyva z prave dokazanej vety, Zze W je kompaktnd mnozina. Je teda
W uzavretd a ohranidens v (K, o,).

Ak o mnozinach M; predpokladame, Ze pre nekone¢ne mnoho i M ; obsahuje

asponi dva prvky, tak ukdZeme, Ze W je perfektna mnoZina. Stadi uké zat, Ze
a0

W je husto rozlozens. Nech Ty = Z elay, zoe X; teda S(zy) € W. Nech

i=1
¢ > 0. Podla (1) Ky a; | - 0. Existuje teda taky index n, pre ktory stidasne
plati:

1. Kn[an|<%;

2. mnoZina My obsahuje aspoii dva roézne prvky. Jednym z tychto prvkov

ie en, druhy (rézny od predoslého) ’oznaéme znakom ¢,'. Utvorme rad z =

e o]
= z e;ai, kde e; = ] pre t 7= n} Potom zrejme z # z,, S(x) £ S(z,) a
i=1 ' .
| 8() — S(zg) | = | en — €3 || an | = 2Kn| an| < e Teda v Tubovolnom
okoli bodu S(z,) lezi aspoti jeden prvok mnoziny W rézny od S(z,). Takto
sme tvrdenie dokazali.*)

Vietky tieto vysledky o mnozine W zhrnieme do vety:
Veta 1,4. Nech {ai}i"_fl je postupnost komplexnych é&isel; nech M; (i =
=1,2,3,...) sii konetné neprézdne mnoziny komplexnych &isel. Oznaéme

[o o]
K;= lznlax l2](¢=1,2,8,...)a nechz K;|a;| < 4. Oznadme znakom

i=1
®

W mnozinu v8etkych sdétov radov Z ga;, kde egeM; (1=1,2,...).

i=1
Potom W je kompaktn4 mnozina.

*) V tivahe sa, predpokladalo:a, #0(n =1,2,...)
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Ak okrem uvedenych predpokladov plati pre nekonetne mnoho i: M, je
aspoil dvojbodové mnoZina a pre vSetkp ¢ je a; 5= 0, tak W je dokonca
perfektnd mmoZina.

Dokazand veta je Specidlnym pripadom vieobecnejiieho vysledku, ktory
dosiahol autor v préci [7] pouZitim vysledkov prace [6]. No tito vetu sme
predsa uviedli, aby sme ukézali uZitotnost pouzitia Baireovskych metrickych
priestorov v tedrii nekoneénych 1adov.

2.

V tejto dasti price budeme Studovat niektoré vlastnosti priestorov (X, o)
zavedenych v prvej &dasti.

Budeme sa zaoberat predovietkym stanovenim dimenzie priestoru (X, o)
v zmysle definicie dimenzie v [1].

Veta 2,1. Pre dimenziu dim X priestoru (X, p) plati: dim X = 0.
Doékaz Podla [1] stadf ukdzat, %e dim X = 0 v kazdom bode z €X,

.

t. j. ku kazdej otvorenej mnozine G, x € @ existuje otvorens mnozina G,
z € G, tak, e G, C @, H(G,) = @. [H(M) znad hranicu mnoZiny M.] Nech

teda 2 CG. Zvolme prirodzené N tak, aby (a:, Wl) C G. Nech

N
rad y bade mat prvych N &enov rovnakych ako rad Zn,, ktory ma prvych

2nCQ (:v, i), Zn —> y. Potom pre vietky n = n, bude o(zn, y) <—l—i,— , a teda

N ¢&lenov rovnakych ako rad z. Teda g(, y) < 71\7— >y €0 |z, %) . Teda

1
.Q(x, —N—) je obojetnd mnoZina [z dokazu je jasné, Ze .Q(x, Wl) je obojetnd

pri Iubovolnom NJ. Polozme G, = Q (z, Wl) . Potom z¢@, C G, HG,) =

=G — G, = @, a tak sme vetu dokézali.

1
Poznatok, Ze .Q(x, W) je pri Iubovolnom @ a Iubovolnom N obojetnou

mnozinou, pouzijeme na dbkaz nasledujicej vety o podmnozinich priestoru.

© .
(X, o), pricom budeme predpokladat, Ze rad z a; je divergentny rad s klad-

i=1

nymi redlnymi ¢lenmi, a; - 0 a M; = {—1, 1} prei =1,2,3,.... V praci [9]

sa dokdzalo, Ze mnozina Xz vietkych tychto radov « ¢ X, pre ktoré

lim infSn(x) = —co [Sp(z) znadi n-ty Ciasto¢ny sudet radu z] a sudasne
n—>

00
lim sup Su(x) = +c je mnoZinou druhej kategérie v (X, 0) a mnozina
n—>on

X1=X— Xz je mnozinou prvej kategérie v (X, o).
Este by sa mohlo stat, Ze existuji body z ¢ Xj, v ktorych je X prvej
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kategérie, pricom mnozina X,"” vSetkych tychto bodov je, ako vieme, vidy
mnozinou prvej kategérie v (X, p). (Pozri [8].) Ukézeme, ze Xo = z.

Veta 2,2. Nech P je mnozina vietkych tych x ¢X, v ktorych je X2 mno-
zinou prvej kategérie. Potom P = g.

Désledok. X2 C P= X5 _g.

Doékaz Nechz ¢X. Nech N je Iubovolné prirodzené &islo. Staéi ukézat.

1
7e mnozina Q(x, —N—) . X% je mnozinou druhej kategérie v (X, p). Keby
totiz Xg bola mnozinou prvej kategérie v bode z, potom by existovala otvo-
rendi mnoZina G, x CG. tak, Ze G.Xs by bola mnozinou prvej kategérie

v (X,g). Pre vietky dost velké N jo Q(m—l\l— € @, teda mno¥ins

1 0
.Q(x, F) - X2 by bola mnozinou prvej kategérie pre vietky dost velké N.

. % T . v 1 g =
Postupujme pri dokaze nepriamo. Nech mnozina Q(x, -17) . X2 je mmnozi-

nou prvej kategérie v (X, p). Ked%e mmnozina .Q(x, 711—) X1, X1 =X — X;

je mnoZinou prvej kategérie v X (pozri [9]), je aj

1 . 1 ' 1
x,w) X1V .Q(w,jv—) Xg = .Q(x,w)
mnozinou prvej kategérie v (X, o), t. j. .Q(x, Wl) = An, An (n=1,2,
n=1
...) st mnoziny riedke v (X, p). Z otvorenosti .Q(x, Wl) v (X, o) vyplyva,
%e dn (n=1,2, ...) sit riedke mno¥iny v .Q(x, Wl) " .Q(x, Ai) jo mnoZi-

nou prvej kategérie v Q(x, %) . Dosli sme tak ku sporu, kedze Q(x, %)

je uzavretd neprazdna podmnozina uplného priestoru, teda sama je neprazd-
nym Gplnym priestorom, ktory je mnozinou druhej kategérie (veta Baireova).
'qunamenajme este, Ze (Xll, 0), X’l =X — Xlz nie je kompaktnym met-
rickym priestorom, ako ihned vidiet, ale nie je ani lokdlne kompaktnym
priestorom. Vyplyva to napriklad z toho, %e mnozina X1 nie je otvorend
b X1 =X (kazdé okolie bodu x €X1 obsahuje body z X2, ako sa lahko
zisti pomocou Riemannovej vety — pozri [5], [9]). Dokonca lahko nahliad-
neme, Ze ziadny tod xa(X'l, p) nie je pre (Xll, o) bodom lokalnej kom-
paktnosti.

.'Teda (X 1, 0) je prikladom metrického priestoru so spoéetnou bazou. Tento
Priestor nie je ani tplny, ani lokélne kompaktny. To isté plati aj o priestore

(X2, o).
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3.

V tejto ¢asti prace budeme sa zaoberat nicktorymi pribuznymi otazkami,
ktoré sa vyskytuju pri prerovnavani nekonenych radov a pri stidiu radov,
o ktoré ide v préci [5].

©

Nech (1) Z an je rad s komplexnymi élenmi, ay -> 0. Potom, ako je zname
n=1
(veta Steinitzova — pozri [3]), pre mnozinu M stétov vietkych prerovnani
rada (1) nastdva prive jeden z tychto pripadov:

a) M == {z}, kde z je siucet radu (1). Tento pripad nastiva, ak rad (1)
absolutne konverguje.

b) M je priamka v komplexnej rovine.

¢) M je celd komplexna rovina.

Dalej je zname, %e mnozina 7' vietkych prerovnani radu (1) mé mohuatncst
kontinua ¢, ako ukazal H. M. Sengupta v praci [2] pri §tidiu vlastnosti istého
priestoru, vytvoreného radmi s Fréchetovskou metrikou, zavedeného v tedrii
nekoneénych radov R. P. Agnewom#*).

Naskytd sa tu prirodzena otdzka, ako vyzerd, o do mohutnosti, mnozina
vietkych tych prerovnani radu (1), ktoré maju ten isty sidet s ¢ M, alebo
vieobecnejsie, ktorych rady redlnych a imagindrnych &asti ¢lenov osciluji
v predpisanych medziach.

=]

Ak (2) Z an je neabsolitne konvergentny rad s redlnymi é&lenmi, tak
n=1

mnoZina M stétov vSetkych prerovnani radu je, ako vieme (Riemannova

veta), mnozina vSetkych redlnych ¢&isel a k Tubovolnym dvom reidlnym &islam

%, §; ® = p mozno zostrojit prerovnanie radu (2), ktoré osciluie medzi » a p.

Riefenie otdzky, analogickej k tej, ktorti sme polo#ili pri &tudiu radov (1),

podal pre rady (2) H. M. Sengupta v préci [2]. Tu podame iny dokaz Sengup-

tovej vety. V dalsom M bude znadit mohutnost (kardinalne ¢islo) mnoziny M.
Veta 3,1. Nech x, u st dve redlne &isla, » < p, —00 <% < +00, —0 <

- [« ]

=pu = +oo. Nech T,,, je mnozina vietkych tych prerovnani z — 2“”‘
k=1
radu (2), pre ktoré plati: limkinf Sk(x) = %, lim sup Si(z) = pu.
—> 0 .

k-0

Potom T,‘.M = ¢.

*) R. P. Agnew: On rearrangements of series, Bull. Amer. Math. Soc. (1940) 46,
797—1799.
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Do6kaz. Podla Riemannovej vety existuje rad x, = z an: tak, ze
k=1
lim inf Si(z,) = #, lim sup Sk(zy) = u.
k> k—ap

0

Vyberme z radu x, absolitne konvergentny rad (3) Zbl (to je mozné, kedze
1=1

am > 0). Ak prerovndame rad (3), nema to vplyv na zmena jeho sadtu. Vyjdie

z radu z, prerovndvame v fiom tie a len tie an:, ktoré patria do radu (3).

; 5 0 . .
Takto dostdvame mnoZinu 7,,, prerovnani z radu (2), pre ktoré

lim inf Sy (x) = x, lim sup Sg(x) = p.
k—op k—>x

Zrejme i,f,’, = ¢ a kedZe T,,,,O‘, CT,, CT, kde T zna¢i mnozinu vietkych
prerovnani radu (2), vyplyva na zédklade vety Cantor-Bernstejnovej tvrdenie
nasej vety.

Analogické tvrdenie mozno dokazat aj pre rady (1), pricom dokaz sa za-
klada zase na tej istej myslienke ako dokaz vety 3,1.

Veta 3,2. Nech x;, u; (i = 1, 2) sit redlne &sla (mézu byt aj nevlastng),
nech #; < p; (i = 1,2). Nech T,,, je mnozina vSetkych tych prerovnani

fe o] (= ] [ ]
xr = z Anx = xy _IL ixZ’ r, = ZR(ank), Ty = z](((ﬁ),)*)
n=1 k=1 k=1

radu (1), pre ktoré plati:
lim inf Sy(z;) = »;, lim sup Sp(x;) = py (7 =1,2).

n—>aop n—>ow

Tvrdenie: T... je bud prizdna mnozina, alebo Lo = €.

Do6kaz. Nech zase T zna¢i mnozinu vietkych prerovnani radu (1). Ak
v mnozine 7' neexistuje rad z s pozadovanymi vlastnostami, je tvrdenie
@

trividlne. Nech teda existuje a2 ¢7, z = Zam = x, 4 wx, taky, Z%e plati:

k=1
lim inf Sy(x;) = %;, lim sup Su(x;) = yy (j=1,2).
n—>w n—>o0
a o0
Zase vytlenime z radu x — Z an: absolitne konvergentny rad z b a po-
k=1 1=1

itupujeme dalej ako pri dékaze vety 3,1.

*) R(a) znadi redlnu, I (a) imagindrnu éast &isla a.
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Rovnakym tsudkom dokéZeme i nasledujicu vetu, analogickd k vete 3,1
[¢ ] @
a vztahujicu sa na rady x = Z enn, kde ap >0 (n=1,2,...), 2 an =

n=1 n=1

= +00, ap > 0; & = 1 alebo —1 pre n = 1,2, 3, .... Ako je zndme, mozno

ku kazdym dvom &islam #x, p, » < u zostrojit taka postapnost ¢isel 1 a —1
0

w - - -
oznaéme ju {Fn}l , ze rad z = Z en@n osciluje medzi » a p (Riemannova

n=1
veta). Nech X znadéi mnoZinu vSetkych radov z.

Veta 3,3. Nech Z an = +o0, ap >0, ap—>0 a nech x», u su dve reilne

1
¢isla (mo6zu byt aj nevlastné), » < u. Potom pre mnozina X,,, vietkych tych
Q0

radov z = Z enln, &n = 1 alebo —1 (n = 1,2, 3, ...), ktoré osciluju medzi
1
% a u, plati: Xxm = ¢

Do6kaz. Podla citovanej Riemannovej vety ku kazdej dvojici redlnych
@

¢isel », p, x < p existuje rad z =Z entn € X tak, Ze
n=1

lim inf Sy(x) = %, ~  lim sup Sa(z) = u.

n—>0 n—>o00

e o}
Vydletime z radu z absolitne konvergentny rad ( Z enlr, by <k <

=1
< ... <k < .... Zvysny rad oznadme (B). Teda rad (B) je tvoreny (v po-
vodnom poradi) tymi a len tymi ezan, ktoré nie st v rade (A) Ak namiesto
{ek,}:: 1 zvolime nejaki ind postupnost ¢isel 1, —1, dostaneme namiesto
(A) iny rad (A’), ktorého sudet nech je a’. Kedze (B) je zrejme neabsolutne
konvergentny rad, moéZeme pri éislach a, vystupujicich v rade (B) zvolit:
podla Riemannovej vety faktory 1 a —1 tak, aby sme dostali rad (B’), osci-
lujici medzi » —a’ a p — a'. ZloZenim radov (A’), (B’) dostaneme rad
@’ € X oscilajici medzi x a u. Oznaéme znakom X,,, mnozinu vietkych radov
x’ oscilujucich medzi » a u, ktoré dostaneme uvedenou konstrukciou. Kedze

: . x A . @ vr . .
existuje ¢ navzdjom roéznych postupnosti {Ek'}z=1 ¢isel 1 a —1, je zrejme

X5, = c. Uvagme elte, Ze X?,,“ C Xn,, C X;z toho dostaneme na zéklade
Cantor-Bernstejnovej vety spravnost tvrdenia vety.

Prave dokdzana veta je zovseobecnemm jedného vysledku autora, dosiahnu-
tého uz prv v praci [5].
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O HexoTOphIX NPOGIEMAX U3 TEOPHM PJIOB
T. Mamar

Pe3soMme

dra pabora sBisercsd 0000ICHAEM H PACIIHPCHHCM Pe3yIbTATOB, UHOMYYCHHBIX ABTOPOM
panble.

B nepnou 4acTH ATOM pd60Tl.I aBTOP onpeselsieT HpoctpaHeTBo (A, 0), rie X-MHOMKECTBO

BCeX PANOB 24 &p @y, TPUTOM 24 @, GUKCHPOBAHHBI DAL C KOMIVICKCHBIMH WJICHAMM, &, € M,

(n =1, 2, 5 2, My — KOHC‘HIOC Henymoc MHO}KCCTBO KOMIIJICKCHBIX YHCeI, 0 —
b z, 2‘ 1
>cpoBcKas MeTpHKa (2, Yy €EX, vy, v = Jeg,a,,y = a,, an. TMOTOM o(%, ¥) = 5 rne /

NICPBLIT HHJCKC TAKOU, 4TO & == ez — CM. [4])

ABTOp M3ydwaeT HeKOTOpHIe CBOiicTBAa mpoctpancTBa (X, @) M mpHxOAMT K po;wmmy
(teopema 1,4), woropwiit siisiercst oGoGmenuemM ofHOro pesy:abrara asropa (cM. [4]), HO
COJICPIKATCA KAK YaCTHBIH CIIyuai B O/{HOM pesynbrate pabornl [7] (B paGote [7] ynorpebien
MHOIT MeTop).

B npyroii yactu paborst asrop jlokaseimeat, uto dim X =0 (B evucae [1]). aabmie
ABTOP JIOKA3bIBACT CICAYIOMIYIO TeOpeMy:

@
Hyers (1) D ap=+ 00, >0,a, >0, My={—1,+ 1} (n=1,2,3,...). K pany (1)
3

1nocTpo My npoceTpanctso (X, 0). ABTOp ysKke paHbIre Z0Ka3al, 4To MHozecTBo X 3 Beex ¢ € X

VT KOTOPBIX MMeeT Meeto lim Sy, () = — oo, lim Sy (x) = + o0 [, (%) 3HAUKT n-TYIO Ua-
n—o n—oo

CTHYHYIO CyMMY Psifla &] IBJIAETCSI MHOKECTBOM BTOPOil KATETOPHH, MHOKECTBO X1=X—X,

AIBJIFICTCST MHO{ECTBOM NepBoil Kareropuu. Ilycts Tenepb P 3HA9UT MHOKeCTBO Beex * € X,

B Kotopoix X TpejICTaBIsgAeT MHOKCCTBO TNepPBOM Kareropmu (cM. [8] — 3ro 3maumt: cyme-
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’ o
CTBYET OTKPBITOE MHOKeCTBO G, z € G TaKoe, 4T0 G N X3 ecTh MHOMKCCTBO 11ePBOil KaTeropuH).
Teopema yTBep:kfaer: P nmycroe MHOKeCTBO.

ITpocTpancTBa (X{, o) u (X;, ©) ABJIAIOTCA NPOCTPAHCTBAMA C cYeTHOU 0a30il, He MOTHBIMH
H HE JIOKAQJIHO KOMIIAKTHBIMH.

B Tpetbeii yacTn paGoThl aBTOP PUBOJMT MPOCTHIE TOKA3ATEIBCTBA HEKOTOPLIX TEOPEM
M3 TCOPHH NIePCCTAHOBOK PsII0B H PsI10B, O KOTOPLIX aBTOP mucas B pabore [5].

JlOKaBLIBEOTCH TeopeMma.
@

-}
\ ]
Mycth X ay = + 00, ay > 0, ¢, - 0. IIycts X 3HAYAT MHOIKECTBO BCEX & = X £, Ay, £p == 1
L 1

wma—1(n=1,2,3,...). lycts %, # peilctBaTesnbupe unciaa, ¥ < u. llyctb X , , 3HsUHT

MHOKeCTBO Bcex € X, st koTopsix mmeer Mecto lim 8, (2) =%, lim §,(z) = p. llotom
n—» 0 n=—»0

X, , MMeeT MONIHOCTH KOHTHHYA.

dra TeopeMa sABaAeTcA 0000ieHHeM OJHOTO pe3yJibTaTa, NOJYyYeHHOIO aBTOPOM paHbuIe
(cm. [5]).

ITogo6HsIe Teopemst (3,1; 3,2) aBTOp AOKA?HIBAET W IS TEPECTAHOBOK PSANIOB ¢ KOMIIJIEKC-
HBEIMA M J€HCTBHTEJLHHIMH 4IeHaMH. Mex1y npouuM aBTOP NPHBOJMT NPOCTOE JOKA3aTesb-
ctBo caenyiomei Teopemsl I M. Cenrynrer (eM. [2]):

ITycts Ty, ,, ®* < pu 3HAYAT MHOMECTBO BCeX IIePECTAHOBOK & OJHOrO He abCOJIOTHO CXO-
RAMOIErocA PAAA ¢ JeHCTBATCIABHBIMH YICHAMH, JJIA KOTOPHIX HMeeT MecTo

lim S, (x) = =%, lim S, (z) = p.
n—>x0 n—»x

Iotom T , MMeeT MOIIHOCTh KOHTHHYA.

Uber einige Probleme aus der Theorie der unendlichen Reihen
T. Sal&t

Zusammenfassung

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung und Erweiterung der fritheren Ergebnissen des
Verfassers.

Im ersten Teil der Arbeit definiert der Verfasser den Raum (X, p), wo X die Menge
[o ] [e o}

aller Reihen z enan ist, wobei Z a, eine feste Reihe mit komplexen Gliedern ist,
1

1
&n €My (n=1,2,...), M, sind endliche, nicht leere Mengen von komplexen Zahlen.
2]

o ist die Bareische Metrik, welche folgend definiert ist: z, ¥ ¢ X, z %y, = Z EnQn,
1

©
y= Z e'nan, dann ¢(z,y) = %, wo I die kleinste Zahl ist, so dass ¢ # ¢  gilt.

1
(Siehe [4].)

Der Verfasser untersucht einige Eigenschaften des Raumes (X, ¢) und kommt zum
Ergebniss (Satz 1,4), welches eine Erweiterung des fritheren Ergebnisses des Verfassers
ist (siehe [4]) und dieses Ergebniss ist im Ergebniss der Arbeit [7] (in der Arbeit [7]
arbeitet man mit anderer Methode) enthalten.
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Im zweiten Teil der Arbeit zeigt der Verfasser, dass dim X = 0 (im Sinne [1]). Weiter
0

beweist der Verfasser den folgenden Satz: Es sei z a, = -+o, ay >0, a, >0, M, =

1
= {—=1,1}(n = 1,2, ...). Konstruieren wir den Raum (X, p). Der Verfasser hat schon
frither gezeigt (siehe [9]), dass die Menge X2 aller derjenigen z ¢ X, fir die _l_i_nl_Sn(x) =
o n - oo
= —oo, lim Sy(x) = 4-co gilt (S, (x) bedeutet die n-te Teilsumme der Reihe z), ist eine
n—>o0

Menge von der zweiten Kategorie, die Menge X1 =X — X3 ist eine Menge von der
ersten Kategorie. Es sei jetzt P die Menge aller derjenigen z £ X, in denen X2 eine Menge
von der ersten Kategorie ist (siehe [8]). Dann gilt: P = g.

Die Ridume (X1, 0) und (X3, o) sind die Beispiele der separabeln Ridume, welche
entweder vollstindig oder lokal kompakt sind.

Im dritten Teil gibt der Verfasser einige einfache Beweise einiger Siitze aus der Theorie
der Umordnung der unendlichen Reihen und aus der Theorie der Reihen, iiber welche
in Arbeit [5] geschrieben ist. Beweist man der Satz:

)

Es sei Za,, = +ow, ap > 0, ay > 0. Es bedeute X die Menge aller Reihen z =

o 1
= Z Enln; €y = 1 oder —1 (n = 1, 2, ...). Es seien x, u reelle Zahlen (eigentliche oder
1

nicht eigentliche), » < u. Es bedeute X,,, die Menge aller derjenigen x ¢ X, fiir welche
lim 8;(x) = %, lim S, () = p gilt. Dann hatt X, die Machtigkeit des Kontinuums.
Q0 >0 n->on

; Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines fritheren Ergebnisses des Verfassers
siche [5]).

Analogische Sitze (3,1; 3,2) beweist der Verfasser auch fir die Umordnungen der
Reihen mit komplexen und reellen Gliedern. Unter anderen gibt der Verfasser einen
einfachen Beweis dieses Satzes von H. M. Sengupta (siehe [2]).

Es sei 7', » < u die Menge aller derjenigen Umordnungen z einer nicht absolut
konvergenten Reihe mit reellen Gliedern, fiir welche lim Sp(x) = %, im Sy(x) = u gilt.

. 5 . n—>on n<—go
Dann hat die Memge 7',,, die Michtigkeit des Kontinuums.
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{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. III-1. MATHEM., 1958]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. lIl., FASC. I. MATHEMATICA 1958

0 zovSeobecnenyeh algebraickych systémoch

P. BRUNOVSKY

I

Pod pojmom algebry 4 rozumieme mnozina 4 s nejakou mnoZinou operécii
F = {f,}. Pod operaciou f, (n-arnou) rozumieme jednoznaénu funkeiu, ktors
kaZdej postupnosti o n = n(«) (n zavisi od operacie) prvkoch priraduje jedno-
znaéne nejaky prvok z mnoziny 4.

Specidlnymi pripadmi algebry st napriklad grupa, sviiz, okruh atd.

Podobne ako sa zovSeobeciiuje pojem funkcie na viacznaént funkeiu, da
sa zovSeobecnit aj pojem operacie na viacznadni operaciu. Niektoré Specislne
typy algebier (grupa, svéz) boli tymto spésobom u% zovSeobecnené (multi-
grupa — pozri [3], multisvdz — pozri [4]).

V teito prici je zovieobecneny pojem algebry na algebru s viacznadnymi
operdciami a si pre fiu definované pojmy vytvarajiceho rozkladu, homo-
morfného zobrazenia, faktorovej algebry. Dalej je ukdzané, %e pre ne platia
niektoré obdobné vety, ako pre algebry s jednoznaénymi operaciami.

, V[ p]ré,ci sa pouzivaji pojmy, oznacenia a niektoré jednoduché vety z kni-
hy [1].

11

Definicia 1. Zovseobecnenou operdciou f, na mnozine A budeme nazyvat
funkeiu, ktors kazdej postupnosti o n = n(a) prvkoch priraduje jednoznadne
nejakd podmnozinu (méze byt aj prazdna) z 4.

Definicia 2. Nech je 4 nejakd mnozina, F = {f,} mnoZina zovieobecnenych
operacii na mnozine 4. Potom mnozinu 4 s mnozinou zov$eobecnenych ope-
racu.F bademe nazyvat multialgebrou A. Mnozinu 4 budeme nazyvat polom
multialgebry A.1) : '

Poznédmka 1. Specidlnymi typmi multialgebry st napriklad multi-
grupa [3] a multisviz [4].

. 1’) Iste nenastane nedorozumenie, ak budeme multialgebru a jej pole oznadovat tym
1stym pfsmenom.
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Poznédmka 2. Specidlnym pripadom multialgebry je algebra a ,,dias-
todnd‘‘ algebra2) (t. j. mnoZina s operaciami, ktoré nie st definované pre
vietky jej prvky — napriklad operécia delenia nie je v telese definovand, ak
je delitelom nulovy prvok).

Priklad 1. Nech je 4 Tubovolnad mnozina. MnoZinu operécii F = {fs}
definujeme takto:

Pre lubovoIné prvky z; € 4,1 =1, 2, ..., n je
fn(®y, gy ooy Tn) = {®y, Ty, ..o, Tn

Priklad 2. Nech je P mnozina nezapornych celych ¢isel. Mnozina
zov§eobecnenych operacii bude obsahovat jedini bindinu operaciu f, ktora
kazdym dvom ¢&islam z P priraduje mnoZinu ich spoloénych nésobkov.

Definicia 3. Nech je F mmnozina zovScobecnenych opericii multialgebry
A, G mnozina zovicobecnenych operacii multialgzbry B. Ak existuje prosté
zobrazeniec mnoziny F na mnoZinu G také, Zc odpovedajice si zovSeobecnené
opcracie sa vztahuju na taky isty podst pcevkov, budeme hovorit, Ze multi-
algebry A, B su toho isté o typu.

Ak si multialgebry 4, B toho istého typu, mnoZiny zovSeobecnenych ope-
racii na tychto multialgcbrach, ako aj odpovedajice si opericie, budeme
znatit rovnakymi pismenami.

V dalsom budeme uvazovat o multialgebrach s pevne danou mnozinou
opcricii F = {f,}.

Jednym zo zaxladnych pojmov v tedrii algebier je pojem homomorfného
zobrazenia. Tento pojem definujeme pre multialgebry obdobne ako pre
algebry.

Definicia 4. Nech sti 4, B multialgebry toho istého typa. Nech je % zobra-
zenie multialgebry A na multialgebru B. Zobrazenic 2 budeme nazyvat
homomorfnym, ak mé tuto vlastnost: Pre kazdd zov8eobecnenu n-drnu opers-
ciu f, € F a Iubovolnt postupnost o n prvkoch z,, ..., zn z 4 plati:

Mlfa(@y, - .., 2n)] = falb(zy), ..., h(2n)].%) (1)

Ak je zobrazenie h naviac prosté, budeme ho nazyvat izomorfnym. Ak
existuje homomorfné (izomorfné) zobrazenie multialgebry 4 na multialgebru
B, budeme hovorit, Ze multialgebra B je homomorfnd (izomorfnd) s multi-
algebrou A.

Poznamka 3. Rovnost (1) je formalne ta isté, ako pri oby&ajnych
algebriach. Rozdiel je v tom, Ze tu ide o rovnost mnozin.

Pozndmka 4. Zrejme méZeme hovorit, Ze ,,multialgebry 4, B si izo-
morfné"“ pretoze vztah izomorfizmu je zrejme symetricky (k izomorfnému
zobrazeniu totiz existuje inverzné zobrazenie, ktoré je tiez izomorfné).

Zrejme plati

Veta 1. Ak multialgebra B je homomorfnd s multialgebrou A a multialgebra C
je homomorfnd s multialgebrouw B, tak je multialgebra C homomorfnd s multi-
algebrou A.

2) Presne vzaté, je tu urcity rozdiel, pretoZe vysledkom operdcie je prvok, kym vy-

sledkom zovSeobecnenej operdcie by bola jednobodové mnoZina.
®) Ak je X podmnoZina mnoZiny 4, znaéi h(X) mnoZinu obrazov prvkov z X.
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Dalgim zo zakladnych pojmov je pojem vytvéarajiceho (regularneho) roz-
kladu. Kedze rozklad algebry prislusny k homomorfnému zobrazeniu (t. j.
rozklad, ktorého triedami st mnoziny vzorov jedného obrazu) je vytvarajici,
defirujeme vytvéarajuci rozklad tak, aby platila obdobné veta aj pre multi-
algebry.

Na to potrebujeme pojem obalu (pozri [1]).

Definicia 5. Nech je B podmnoZina mnoZiny 4 a nech R je rozklad mnoziny
A. Potom obalom B [] R mnofing B v rozklade R nazyvame systém tried
rozkladu K incidentnych s mnoZinou B.

Definicia 6. Rozklad R multialgebry A nazyvame wvytvdrajicim, ak pre
kazdd m-drnu zovSeobecnenu operaciu f, ¢ F' plati:?)
ak

xizyi(R), 7:=1,2,...,7’L,
tak
fa(@1, -5 2n) OB = fa(y1, ..., yn) O R.

Pozndmka 5. Na Iubovolnej multialgebre existuji aspoil dva vytva-
rajice rozklady, a to rozklad Fmay, ktory sa sklads z jedinej triedy je tiou
pole multialgebry), a rozklad "Rmin, ktorého triedami s jednobodové mnoziny.

Priklad 3. Kazdy rozklad multialgebry 4 z prikladu 1 je vytvarajtci.

Priklad 4. Nech je P multialgebra z prikladu 2. Nech je m IubovoIné
nezgporné celé éfslo. Rozklad R, multialgebry P na zvyikové triedy modulom
je vylvérajuci.

Veta 2. Nech je h homomorfné zobrazenie multialgebry A na multialgebru B.
Potom rozklad H multialgebry A, prish.ény k zobrazeniu h je vytvdrajici.

Dokaz Nech a;=yy(H), i =1,2,...,n a f, GF.
Kedze H je rozklad prisle$ny k &, vyplyva z toho

h(x;) = h(y;), 1=1,2,...,m,
a teda (24) (¥4)

falb(Z1), - ..y k(2n)] = folh(y1), - - ., R(yn)]-

Této rovnost je zrejme ekvivalentna s rovnostou
«fa xl’ Re x‘ﬂ) Dﬁzfa(ylﬁ ---,'yn) D—H,
z toho vyplyva tvrdenie vety.
Nech st K, S dva rozklady mnoziny 4. Ak je kazdé trieda rozkladu R

obsiahnutd v nejakej triede rozkladu S, potom hovorime, Ze rozklad S je

E“L’?/tom rozkladu R, K je zjemnenim rozkladu S a zaplsu]eme to B < 8.
¢ znéme, e reldcia < je Ctiastoénym usporiadanim v mnozine rozkladov
mnoziny A4 a %e mnozina rozkladov mnoziny A tvori pri tomto usporiadani

‘) Symbolom z = y(R) oznadujeme, %e x, y st prvky tej istej triedy rozkladu R.
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tplny sviz, t. j. k Tubovolnej mnoZine rozkladov {R—,},ga existuje ich naj-

mendi spolcény zdkryt \V R, a najvilsie spolocné zjemnenie A R,.
7eG reG

Veta 3. Nech {E }rea je mejakd mnofina vytvdrajicich rozkladov multialgebry
A. Potom aj rozklad VGR,, je vytvdrajics.
7

Do6kaz Nech f,CF a x; =y, (val-i?,), 1=1,2,...,n.
YE

Potom existuji také koneéné posﬁupnosti prvkov ([pozri 2]) z; = z,

?), .. .,xﬁ’“’ = yy, Ze su splnené vztahy
© __ (1 5
xXi =@ (R,‘(l)),

(1 (2 =3
xXg ) =4 ) (R,,‘(g)),

................

fei— ki)
2V = (B, o),
kde »”, ¥, ..., 9 €@
Z platnosti

(0) (1)
z1 =x1 (R, )

vyplyva
fol@l, @, - ..y 20) O By = falal’, 20, ., 20) O By
Kedze I_i’,‘m <V R,, vyplyva z toho:%)
ve@
fal@”, gy ..oy @n) OV By = fo(@l”, g, ..., 2a) OV R,. (2)
yeG veG

Takto postupnym ,,nahradzovanim,, prvku 2y prvkom z§*?

dostaneme rovnost

fu(xl,xz, s ey xn) D V Ey == fa(yhxz: ey Zn) D \/ -Ey
ye@ }'GG

v rovnosti (2),

Tento postup mézeme postupne zopakovat pre prvky na druhom aZ n-tom
mieste, az nakoniec dostaneme rovnost

fu(xl’ ""xn) D \/Ey =fu(!/1» ---y,/n) Dvﬁya
ye@ 7eG

z ¢oho vyplyva tvrdenie vety.

Ddsledok. Z vety 3 vyplyva, Ze mnozina v8etkych vytvarajicich rozkladov
muitialgebry A tvori Gplny podpolosviz (vzhladom na operdciu V) tGplného
svidzu vsetkych rozkladov multialgebry 4.

Pozndmka 6. Obdobné veta pre najviadiie spoloéné zjemnenie neplati,
éo vidiet z nasledujiceho prikladu:

Multialgebra A nech sa skladé z piatich prvkov a, b, ¢, d, e s jednou unérnou
operaciou f, definovanou takto:

%) Zrejme platf veta: Ak st R, S rozklady mnoZiny 4, R < S a ]l_f: N st podmnoZiny
mnoZiny 4, tak zo vztahu M (1 R = N [0 R vyplyva vztah M [0S = N 0OS.
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f(a) = {a, c, d}’ f(b)
Rozklady

{e.d, e}, fle) = [(d) = fle) = {c,d}.

ﬁl = {{a,b,c}, {d,e}},
Ry, = {{a,b,d}, {c,e}}
st vytvérajtce, ale ich najvicsie spoloéné zjemnenie nie je vytvérajici roz-
klad, pretoze
Ha) O A B f(b) O A B
i=1,2 i=1,2

Naskyta sa otazka, aké podmlenky musi splitovat multialgebra, aby najvidsie
spolocne zjemnenie kazde] mnoziny jej vytvarajacich rozkladov bol vytva-
rajuci rozklad.

-

Definicia 7. Nech je 4 multialgebra, B jej podmnozina. Budeme hovorif,
ze B je podmultialgebra multialgebry A4, ak pre kazdu n-arnu zovSeobecneni
opericiu f, € F' a pre lubovoInta postupnost prvkov z,, z,, ..., x, z B plati

falZy g, - .., ) C B.

Veta 4. Nech je B podmultialgebra mullialgebry A a R vytvdrajici rozklad
multialgebry A. Potom priesek B ™ R mnoZiny B s rozkladom R je vytvdrajici
rozklad podmultialgebry B. (Pojem prieseku pozri v [1].)

Dokaz Nech f,CF, 2=y (BT K),i=12,...,n,
¢o znamena v podstate

vy =y (R), 2,y CB.
Z toho vyplyva

fa(@gs « ooy @) OR = foyy .., y) OR. (3)
KedZe x; € B, y; € B, musi byt _
fal@g, ..., 2y) CB (4)

fol%1s - -~ 9n) C B.
Z rovnosti (3) a vztahov (4) vyplyva
fo(@1, « .., %a) O (B TV R) = fulyy, ..., ¥a) O (B T R),
z ¢oho vyplyva tvrdenie vety.

v

Podobne, ako sa na algebrach definuji faktorové algebry, daji sa na multi-
algebrach defmovat faktorové multialgebry.

Definicia 8. Nech je R vytvarajici rozklad multialgebry 4. Nech je F' mno-

Zina zovseobecnenych operacii multialgebry A. Na mnozine R definujeme
zovieobecnené operdcie takto:

Nech f,CF, r;, CR, i =1, 2, n(a).
Potom
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ja(—;l» ~"7_;ﬂ) = fa(rp ...,Tn) DR)
kde nE;i, 1=1,2,...,n

Mnozinu R s takto definovanou mnozinou zovSeobecnenych operéicii F

budeme nazyvat faktorovou multialgebrou R na multialgebre A.
Poznédmka 7. Z vlastnosti vytvarajiceho rozkladu vyplyva, Ze defini-

cia opericie f, na faktorovej multialgebre R nezavisi od vyberu prvkov
ri Cry.

Poznamka 9. Je zrejmé, Ze multialgebra a Iubovolna faktorové multi-
algebra na nej s toho istého typu.

Poznédmka 9. Na kazdej multialgebre existuji aspoii dve faktorové
multla,lgebry, a to faktorové multialgebry Rmin & Rmax (pozn. 5).

Nech je R faktorovd multialgebra na multialgebre 4. Nech je R rozklad
multialgebry R. Ak utvorime sttty tych tried r € R, ktoré si obsiahnuté
v jednom prvku r e R, dostaneme rozklad S multialgebry A, ktory bude
zékrytom rozkladu R. Nazyvame ho zékryt rozkladu R vyniteny rozkladom R.

Veta 5. Nech je R faktorovd multialgebra na multialgebre A. Nech je R rozklad
faktorovej multialgebry R. Nech S je zdakryt rozkladu R, vyniiteny rozkladom R
Potom rozklad S je vytvdrajici vtedy a len vtedy, ak je vytvdarajici rozklad R
(na R)

Do6kaz. Nech je 3 . vytv érajﬁci rozklad.
Nech faeF a ;= yiS), ¢ 1 =1, 2,
Nech 3(/,:51, w0y Tr) 08,
¢o znamens v podstate
8ES, SN fal@y ... 15) £ 2. (5)
Nech su —:ii také prvky rozkladu R, %e z; € _x—i, 1=1,2,...,n.

Nech st y; také prvky rozkladu R, %e y; Cyi, 1 = 1, 2.,
Potom zrejme plati

B B e E_@(R).
Nech je r taky prvok z R, Je s = Yo
re

r

Potom z (5) vyplyva
fa(xlx C --’zr.l.) (\7 # .
Kedze R je vytvarajici rozklad, vyplyva z toho, Ze

falss - ¥) N T # 2,
o znamens, %e existuje taky prvok r CR, ie

r€r 7€ Y 0 Yn):
Z toho a z definicie faktorovej multialgebry R vyplyva
fa1, - ym) O # 2.
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Alez r 67 vyplyva 7 C s, a teda
faly . 1w N8 # 2,

&0 znamena

5 Efalyy - o ya) OS.
7 dokézaného vyplyva

fa(xli "'~'xn) Dg C fﬂ.(yl’ ,Zln) Dg

Zamenou oznacenia by sme dostali opa¢ni inkliziu, z ¢oho vyplyva rovnost

fal@y o) O = falyy, - 9n) O S,
a teda rozklad § je vytvérajuci.
Nech teraz S je vytvarajici rozklad.
Nech fo € F, z; =yy(R), i = 1,2, ..., n.
Nech 7 € folxy, ..., ) (I R,

do znameng

76-]{, Tal®ys oo Tn) OVT £
Musi existovat také r. C R, e
TEr T E fo(@y, ., ).
Kedze R je faktorova multialgebra, musi pre Tubovolné prvky z; E;i, 9 =
=1,2, ..., n platit
fal@y, ..z AT #£ @
Nech s je také trieda rozkladu S, #e s — U r.

Ked?e r C's, musi byt
~ fal@y oo p) NS # &.
Nech y; Cyy, i =1,2, ..., n.
Potom zrejme plati
i = yi(S),

a teda, kedze S je vytvarajuei rozklad,
fa@r: - yn) N8 # 2.
To znamens, %e musi existovat také ;1 Cr, ze

fayr -t N7y # @,
a teda

?1 E fa(;l’ AR ’;ﬂ')'
Z toho vyplyva

fa(yl’ LI ¥ yn) m;# Q:
Co znamens,
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x|

€ fa¥p -« 1w O

X |

Z dokazaného vyplyva
fa(xl! i -axn) DR— @ fu.(yla * '-’yn) a

Zimenou oznacenia by sme dostali opaént inklaziu, z &

fu(;v .. -1;11,) D?: ]‘u(?;—ls . -a?_/‘n) O
a teda rozklad R je vytvarajuci.

Priklad 4. Nech je P multialgebra z prikladu 2. Oznadme rg, 74, Ts, - . .»
rm-1 prvky jej rozkladu Ky, (priklad 4). Nech je n delitelom ¢&isla m. Utvorme
rozklad F, multialgebry K., tak, Ze do jednej triedy dime tie prvky rozkladu
B, ktorych indexy dévaju ten isty zvySok pri deleni &islom n. Potom zékryt
rozkladu Ry, vyniteny rozkladom K,, je rozklad R, multialgebry P na
zvySkové triedy modalo n. KedZe rozklad K, je vytvarajaci, musi byt aj
rozklad K, faktorovej multialgebry &, vytvarajici.

Veta 6. Nech je R faktorovd multialgebra na multialgebre A a nech B je pod-
multialgebra multialgebry A. Potom B [ K je podmultialgebra faktorovej multi-
algebry K.

Do6kaz Nech f,¢F a :;i ¢CBOR,i=12,...,n
¢o znamena

o vyplyva rovnost

" & =

©%w ¢k wnB#g, i=12...,n
Nech z;€z; B, i=1,2,...,n
KedZe B je podmultialgebra multialgebry A4, musi byt
fa(@y, ..., 2n) C B,
z éoho vyplyva

fal@yy ... 2n) OB C B O R.
Pretoze

fa®@y, -« o @n) = fol®y, ..., %) O R,
je
fa(";l’ -~-»;n) C B DE

\%

Dokézeme tri vety o izomorfizme faktorovych multialgebier.

Veta 7. a) Ak je multialgebra B homomorfnd s multialgebrou A, potom je
1zomorfnd s istou faktorovou multialgebrou na nej.

b) Ak je multialgebra B izomorfnd s mejakou faktorovou multialgebrou na
multialgebre A, potom je homomorfnd s multialgebrou A.

Do6kaz a) Nech je h homomorfné zobrazenie A na B. Rozklad H multi-
algebry A, prislusny k zobrazeniu £, je podla vety 2 vytvarajici, a teda je

polom faktorovej multialgebry H. Ked ku ka¥dému prvku @ ¢ H priradime
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ten prvok b ¢ B, z ktorého vzorov sa prvok a skladé, dostaneme prosté
zobrazenie 11 na B, ktoré oznadéime 1.
Nech f, €F a 2z CH, i=1,2,...,n
Nech z; Cx;, 1=1,2, ..., 7.
Potom _ _ .
fa(®qs « - Zn)] = [folzy, - .., 2a) O H).
Ale

ilfa(@y, - oo 2n) O at] = Wfa(@y, .. 2a)] = falh(@y), ..., (20)] =
= fa[i(xl)’ ey ?’(x’n)]'
Teda zobrazenie ¢ je izomorfné.
b) Nech K je nejaké faktorovd multialgebra na multialgebre 4 a nech ¢

je izomorfné zobrazenie faktorovej multialgebry R na multialgebru B. De-
finujeme zobrazenie & multialgebry 4 na multialgebru B takto:

Nech a € A. Potom h(a) = z(a,), kde a je taky prvok z R, e a Ca.
Nech f,CF a 2;¢A4, 1 =1,2,
Nech z; st také prvky z R, ie x; E:;i, 1=1,2...,n
Potom
h[/n(xl’ oo Xn)] = i[fa(xl’ .. %p) O R] = i[fa(xl’ coo Xa)] =
= foli(®@1), . . ., ¥@n)] = falh(@1), - . ., P(n)].
o znamena, Ze zobrazenie k je homomorfné.

Désledok. Z tvrdenia b) tejto vety Specidlne vyplyva (ak je ¢ identické
zobrazenie), %e kaZdd faktorovd multialgebra R na multialgebre A je s multi-
algebrou A homomorfnd.

Veta 8. Nech je R faktorovd multialgebra na multialgebre A a nech je R VY-
tvdrajici rozklad na_faktorovej multialgebre RE. Nech je K | zdkryt rozkladw R,
vyniiteny rozkladom K. Potom faktorové multmlgebry R a 8 (pozri vetu 5) su
1zomorfné.

D 6kaz Podla désledku vety 7 je faktorova multialgebra R R homomorfna
s multialgebrou A a faktorova multialgebra R s multialgebrou R. Podla vety 1
je teda multialgebra R homomorfné s multialgebrou 4. Podla vety 7 existuje
faktorové \_multialgebra H na multialgebre A4, ktord je izomorfné s multi-
algebrou R. Z konstrukcie faktorovej multialgebry H v dokaze vety 7 vidiet,
Ze tato Jje totoznd s faktorovou multialgebrou 8, z &oho vyplyva, Ze multi-
algebra S je s multialgebrou B izomorfna.

Veta 9. Nech je B podmultialgebra multialgebry A a nech je R wytvdrajiici
rozklad multialgebry A. Potom podmultialgebra B O R faktorovej multialgebry

R (veta 6) a /aktorova multialgebra B I R na multialgebre B (veta 4) si izo-
morfné.

Dékaz Nech r € B[] R. Definujeme
ir)=B .
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Je zrejmé, Ze i jo prosté zobrazenie B [] R na B M R.
Nech [, CFaz;CBOR, i CBna,i=12...,n
Potom
fa@y, .. or Tn) = fal@y, ..., 20) O R,
ilfa(®@y, ... )] = B M [fol@y, .., za) O E]. (5)
KedZe z; € B, 1 = 1,2, ..., n, musi byt
fal@y, ..., 2n) C B.
Na zaklade toho lahko zistime, Ze je
B M [fo(@y, -, 2n) OBl = fa(@y, ..., %) O (B M R). (6)
Ale
fal@s, .., 2n) O (B TE) = foli(@y), . . ., i(za)]. (7)
Z (5), (6), (7) vyplyva
i[fa(@y, - o 20)] = fali@y), - ., @n)],

a teda zobrazenie 7 je izomorfné.
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06 0000meHHbIX aAreGpauvIecKux CHCTEMAaXx
II. BpyHOBCKH

Pe3ome

I.

Aanzeb6poii A pasymeeTcd MHOMKeCTBO A ¢ KAKHM-TO MHOKeCTBOM oncpamuit F = {fu}.
Ilom omepanueii fo NMOHMMaeM OAHOBHAYHYIO (YHKIUMIO, COTOCTABIIONIYI0 B COOTBETCTBHE
Ka)KA0H TIOCIe[0BATeIbHOCTH 1 = n(x) 3jieMeHTOB M3 A KaKkoi-To siieMeHT u3 A.

ITomo6H0, Kak mpoBomuTcA 0600menne MOHATHA QYHKIMH B MHOTO3HAYHYIO §yHKIHIO,
MOKHO 0600mATh NOHATAE ONEpPANMM B MHOIO3HAYHYI0 ollepanuio. HexkoTopble chemue b
HEle THNIEL ajire6p Oblmn ysxe Takum 06pasom 0600MEHs! (MyITHIPYNI, MyJITACTPYKTYpa —
cmotpm [3], [4]).

I
Onpenenenne 1. O6o6wennoii onepayueii (n-apHoit) fa Ha MHOecTBe A Oynem HasHBaTh

¢yHKnmIO, ONHO3HAYHO CONMOCTABJIAINIYI0 B COOTBETCTBHE KajKIOH INOCIel0BATeIbHOCTH
n = n(«) smeMeHTOB M3 A KaKOe-TO NOJAMHOKECTBO MHOJKecTBa A.
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Onpenenenne 2. Ilyctb A — MHOMKecTBO, F = {fo} — MHOKecTBO 0006meHHLIX onepanai
na MHOecTBe A. MHOM<ecTBO A ¢ MEOKecTBOM 0600MmeHIbIX onepanuii # OynmeM Ha3LIBE Th
myamuanzebpoii A. .

Onpenesenne 3. Ilycts F — MHOmecTBO 0606mennbix onepauuit Myarnanarebpsr 4, G—
mHOecTBO 0000IeHANX onepanuil MyiatnaareGps B. Eciau CyImecTByeT Takoe NpocToe
oro0paskeHse MHOKeCTBA F Ha MHO;KeCTBO G, 9TO COOTBETCTBYIOUIME OTICPAIMH O THOCATCA
K TOMY 7Ke 9MCJLy BIIeMeHTOB, TO Oy/eM TOBOPHTE, 4T0 wmyamuaazebpsr A, B mozo e muna.

Onpeneaenne 4. Ilyers A, B — nBe MysrnanreGpst Toro ske tuna. OroGpaskenue h MYJITH-
amredpol 4 Ha MyJsitHanreOpy B GyeM HA3KIBATb 2046040 pHbLA, €CIIH IS KaKL0M n-apHOU
onepaiuu fo u M000it 1MOCIIEOBATEIBHOCTH n(x) 2JIEMEHTOB y, ..., Tn € A BLITIOIHSETCH
PABEHCTBO

h[fa(zy,"..., 23)] = fa[b(zy), .., h(z,)].

Ecit oroGpancenue A kposme Toro mpocto, To GyeM ero HaspBATH usomopdnvim. Ecim cy-
uecTnyet romomopduoe (nsoMopduoce) orobpanenne mynruareGper A na myaTtnanrebpy B,
10 OyjeM TOBOPHTD, UTO wyamuaeebpa B eomosmoppua (usomopdna) ¢ myamuareepoti A.
Teopema 1. Ecau myamuaacebpa B comomopdua ¢ myamuaaee6poii A u myamuaszeépa C
2omomoppra ¢ B, mo C eomomopgna ¢ A.

I

Oupeneacaie 5. Hyers B — nopMuossecrso muoskecrsa A. ycts B — pasucune B kiac-

cnr MuoMecTBa A. Uepea B [ £ 0Go3HauuM MHOMKECTBO KiiaccoB pazGuenms £2, mHigujent-
Hhx ¢ B.

Onpesenenne 6. Pazbuenue £ myarnasredpst A GyeM HA3KBATE peeyaspibis, CCIA VIS
Ras/10i 00006mennoil onepaunu fo € F BLINONHSCTCS:
Eom zy=y; (R),i=1,2, ..., n(x)
TO
fa(zy, .y wn) AR = fo (y1, ..., ya) O R.
Teopema 2. Iyemv h — zomosopfroe omobpaxcerue Myamuaazedpsr A na myamuaazebpy B.

Homos pas6uenue H, komepoeo kaaccer — sunioxcecmea npoobpazos 0dioco 06pasa ¢ omobpa-
aenuu h, peeyaspro.

Teopema 3. ITyemuv {R ?}7eG KAKO0E-MO MNOHECME0 peeyaspubiy pazbuenuil syamuanzebpu A.
Homos ux coedunenue V Ry (8 cuvicae empykmyps. pasbuenuic smnomcecmea A) peeyaapno.
7eG

HO:{OGH&H TeopeMa Jyid nepeceueHus He BepHa, 4TO IOKA3BIBAET IIPUMED.

Onpestenenne 7. Moamuoskectso B MyaTaanredpur A OymeM Ha3LBATL nodmyamuaaze6poii
Myamuanze6pbt A, ecln A Kamkioi 0600nieHHoll onepamuy fo € F u mo6oil mocienosa-
TCJILHOCTH 1 (o) IAEMEHTOB Xy, ..., pn € B BHITOIHICTCS

fo(zy, .., ) C B.
Teopema 4. ITyemy B — nodmyamuanzebpa myamuanze6pn A, B — pezyaapHoe pazbuerue

Myamuaaze6pu A. Tozda mmoncecmeo B T R ne nycmuax nepeceueruii mnoxcecmea B ¢ kaac-
Camu pasbuenus R — peeyasproe pasbuenue myamuanze6pur B.

V.

Onpenencuuc 8. Mycrs B — perynapHoc pasbueHne myaruaiuredpst A. Mycts F — muo-

KecTBO 0Gobmennbix onepannii myaruanreGpst A. Ha muoskecrse R onpegemam 06o6men-
Hble omepanum ciegyomum o6pasom:

lyers fo €7, 7 €R, i=1,2, ..., n.
Moronm

_ f“(Tl waioly ;;l) = fﬂ (rl sieieiy "n) DR’
Tmeri€ry, i =1,2, ..., n.
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MuoskecTBo R ¢ TaKAM o6pa3om onpeneaeHHbIMA 0000ieHHLIMU OnepanuAME OyaeM HA3KIBATH
Paxmop — myamuanee6poii R ma mymruaarebpe A. _

Mycts R — daxrop-mysnruanre6pa Ha mymruanrebpe A, R — pasbuenme PakTOp-MysITH-
anrerL_l_ﬁ.__Ecnn o6paayeM coefMHEHHA TeX KIAcCOB I € R, KOTOpHIe COACPIKATCA B OJHOM
Knacce r € #{, NOJyYUM ,pasbuerue S myamuanzebpu. A, onpedenennoe pazbueruem R,
Teopema 5. Ilycmo I — darmop-myamuaazebpa na myamuanzebpe A, R — pas6uenue
darmop-myamuaazebpri R. Ilyemv S — pasbuerue syamuaneebpsr A, onpedeaennoe pas-
6uenuem R. Pasbuerue S peeyaapno mozda u moavko mozda, ecau peeyaapro pasbuenue R.
Teopema 6. ITycmv R — akmop-myamuanee6pa na myamuaszebpe A, B — nodmyamuan-
2e6pa myamuanzebpvt A. Ilomosm B O R — nodmyamuaacebpa Paxmop-syamuaseebpur R.

V.

Teopema 7. a) Ecau myamuanze6pa B zomomopgpra ¢ myamuasze6poii A, mo ona uzomop@ra
¢ Hekomopoli ee fakmopogoii myamuanszebpoii.

6) Ecau myamuanze6pa B usomopgna ¢ kakoii-mo axmop-myamuaaze6poii Ha myimuas-
2e6pe A, mo ona zomomopgra ¢ A.

Teopema 8. ITycmv A, R, RS — kax ¢ meopeme 5. Tozda Paxmop-myamuanze6pa S uzomopPra
¢ axmop-myamuanzebpoii R.

Teopema 9. ITycmv A, B, R — xax 6 meopeme 6. ITomom nodmyamuaaze6pa B []Egﬁanmop—
myamuaaze6ptt R usomoppna ¢ gaxmop-myamuaaze6poiic B MR na B.

Uber verallgemeinerte algebraische Systeme

P. Brunovsky

Zusammenfassung
I.

Unter einer Algebra verstehen wir eine Menge A mit irgendeiner Menge von Operatio-
nen F' = {f,}. Unter einer (n-aren) Oparation verstehen wir eine eindeutige Funktion,
die jeder Folge von n = n(x) Elomenten aus A irgendein Eloment aus A zuordnet.

Ahnlich, wie man den Begriff einer Funktion auf den Begriff einer nicht eindeutigen
Funktion verallgemeinert, kann man auch den Begriff der Operation auf den Begriff
einer nicht eindeutigen Operation verallgemeinern. Manche spezielle Algebras wurden
schon auf diese Art verallgemeinert (Multigruppe, Vielverband — siehe [3], [4]).

II.

Definition 1. Unter einer verallgemeinerten Operation (n-aren) f, in der Menge A
werden wir eine Funktion, die jeder Folge von n = n(a) Elementen aus A eindeutig
irgendeine Untermenge der Menge A zuordnet, verstehen.

Definition 2. Essei A eine Mange, F' = {f,} irgandsine Menge von verallgemeinerten
Operationen in A. Die Menge A mit der Menge F' werden wir als Multialgebra A be-
zeichnen.

Definition 3. Es sei F die Menge der verallgemeinerten Operationen der Multial-
gebra A4, G die Menge der verallgemeinerten Operationen der Multialgebra B. Wenn
80 eine eineindeutige Abbildung der Menge F auf die Menge (¥ existiert, dass sich die
entsprechenden Operationen auf dieselbe Zahl von Elsmenten beziehen, werden wir
sagen, dass die Multialgebras A und B von denselben Typus sind. (Im weiterem werden
wir die entsprechende verallgemeinerte Operationen mit derselber Buchstabe bezeich-
nen.)
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Definition 4. Es seien A, B zwei Multialgebras von denselben Typus. Es sei h eine
Abbildung der Menge A auf die Menge B. Die Abbildung k werden wir als homomorph
hezeichnen, wenn fir jede n-are verallgemeinerte Operation f, ¢ F und fiir jede Folge
..o, von Elementen aus A

W@y - 20)] = falh(2)), - .. I(2y)]

T

wilt.

Ist die Abbildung 4 auserdem eineindeutig, werden wir sie als isomorph bezeichnen.
Wenn eine homomorphe (isomorphe) Abbildung der Multialgebra auf die Multialgebra
existiert, dann werden wir sagen, dass B mit A homomorph (isomorph) ist.

Satz 1. Ist die Multialgzbra B mit der Multialgebra A und die Multialgebra C mit der
Multialgebra B homomorph, so ist auch C' mit A homomorph.

ILI.

Definition 5. Es sei B eine Untermenge der Menge 4, R eine Zerlegung der Menge

4. Mit B [J R werden wir das Sytem derjenigen Klassen der Zerlegung R bezeichnen,
die mit B inzident sind.

Definition 6. Die Zerlegung R der Multialgebra A werden wir als regulir bezeichnen,
weni fiir jede verallgemeinerte Operation f, ¢ F gilt:
Ist
2 = yi(R), T S SR

so ist

Falyy « vy @p) [ R = falyys « - s yn) O R.
Satz 2. Es sei h die homomorphe Abbildung der Multialgebra A an die Multialgebra B.

Dann ist die Zerlegung H der Multialgebra A, derer Klassen aus derjenigen HKlementen
bestehen, die sich auf ein und dasselbe Element bei der Abbildung h abbilden, reguldr.

Es ist bekannt, dass die Zerlsgungen einer Menge einen vollstindigen Verband bilden,
d. h., dass zu jeder Menge {R.} . von Zerlegungen der Menge A die Zerlegungen
V(R; und A R, existieren.

@ reG

Satz 3. Es sei {R.} , « irg>ndeine Menge von reguliren Zerlegungen der Multialgebra
A. Dann ist auch die Zerlegung V R, reguldr.

relr .
Bemerkung. Ein édhnlicher Satz fiic A R. gilt nicht, wie man auf einem einfachen
e
Beispiele zeigen kann. )
Definition 7. Es sei B eine Untermenge der Multialgebra 4. B werden wir als
Teilmultialgebra der Multialgebra A bezeichnen, wenn fiir jede n-are verallgemeinerte
Operation f, ¢ F und jede Folge x;, ..., ®, von Elementen aus B
fal@ys s xn) CB

Satz 4. Hs sei B eine 7Teilmultialgebra der Multialgebra A, R eine reguliire Zerlegung
der Multialgebra A. Dann ist das System B ™ R micht leerer Durchschnitte der Menge B
mit den Klassen der Zerlegung R eine regulire Zerlegung der Multialgebra B.

IV.

Definition 8. Es sei R eine regulire Zerlegung der Multialgebra 4, F' die Menge
der verallgemeinerten Operationen der Multialgebra A. Es sei foe F, rie R, i =

- )2,-..,7L.

Dann definieren wir

) fu(71’ .. -s7n) = falfyy « - s u) O R:
Wo rer, i=1,2,...,n.
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Die Menge R mit den so definierten verallgemeinerten Operationen werden wir als
Faktor-multialgebra R an der Multialgsbra A bezeichnen. -

Satz 5. Es sei R eine Faltor-multialgebra an der Mullialgsbra A, R eine Zerlegung
der Menge R. Wenn wir die Summen derjenigzn Klassen 7 £ R schaffen, die in einer und
derselben Klasse r ¢ R enthalten sind, bekommen wir eine Zerlegung S der Multialgebra A.
Die Zerlegung S ist dann und nur dann regulir, wenn die Zerlequng R regulir ist.

Satz 6. 4, B, R — wie im Satz 4. Dann ist B (1 R eine Teilmultialgzbra der Faktor -
multialgebra R.

V.

Satz 7..a) Ist die Multialgebra B mit der Multialgebra A homomorph, so ist sie mait
einer bestimmten Faktor-multialgebra an A isomorph.

b) Ist die Multialgebra B mit irgzndeiner Faktor-multialgebra an der Multialgebra A
tsomorph, so tst ste mit der Multialg:bra A homomorph. _ _

Satz 8.4, R, R, S — wie im Satz 5. Die Faktor-multialg:bras R und S sind isomorph.

Satz 9. 4, B, R — wie im Satz 6. Dann ist B (0 R mit B (] R isomorph.
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{ACTA F. R. N. UNIV. COMEN. III-1, MATHEM., 1958]

ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM.III, FASC I. MATHEMATICA 1958

0 ¢innosti JCMF na Slovensku
M. HARANT

Diia 13. XTI. 1957 zisiel sa Slovensky vybor JCSM na svoje tretie zasadnutie
od svojho zaloZenia (26. X. 1956), aby zhodnotil ¢nnost za minulé obdobie
a prejednal rad doleZitych tloh.

JCMF je dobrovolnd vedecks vyberova spolo¢nost pridruzens k CSAV
v Cechéch a na Morave a k SAV na Slovensku. M4 u# takmer storoéni tradiciu
(zaloZend r. 1862). V minulosti aj dnes m4 za tlohu starat sa o rozvoj matema-
tickych a fyzikélnych vied. Pred druhou svetovou vojnou vydsvala JCMF
vysokoskolské a stredoskolské udebnice, edicie populdrnych ai vedeckych knih,
mala svoj vlastny &asopis ,,Casopis pro péstovani matematiky a fysiky* —
dnes zmeneny na Casopisy CSAV — a pre ziakov byvalych strednych §kol
vydivala ,,Rozhledy*, ktoré sa tefili velkej popularite a z radov &tudujtcich
ziskali vela zdujemcov o matematiku a fyziku. Sedemdesiatpit roénikov
»Casopisu* déstojne reprezentovalo naSu matematicko-fyzikalnu vedu na
medzindrodnom fére.

V prvych desafrodiach existencie JOMF sa Zivot spolodnosti stistredoval
v Prahe, a aZ obdobie po zaloZeni lekarske;j fakulty UK znamenalo prvé za-
tiatky schadzania sa ziujemcov aj v Bratislave (okolo prof. Teyslera). Po
zaloZeni vysokej $koly technickej a jej preneseni do Bratislavy r. 1939 roz-
prudil sa zgujem o JCMF v omnoho vicsej miere. Publikdcie JCMF stavali sa
velmi vitanou, niekedy jedinou uéebnou poméckou pre nasu studujticu mladez,
ktord u% skér na strednej $kole bola odberatelom ,,Rozhledov‘‘. Okolo prof.
Hronea sa siistredilo asi 120 zéujemcov. Prispevky sa platili (za tzv. Sloven-
ského §tétu) ilegilne, dasopis a knihy dochddzali. Po oslobodeni, 6. II. 1946
bola ustavujtca schodza novej ,,Bratislavskej odbotky JCMF* s prvou pred-
néskou. A az do oktébra 1956 prednéskové &innost neprestajne trvala. Konalo
2 5—15 prednasok rodne, tasto_prednésali aj zahraniéni hostia. Aj Kogice
zadali mengiu ¢innost. Stanovy JCMF sa znova neschvalili, a tak celd &innost
pokragujie v tradicidch schédzok JOMF sa obmedzovala len na prednaskovi
¢innost,

Prelomom v &nnosti bolo vypracovanie novych stanov a ich schvéalenie,
Ustanovenie Ustredného vyboru (predseda doc. dr. Fr. Kahuda, min. gkolstva)
& napokon ustanovenie Slovenského vyboru.
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Na ustanovujiicej schodzke v Bratislave dila 26. X. 1956 bol zvoleny
Slovensky vybor JCMF v tomto zloZeni:

Predseda: Akademik dr. Jur Hronee, profesor UK v Bratislave
Podpredseda: Akademik dr. D. Ilkovi¢, profesor SVST v Bratislave
Tajomnik: dr. M. Harant, docent UK v Bratislave
Clenovia: Anton Dubee, zast. doc. VP v Bratislave

dr. J. Fischer, doc. UK v Bratislave

dr. V. Hajko, docent VST v Kogiciach

dr. A. Huta, docent UK v Bratislave

dr. L. Kresdk, ved. pracovnik SAV v Bratislave

dr. Fr. Krilan, odb. asist. SVST v Bratislave

Karol Rovan, profesor I. J RS v Bratislave

dr. .J . Vanovig¢, profesor VPS v Bratislave

Akademik dr. Stefan Schwarz, profesor SVST v Bratislave
Nahr. ¢lenovia: Pavol Bartos, profesor JSS v Z1. Moravciach
' Ladislav Berger, profesor J SS v Ziline

dr. inz. P. Gal, profesor SVST v Bratislave

dr. E. Jucovit, odb. asist. VSP v Pretove

dr. M. Kolibiar, doc. UK v Bratislave

dr. Cyril Palaj, doc. VSLD vo Zvolene
Revizori ic¢tov: dr. V. Medek, docent SVST v Bratislave

dr. V. Svitek, profesor VSP v Bratislave

Prave schodza 13. XII. 1957 ukézala, ako sa rozvinula Cinnost JCMF na
Slovensku za posledné roéné obdobie.

Prvou pricou nového vyboru, ktory stasne reprezentuje vybor pre kraj
Bratislava, bolo organizatne zachytit ¢innost pre celé Slovensko. Tak vznikajt
krajské pobotky v Nitre (10. XI. 1956), v Kogiciach (23. XI. 56), vo Zvolene
(24. XI. 56) — pre Bansko-bystricky kraj, v Nitre (5. XII. 56) a v PreSove
(13. IV. 57). Az do otvorenia pobotky v Pre¥ove, ¢lenovia z prefovského
a kogického kraja mali spolo¢ni pobotku v Kogiciach. Na otvoreni pobotiek
sa zudastnili akademik Hronec a docent Hacant. Pocet ¢lenov vzrastol na 320.

Rozpridila sa ziva prednaskova éinnost. Za pomoci aj bratislavskych pred-
naSatelov v pobotkich odznelo do 50 prednifok — ¢o jo asi 4—5-krdt viac
nez za minulé roky za to isté obdobie. Pekne sa rozvinuli pobotky tam, kde
st v kraji vysoké Skoly. Priemernd ndviteva prednigok je od 30—100. Naj-
rozsiahlejsiu ¢innost mala pobodka v Bratislave, v K& ciach a vo Zvolene.
Prednasalo aj viac zahraniénych hosti.

Popri prednéaskach vedeckého, popularizaéného a metodicko-didaktického
zamerania konali sa aj prednisky pre pomoc polytechnizécii v $kolskom vy-
uéovani (praktickd geometria, pokusy vo fyzike), prednasky pre prax (v Nitre
a v Bratislave), ktoré boli najpoletnejSie navitevované — az 150 tidastnikov.

Vytvorili sa predpoklady konania semindrov s vedeckou tematikou v Brati-
slave, v Ko$iciach a vo Zvolene. .

Velk4 starostlivost sa venovala zvySovaniu pomoci nagim JSS, ¢ uz formou
predniSok s vhodnou tematikou pre vyuéujteich, praktickymi semindrmi
v spolupréci s Krajskymi tstavmi daldieho vzdelavania uéitelov, alebo s pred-
nagkami vysokoSkolskych pracovnikov hodnotiacimi vedomosti #akov JSS,
zameranymi na odstranenie nedostatkov vo vyudovani matematiky.
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Nepriaznivé vysledky v MO (matematickd olympiada) za posledny rok
podnictili zvysit starostlivost o tento druah c¢innosti. V poslediioin obdobi
konali sa v krajoch semindre na tematiku nedostatkov, chyb, metdd rieSenia,
vyskytujfwich sa pri riefeniach dloh v MO. UvaZuje sa o vozSireni na Gast
fyzikdlnu. Ocakéva sa skvalitnenie prace nielen ¢lenov, ale aj Studujtcich.
Popri hodnoteni ¢innosti vybor sa zapodieval dalsimi dolezitymi problémami.

Treba predoySetkym poznamenat, Ze ¢innost JMCF na Slovensku je finanéne
zabezpetend v SAV, takze JCMF moéze plnit vietky Ulohy, ktoré mu boli na
poli vedy, &koly, popularizicie, pomoci praxe, v organizovani MO atd. zverené.

Vybor privital, ze ,,Rozhledy*, ktoré v roka 1957 oslavili 35. roénik, stavaji
sa znova vyhladavané Studujiicimi a Ze doc. dr. Palaj si zasluhuje pochvalu
za ich roz§irovanie v kraji Banska Bystrica (426 odberatelov). Skonstatovalo
sa, ze ¢asopis ,,Pokroky matematiky, fyziky a astronémie’‘.eSte v pluej miere
neplni poslanie ¢lenského ¢asopisu. i

Velmi dolezitym bodom jednania bola debata o liste UV KSC na zlepgenie
prace v JCMF a najmé o planovanom pripravnom roéniku pre vysoké skoly.
Podrobny rozbor a navrh sa zaslal na kompetentné miesta.

Dalej sa skonstatovalo, Ze na celostdtnom sjazde fyzikov v Prahe v septem-
bri 1957 ztdastnilo sa 10 ¢lenov z pobociek na Slovensku, pricom pobocky

_nevyuzili v8etky moznosti pre viadsia ucast.

Prediskutoval sa plan prednasok pre budice obdobie a uz dnes je prihlase-
nych asi 40 tém.

Ako najvicsie podujatie pre rok 1958 sa planuje pracovna schoédza (konfe-
rencia) Jednoty na Slovensku s matematickou problematikou. Ciel konferencie
bude:

a) zistit moznosti zlep$enia vyudovania matematiky na JSS zo stranky
vychovnej, organizacénej, odbornej a metodickej. V rameci tohto bodu odznejt
prednasky o celkovom stave matematiky, o problémoch ideologickej, politickej
a polytechnickej vychovy v matematike;

b) oboznimit sa s najdolezitejiimi matematickymi problémami vo vyskum-
nictve prirodnych a technickych vied.

Na konferencii sa ma zidéastnit 100 zaujemcov (z toho 30 z Ciech a Moravy)
a mé sa konat od 15. do 20. septembra 1958 v Smoleniciach.

V priebehu roku planuje sa umiestif pamitna tabula na dome, v ktorom
sa narodil velky slovensky matematik a fyzik J. Petzval, z prilezitosti jeho
150. narodenin. i

Cinnost Slovenského vyboru JCMF je bohaté a prispenim UV JCMF a po-
bodiek mozno otakavat jej dalsie zintenzivnenie. Takto sa slovenski matematici
a fyzici v spolupraci s deskymi pripravuji na zvlddnutie zvySenych uloh
V prospech rozvoja nasej vedy a ku skvalitneniu vyuéovania a socialisticke]
vychovy Studujiicich na nasich $koldch vSetkych stuptiov.

Doslo dna 28. II. 1958
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a taktiez uviest zmenSenie a text pod obrizok.

Kazdd prica musi mat rezumé v ruskom a niektorom zipadnom jazyku. K pricam, publi-
kovanym v cudzom jazyku, na¢im pripojif rezumé v slovenskom (Zeskom) jazyku a v jazyku
zdpadnom v pripade publikicie v ruskom jazyku alebo v ruskom jazyku v pripade publikicie
v jazyku zdpadnom. Nezabudnite pri rezumé uviest vidy ndzov price a meno autora v rovnma-
kom poradi ako v zakladnom texte. Za spravnost prekladu zodpoveda autor.

Autori dostivaji stlpcové a zalomené “korektiry, ktoré treba do 3 dnf vratif. Rozsiahlejsie
2meny pofas korektiry idd na farchu autorského honoraru. Kaidy autor dostane okrem
prislu$ného honoréru i 50 separatov. Redakénd rada
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