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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. I-11 MATHEMATICA 1987

Sur la théorie du systéme différentiel général
a coefficients variahles

J.HRONEC
(A suivre de Tom I, Fasec. I.)

IV. Résolution du systéme différentiel dans le eas n = 2

Pour n = 2, on a N = 0 et I'identité (13) s’écrit
-]

Z(Ou _ Co)(x - a‘l)o ==

1 2) 2
z [Afl.’,‘-llAS,,;, o — B, i BY, _J(x—a)y =0
d’ou

O_‘ %‘ ﬂ—i‘k
=2 2 2[4 Al — BUL OBl = 0

%=01,=0iy=0
d’ou l'on tire (23a) apres les substitutions (12) et (22). Pour n = 2, n inter-
viendra pas de R{ et ainsi, dans ce cas pour déterminer les coefficients ¢y, il
faudra procéder d une antre maniére lorsque les racines des équations déter-
minantes (19) er (19a) différeront entre elles de nombres entiers réels ou seront
confondues.

De (23a) il vient

fr=G00 V. ¢ 4+ G . Q. e + [GY + GO Ve = 0
Si nous y substituons 7r,, et r, & 7,, puis 7,, et 7,, & r, nous obtenons our c{V
y 11 12 1 12 22 2

et ¢ deux systémes linéaires de chacun 2 équations.
Le premier systéme linéaire donne

(1) (2)
) = — Dii clo ) — DY O
11 — L 12 — D 2
1 . 11
avec
( 0.0 0, ,1
O™ (5, 687 + G5, 105V,
Tz Ty , D(lll) —= ; Ty T2
, 3 ,0 ) :
" e, [O8, G40 + G3O),, [P,
T12 . Ti2 T12 T12
[ (1 0)]7”, [G(O ,0) + G(O 0)]711
DR = on'™ g
[G(l )]’21’ ) [G(O ,0) + G(O 0)]rn
Ty2 T12

1 Matematicky shornik



Le second donne

L T R P )
21 D2l

ou D,,, DY, D@ sont des déterminants analogues aux précédents, mais pour
les valeurs 7y, 75, 751, 5. Une fois ¢{V et ¢ connus, & partir de f, = 0 on peut
calculer ¢{? et ¢ et on obtient pour eux, de nouveau, 4 valeurs. En continuant
ainsi, on calcule ¢ et ¢ a l'aide f, = 0 et on obtient de nouveau pour eux
4 valeugs, sous réserve de la non nullité des déterminants

Dlo:

[(ry + 0)blY - (1}))](7'1217(2) b)) — BB,  (ruby — (1))[(712+U)b(2) (z?))] b7ob
[(rex + 0)BGY — B9 (r1ad - 5‘2))—5(1%)590), (rubfB — bR [(ry2 + 0)BE — bR b(”b(zh’
DZG=

b 2
(s oMY )b -6 U ) WD s )0 0
2
[0+ 0)0~ B0 rzbff — b8) ~ BEDE,  (rablh) — B8) L + 0)0B — B3]~ BEBR

Sion ary, + 0 =1, et ry + o = 1y, ¢’est-a-dire si des racines des équations
determinantes différent entre elles d’'un nombre entier réel, alors d’apres (15),
on a

(rnb(l) b‘”) (,.12 b2 (2)) b(z)b(lo) -
(rabdli — biY) (Tzzb(z) — b)) — bigby =
(rablt) = biY) (ridl) — BR) — BRbY = O

ce qui entraine D,, = 0. St donc racines des équations déterminantes différent
entre elles d’un nombre entier réel, nous ne pouvons déterminer qu’un seul couple
de coefficients ¢\ et ¢, et pas 2.

Si le discriminant de l’équation (19) est nul, on a r,;, = 7, . Mais si ¢’est celui
de I’équation (19a) qui n’est pas nul, nous ne pouvons encore déterminer qu’un
seul couple de coefficients ¢ et c(") Si le discriminant des équations (19) et
(19a) est simultanément nul, nous devons avoir s, = Sy, et nous ne disposons
plus que d’une seule équation pour le calcul de ¢{?, et c¥.

Le systéme différentiel (1) pour » = 2, se présente sous la forme de 2 equa—
tions différentielles du second ordre. Celle d'y, , est

d? a,\ d , a,
d;:/‘; + (au + @y — f) d—:il + [au — Ounty — Ay (a_n == “42)] Yy, =0

21

avec
A da‘.il a/ dall
dx ’ dx

et celle d'y, est de la méme forme, sauf que les indices 1 et 2 s’y échangent.

Si les coefficients du systéme différentiel ont la forme (9) pour la condition
de détermination des points de résolution, il en résulte que celles-ci appartien-
nent au type de Fuchs seulement si

8 + 81 = 2.



La forme normale du systéme différentiel par rapport au point singulier
x = a,, donne d’aprés (10) les équations différentielles.

o d2?/1 dyl
(27) (x — “1)'P01P02P21W + (x — a,)4,(x) Fr + By(x)y, = 0,

a2 dy,
2 T2+ (@ — a)Ay(e) G2 + Bya)y = 0,

(x — a,)*Py Py Py
ou l'on a
Ay(z) = — (PpPos + PoP1y)Py — {(x — a))P3 Py —
— Py[Py + (x — a))Py]}Pg,
B\(x) = — (x — a))P[,Po Py — Py.P3y -+ (v — ay)PyPoPyy + PPy Py .

A,(x) et B,(x) s’obtiennent respectivement & partir de A,(x) et B,(x) en y
permutant les incides 1 et 2. Les accents désignent des dérivations.
Puisque nous avons

(x — a))Py = (851 — )Py + 8ua(® — @) [@(2)]'»1 . P(x),
(@ — a)Pl; = (85 — )Py + (80 — 1) (x — ay)2[g(x) ]! . F(2)Gyy() +
+ (@ — @) [p(x)}="1G (),

ou F(x) est une fonction rationelle entiére ce qui entraine que cellec-ci n’ont
pas de point singulier en z = a,, les équations différentielles (27) ont une
forme normale par rapport au point singulier x = @, pourvu qu’on ait s,; = 1,
8, = 1. Sion a sy <0, 8, = 0 les coefficients a,, et a,, n’ont pas de point sin-
gulieren x = a,. Sion a s, = s}, = 1 les équations différentielles appartiennent
au type de Fuchs.

Les équations déterminantes des équations différentielles (27) coincident
avec les équations determinantes du systéme différentiel (19) et (19a).

Si des racines des équations déterminantes (19 et (19a) différent entre elles
de nombres entiers réels, c’est-i-dire si on a par exemple 7y + 0 = 7y,
Tae + 0 = 1y,, alors il vient D,, & 0, D,, = 0 et nous pouvons calculer les coeffi-
cients ¢{? et ¢{9,0 =1, 2, 3, ... Sinous les considérons comme des fonctions des
variables r, et r,, pour des valeurs de r, et r, suffisamment petites, les séries
déterminées par ces coefficients convergent et déterminent des fonctions
continues et pourvues de dérivées on en tire

%= q(x — a;, ), Yo = Go(® — @y, 13).
On en tire

Yn = [(x — a1, 1)]l=n,» Ye = [9a(@ — @y, 13)]r,=r,, -
Pour le calcul des coefficients cf) et ¢, 0=1, 2, 3, ..., toutes réductions

faites on trouve les facteurs
o P
i BER.
D, 20 D, 20

ol pour une valeur donnée et finie de o, D,, s’annule. C’est pourquoi les con-

stantes ¢{* et ¢{ sont choisies de telle fagon qu’on ait



0) —
¢ = D,, . D, ...Dz(,cl,
¢ — D, . Dy ... Dy cy,

20

ou ¢, et ¢, sont toujours des constantes arbitraires, ou I'on a ¢ = o et

0 a, 0gs(z — ay,
Yoo = [_g_l(x a/,-l 1 _7_1_)] , Yus = [ 9a(2 67.2 1 7'2)] )

ry=r—o Ta=Tr12—0

Sion a Ty = Ty, OU bien 7, = 75, OU simulta.r\lément Ty = T3 b 1y = 74y,
alors on (.letermu}e Y11 Yo Yaz» Yoo de cette maniére, seulement ¢ et ¢ y de-
meurent inchangées et o = 0

V. Les séries qui verifient le systéme différentiel ayant des points d’indeter-
“mination ont un domaine de convergence

Pour plus de simplicité nous la démontrerons pour n = 2, le raisonnement
étant le méme pour n quelconque.

Le coefficient général d’une telle série, si nous considérons le systéme

lfln =0, [, = 0

T1g

est
(1)
c(n) [ _Bu, C(())
11 ]‘)ln 12
avec
D, — 14y, 4, |
A, Ag
pour
R 9
. 4y, = [(ry + )b — b1 (rid — b)) — bRBLY,
' Ay = (bl — %’)[(Tu a)biy — b1 — bIRbLY,
! Ay = [(ry + 0)b) — b1 (Tzzbf)f)) b&) — bipb%),
Ag = (b — b)) [(re2 + )R — bR — (Z) by
(i1473) (0,0)
6 % 0—x [G”‘::vﬂ x— ;2],“[G a]'n
(1) Z N Z . et c(il) c("z)
-4 » (0,a) - i 12
w0050 i G"‘-t:.’w_l,]f.,[G " ’
Tog
o 1y, 8y & O.
n a
o] =| | 1,
1 Dlo

et en outre
) 0,
[G(IL::,)G u—i,]r" ) [G( ¢ ]ru

T2 . T2 (i) (1)
e ] =R P (A R
=2 2 2 = Lyt
%x=01;,=013=0 10
1:1’ ":2 :*’_' g.



Les fonctions rationnelles entiéres (11) ont au point z = @, une valeur
finie et elles ont une certaine valeur maximum et une certaine valeur mini-

mum. Nous désignerons par M la valeur maximum des coefficients (), et

b, A=10,1,2,... et par m leur valeur minimum. Q désignera la valeur
maximum des coefiicients b, et b, et q leur valeur minimum. Alors on a

[Dig | > (mq)? | [(ry — 1)(ryy — 1 4+ 0) — 1] . 0(rss — 739) |,
[G(Il—'::,)o ”—"a]fu ’ [G(()g,“)]'l 1 |
"1 < (M2 | [y — 1)(ry — 1+ %) (0 — 1) —
("1"2) (0,0) .
[Gx —1y,0—x— 1,]!'11” [G LpY1 - @1] (722 - 7‘12) "

T22

1y, % = 0.

Etant donné que %‘ <1, %2 < 1, si 'on compte & partir d’une valeur dé-

finie et finie o0 = p, pour ¢ > p on a constamment,

M.Q\2 & X ° :
< () 2 5 5 peft) o] o]
q %=01;=01=0

(ira)

De 1a, en posant

ou encore

(o) o—x
11 < (i) ()
) 2. Z fei” . ad' |,
1 = _—()

i l\/;°

= |01 <

iy, ty = 0.

x O :( .
33 . e =10,
il vient

o
o5Vl < 2 10,
%*=0
»

Tant que ¢ < p, choisissons des nombres positifs f,, f1, - - ., Bo+1 tels que
lC(lol)|</30a |0(111)|<ﬂ1” IC(lg%l< ﬁg; |O(101+1)|<ﬂo+1

et si 0 > p, soient
- o‘ *
ﬂo+1= %Oﬁo—x’ c=p0+1, Q+2,

En en tenant compte, on a

o+1 e+1

I 0(101+2) l < 24 | C(lglbl—x) | < Z ﬂ(ﬂ-l—x = ﬂo+2'
%=0 %=0
Nous aurons de la méme fagon

l 0(191“3) I < ﬂe+37 ‘ C(lolfo I < ﬂ9+4s DECRY



ol B,.2, Bo+as Bo+a,- .. Sont aussi des valeurs positives. Pour o < p posons

bo = ﬁo: bo+1 = ﬂo+l - 20 ﬂo—x‘

Il vient
(L—2)(by + b2+ ... +5,142%) by 4+ bz + ... 4 byyy2ett
1 — 22 - 1 —2z—22— . -
=€)+ &2 + 622 + ...,
ou l'on a

2= — a,.

1 .
La série du second membre converge tant qu'on a |z | < — . On en tire

2
by + bz + ... + bpa2®Tt = (1 —2z—22 — ...)(gp + 62 + 822 + ...).
Il en résulte que
ﬂo=eo, /31=8l,..., ﬂgzsg’ ﬁo+1=89+1'

Si o >p,on a
g+1 o+1

ot = 20 o+1-x = Z Bot1—x = Bosa-

Nous aurons de la méme fagon

g+3 ﬂg-&-a’ £g+4 = ﬂg-{--h LRCRON )

c’est-a-dire que la série de puissances

s . 1 . .
converge aussi dans l'intervalle |z | < 5 - Mais alors la série
.

o0 -
2 Oflz

r=0

converge aussi dans cet intervalle et la série

%1(“7—“1 = % P (x — a,)
converge dans l'intervalle
MQ
le—al <5 (59 1ep).

On démontrerait de la méme fagon que les séries gy(x — a,), @u(z — a,),
®aa(* — @;) ont aussi leur intervalle de convergence. Dans le cas général (Q )

remplace la puissance 2.
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VI. Relation entre les racines des équations déterminantes.

La forme normale du systéme différentiel (1) par rapport au point singulier
x=a,, pu=12,...,0 est

ou
dy. _ < 1 G ()
de — AV = &, To@)a " x — a,).

Les 2 premiers termes des équations déterminantes correspondant au point
singulier = a,, sont

n ¥
7';2'—7'75_1[—12 (82 — 1) + Z b(1)] *s

=1

ouonail*k k=12 ... n,

(v)

buO _ I:P'w] = llm Gmm(x)
z=a,

?807—— 1—)(; ->a, ¢()

En nous basant sur ce résultat nous obtenons

(r—a,) = Res,,ua,,,.

n n n
Z 3:‘ Z (81!: - 1) + Z‘l Resaua’m’

A+ Ek, k=1,2,...,n
et en outre on a

z ,2'7‘5‘ ='—a Z ($u—1) + Z 3 Res, avv

w= 11'

Si le point singulier = co n’est pas un point d’indétermination, la solu-
tion du systéme différentiel au voisinage de ce point est,

La forme normale du systeme différentiel (1) par rapport au point singulier
T = ooest :

dyk s 1 A,I;(x)
=2 Vg Tplo)Ta

et les deux premiers termes des équations déterminantes correspondant au
point singulier x — oo sont

B ro pw
Vl—l[ %(slk_l +Z b()] ooy
Ak,



oll on a maintenant

b8 _ i Gu()
b(‘l') _lgg ¢p(:z:) :

Si on désigne par 74"V les racines de I’équation déterminante qui précéde on a
gne p q qui p

x = — Resy a,,.

2 ,’.(001)_ 2 (8/k— l) + Z Resm Qyy

r=1

Ak
et ainsi on obtient
th n n
(282) 22 =—(@—12
. n=1i=1 ) ==
A £k, k=1,2,...,n
On en tire pour toutes les racines des équations déterminantes
(.il noon n n
(28) 22 2 =—(@—12 2 (u—1),
n=11=1k= = =

A=k

Le nombre des racines des équations déterminantes est n%(¢ + 1), mais comme
il existe entre elles cette relation, le nombre des racines indépendantes entre
elles de cette équation est donc de n?(c + 1) — 1.

Si on a s;;, = 1, alors

n[\/s

pRPL

et la forme normale du systéme dlfferentlel par rapport au point singulier
r=a,, p=12 ..., 0, est

dy,
Ar Z Y. 9z

x—ab;_

n

ou les g;,(«) sont des fonctions holomorphes au point = a,. Par le chan-
gement de variable

¢=x—a,
un tel systéme différentiel prend la forme

dy,
dt Z Y. g,«.k

ot le point singulier x = a, a disparu, c¢’est pourquoi dans le cas o s;;, = 1,
le point singulier peut étre supprimé et n’est ni un péle ni un point singulier
essentiel.

Considérons maintenant 1’équation différentielle du type de Fuchs:

dy dn——l
dxl_}_ pl dx,_l + . +pny_0)



avec

_____ . k:l,2,---;na

ou les G, (z) sont des foctions rationelles entiéres de degré au plus égal a k(o — 1).
Aprés la substitution

d d"_l’l
Y=Y, &%: Yas - - s ‘(T‘_Jl= Yur
cette équation différentielle donne le systéme différentiel spécial
dy.
L s E=12,m 1,
(29) dy,
_d; = — (pnyl + P.—1Y2 + oo + plyu)

et inversement un tel systéme différentiel spécial conduira & une équation
différentielle donnée du type de Fuchs et a une seule équation déterminante

dont les racines sont r,, 2 = 1,2, ..., n. Dans ce systéme différentiel on a s;, =
=0,k=12,...,n—1,
s, =n—21+4+1, A= n,

ce qui donne la relation (28a)

o+l n e+l n

SN SN n.(n—1)
S S5 5 =g —r =D
u=1li=1 - u=11i=1

laquelle est la relation de Fuchs bien connue pour les racines de 1’équation
déterminante de 1’équation différentielle du type de Fuchs. C’est relation
n’est d’ailleurs qu'un cas particulier de la relation (28).

VIL. Relation entre les racines des équations déterminantes et entre les
coefficients du systéme différentiel

Désignons par 7%, 4, k=1,2, ..., n, u= 1,2, ..., 0, 0 + 1, les racines
des équations déterminantes correspondant au point singulier x = a,, les
e désignant les racines des équations déterminantes correspondantes au
point singulier x = oco.

Les coefficients des équations déterminantes, correspondant au point sin-

tZgiulier * = a, seront désignés par. BY pour les puissances r¢. Ils sont formés
€ Sk — 1,

by{)). I bk,
40 s o e AL
bg(‘))u bgf))u 2 ou 8 1= Tz Tks A%k,
k),
bik): « [ Pu — I Gulx)
e = | P = lim —~= (2 — a,),
00 ok Jz—a z—a, Q?(x)
Py

bifhu — lim (%) .
bg:]),u o ?; z—»au‘— z-a, [9)(55)]'1:2 (@ au).



Entre les r{f) et entre les BY, u = 1,2, ..., o, on a les identités

0
(r—=rl) oo (r —) = 2, (— IPBY, 1%,
e=n

olona BY¥ =1, (—=1)=1.

Cela se traduit par n relations pour chaque valeur de k et de u soit au total
n? . o relations.

Au point z = oo nous avons 'identité

0

(r+ D) oL (4 g D) = 2 (— 1)PBED, re.

o=n
Cette identité se traduit par n relations pour chaque valeur de k, soit au
total n? relations.

I1 en résulte qu’il y a entre les racines des équations déterminantes et les
coefficients du systéeme différentiel n%(oc + 1) relations. Mais la relation (28)
est vérifiée par les racines des équations déterminantes elles-mémes et c’est
pourquoi entre les racines des équations déterminantes et les coefficients du
systéme différentiel il y a n%(c + 1) — 1 relations indépendantes.

Les fonctions rationcelles entiéres G,;(z) sont pour A == k de degré au plus
égal & (¢ + 1).s; — 2 et pour 4 = k de degré au plus égal & 0 — 1 et ainsi
chaque équation du systéme différentiel a au plus

o+@+) 2 sm—m—1),  i+k

coefficients constants et le systéme différentiel tout entier a au plus

M+nw+UE¥M—Mn—U

coefficients constants. Entre ceux-ci et les racines des équations déterminan-
tes, il existe n%(c + 1) — 1 relations indépendantes. S’il y a autant de rela-
tions indépendantes que le systéme a de coefficients indépendants on a

-n[0+(c+l)isz,€—(n—1)]——n2(a+1)+1=0

soit
MW+%—%W+U(L+Z&4—I=Q A= k.
i=1

Si cette équation du second degré entre le nombre entier positif o et le nombre

n
entier > s,,, A & k a une solution pour le nombre entier positif n alors les
i=1

relations indépendantes trouvées permettent de déterminer les coefficients
constants du systéme différentiel et donc le systéme différentiel lui-méme
correspondant & des points singuliers donnés et & des racines données des
équations déterminantes associées aux points singuliers.

10



n
Siona z 8;; =0, A%k, on a seulement une équation différentielle du pre-

i=1

mier ordre, il en résulte que s;, = 0, 4 = k, et I’équation différentielle s’écrit
dy _ R(z)
dz  ¢(z)

ou R(x) est une fonction rationnelle entiére de degré (¢ — 1).

Celle-ci prend au point sing. = au la valeur %) = (1 4 r,) . 5%, ol r, est
racine de I’équation déterminante correspondant au point singulier z = a,
et ol on a

: x
b = [Pyleea = lim _o(z)
00 Lokle=a, —a
z—a, L — Gy
ce qui donne

[B(2)]z=a, = (1 + 7,) . b, =12 ...0,

Ceci étant écrit pour les o coefficients de la fonction rationnelle entiére R(z),
on obtient o équations linéaires & partir desquelles nous pouvons calculer ces
coefficients étant donné que le déterminant de ces équations n’est pas nul.
Si nous prenons le systeme différentiel spécial (29), le nombre de tous les
coefficients constants est
Or(n—l—l).n n.(n—1)
2 2 ’
Entre eux et les racines des équations déterminantes il existe n . (0 + 1) — 1

relations indépendantes. S’il y a autant de relations indépendantes que de
coefficients constants on a

nfc —1)—n.(c+1)+2=0.

Siec=1l,onan=1etsio >1,onanl=letn2=(;———l-
aussi un nombre entier positif. Ceci n’est possible que si ¢ = 2 et si en outre
n, = n = 2. On peut transformer un tel systéme différentiel en une équation
différentielle du type de Fuchs, du second ordre ayant deux points singuliers
a distance finie. C’est une équation différentielle qui peut étre transformée
en une équation différentielle hypergéométrique.

. m, doit étre

(Regu le 1 novembre 19565.)
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Nutné a postaéujiice podmienky, aby diferencidlny systém nemal body
neurditosti

(Pokralovanie z &isla 1)

J. Hronec

Resumé

V kapitole IV podava sa urlenie koeficientov nekonenénych radov rieenia, ked su
rovnice dif. systému dve. Uréenie koretiov determinujicich rovnic je dané rovnicou (186)
kapitola III. Pri r =17y, & r =7y, Te8p. Pri r =ry,, r =7y, Z rovnice f, = 0 pre koefi-
cienty nekoneénych radov c(") acy, 6=1,23, ..., dostaneme dva linedrne systémy. Ak
sa liSia korene determmujucxch rovnic v celych rea]nych gislach, je D,, =0, a vtedy

moZno uréit len jednu dvojicu koeficientov c(") (") Ked je diskriminant rovnice (19)
nula, méZeme uréit tieZ len jednu dvojicu. Ked je dxskrlmmant tak rovnice (19) ako aj

rovnice (19a) nula, méme len jednu rovnicu pre dvojicu c(") (") Dalej sa urdi savis
tohto dif. systému s diferencidlnou rovnicou Fuchsovho typu

V kapitole V sa ukéZe, Ze takto urené nekoneéné rady maji vZdy uréity obor kon-
vergencie, ktory nie je nula. Postup je taky, Ze sa vyjde z vyjadrenia koeficientov

1
(11 D( ) 0(10)

"~ Dy
a ukéZe sa, %e tymito koeficientami uréené rady konverguju v okoli

M Q 0

o= ol < (mg) 101,

kde M je maximélna & m minimélna hodnota koeficientov bilo),, a bﬂzk rovnic (11). @ je
maximéalna a ¢ je minimélna hodnota koeficientov b(,zgk a b(f,lk rovnic (11).

V kapitole VI je uréeny suvis medzi korefimi determinujacich rovnic a pride sa
k tomu, ¥e medzi vSetkymi korefmi vSetkych determinujicich rovnic jestvuje relé-
cia (28). Na konci tejto kapitoly sa ukéZe, Ze tzv. Fuchsové reldcia je Specidlnou reldciou
relécie (28).

V kapitole VII poddva sa zasa sivis koretiov determinujucich rovnic a koeficientov
diferencidlneho systému a pride sa k tomu vysledku, Ze medzi korefimi determmujucxch
rovnic a medzi koeficientami dif. systému jestvuje n2(¢ + 1) — 1 nezdvislych savisov,
kde n je podet rovnic a ¢ pofet singularnych bodov v konelne. Cely dif. systém mé
najviac

n
ne + n(o + 1)~Z s —n(n — 1)
i=1

kon‘étantnych koeficientov. Ked mé rovnica
n
n[o+ (c+1) Z Sk — (n+ l)]-—1L2(0+ )+1=0
; i=1

rieSenie 0 celom kladnom &isle n, potom z uréenych nezévislych sivisov mézeme uréit
konitantné koeﬁcxenty dif. systému pri danych smgulémych bodoch a danych koretioch
deierminujuicich rovnic.
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HeoGxoaqnMbie 1 NOCTATOYHBbIE YCIOBHA, YTOOBI y mu(pepeRnuanbHoOi
cucreMbl He GbLIO TOYEK HEONpe/IeJeHHOCTH.

I0. T'ponen
(ITponosxennc?)

« Peawome

B riase 1V, aBrop onpeaenser koagduimentni 6e¢ KOHCUHLIX PHJIOB PEIICHASA, €CJIH MHCIIO
ypasueunii quddepennuanbroil cutenmbl ga. OnpejiesicHue KOPHCH JCTePMUHYONCTO ypaB-
HeHist faHo ypaBHenueM (16), ro. ITLL. Jlas r = 7y, r == 7y, WIH KC JUIA 7 = 75, 7 == Ty,
u3 ypaBHeHnst f; = 0 noayduM g Koad@uiMeHTOB Gec KOHCYHBIX PAIOB P uc, o=1,
2, 3, ... ;ABe JuHeiiHnie cucTeMol. Ecim passnia wopuell JCTEPMMHYIOIMX YPABHCHMIA
COCTABJACT I[CJI0€ ACHCTBUTENIBHOE UMC0, TO Dyg = 0 M TOIJIA MOMSHO ONPEACTUTDH TO.BKO

ofHy napy xoaddunuenton ¢ u . Ecau suwop ypasmenus (19) pasen HYJII0, TO TOME
MOKHO ONIPEIC/INTE TOJIbKO oy NMapy. Eciin Munop, kax ypasnenus (19), Tak u ypaBHeHMs

(19a), paBen nyJ0, NMOJYYAM TOJIBKO OHO yPaBHCOHHC JUIS NAPbl ¢ u e, Jlaiee onpene:-

seTest ¢BA3L MOKAY 9TOM Auddeperimainbhoii cnereMoil M audPepeHInabHRIM ypaBHCHACM
raacca Dyrkca.

B raase V aBrop MOKaspiBACT, UTO TAKHMA 00pasoM onpejiesicttpie Gecrotedinbie psjusl
HMCIOT BCCTAIA OMPECJACHHYIO 00JIACTh CXOJMMOCTA He pasiy ny/mo. lloerynaor tak, 4ro
HCXOAAT M3 BRIpaskeHus Kkoaddunuenrton

o) = — DiY o

10

H JIORA3LIBAIOT, YTO Psjibl, ONPCICIACHIIBIC 3TUMH l(()ﬁq)(l)lﬂlﬂ(‘“’!‘ﬂMH, CXO/ITCA B OKPECHOCTH

L2 ey,

lx_al|<"2_(m q i

C(\'ll)l

npudeM M ABAACTCA MaKCHMAJILHON, a4 m MUHMMAIbHOH BeJHYuMHOH KoadduitneHToB bs.lo)k

" ab(;.l,f,‘. YypasucHust (11); @ MareMMAJLHON, a ¢ MMHMMAIBHOW BeaMYMHOK KO3PPUMIMCHTOB
bf—}_,)k u b‘,_“uk ypasuenusa (11).

B raase VI onpegescHa cBsich MY KOPHAMM JACTCPMHHYIOUIMX YPABHCHMI M IpH-
XOJAT K 3aKIIOYCHMIO, YTO MEK/Y BCCMM KODHAMM BCEX NeTePMUHYIOUIMX ypaBHEHMH HMMeeT
MCCTO cOOTHOHICHHUe (28). B xoHIle 9TOM II1aBbl JOKABBIBACTCH, YTO TAK HA3BLIBACMOC COOTHO-
menne Mykea sABIAETCA CHCIMAIBHBEIM COOTHOIICHHEM COOTHONICHHA (28).

B raase VII yrazaHa c¢Bsasp MLy KOPHSMM JIETCPMUHYIONMX ypPaBHCHUI M Kodddn-
unenramu auddepeHimanpHoil cHCTeMb, M aBTOP NPUXOAUT K PC3YJbTATY, YTO MEMLY

. KODHfIMH JICTePMHHYIOIMX YpaBHeHMil M Kosddunuentamu auddepeHunansHol CHCTEMBI
cymeetByer n¥(@ + 1) — 1 He3aBHCHMBIX CBfA3CH, TAC n YUC/AO YPABHCHHH, a @ YHCIO
ocofuix Tower B KoHeurocTH. Besa andepennnanpHas cucTema mMeeT GoJiblIC BCEro
n«
- no + n(o + 1) 2 83 —n(n — 1)

=1
NOCTOAHHBIX Koagdunuentos. Ecin peleHueMm ypaBHCHUS

n

nlo+(@+1) > su—(m+1)[—n2o+1)+1=0
=1

ABJACTCA 11e710€ TI0JIOKHUTEIbHOE YHUCJIO n, TO M3 ONpe/leJIeHHBIX He3aBHCHMBIX CBs3el,
MOKHO Onpefe/auTh NMocTosiHHBIC KO3PduumenTsl AuddepeHMaIbHON CHCTEMbI, €CJIM JAHBL
oco6ue TOYKM ¥ KOPHM JIeTePMHHYIOUIMX yPaBHEHM.

!) Ilepas vacts Hanewarama B jxkypHame: Acta facultatis rerum naturalium universi-
tatis Comenianae. Tom I., Fasc. 1.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. I-11 MATHEMATICA 1957

Deskriptivni geometrie n-rozmérného prostoru I.
J. SRB

Uvod. Protoze pfimé uziti principu promitdni neni dost vhodné pro obecné
vybudovani té ¢asti deskriptivni geometrie, kterou pro » = 3 nazyva Miiller
linedrnimi zobrazovacimi metodami, uzil jsem pii sestrojovani této &asti
deskriptivni geometrie n-rozmérného prostoru jiného postupu, jehoz pod-
statu v tomto Gvodé vylozim pro m-rozmérny projektivni prostor.

Uvazujeme-li n-rozmérny projektivni prostor S, jako mnozinu jeho k-roz-
mérnych podprostori S;, (0 <k <n — 1), je témito podprostory déno roz-
déleni mnoziny nadrovin prostoru S, na t¥idy 2, ,_;, [(n — &k — 1)-rozmérné
svazky nadrovin prostoru S, s basi §,] navzdjem ekvivalentnich skupin n — k
linedrné nezavislych nadrovin svazku prostoru 8, s basi S, (v dalsim skupina
l.n.n.); zfejmé kazda skupina l. n. n. ndlezi alespoii jednomu svazku X, ,_,
a dva svazky X,_, ,, 2. ., jsou bud totoiné, nebo nemaji spoleénou sku-
pinu l. n. n. Libovolnou skupinu l. n. n. svazku X,_,_, mizZeme proto volit
jako jeho representaci. Pro k = n — 1 obsahuje kazd4 t¥ida X, jediny prvek,
nadrovinu prostoru §,; uvazujeme pak S, jako mnozinu jeho nadrovin,
t. j. t¥id navzijem ekvivalentnich skupin n linedrné nezivislych bodd nebo
navzajem ekvivalentnich skupin n — k — 1 linedrng nezavislych podprostori
8Si+, nadroviny, které nalezi svazku této nadroviny s basi S, (0 <k < n — 3);
kaidm‘ls’ z téchto skupin muZeme pak volit jako representaci nadroviny pro-
storu §,.

Volbu skupin I. n. n. representujicich svazky X, , , prostoru S,, nebo,
coz je totéz, jejich base S,, provedme takto: Libovolné zvoleny podprostor
S, ;-1 prostoru S, protnéme libovolng volenou skupinou I. n. n. representu-
jici néktery podprostor S, prostoru S,, ktery nema s S,_,_, spoleény bod,
v n — k prostorech 8¢ _, ,, (1t =1, ..., n — k). Jako representaci kazdého
podprostoru S, prostoru S,, ktery neméa s prostorem S, ,_; spoleény bod,
zvolime tu skupinu % — k l. n. n. svazku X, ,_; s basi S;, jejiz nadroviny
prochdzeji prostory Si ,, (=1, ..., n — k); nadrovinu této skupiny,
kterd prochazi prostorem S _, ,, (1 <i = n — k) nazveme i-tou slozkou této
skupiny nebo i-tou slozkou prostoru S, skupinou urfeného. Kazdy pod-
prostor 8, prostoru S,, ktery nema s S,_,_, spole¢ny bod, mé potom pravé
]edn}l skupinu n — k slozek. i-té slozky vsech podprostort S, prostoru S,,
které nemaji s prostorem S, , , spoleény bod, tvoifi mmnozinu nadrovin
(k + 1)-rozmérného svazu prostoru S, s basf Si_ e (1 =% =n—k), z néhoz
Jsou vynechdny nadroviny podsvazu s basi S, -,, (i-ty svaz slozek) tak, ze
ka%da skupina » — k nadrovin, z nich# kazd4 nalezi pravé jednomu svazu
slozek tvo¥i skupinu'n — k slozek pravé jednoho, podprostoru S, prostoru S

ns
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ktery nems s S, ., ; spoleétny bod. Ma-li r (2 <r <k + 1) k-rozmérnych
podprostori S, prostoru S, z nichz nema zadny s S,_,_, spolcény bod, spoleény
prostor S;_,,, dimense k — r + 1 = 0, maji ¢-té slozky téchto podprostori pro
kazdé ¢ =1, ..., n — k priseény prostor dimense rovné nejméné n — r,
t. j. dimense prostoru §;_,, spojujictho prostoru prostori S, a S;_;,
tak, ze S¢_, je pro kazdé s podprostorem tohoto prise¢ného prostoru slozek,
ktery je alespoii pro jedno 7, (1 =4 < n — k) s prostorem S._, totozny a spo-
jujici prostory Si_, nélezi pro ¢ =1, ..., n — k témuz (n — r + 1)-roz-
mérnému prostoru spoleéného podsvazu svazli slozek s basi S, ;. Této
vlastnosti mizeme ddt jiny, pro nd§ Gcel vhodny vyklad: Jsou-li podprostory
8i_; i-tych svazh slozek pro ¢ =1, ..., n — £k uréeny tymz podprostorem
S;_,+1 prostoru S,, potom kaidy S,, o, (1 £2 <n — k) nalezi prostoru
8,11 podsvazu i- “tého svazu slozek takovému, ze si prostory S:_,,., pro
1 =1, ... n— k koresponduji v mdentlckych kolineacich mezi podsvazy
8 basemi S, ;_, vSech dvojic svazi sloZek. (Systém Fidici S-incidenci.) Pod-
prostory prostoru 8, dimense vétsi nez k, z nichZ jsou vynechdny body, které
maji spole¢né s prostorem S, , ,, jsou mnoZiny prostord S, neprotinaji-
cich S, ;_;, které maji s jistymi soustavami prostori S, téze vlastnosti pra-
se¢né prostory dimense mensi nez k. To jsou hlavni vztahy, které dovoluji
interpretovat geometrii prostoru S,, z néhoz jsou vynechany body prostoru
S._¢-1 (prostor S, ;-afinni), jako geometrie ve svazech slozek, kde jsou
vzajemné vztahy mezi slozkami representujicimi podprostory prostoru S,
s danymi vzajemnymi vztahy vazany uvedenym zptsobem systémem fFidicim
S-incidenci (systém slozkové representace s prostorem S, sprazeny) a naopak.
Tato interpretace je invariantni vzhledem k regularnim kolineacim jednotli-
vych svazu slozek, t. j. zobrazime-li kazdy svaz slozek libovolnou reguldrni
kolineaci na (k + 1)-rozmérnou varietu (podprostor, svaz, ptip. Gtvar z nich
sloZzeny) prostoru §,, zachovaji tato zobrazeni vzijemné jednoznaéné prifa-
zeni skupin slozek a podprostorit prostoru S, témito skupinami represento-
vanych i vzadjemné jednozna¢né prifazeni projektivnich vztaht mezi témito
podprostory a vztahti mezi skupinami slozek je representujicich, protoze zu-
stanou zachovany vztahy mezi slozkami jednotlivych variet i vzajemné pri-
fazeni téchto vztahd mezi riznymi varietami slozek dané transformovanymi
kolineacemi systému fidiciho S-incidenci. Transformovand soustava variet
slozek pak obecné neni s prostorem S, spfaZend, t. j. slozky této soustavy
nebudou obecné nadroviny prostoru 8,, obecné nebudou prochézet prostory
jimi representovanymi a kolineace transformovaného systému fidiciho S-in-
cidenci obecnd nebudou identické.

Volbu representace nadrovin prostoru S, provedeme takto: V prostoru S,
zvolime libovolné n — k linedrné nezavislych (k + 1)-rozmérnych prostort
Si, =1, ..., n— k) svazku (k + 1)-rozmérnych prostoria prostoru S,
s basf S,, (0 <k =n — 2), (prostory slozek). jako representaci nadroviny
prostoru §,, kterda neprochazi prostorem S, zvolime tu skupinu n — k k-roz-
mérnych prostord Si, ve kterych nadrovina protind prostory slozek Si.,,
(t=1, ..., n —k); prostor Si, (1 =7 <n — k) této skupiny nazveme i-tou
slozkou nadroviny. Ka#dé nadroviné prostoru S,, ktera neprochazi prosto-
rem S, pak nilezi jedind skupina n — k slozek. i-té slozky vSech nadrovin
prostoru S,, které neprochizeji prostorem S, tvofi mnozinu nadrovin i-tého
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prostoru sloZek, z niZ jsou vynechiny nadroviny svazku s basi Sy tak, Ze
kazd4 skupina m — k nadrovin prostoru sloZek, z nichz kazda nélezi pravé
jednomu z téchto prostordi, a které se protinaji v témz (k — 1)-rozmérném
podprostoru prostoru S, tak, Ze Ziddné z nich timto prostorem neprochdzi,
tvori skupinu sloZek pravé jedné nadroviny prostoru §,, kterd neprochézi

prostorem S, ; nebo: n — k nadrovin S prostort slozek, z nichz kazdd nélezi
pravé jednomu z téchto prostori, tvofi tehdy a jenom tehdy skupinu slozek
téze nadroviny prostoru S,, kterd neprochazi prostorem S, neprochazi-li
3adné z nich prostorem S, a koresponduji-li si jejich priseéné prostory Sj_,
s prostorem S, v identickych kolineacich mezi podprostory S, dvojic prostort
slozek. Slozky nadrovin (& + 1)-rozmérného svazku s (» — k — 2)-rozmérnou
bast S,_;_,. kterd nemaé s Zddnym prostorem sloZek spoleény bod, jsou nad-
roviny prostor sloZek, které si koresponduji v systému kolineaci mezi dvo-
jicemi prostoru slozek se spoleénym prostorem samodruznych boda S, tak,
ze takovym dvéma riznym svazkGm nadrovin naleii dva razné systémy
kolineaci. Je-li (k — r 4+ 1)-rozmérny (1 = r =< k) svazek nadrovin prostoru S,
s basi S,_,_,,, Casti svazku s basi S, ;_,, jsou i-té slozky jeho nadrovin
nadroviny (k — r + 1)-rozmérného svazku s (r -+ 1)-rozmérnou basi i-tého
prostoru slozek takové, ze si pro ¢ = 1, ..., n — L koresponduji v systému
kolineaci uréeném svazkem s basi S, , ,. Podprostory prostoru S,, které
maji dimensi mensi nez n — Lk — 2 jsou base svazki prostoru S, , prislus-
nych prostorim dimense vétdi nez » — k — 2. To jsou opét hlavni vztahy,
které dovoluji interpretovat geometrii prostoru S,, z néhoz jsou vynechany
nadroviny prochazejici prostorem S, (prostor X, _, ,-centralni) jako geo-
metrie v prostorech slozek, kde jsou vztahy mezi slozkami representujicimi
nadrvoviny prostoru S, s danymi vzajemnymi vztahy vazany uvedenym zpl-
sobem systémem Fidicim S-incidenci. O invariantnosti této interpretace vzhle-
dem k regularnim kolineacim jednotlivych prostori slozek plati totéz jako
v piedchazejicim pitpadé. .

Provedena tvaha vede k ndsledujicimu zplsobu budovini deskriptivni
geometrie n-rozmérného projektivniho prostoru, kterého v této praci uzijeme.

1. Bud déno » — k (k + 1)-rozmérnych projektivnich prostorti (0 < k <
=n — 2): v kazdém z téchto n — k prostorit bud dan libovolné zvoleny svaz
s O-rozmérnou basi v pifpadé prvém, libovolné zvolend nadrovina v pripadé
druhém. Kazdy z téchto svazi (nadrovin) nazveme pro k > 0 slozkou systému
fidictho S-vztahy a souhrn slozek systémem fidicim S-vztahy, je-li dano
n — k — 1 regularnich kolineaci mezi svazem (nadrovinou) jednim a svazy
(nadrovinami) zbyvajicimi.

2. Predpokladame, Ze je znama geometrie (k + 1)-rozmérného projektivniho
prostoru a Ze je dan systém variet slozek, t. j., Zze je ddnon — k (k + 1)-roz-
meérnych projektivnich prostort s pevné zvolenym systémem Fidicim
S-vztahy.

Zvolime potom soustavu zakladnich definic, definujicich p¥isl. pojmy invari-
antné vzhledem k regularnim kolineacim jednotlivych variet systému variet slo-
zek tak, aby se z ni a ze zndmé geometrie variet slozek dala odvodit geometrie S-
prostori 0,1, .. ., (n — 1)-rozmérnych a zékladnich S-vztaht (incidence, uspofd-
déni, spojitosti) mezi témito S-prostory. V p¥ipadé prvniho typu systému fidiciho
S-vztahy volime jako zakladni prvek k-rozmérny S-prostor, t. j. skupinu n — &
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nadrovin variet sloZzek, z nichz kaZda nalezi pravé jedné varieté systému
a nenalezi sloZce této variety systému fidiciho S-vztahy. S-prostory dimense
0,1, ..., £ — 1 jsou pak skupiny » — k podprostora 0,1, ..., (k — 1)-roz-
mérnych variet slozek definované S-incidenci jako prise¢né S-prostory sku-
pin 8 prostorit k-rozmérnych; S-prostory dimense vétsi nez k jsou potom mno-
ziny S-prostori k-rozmérnych protinajicich jisté soustavy S-prostora k-roz-
mérnych piipadné dimense vys§i. Tuto geometrii nazveme slozkovou repre-
sentaci n-rozmérného prostoru §,_; ;-afinniho a po doplnéni prvky dal$imi
slozkovou representaci n-rozmérného prostoru S, _,_,-afinniho doplnéného na
prostor projektivni. V pripadé druhého typu systému ftidicitho S-vztahy je
zdkladnim prvkem S-nadrovina, t. j. skupina » — k nadrovin variet slozek,
z nichZz kazdd nalezi praveé jedné varieté systému a protind slozku systému
fidictho S-vztahy této variety v (k — 1)-rozmérném prostoru tak, ze tyto
pruseéné prostory si koresponduji ve viech slozkach systému, t. j. korespon-
duji si v » — k — 1kolineacichsystému. S-prostoryn — 2, ..., (n — k — 1)-roz-
mérné jsou pak skupiny n — k podprostora variet sloZzek dimense k — 1...., 0
definované S-incidenci jako priseéné S-prostory urditych skupinS- nadro-
vin; S-prostory dimense menii nez n — k— 2 jsou pak definovany jako
base S-svazki S-prostord dimense vétsi nez n — k — 1. Tuto geometrii nazve-
me slozkovou representaci n-rozmérného prostoru ,_, ,-centralniho a po dopl-
néni dal§imi prvky slozkovou representaci n-rozmérného prostoru Y, , ;-cent-
réalniho doplnéného na prostor projektivni.

3. Slozkové representace doplnénych prostorit jsou interpretace urcitého
systému axiomu projektivni geometrie. Je-li dan prostor S, , ktery je inter-
pretaci téhoZ systému axiomu, existuji pak dvé fady sloZkovych representaci
se systémem variet slozek z S,, kde varietami sloZek téhoZz systému budeme
rozumét bud jen podprostory prostoru §,, nebo jen svazy, jejichi prvky
i base jsou takové podprostory, nebo jen utvary sloZené z koneéného poétu
takovych svazii. Kazd4 z téchto fad ma n — 1 ¢lent a v kazdé je pravé jedna
representace s varietami slozek dimense rovné k41, (k=0, ..., n — 2).
Kazdou konkretni volbu systému variet slozek nékteré slozkové representace
n-rozmérného prostoru v S, nazveme slozkovou representaci prostoru S,
umisténou v prostoru S,, (r < n), je-li S, spojujici prostor prostorit variet
slozek. Pro r < » budeme tyto representace nazyvat také deskriptivnimi
geometriemi prostoru §,,. '

Zejména existuji pro kazdé k== 0, ..., n — 2 v kazdé z obou fad slozkové
representace prostoru S, s vzajemné jednoznaénym piifazenim podprostorit
prostoru S, a S-prostori representace i vztahti mezi témito podprostory
a S-vztaht mezi S-prostory korespondujicimi, které je pro representace
prostord S,_,_,-afinnich déno predpisem: Jsou-li S}, ..., 8¢ sloiky k-roz-
mérného S-prostoru representace, je pruseény prostor téchto slozek pfi-
Tazeny k-rozmérny podprestor prostoru S, a naopak podprostoru S, pro-
storu S,, ktery neprotind spoleénou basi slozek systému Fidiciho S-vztahy,
je pfifazen k-rozmérny S-prostor representace, jehoz slozky prochéazeji
prostorem S,. Pro representace prostoru X, , ,-centrilnich je toto pfifazeni
déno predpisem: Jsou-li Si, ..., S3* slozky S-nadroviny representace,
je spojujici prostor téchto sloZek pfifazend nadrovina prostoru S, a naopak
nadroviné prostoru S,, kterd neprochézi spoleénym prostorem slozek systému
fidicitho S-vztahy, je pfifazena S-nadrovina, jejiz slozky jsou prostory,

.
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ve kterych nadrovina protind variety slozek. Tyto representace nazveme
representacemi s prostorem S, sprazenymi.

Je-li dana libovolnd slozkova representace prostoru S,, pak je bud s pro-
storem S, spfazena nebo neni-li spfaZend, existuje s prostorem S, spiazend
representace, kterd ma variety sloZek téie dimense jako representace dana.
Ob¢ representace prostoru §, jsou pak interpretace téze soustavy zakladnich
definic, definujicich prisludné pojmy invariantné k regularnim kolineacim
jednotlivych variet systému variet slozek. Kazda skupina # — k regulirnich
kolineaci mezi dvojicemi, pro uréitost mezi stejnojmennymi dvojicemi variet
sloZzek systémi obou representaci, ktera piirazuje systém fidici S-vztahy obou
representaci, pfitazuje vzajemné jednozna¢né S-prostory a S-vztahy obou repre-
sentaci; takové skupiny existuji vidy v neomezeném podtu.

4. Je-li v prostoru §, dana néktera jeho deskriptivni geometrie a s prosto-
rem spraZena slozkova representace téhoZ druhu s varietami slozek téze di-
mense jako dana deskriptivni geometrie, je vidy moZno zvolit koneénou radu
slozkovych representaci prostoru S, téhoZ druhu a s varietami téze dimense
jako obé representace dané, jejiz jednim koncovym &lenem je dang represen-
tace, druhym koncovym é&lenem dana deskriptivni geometrie tak, Ze vza-
jemné jednoznaéné prifazeni S-prostort a S-vztaht dvou sousednich élent
rady je ddno n — k perspektivnostmi mezi stejnojmennymi varietami slozek.
Ziejmé lze ke kazdému svazu prostoru S, volit podprostor S, se svazem
perspektivni; regularni kolineace dvou podprostori téze dimense je produkt
koneéného podtu perspektivnosti, v kazdém pripad¢ konetného podtu per-
spektivnosti z bod®; skupinu n — k regularnich kolineaci mezi dvojicemi
stejnojmennych variet slozek je tedy mozno vidy nahradit konednym poétem
perspektivnosti z bod. Takovéa fada slozkovych representaci je tedy linearni
zobrazovaei metodou podle Miillerova nazvu.

V kazdé definici deskriptivni geometrie jec obsaZen pozadavek, aby se kon-
strukce daly provadét pomoci rystt v nakresnd; deskriptivni geometrie vyho-
vujici tomuto pozadavku, t. j. naSe deskriptivni geometrie pro k = 0,1, na-
zveme deskriptivnimi geometriemi v uzs§im smyslu a ty budou obsahem této
price. V této praci budou tedy vSechna tvrzeni odstavett 1—4 dokézéna
jenom v omezeném rozsahu, t. j. pro k = 0,1.

5. Prvni ¢ast této price je vénovana slozkovym representacim S,_,afinnich
prostord a axonometriim, které jsou deskriptivnimi geometriemi k témto
representacim prislu§nymi. Jsou v ni stanoveny predpoklady a zavedeny zé-
kladni definice pro obecné n, geometrie je viak vybudovana pouze pro n = 2,3.
Dvojrozmérnych S-prostorts uzijeme v druhé &asti prace jako variet slozek
pro representace s k = 1; je to postup obecnéjsi nez postup, ktery byl udin
v dfivéj$im textu jiZ jen tim, e pii takovém postupném budovéni slozkovych
representaci stadi predpoklad, Ze je zndma geometrie jednorozmérnych pro-
]t%ktivnich prostori. Jako priklad pfimého postupu v dilezitém zvlastnim
piipadé sestrojime axonometrii trojrozmérného prostoru.

oha pro £ = 0 bude obecnd roziesena az v druhé tasti prace, kde pii
budovini slozkové representace pro & = 1 a libovolné n obdrzime zdrovex
slozkové representace pro k = 0 prostorti dimense sice rovné pouze n — 1,
coi’yéak pfi libovolném 7 neomezuje obecnost.
, Véiny diivod pro uvedené uspotddani prace je také tento: Pro k= 0 je'
zakladni prvek representace alespoti S-pfimka a ostatni S-prostory jsou defi-
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novany pomoci S-incidence; v pripadé¢ &k = 0 je zakladni prvek S-hod
a S-piimka musi byt definovdna. Tento rozdil se odrazi nepfiznivé v budovéani
representace pro k£ = 0; na$ postup pii budovani deskriptivnich geometrii je
jist® jednodussi a krati nez by byl pfi budovani téchto geometrii obvyklymi
metodami a k této jednoduchosti podstatné piispiva ,kryti se slozek; pro
k = 0 jsou v8ak dikazy nepfiméfené rozvlaéné a nepiehledné pro mnozstvi
zvlastnich pripadd vznikajicich pravé , krytim se slozek®.

Literatura

Miiller: Vorlesungen iiber darstellende Geometrie. I. Band: Die linearen Abbildungen,
1923.
(Doslo 3. XI. 1956.)

Haucprarensnan reomerpust n Mepuoro npocrpaucrsa L.

H. Cpo

Pesionye

Hpn nocrpoctuny Toil 4acTi HAYCPTATEILHOE TEOMETPIIL 7-MEPHOrO HPOCTPAHCTBA, KO-
TOpYI Uit 2 == 3 MiJuIep HasbiBaeT JAHNCHIILIME MCTOJAME H300PasKCHMsA, ABTOP B CBOCM
TPYIC BOCHOILIOBICA HOBBIM HPAMBIM MetogoM. B, Bueaennu‘' aprop paer obocnoBaiue
3TOrO MCTOAA M OCHOBHHC CBOHCTBA PACHIMPCHHOIO HOUATHA HAUCPTATEIbLHON TeOMETpUH,
KOTOPOC BLITCKACT H3 3T0I0 000CHOBAMA. .

Darstellende Geometrie des n-dimensionalen Raumes 1.
J. Srb

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit entwickelt der Autor eine neue direkte Methode zum Auf-
bau desjenigen Teiles der darstellenden Geometrie des n-dimensionalen Raumes, den
filr n = 3 Miiller lineare Abbildungsmethoden nennt. Die Begriindung dieser Methode
und die Grundeigenschaften des daraus folgenden verallgemeinerten Begriffes der dar-
stellenden Geometrie werden in der ,,Einleitung* angegeben.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. I-11 MATHEMATICA 1957

Contribution a la formule de sixiéme ordre dans la méthode
de Runge—Kutta—Nystrém

A. HUTA

Dans les ‘““Acta facultatis rerum naturalium Universitatis Comenianae,
Tomus I., Fasc. IV.—VI., 1956, Mathematica‘‘ j’ai déduit une formule de
sixiéme ordre concernant la méthode de Runge—Kutta—Nystrom. La réso-
lution numérique de I’équation différentielle y’ = f(x, y) a été donnée par
les formules (XXVI), qui sont les suivantes:

1 1
b=t {2+ gh ot g ko) -

1 k, + 3k
L_,:f(x°+ §h w0t ‘) A,

2 k, — 3k, + 4k
k:;:f(xo‘f—'éh, 3/0"*“_0—-“6#—*——3)-"/,

3 278k, — 945k, + 840k, + 99k
k,;:f(zo—i'-gh, 3/0+ . %:_4 2+ 3)-h3 (a')
b = f(xo « %h’ gy 4 108k, + 273k — ;04102 — 107k, + 48154) o

110974k, — 236799k, + 68376k, - 103803k, —

5 — 10240k, + 1926k

k°=f(z°+§h’ Yo+ 45648 Gt 19290 4,

— 20000k, — 72k, + 22824k,
25994

b — A1k 4 216k, + 27k, + 272k, + 27k; + 216k, + 41k,
840 '

L’application de cettes formules exige beaucoup de peine & cause des con-
stantes qui sont assez compliquées. Le but de la présente contribution est
l(} suivant: donner des formules dont les constantes sont essentiellement plus
simples. Le procédé pour déduire de telles formules est identique & celui qui
a été employé dans I’article précédent. Au début méme les premiéres con-
stantes résultent égales aux constantes obtenues dans larticle en question.

—101195k, + 222534k, — 71988k, — 26109k, —
k7=f(xo+h,yo+ )-k-

21



927 __ 6800 3774 14

En remplagant la solution s, = 30378° = T 20376 '™ 29376 5 — 123
du systéme d’équations (20), (28a) et (32) par la solution suivante: s, = 0,
3198 41 1431

8 = —— , = -——, 8§ = ———- (c’est un systéme de trois équations
9= 44280 M7 q4380 % 4498 Y q

4 quatre inconnues), on change les constantes ultérieures. Alors, si nous
employons les mémes symboles que dans l'article précédent, les valeurs des

constantes qui ne changent pas, sont les suivantes:

216 27 212 97 216 4l
P: =g40° P»= 840" P1 T g40° Ps T 840" P T 840" P7 T 840°

R 2 3 4 5 TS R
(Pz—sy (,)3__6’(’)4_6’ (f’5—6, ¢e—~6,‘777~~ s =55 e =93
s Ty YT g BTy M Ty 1T egg T gug0 T 648
o _ 64 125 216 180 18 136 9
4t T 648" U5 T 6a8’ Y8 T 6487 2T 8407 3T 8400 YT 8407 55T 840°
. — 38 _ 41 _ 1 _ 3
s =g40° Po=gq50 M =g P=35p
v 88 1 312 2

177396576 5832° ' 2262862656 104976’

_ 8 4 952 14 . 901576 _ 46
1E T 2T g Y2 T 396576 58320 T 2262862656 104976’
o 212 4 42 544 4
1 T 90376 4428° ' 3888 1944 7' T 4758012 34992’

4 2 43112 2

179592 ~ 1206° ' 251420184  11664°

tandis que les constantes qui changent leurs valeurs sont:

I PPN S S S PR
TR TS T 4498 1T 4498 P T 44287 ' g’ ¢ g 38T g¢
w_ulos 783 9 45 U. — 9
ST 58320 T 104076 '* T 1944’ 72T 34992° U2 T 1206’

27 9 36 - 26 169
Vo= 11662’ T* = 1206 ° 1= 46656° U0 1206 U™ 3.1206°
8___9318_\&&78_ 1028_1w_ 638 _ 17900
L 9> 2 9T T g9 4T T 58327 4T T 104976’
V___228 _ 136 _ 520 " — 1747
577116647 T 1206° T2 46656° ° 2.5832°



43524 42 1224 678

We =17 5832 ~® 1296 % 41.1296° ' 48"
. 472 . 66 =8 . _3 10757
Qo= T o4g0 T gy S4T Tt ST 48t T 3104076
715 333 804222 41184
Va= 511664’ ** ~ 46656° '~ 41.104976. ' 41.46656°
2079 1002 834 454 . 72
=T gy T Tgg BT ger MT Togn T TRy TRy

Enfin rous avons encore les valeurs

. 1 5 — 5 221 183 716
Y E 5o—§”‘is 7’0“6’ b= — g €= " %o = T 480 7]0—"8‘2‘-

" Si nais remplacons les constantes antérieures par les valeurs nouvelles nous
obteons les formules simplifiées suivantes:

k= o, %) . b,

1 1
(=1 (5 Gh vot ko) -

fo= {30 BT
by = f (xo 2, gy =S 4"2) h, (b)
by = (xo 4 g b g, + — 5k, + 27k18— 24k, + 6k3) o,
b — f(xo M %h’ gy 220k — 981k, s;ﬁwcz 102k, + k4) %
b — f(xo y %h, yo 4 = 183k, + 678k, — 47;31;2 — 66k, + 80k, + 3k5) "
b (m0 | by - 718k — 2079k, + 1002k, +8334k3 — 454k, — Ok + 72k6) B,
i _ 41k + 216k, + 27k, + 272k, + 27k, + 216k, + 41k,
840 '

(Regu le 18 octobre 1958.)
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Prispevok ku vzoreu Sieteho ridu metédy Runge—Kutta—Nystromovej
A. Huta

Stdhrn

V sborniku ,,Acta facultatis rerum naturalium Universitatis Comenianae, Zv. II, 1956,
Mathematica” autor odvodil siistavu vzorcov (a), ktord pre svoje pomerne kompliko-
vané kondtanty je menej vhodné pre praktické poditanie. Uéelom toato prispevku je
podanie vysledkov pri odvodeni ststavy vzorcov (b), ktord pri rovnakej presnosti, ako
vidiet, mé& jednoduchsie konstanty, a je teda pre praktické pouZitie ovela vyhodnejsia.

Cratbs k ¢opmyiae mecroro nopsaaka merona Pynre—HKyra—Hucrpima

A.Tyra

Pesome

B cGopuuke ,,Acta facultatis rerum naturalium Universitatis Comenianae T, I,
Fasc. I, 1956, Mathematica‘* aprop BbiBoaus cucteMy ¢opmyn (a), KoTopas fBJerca
MeHee yRoOHOM [J1s1 NPAKTHYECKOI'O HMCYHMCJIeHHA M3-32 CPABHATENIBHO CJIOMKHBIX IOCHsH-
HEHIX.

Ieaslo 8TOH CTATBLM ABIAETCH TPHBEJCHHMC Pe3yJbTATOB NOJYYEHHBIX NPH BLIBOMKEny
cucremul gopmyin (b), Kotopasi Npu OJMHAKOBOM TOYHOCTH, KaKk BHHO, MMeeT NPOCTEile
HOCTOAHHBIC, NTAK OHa OoJice yaoOHA AJIA NpaKTHYeCKOro ynorpebieHus.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. I-11 MATHEMATICA 1957

Teéria nadkvadrik vo Stvorrozmernom euklidovskom priestore,
ktoryeh stredy vypliiaji stredovy tutvar

M. HARANT

1. Uvod

Nech [0; z;, ,, z;, x,] je ortogonalna baza v B, a nech z; (+ = 1, 2, 3, 4, 5)
st homogénne stradnice bodu B(x;) tohto priestoru. Potom rovnica

(1,1) f(x) =X a; x 2.=0 (l, k=1,2,3,4, 5):
i,k

pri¢om realne koeficienty a;, spliiaji vztah @, = a,;, urdi rovnicu nadkvad-
riky. Ked oznaéime diskriminant nadkvadriky

4=ayl,
potom, ako som ukazal,') ak 4 = 0, ide o nesingulérnu, pri 4 = 0 o singu-

larnu nadkvadriku. Ak vSetky A, = 0(i = 1, 2, 3, 4, 5), stred vypfﬁa urdity
stredovy ttvar, a to: stredovi os, ak hodnost matice systému

(1,2) aux; = 0; Gy, = 0; ayx; = 0; au>; =0 (t=1,23,4,5),
je b = 3; ak &' = 2, ide o stredovi rovinu; pri‘h’ =1 o stredovy priestor

a ak len koeficient a,; < 0, je stred nadkvadriky neuréity.
V dalsom bude vyznamnu tlohu hraf sekuldrna rovnica I/(8,1)

(1,3) D)= —T2 + L2 — LA+ I, =0

kde
I = ay + @y + a5 + ay,,

') M. Harant: K metrickému triedeniu stredovych nadkvadrik v E,. Acta facultatis
rerum naturalium Universitatis Comenianae, Bratislava 1956, I/IV—VI.

Poznédmka. Na teériu obsiahnutt v uvedenom pojednani budeme sa odvoldvat cito-
vanim na pr. 1/(9,1) — ide o reléciu (9,1)!

25



A O a,; gl Ay Gy Az Gy
I, = + -+
Ay A Q3 Qg 1 Qg Gy gy Gig3
@y @y Qg Qg
+ +
Qg @y Qg3 Gy
I, = AR + AR + AR + AQ
I 4= Ass:

kde A je subdeterminant 3° determinantu A, patriaci k prvku a;. Z rela-
cie D(A) = 0 lahko vyplyvaju vztahy medzi koretimi 4,, 4,, 4,, 4, sekuldrnej
rovnice a jej koeficientami.

V uvedenom pojednani sme odvodili normalne tvary stredovych nadkvad-
rik, a to:

a) elipsoidickych a hyperboloidickych nadkvadrik:

WX+ WX+ AXE+ AXI 4 =0, (A4 0L +0)
- Ay
b) kuzelovych nadkvadrik
AT+ HXE 4 X5+ LXP=0, (4=01,%+0)
c) paraboloidickych nadkvadrik
A4 A+01I,=0
axt+axE X ]/~ X =0 (E0070)

a urobili sme aj ich grafické zobrazenie v klinogonalnej axonometrii.
V tomto pojednani vykondme triedenie nadkvadrik v E,, ked stred vypliia
urdity atvar.

Nadkvadriky so stredovou osou v koneé¢ne

2. Norméalny tvar valcovych nadkvadrik

Predpokladajme, Ze subdeterminanty 4(z = 1, 2, 3, 4, 5) determinantu A
st v8etky nula; potom i 4 = 0. Ide teda o singularnu nadkvadriku so stredo-
vym atvarom. Budeme predpokladat, ze " = 3. Z tohto vyplyva, Ze nie vietky
subdeterminanty 4° determinantu 4 s nulové; teda I, &= 0.

Z podmienky plynucej z relacie (1,3)

A55=AI.12.2.3-A4=0

zasa vyplyva, Ze aspoii jeden koreii .sekuldrnej rovnice je nula. Vezmime
pripad, ked
(2,1) A= 0.

Potom, ked pouzijeme na rovnicu (1,1) substitticiu I/(17,3) a uvazime,
Ze A = 0, z I/(17,6) vyplyva, Ze aj

a;S = 0:
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takze dostaneme rovnicu
(2,2) M 4+ Axo? - Awi + 2a0,w) + 2a57; + 245,25 + as; = 0.

Z tejto rovnice vidime, ze nadrovina z; = 0 a nadroviny s fiou rovnobeZné
pretinaji nadplochu v kvadratickej ploche o takej rovnici, akou je dand
nadkvadrika urdend. Teda ortogondlny priemet v smere suradnej osi z; do
priestoru (z;, z;, ;) a do priestorov s nim rovhobeznych je kvadraticks plocha
uréend rovnicou (2,2). Rovnica (2,2) reprezentuje preto kvadraticka val-
covi nadplochu. Stredy kvadratickyech pléch spominanych rezov vypl-
faju stredovu os valcovej nadkvadriky — stradnud os z;.

Vykonajme dal$iu transformaciu rovnice (2,2) pomocou vzorcov

=X, + °x

zy = X, + °m,
(2,3) x; = X, + x4

Xy = X,

v ktorych (°z,, °x,, °x;, X,, 1) st homogénne stradnice bodov stredovej
osi. Teda pri tejto transformacii padne zadiatotny bod stradnej sustavy
do stredovej osi a stiradnéd os X, sa s fou stotozni. Zatiatoény bod suradnej
sustavy pritom eSte vhodne zvolime. Rovnica (2,2) prejde na tvar

(2,4) AXT 4 X3 4 4X5 + a5 =0,

pretoZe zadiatotny bod stradnej ststavy volime tak, aby koeficienty pri
linedrnych X,, X,, X; boli nulové. Pre konstantny &len, ak berieme do tivahy
1/(3,1)a (3,2), je :

(2,5) Ay = [ = a5,°1; 4 5,°%, + 633° T3 + a5, X, + a5

Rovnica (2,4) je normélna rovnica tejto skupiny nadkvadrik. Kon-
Stantu a;; musime uréit pomocou koeficientov a;.

3. Uréenie kon¥tanty a,

Pretoze (°z,, °z,, °z;, X,, 1) si homogénne stradnice novo zvoleného
stredu (zag. bodu), zrejme st splnené relécie [1/(9,1)]

an°%y + @p°%, + a3° 25 + 4y, Xy + a5 =
U ° Ty + Cp° %y + Ay’ Xy + Ay Xy + @y =
U5 Ty + Qg% + Ap° Xy + A3y Xy + gy
U3,y + G’ T + Ag° Xy 4 0y Xy + @y =

I

I
oo oo

a (2,5)

Usi° %y + @s° Ty + 53" % + AKXy + ag5 — ags = 0.
Pretoze hodnost matice prvych Styroch reldcii je podla predpokladu b’ = 3,
st len tri z tychto rovnic nezavislé. Ked k nim priberieme posledni, dostdvame
8tyri skupiny rovnic po styroch rovniciach. UvaZzujeme o jednej takejto sku-

gme,oked vynechdme prvi rovnicu (myslime, Ze je zavisld!) a vyeliminovanim
%y, °x3, X, z nich, dostaneme
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o
Gy Qg Gy Oy %y + Gy

(o]
Qe Qg Gy g T+ Qg

Il
=

[o]
Qg Ggg Qg gy Ty + O

o v
@ Qg Azg Gy Ty + G55 — Gy
ktory po rozpisani a uvazeni, ze 45, = 0, dava
4 (5) —
Ay — ag - A} = 0,

kde A{) je subdeterminant tretieho stupiia determinantu A;;, patriaci k prvku
a,,. Analogickym postupom pri vynechani druhej, tretej, resp. Stvrtej rovnice
postupne dostaneme

Ay — a5 AR = 0,
g 5) —

Ay — a3 . AF) = 0,
.a’ 8)

Ay —ag . AP = 0.

Séitanim tychto 4 relacii po vhodnom oznadeni
(3,1) Sy = Ay + Ao + Ay + Ay

a uvézeni (1,3) dostaneme

(3,2) a;
Normélny tvar (2,4) valcovych nadkvadrik mé potom tvar
(3.4) AXE 4 AX3 + RXE 45—,

' 3

4. Specialne podtypy valcovych nadkvadrik

Po tiprave tvaru (3,4), vhodnom preznadeni a podla znamienok koeficientov
pri kvadratickych ¢lenoch rozoznavame 8tyri §pecidlne podtypy valcovych
nadkvadrik, ktorych kanonické tvary su:

a) %;4* +)c(% 1,
(1) 0 A B B
q aE et
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Podtyp a) je elipsoidicko-valcova nadkvadrika, lebo vznikne pohybom
elipsoidu o rovnici (4,1a) v smere suradnej osi X,, ktora je osou (E + V)-nad-
kvadriky. V8eobecné nadroviny nerovnobezné s osou nadkvadriky prenikaja
nadkvadriku v elipsoidoch, nadroviny rovnobezné s osou X, prenikaju nad-

/’ﬁ\w

Obr. 1

kvadriku vo dvoch rovnobeznych rovinich, na ktoré sa kvadraticky prenik
rozpada. .

Zobrazenie a konstrukeiu elipsoidického preniku pri Sikmej (E 4 V)-nad-
ploche som zostrojil v pojednani.!) Pozri aj obr. 1.

Elipsoid v priestore (X,, X,, X,) nazyvame aj zékladnou plochou valcovej
nadkvadriky.

Podtyp b) je hyperboloidicko-valcovd nadkvadrika prvého druhu
(H + V),.' Nadl:ovma X, = 0 a tak isto aj nadroviny X, = konst. prenikaji
nadkvadriku v jednodielnych hyperboloidoch o rovnici (4,1b). Elipsoidic-
kych a paraboloidickych prenikov s priestormi niet (obr. 2).

fa.kl.) Ll’}{I'J,HBB;';inltgg é.{étovano-axonometrické, zobrazovacia metéda v E,. Spisy Piirod.
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Obr. 2

Podtyp ¢) je hyperboloidicko-valcové nadkvadrika druhého druhu
(H + V). Stradna nadrovina (X,, X,, X;) a nadroviny s fiou rovnobezné
pretinaji nadkvadriku v dvojdielnych hyperboloidoch. Nadroviny, ktoré
nie s8G vo zvlaStnej polohe, prenikaju nadkvadriku v hyperboloidoch; pre-
chadzajice osou X,, alebo s fiou rovnobeZné v kvadratickej ploche, ktora sa
rozpada na dve roviny. Elipsoidické a paraboloidické preniky s priestormi
nema (obr. 3).

Podtyp d) je imaginarna (E + V)-nadkvadrika. Kazda vSeobecnd nadro-
vina prenikd bud v imaginarnych elipsoidoch, ktorych stredy (realne) lezia
na osi X,, bud ked j ]e rovnobezna s osou X,, vo dvojici imaginarne zdruZenych
rovin.

Nadkvadriky, ktorych stredova os je nevlastna priamka
6. Paraboloidické nadvalce
V predoslych tvahach v rovnici (3,4) sme predpokladali, Ze
C L=AR+ AR+ AR + AR + 0.
Predpokladajme, Ze popri 4 =0 a 4;; =0 (1 =1,2,3,4,5) aj vietky

subdeterminanty 3° determinantu 4 sG nulové. Potom aj
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(5,1) . I,=0,

ale vtedy sekuldrna rovnica mé dvojnasobny nulovy koreii. Predpokladajme
teda, ze je
(5,2) =2 =0, (pozri 1/7)

Nech smerové kosinusy dvoch hlavnych priemerov odpovedajucich kore-
Bom A, 4, (nenulovym!) st a, by, ¢;, d3 a ay, by, ¢y, d,. Smerové kosinusy ostat-
nych dvoch hlavnych priemerov a,, b, ¢;, d, a a,, by, ¢;, d, 84 neurdité, ale
platia pre relacie

i+ b +ci+di=1,
03+ b + o + 4 = 1,
(5,3) a,a, + bb, + ¢;¢, + did, = 0,
a,a; + bb, + ¢i¢5 + didy = 0,
a5 + byb; + cyc3 + dydy = 0,
a,a, + bb, + c,¢y + didy = 0,
a.a, + b.b, + c,cq + dydy, = 0.
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Vidime, 7#e pre osem smerovych kosinusov je splnenych len sedem relécii,
preto zostava este jedna podmienka volitelna.

Ked rovnicu nadkvadriky (1,1) transformujeme substiticiou I/(17,2), pri-
dom jej koeficienty spliiaji relacie (5,3), a uvazime uvedené predpoklady
tohto typu kvadratickych nadpléch, mame

’ o /-)‘ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
f(zi) = Al + Ax® + 2ap5@) + 2052; + 20525 + 2057 + a;;= 0.
Po prevedeni dalsej substiticie na tuto rovnicu

x, = X; + °x, i=1,..., 4, ale °x;, = 0,
v ktorej (°z,, °x,, °x,, X,) st sGradnice nového zaciatoného bodu, ktoré si
vhodne zvolime, dostaneme

HXD) = X5+ A XS 200X, + 205X, + 2(a + 2,°2,) X, + 2(a; + 4,°2) X, +

4 (ACxf 4 A0 4 20,0, 4 2a5°%, 4 2a,°2, 4 2a,°x, + ag) = 0.
(5,4)

Novy zadiatoény bod vhodne zvolime tak, aby sa koeficienty pri X;, X,
a absolutny ¢len rovnali nule. Dostaneme tak tri rovnice, z ktorych predo-
vSetkym vyplyva, ze novy zadiatotny bod lezi na nadploche. a je teda
jednym z vrcholov nadkvadriky a dalcj, ze body takejto vlastnosti vypliaja
vrcholova priamku, lebo tieto tri rovnice reprezentuji 3 nadroviny, ktoré
sa v spominanej vrcholovej priamke pretinaja.

Pre smerové kosinusy mézeme viak zvolit este jednu podmienku. Zvolme
ju tak, aby

(5,5) Uy = Gy + by + agiey + agdy = 0,
ale vtedy rovnica (5,4) bude v konetnom tvare

(5,8) AXE 4+ 4,X3 - 2a:,X, = 0,
|
¢o je normalny tvar nadkvadrik so stredovou osou v nevlastnej priamke.

6. Vypodet konstanty aj; .

Pre ttito konstantu plati reldcia (5,5), v ktorej vsak vystupuju eSte smerové
kosinusy jedného hlavného priemeru, a,, b,, ¢,, d,, pre ktoré su splnené este
vztahy I/(7.3); z nich st v8ak len dva nezavislé.

a) UvaZujme o tychto vztahoch pre koreii 4, = 0. Vezmime z nich po rade
dvojice rovnic {1,2}, {1,3}, {1.4}, {2,3}, {2,4}, {3,4} spolu s reldciou platnou
pre a,;. Tak pre prvu dvojicu rovnic dostaneme

Ay + Qoby + 01305 + a1, =0,
UGy + Aaoby + ysCy + Aoy, =0,
U510y + Cgoby + Asels + Gsady — @33 =0
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Pri vyeliminovani a,, b, (zodpoved4 skupine rovnic {1,2}) dostaneme

@11, Qygs GqCo + Gy,

Ay, Gogy Ay + Ggqrdy 0,

’

Q515 sy QsaCop + gy — A3

alebo
Ay Gy Ay Gy Q3 [ @y Gy gy

(a) Up; = | Gy Gy Gy | . Cy+ | Gy Gy Gy | . dy.
Uy Ay sy Qzp Q53 | @51 Ay Ay

Tuto ivahu urobime pre inG dvojicu rovnic a po vyeliminovani zodpoveda-
jucej dvojice smerovych kosinusov dostdvame podobné vysledky. Sest vy-
slednych rovnic, ktoré takto dostaneme, s¢itame a dostaneme vztah

IL.ay;=M.a,+N.by+P.c,+ Q.d,,
v ktorom M, N, P, @ st zasa stéty po troch determinantoch tvarov vystu-
pujtcich v relacii (a).
Tento postup opakujeme pre druhy nulovy koreii sekuldrnej rovnice 4, = 0.

Vezmime zasa dvojice rovnic systému I/(7,3) pri a,, b,, ¢, d, ako koeficien-
toch a vztah pre aj; = 0. Nakoniec dostaneme

0=M.a,+N.b+P.c, +Q.d,.

Podobné vztahy ako predosly dostaneme z I/(7,3) a z reldcii pre aj; = 0
a tak isto pre aj, = 0.
Systém Styroch rovnie, ktory takto dostaneme, ndsobime po rade smero-
vymi kosinusmi a,, a,, a,, @, a po s¢itani dostaneme
aé5 . a/2 . [2 = 4M,
a podobne po vynasobeni postupne b,, b;, by, by; Cs, €y, Cs, C3 & dy, d, dy, dg
dostaneme
ay; . by. I, =N,
G5+ Co .o Iy == P,
. dy . I, = Q.
Na'pvokon nrfispbme posledné Styri rovnice po rade a5, @5, @55, @45, séitajme
a uvaime reldciu pre aj,; po malej tiprave dostaneme

@y - Ly = — (Ay + Ay + Ags + Ay,
odkial

- — V_ Ay + Ay + Ay + m
25 — 12

a napokon vzhladom na (3,1)
(6,1) a5 = V— T
25 I,

3 Matematick¢ sbornik
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takZe normalny tvar (5,6) nadkvadriky so stredovou osou v ubeinom prie-
store je

(6.1) RIEPE FEYAL S
2

7. Podtypy paraboloidicko-valcovj’rch nadkvadrik

Po vhodnom oznadeni koeficientov v relcii (6,1) a vzhladom na to, Ze
moézu nastat dva pripady sgni; = sgnd,, alebo sgnl; =+ sgn 4,, rozozna-
vame dva pcdtypy paraboloidicko-valcovych nadkvadrik.

Obr. 4
Ich kanonické tvary st
' . X3 X3
(7,1a) ;n’f+”7l—52}:2-xz"“0;
Xz X2
(7,1b) mg—ﬁi2.x2=o.

Rovnica (7,1a) reprezentuje paraboloidicko-valcovi nadkvadriku
prvého druhu. Sdradnicovd nadrovina X, = 0, ako aj nadroviny .8 fou
rovnobezné prenikaju nadkvadriku v elipt. paraboloidoch o rovnici (7,1a)
(obr. 4), nadroviny (X,, X,, X;) a (X,, X,, X,) zas v parabolickych val-
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coch. Ubezné dotykové nadrovina mé s kvadratickou nadplochou spoloéni’”
priamku, ktora vypliiuju stredy eliptickych paraboloidoch spominanych nor-
malnych rezov. Tato je stredovou osou.

Vieobecné nadroviny prenikaji nadkvadriku v paraboloidoch alebo v kva-
dratickych plochich zlozenych z dvoch rovnobeinych rovin.

Rovnica (7.1b) definuje zasa paraboloidicko-valcovi nadkvadriku druhého
druhu alebo aj (HP -+ V)-nadkvadriku. Sturadnicova nadrovina X 1= 0a s fou
rovnobezné nadroviny pretinaji nadkvadriku v hyperbolickych parabo-
loidoch o rovnici (7.1b) nadroviny X, = 0 a X, = 0 zasa v parabolickych
valcoch.

8 Iné uréenie kondtanty a;;

Ak si urobime prehlad vyslednych normainych tvarov, na ktoré sme rov-
nicu (1,1) previedli. su to

(8a) ARXE+ 5=,
P I,
- (8b) 2. 4 X; =0,
’ i=k
i i'-:} .T_
. (8¢) 2 AXE 4+ 2]/—.—‘—)(,. = 0,
d k=1 Ii-—l

' pre z =1, 2, 3, 4, pritom I, st koeficienty sekuldrnej rovnice, D(1) = O a S,
Je sttet determinantov (¢ 4 1)° odvodenych z determinantov urdujtcich I,,

pritom k tymto priddme riadok a stipec odpovedajtcich koeficientov a,,,
Tesp. as.

Indexové ¢&islo i sa sprava podla hodnosti ' — i a triedenie na typy a),
b), ¢) je zavislé od toho, &i

a) S;=%0, I, %+ 0;
b) 8 =0, I, + 0;
c) S;=+0,1I,=0;
pricom typ b) mé o stupen vysiiu singuldrnost ako ostatné dva typy.

Pri inom oznageni suradnicovych osi rovnica normalneho tvaru nadkvadriky
8o stredovou osou v nekonedne mame

(5,8) MX3 + LXE 4 205X, = 0. (@55 = ays!)

Sekulirna rovnica D(1) = 0 m4 korene A3 = A, = 0. Preto

I-l = 0:
|
a
| S
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Ak vydislime vyrazy-S;, dostaneme:
8= A =0,

Sy = Ay + Ap + Ay + Ay = — hiaid,
odkial
; , S
ay(=ay) =/ —F

I,

a po dosadeni do (5,6) dostaneme (6,d) ako skor.

Nadkvadriky so stredovou osou ktora je sii¢asne singularnym iutvarom

9. Kuzelovo-valcové nadkvadriky

Ak v normalnom tvare (2,4) konstanta a;; = 0, vtedy aj S; = 0 a nor-
malny tvar bude
(9,1) llX% + lzX'g < 13X§ = 0.
Pri vhodnom oznadeni a podla znamienok koretiov 4,, 4,, 4; sekuldrnej rov-
nice dostavame tieto 3 kanonické tvary:

Xz X Xz
(0.12) W R )
X: X3 X3
(gilb) az + —bT - c? - 01
2 X3 X3
prsn U s/
(9,1¢c) = B = 0.

Prva rovnica uréuje imagindrnu (K 4 V)-nadkvadriku degenerovanu v su-
radnicova os X,, ktora je suidasne aj stredovou priamkou. .

Vztah (9,1b) je rovnicou kuZelovo-valcovej nadkvadriky o osi X,, ktora
vyplnia vrcholy eliptickych kuZelov danych rovnicou (9,1b). Saradnicova
nadrovina X, = 0, ako aj nadroviny s iou rovnobezné, prenikaji nadkvadriku
v kuzelovych plochach (obr. 5).

Tretia rovnica urduje valcovii nadkvadriku, ktorej ,normalny* prienik je
hyperbolicky kuzel. Os X, je stredovou osou nadplochy a sudasne singularny
atvar.

V literatare sa tieto (K + V)-nadkvadriky spominaju ako kuzelové nad-
plochy 2-ho druhu.

Nadkvadriky so stredovou rovinou

10. Nadkvadriky valcovo-valcové so stredovou rovinou
v koneéne
Normélna rovnica nadkvadrik so stredovou rovinou v koneéne bude mat

tvar
MXE + BXE 4 af =0,
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Obr. 5

pretoZe tento typ ploch mé dvojnasobny nulovy korefi sekularnej rovnice
43 = A, = 0. Predpokladajme, ze hodnost matice koeficientov determinantu 4
je h =3, ale B’ = 2. Ulohou bude urdit konstantu a.;. Vykonajme si jej
uréenie postupom urobenym v ods. 8.

Dostaneme:

14 = O,

I,=0,

I, =14 .4,

S, =0,

83 =0,

8, = hhay, = Lag,,
a teda

a’;b = % ’

2
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takZe normalny tvar tohto typu nadkvadrik je

Sy

(10,1) }»xX% + 4. X% + f = 0. (S; =0, I, + YO)

Pri novom vhodnom oznadeni bude mat normélny tvar tieto tri mozné alter-
nativy:

X2 X _
(10,2a) 3 +32— +1=0,
X X2
(10,2b) —d?‘ + = — 1 =0,
D.C D ¢
(10,2¢) 71—‘ - —bf —1=0.

Obr. 6

Prva rovnica reprezentuje imaginarnu nadkvadriku (EV + EV).

Druhé rovnica uréuje realnu nadkvadriku (EV + EV). Stredové rovina je
rovina (X3, X,). Nadroviny X, = 0, X, = 0 prenikaja v kvadratickych elip-
tickych valcoch; siradnicova rovina (X,, X,) v elipse; suradnicové nad-
roviny X; = 0, X, = 0 vo dvojici redlnych rovin (obr. 6).
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Tretia rovnica reprezentuje nadkvadriku (HV + HV). Stredové rovina je
rovina (X;, X,). Nadroviny X; = 0, X, = 0 prenikaji v hyperbolickych
valcoch, siradnicova rovina (X,, X,) suradnicového simplexu prenika v hy-
perbole.

11. Valcovo-valcové nadkvadriky so stredovou frovinou
v ibéinej nadrovine '

Predpokladajme, Ze S, #,0, ale I, = 0. Sekulédrna rovnica ma potom zrejme
trojnasobny nulovy koreii 4, = A3 = 4, = 0, a preto normalny tvar tychto
nadkvadrik je '

1, X2 4 203X, = O.

Pretoze S, # 0, nadkvadriky (V 4 V) st nerozloziteIné. Analogickym po-
stupom ako v predchédzajicom odseku dostidvame

. S
w-)-7

takZe norméalny tvar tohto typu nadkvadrik je

(11,1) 11X§i2V_’%X2=0.

2
Pri novom vhodnom oznageni kanonicky tvar bude mat tento jediny pripad:
(11,2) MX2 4+ 2pX, = 0.

Této rovnica reprezentuje nadkvadriku (PV + PV), pretoze nadroviny
X3 = 0, X, = 0 stradnicové simplexu prenikaji nadplochu (V + V) v para-
bolickych valcoch o rovniei (11,2). Osi tychto valcov lezia v tbeznej nadro-
vine a tvoria stredovi rovinu. Stenové rovina (X,, X,) siradnicového simplexu
prenika nadkvadriku v parabole (11,2), ktora je teda spolodnou pre obidve
nadroviny X; = 0, X, = 0 (obr. 7).

Tento typ .ploch je poslednym pre nerozlozitelné nadkvadriky, lebo

ked S, = 0, je uz h = 2 a prichddzame k nadkvadrikdm zlofenym z dvoch
nadrovin.

12. Rozlozitelné nadkvadriky so stredovou rovinou

Pristipme k nadkvadrikam, pre ktoré S, = 0, I, & 0. Z tychto predpo-
kladov vyplyva, 7e b = 2, t. j- ze nadkvadrika sa rozpadsd na dve nadroviny
a dalej, Ze vietky subdeterminanty 3° a 4° determinantu 4 sa rovnaji nule.

_Potom vsak z rozvoja D(1) = 0 vyplyva, %e dva korene sekularnej rovnice
si nula. Nech tieto st

A= Jy= 0.

Vtedy v3ak rovnica nadkvadriky (1,1), ked na fiu pouZijeme ortogonélnu
substiticiu

z; = a2 + b, + cxy + dag,
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Obr. 7

ktorej koeficienty st smerové kosinusy hlavnych priemerov, a uvéZime Ses
vztahov 1/(7,6), prejde na tvar

(12,1) A3z + 422 + 2a;,x; + 25,25 + 205,25 —{—'2(1;5:1:; + ag;, = 0.

Ak na tato dalej pouzijeme dalfiu transforméciu

= X, + °m,
z, = Xy + °m,
x.‘; = Xa,
x; = Xy,

v ktorej (°z,, °z,, X;, X,) st stradnice nového zadiatoéného bodu, pre ktory
poZadujeme,- aby padol do stredovej roviny, potom linearne ¢leny vypadnu
& dostaneme normélny tvar

A X + A X% + a5 = 0.
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Pre suradnice stredu (°z,, °xz,, X;, X,) platia v8ak relacie
01° %, + @° T + 01X + @ Xy + 4y = 0,
0Ty + Gy’ Ty + A Xy + 83Xy + @5 = 0,
@3, ° %) + G3°%; + G X3 + 03Xy + g = 0,
G4y + G’ T + G Xy + @4 Xy + g5 = 0,
ku ktorym priddme vysledok pre a;; vyplyvajuci zo substiticie
U5° %y + Ug° %y + @5a Xy + A5 Xy + @55 — a5 = 0.

Pretoze h = 2, ale aj b’ = 2, len dve z hornych &tyroch rovnic s nezavislé.
Vezmime prvé dve s poslednou a vylaéme z nich °z,, °z,. Mame

Gy Gy 03Xy + @y X, + a5
@y Gy Upa Xy + Agy Xy + Gy =0,
U5y gy A5z X 3 + @53 Xy + Q55 — @55

z ktorého po rozpisani, pretoze h = 2, vyplyva

' g — 0,
takZe normdalny tvar rozlozitelnej nadkvadriky so stredovou rovinou je
(12,2) 2X% + 2,X3 = 0.

Tieto dve nadroviny, na ktoré sa nadkvadrika rozpada, prislachaja linedr-
nemu zvézku nadrovin. Zékladne nadroviny tohto zvizku st dvojné nadroviny

X:=0 X2=0,

ktorych priesedns rovina je stredova rovina; tato je stidasne singuldrnou ro-
vinou nadkvadriky. Pre

sngh, = — sngi,
dostaneme dve redlne, pretinajtce sa nadroviny. Ked viak
sgns = sqnhs,

péjde o dvojicu zdruZene imaginarnych nadrovin. Na obr. 8 je pripad rozpadu
na 2 obecne polozené redlne nadroviny.

Kvadratické nadplochy so stredovou nadrovinou

13. Typy nadkvadrik so stredovou nadrovinou

) K’vadra,t‘ické' varieta V3 sa méZe rozpadat na dva navzijom rovnobe#né
linedrne priestory. Potom mnozina stredov nadkvadriky je stredovy linedrny
Priestor, ale vtedy je A’ = 1; potom viak I, = 0 a zo sekuldrnej rovnice
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Obr. 8

vyplyva, Ze tdto ma trojnasobny nulovy korefi a jediny realny nenulovy
koreti je

Ay = Iy = 0y + G + 855 + Gy

Potom ked na rovnicu (12,1) pouzijeme transformécie

=X, + °x
z, = X,
2= X,
z, = X,

a pritom stred (novy zad. bod) volime tak, aby padol do niektorého bodu
stredového priestoru, dostaneme rovnicu transformovani na tvar

(13,1) 1, X2 4 ag; = 0.

Nagou dlohou bude urdif konitanty a;;. PretoZe (°z,, X,, X;, X,, 1) st
homogénne stradnice stredu, zrejme st splnené vztahy
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a,°% + 6. X, + 03X, + 4 X, + a5 = 0,

0n°% + @pXy + 05Xy + 3, X, + a5 = 0,
@5 %) + Xy + Xy + ag X, + a5 = 0,
0y ° %y + Xy + Xy + X, + a5 = 0

a dalsi vatal
0,2°%) + a5 Xy + 43Xy + a5, X, + a5; — az; = 0.

Pretoze popri poslednej méze byt z predchadzajacich nezivisld iba jedna
rovnica (A’ = 1), ak uvdZime napr. prvi a posledni a vyeliminujeme °z,,
mame

@y X, + a,X5 + 0,0 X, + a4 =0
. e )
Uy U5 Xy + W53 X 3 + 653X + @55 — agg

odkial je

Ak pri podobnom postupe vezmeme po rade druhi, tretiu, resp. §tvrtu
a poslednii, dostaneme zasa )

| @y as
Ay - Q35 = s
l Asp Q5
. Q33 Ags
Ay - Bs5 == ’
A3 O35
. Qyqq Q45
Qyy - Qg5 = )
As5q4 Qg5
z ktoryeh séitanim dostaneme
fan 4 Ay Q5 A3z A3 Ayq Qg5
(13.2) ‘ + + +
% = 51 Qss Asp Q5 Qs3 Qs A4 Q5

o0

Ay + By + Gy + Ay
Ak zavedieme oznadenie

1
Ay Qg5 Qyp Qg Q33 Qg Ay Qg5

(1353) IS,I = + + +

A Qg Q50 A5 Q53 Qg5 sy Qg5

((io;taneme vormalny tvar rozlozitelnej nadkvadriky so stredovou nadrovinou
obr. 9) )

(13,4) aX2 4+ o,
I,
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Obr. 8

Uvazujme teraz o pripade, Ze a;; = 0, &ize nadkvadriku reprezentovani
normalnym tvarom

(13,5) 2,X2=0.

No vtedy & = 1. Teda pdjde o pripad dvojnasobne poéitanej nadroviny, na
ktoru sa nadkvadrika rozpada. Predpokladajme vsak, Ze prvky determinantu
A = 0 nie s v8etky nula. Potom z vlastnosti, Ze vietky determinanty 2° su
. nula, mame

/ . ) . 1/ .
Gy = Jyy . Qgg; Gpg = [ @op . Agg; G3zq = [ g3 - Ayy;
/ . ) . __ 1/ .
Qg = Vg - Qg5 Agp = gy . Gyg; gz = | Qgg . G55

Y i . 1 .
Gy = J Oy Qgq; Bgs = | gy . Bs5;

A5 = l/an « Bss ;5 Qg5 = | Gygq - Ogs,
takze v8eobecnu rovnicu (1,1) méZeme prepisat na tvar
(13,8)  (Jay . Xy + Vag - Xy + Vag - X5 + Vot - Xy + 655)* = 0.
Stredové nadrovina je incidentnad s dvojndsobnou nadrovinou, na ktord sa

nadkvadrika rozpadé.
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Ked st vietky prvky determinantu 4 nula, ale prvky a5, @y, @s5, @45, @
nie st nula, potom nadkvadrika sa skladé z 2 nadrovin o rovniciach

(13,7) 15Xy + g5 Xy + @3 X5 + 045X,y + 055X = 0,

XS =0,
t. j. jedna &ast rozpadovej nadkvadriky je incidentns a ubeinou nadrovinou,
s ktorou sa stotozni aj stredova nadrovina.

Ked st vietky koeficienty determinantu 4 nula, okrem ag;, ktory je roz-
dielny od nuly, potom rovnica takejto nadkvadriky je tvaru

(13,8) Gy . X2 =

5 5

Nadkvadrika sa v tomto pripade rozpada na dvojnasobne pocitant Gbeinua
nadrovinu, s ktorou sa stotozni aj nadrovina stredova. Nadkvadrika tejto
vlastnosti mé4 neurdéity stred.?)

(Do redakcie dodané 15. 1. 1957.)

?) Problém metrického triedenia nadkvadrik v E, bol rieSeny v élénku M. Harant:

K metrickému triedeni dk i i i
B oA niu na . vadrik v E,. Sbornik k. 70. narodenindm prof. Hronca,
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Teopna runepksanpuk B E,, eHTpPbI KOTOPBIX BBINOIHIINY
onpepeiieHHy0 Qurypy

M. T'apanur

Pe3iome

JTa CTATHA ABJIACTCA NPOJIOIBKCHHEM CTATBH ,, K mempuueckoii kaaccudurayive yenmpaan-
ol cunepkeadpur ¢ E'', naneuaTanuoi B 3ToM e Rypuane (1/4—6). Ecan (1,1) sisnsercs
ypaBHenueM I'MNCPKBAApUKHM B [f, NpHuUEM z; SIBJAHIOTCH OXHOPOMHLIMH KOOPJUHATAMN
TOYKM THIICPKBAJPHKH OTHOCHTEALHO OpToHOMHpOBatiHoro Oaznca (0; zy. xzy, @y, x,) 1 ecian
pauru h” Marpunst cuctenmsl (1,2) npunumaior anavenusi h” = 3,2, 1 — rewrpul runepxsaj-
PHKM BLIIOJIHAKT UEHTPAJbHYI0 (QUIypy, a UMCHHO: NEHTPAIBHYI0 Ocb, UCHTPAIBHYIO
IUIOCKOCTE, MIIK IEHTPAJIBHOC NMPOCTPAHCTBO. EciH TO/IBKO azs = 0 — ueiTp Heonpe/eleH.

Huaundpuneckue zunepkeadpuri, HOPMAJIBHBIA BT KOTOPLIX €cTh (3,4), HMCIOT HEHTPa Th-
HYI0 OCh B KOHeuHocTH. Paanuuaem uetnipe Metpuucckux nojgruna: (4,1a) - owauncoudu-
wecko-yuaundpuveckyro zunepreadpury (uept. 1), (4,1b) — zunepdoaouduuecro-yurundpu-
ueckyio nepeozo poda (aept. 2), (4,1¢c) — eunepborouduvecko-yyuaundpuneckyr smopozo poda
(qept. 3) u (4,1d) — mrumyro sasuncoudusecko-yusundpuneckyro 2unepreadpury, reoMerpu-
YeCKHM TIPCICTABIACMYIO TOJBKO ICHTPAJIBLHOM 0ChI0 X,

LleuTpanbHOil 0cbI0 napaborouduneckux cunepyuaundpos sABsHeTesT o ofuTseHHast nps-
mang. Hopmaupnpym ux Bupom ssisgerca (6,1). I'HuepuoepXHocTh HMeer onpefecuuyio
NpAMYI0, NPOXORAN(YIO uepes Bepwnny (= X,). CymecTBYOT ABA HOATHOA, Q& MMEHHO!:

napaboaoudusecko-yuaundpuneckan ezunepkeadpura (YCPT. 4) nepsozo pode, jlaHa ypaBHe-
unem (7,1a), B napaforouduvecko-yusundpuveckas eunepkeadpuka emopozo poda (7,1b),
,,OCHOBATCJIbHOH MOBEPXHOCTBLIV'' KOTOPOH ABRAAeTest runepbosandecknit napabonomnn.

I'mnepkpajipuky, JaHHbIC ypaBHeHHMsMH (9,1) ABIAIOTCA KOHUMCCKO- LAt ) PUNECKUALIL
eunepxeadpuxamu. I[eHTPLI ITMX THMEPKBAJPUK BBIIOJHAIOT LCHTPAJBHYIO OChb, KOTOpasf
ABNAETCA ORHOBPeMeHHO ocoboil durypoii. HaHounuecknit Bun (9,1a) onpenessiet smiumyrno
KOHUNMECKO-YUAUHOPUYECKYI0 2UnepKeadpuxy, TeOMeTPUUYECKH MpeACTaBIgeMyio ocbio Ay,
KOTOpasl #IBJIAETCA leHTpajbHOM ocblo. [as nopruna (9,1b) , HopMmaibhbim cedeHdeMm'
ABJIACTCA ITMNTHYECKUH KOHYC (4epT. D), a 1A (9,1¢) — runepbo.ngeckuii koayc. B obounx
cay4yasx och X, ABIAETCA UEHTPANbHOU Ochblo. B nMTepatype oHM NPUROAATCA KAK KOHM-
4eCKUC TUIEPKBAJIPHKU BTOPOro poja.

IlentpanbHoit QUrypoll wyuaundpuveckur zunepkeéadpux, HOPMANbHLIK B KOTOPHIX
ecth (10,1), ABaserca muockocerh (X3, X,). I'eoMerpuyecku oHu 00pa3yloTcsl ABHyKCHUEM
LAJMHAPA ¢ OChR X3 B HanpaBjaeHunu ocH X,. Ecam ator muiuMeAp AB/AAETCS MHHAMBIM, NO-
aydaerca (10,2a) mrumas yuaundpo-yusundpuneckan zunepkeadpuka, NpeacTaBiAeMasn nno-
cKocThIO (X3, X,); eciim muauHap asaaunTudecknii, to (10,2b) apasercs deiicmeumensmoi
JAAURMYNECKO-YUAUHIP UNeCKO-Yurundpuneckar sunepkeadpuxoti, (dept 6.), u ecaum runep-
Gonmuecku, 1o (10,2¢c) ABAsACTCA Pelicmeumenbholl 2unepbosULECKO-YUAUHOPULECKO-Y ULUH-
dpuseckoii. eunepxeadpuxoii emopozo poda. LleHTpasibHAA IIOCKOCT YUiUitdPUHECKO-YULUH-
dpuueckoii sunepkeadpuru (11,1) MHUMIEATHAA ¢ HecOOCTBEHHHIM NPOCTRAHETBOM. ['comer-
PHUECKH JTa THIEPKBaJApPHKa 00pa30BaHa TPAHCIALMOHHBIM (NOCTYTIATEJILHLIM) JBHIKEHHEM
napalonoMaAYecKOro MUAHHApA, ¢ X; Kak npsaMoil, NMPOXOasiied depe3 BepUWIAHY, B Ha-
npasieHun ocu X, (4epr. 7). ITO THN naPaboAUECKO-YUAUHOPUNECKO-1 UAURIPUNECKOL 2U-
nepkeadpuru. 3

HopMmanpHEIM BHAOM 2unepkeadpuk, pacnadarwwuzrca Ha 0se 2unepnaotkocmu, uepece-
Kaougecss B HEHTPAJIbHOH NIIOCKOCTH (vepr. 8), smasercs (12,2). Ux IICHCTBATRILHOCTD
38BHCHT OT 3HAKa JIBYX He HYJIeBbIX KOPHEH CeKyJIAPHOIO (XapaKTepuCTHYeCKOTO) ypaBHe-
sas (1,3). :

Ecsim HOpMaJIbHBIH BHJ, pacnajalomieiicss runepkagpury ectsb (13,4), oua npegcrasiser
d6e 83auMMHO napanseadhbie eunepnaockocmu (4ept. 9). 3hecs HeHTpandbHOH QUrypoit ssis-
ercs THNepNJOCKOCTh B KOHEYHOCTH. OaMHaKOBO Aesi0 OOGCTOMT M B cydac HOPMaJIbHOTO
BHAA (13,5), NpeNCcTaBAAIONIEro cd60eHHYI0 2UnepnaocKocms, B KOTOPYIO THIePKBAJpPAKA pac-
nagaercA. Eciu ypaBHeHHe rHNepKBajpPMKH MOKHO BbIpa3uTh B BHje (13,7), T0 smopoi
wacmblo pacnadarweiica eunepxeadpuK A6AAEMCA HECOGCMEEHHAR ZUNEPNAOCKOLING, C KOTO-
poH coBODafaeT M NEHTPAJIbHAA I'MIEPNIIOCKOCTb.

YpaBrenne (13,8) onpenenser cdsoennyro Hecobecmeennyio zunepnaockecms. LleHTP 3TOR
pacnajaionieiicd rENepPKBafipMKH HeonpeJesieH.
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Zur Theorie der Hyperkvadriken im vierdimensionalen euklidischen
Raume mit bestimmten Zentralgebilden

M. Harant °

Zusammenfassung

Diese Abhandlung ist. die Fortsetzung der Abhandlung ,,Zur metrischen Klasifikation
der Zentralhyperkvadriken im E ¢, welche in der vorliegenden Zeitschrift (1956/I, 4— 6)
veroffentlicht wurde. (1,1) ist die Gleichung einer Hyperkvadrik im E,, wobei z; homo-
géne Koordinaten des Punktes der Hyperkvadriken in der orthonormalen Basis (0; 2,
X Ty, ) sind.

Wenn die Valenzen der Matrix des Systems (1,2) 2’ = 3, 2, 1 sind, dann erzeugen
dic Mittelpunkte der Hyperkvadrik ein bestimmtes Zentralgebilde, uhd zwar eine Zentral-
achse, einc Zentralebene oder einen Zentralraund. Ist nur a, -+ 0, ist der Mittelpunkt
unbestimmt.

Die Zylinder-H yperkvadriken mit der Normalgleichung (3,4) haben die Zentralachse
im Endliche. Wir unterscheiden 4 metrische Typen: (4,1a) elipsoidisch-zylindrische
Hyperkvadrik (Abb. 1); (4,1b) hyperboloidisch-zylindrische Hyperkvadrik erster Art
(Abb. 2); (4,1c) hyperboloidisch-zylindrische Hyperkvadrik zweiter Art (Abb. 3) und
(4,1d) eine imaginare elipsoidisch-zylindrische Hyperkvadrik, geometrisiert nur X, als
eine Zentralachse.

Paraboloidische Hyperzylinder haben die Zentralachse im Unendliche und ihre Nor-
malgleichung ist (6,1). Die Hyperflache besitzt die Achse X, als eine Gipfelgerade. Esg
seien zwei Typen dieser Hyperkvadriken. Die kanonische Form bestimmt die parabo-
loidisch-zylindrische Hyperkvadrik erster Art (Abb. 4) und die Form (7,1b) bestimmt
die paraboloidisch-zylindrische Hyperkvadrik zweiter Art, bei welcher der Normalschnitt
ein hyperbolischer Paraboloid ist.

Die Hyperkvadriken, welche die Gleichung (9,1) besitzen, sind kegelisch-zylindrische
Hyperkvadriken. Thre Mittelpunkte erzeugen éine Zentralachse, welche ein singulires
Giebilde ist. Die kanonische Form (9,1a) bestimmt die i¢magindre kegelisch-zylindrische
11 yperkvadrik, die nur als eine reelle Achse X, geometrisiert wird, X, ist die Zentralachse.
Bei den Typen (9,1b) ist der Normalschnitt ein eliptischer Kegel (Abb. 5), bei der Glei-
chung (9,1¢) ist der Normalschnitt ein hyperbolischer Kegel. In beiden Fiillen ist X, die
Zentralachse. In der Literatur werden sie als Kegelhyperflichen zweiter Art angefiihrt.

Zylindrisch-zylindrische Hyperkvadriken mit der Normalgleichung (10,1) haben als

Mittelgebilde eine Ebene (X, X,); geometrisch entstehen sie durch die Verschiebung
des Zylinders mit der Achse X, in der Richtung der Achse X,. Ist dieser Zylinder ima-
ginir, bekommen wir eine (10,2a) imagindre (V 4 V )-Hyperkvadrik reprisentiert durch
die ebene (X;, X,); ist der Zylinder eliptisch, dan ist (10,2b) eine reelle (EV—V)-Hyper-
kvadrik (Abb. 6) und wenn er hyperbolisch ist, dann ist (10,2¢) eine reelle (HV — V)-
H yperkvadrik zveiter Art.
. Bei den zylindrisch-zylindrischen Hyperkvadriken (11,1) ist die Zentralebene nicht
inzident mit dem unendlichen Raume. Geometrisch ist diese Hyperkvadrik gebildet
durch die Translation in der Richtung X, des parabolischen Zylinders mit X; als Scheitel-
geraden (Abb. 7). Es ist der Typ der (PV— V)-Hyperkvadrik.

In zwei Hyperebenen zerlegbare Hyperkvadriken, welche sich in der Zentralebene durch-
dringen (Abb. 8), haben die normale Form (12,2). Die Reelitdt hingt von dem Vorzeichen
zweier Losungen der sekuldren Gleichung (1,3) ab.

Ist die Normalgleichung der zerfallenden Hyperkvadrik (13,4), so reprisentiert sie
zwet parallele Hyperebenen. Das Zentralgebilde ist hier eine Hyperebene im Endlichen.
Ist (13,5) die Normalgleichung der doppelt gerechneten Hyperebene, in welche die Hyper-
kvadrik zerfillt,

Kann man die Gleichung der Hyperkvadrik in der Form (13,7) schreiben, so ist der
zuerte Teil der zerfallenden Hyperkvadrik eine Hyperebene im Unendlichen, mit welcher
auch die Zentralhyperebene identisch ist.
ane Gera.de.(l3,8) bestimmt die doppelt gerechnete Hyperebene im Unendlichen. Der
Mittelpunkt dieser zerfallenden Hyperkvadrik ist unbestimmt.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. I-11 MATHEMATICA 1957

Analyticky dokaz Chaslesovej vety rozsirenej na racionalne
normalne krivky a jej duidlne znenie v priestore P,

V. SVITEK

Veta (1). V (r + 4)-ubolniku A 4,454, ... A,_1A,A4,.,4,.,4,,54,,, vpisa-
nom ractondlnej normdinej krivke c¢* v priestore P,, ktorého strany si (A4,4,),
(AzAa)» (AaAd)’ tero (Ar—lAr)’ (A,AH-])’ (Ar+1AH—2)v (Ar+2Ar+3)v (Ar+3Ar+d),
(A,,44,), kde A;, prei =1, 2, 3, ..., r + 4 s% jeho vrcholy, vytinaji nad-
roviny (A, 4,4, ... A,), (4,434, ... 4,.,), (44,4, ... A..,) na jeho proti-
Tahljch strandch (A,.,A4,13), (4,134, 44), (A,144,) trojicu bodov P, ?P, 3P, Tdto
trojica leZi s bodmi Ay, Ay, As, ..., A, v spoloénej nadrovine.

Dokaz:
Podla naznadenej vety plati:

(4,445 ... A,,A,) 0 (4,104,.5)] =P,
(1) (4,454, ... 4,4,,,) n (4,.,4,,,)] = P,
[(A3A4A5 con A, ) 0 (4,4,4,)] =P

Vzhladom na vzfah (1) je zrejmé, Ze nadroviny (4,4, ... 4,), (4,4, ...

. A4,.,), (A4, ... A,,) maja spoloéné body 4;, 4,, 4;, ..., 4,, o ktorych
podla nadej vety predpokladdme, %e st vo vieobecnej polohe a lezia s bodmi
P, *P, 3P v jednej a tej istej nadrovine, t. j. kazdou skupinou r-bodov vy-
bratych zo spomenutych (r + 1)-bodov urdend nadrovina musi prechidzat
aj zvySnym z tychto bodov.

Za udelom dokazu nagej vety nech je raciondlna krivka ¢’ viazand na toto
parametrické vyjadrenie:

(2) o=t =101 =12 ..., 2, =10, =1t x,.,=1

Vo vieobecnosti vieme, %e kazdd nadrovina projektivneho priestoru P, pre-
tina krivku (2) vo veobecnosti v r rdznych bodoch. Predpokladajme, Ze st-

radnice urditej nadroviny sa »; (j =1, 2, 3, ..., r + 1), ktorej rovnica je
(3) wx) + wpy + Uy + Uy + ...+ U X,y + UT, + Uy Ty = 0.

Po dosadeni z rovnic (2) do rovnice (3) dostaneme

(4) Ugt” - U - w2 L w84 ut Uy = 0;

rieSenim dostaneme parametre f,, f,, &3, ..., , priesednikov nadroviny (3)

8 krivkou (2). Nakolko rovnica (4) je r-tého stupiia, predpokladajme, Ze je
%; = 1. Vzhladom na korene rovnice (4) buda jeji koeficienty dané tymito
formulami:
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r r
71’2 = (_ 1) 24 tll’ u3 = (_ ]')2 2 tlltlg’
=1 fyFi=1
! —_—— —_—
y Uy = (— 1)7—2 titi, ti s
hkigF ... Fir—2
T r
(5) u, = (— 1)1 2, b by Uy =(—=1 2 titi,. . -t,, .
i|:4=i,#=...=§v‘,~1=1 LEihE... ki =]
V désledku vztahov (5) rovnica nadroviny (3) projde do tvaru:
@ 4 (— V) D hdy + (— 122 Gty + (— 132 tibitia + . . .+
() + (-- 1)1 zt—ilziz' ; ._,;r_kil', + (— 1) Ztit; Z— Zyiy,
kde 4, i, ... F+1,=(1,2,3,...,7). Ked teraz predpoklada’mme, Ze para-
metre danych bodov krivky ¢’ st pridruzene ¢, %1, .. ., {;.4. Potom rovnica

nadroviny idacej bodmi 4y, 4,, 4;, ..., A, a okrem nich niektorymi inymi
dvoma bodmi 4, 4; bude mat po patriénej uprave tvar:

[, F (— D)2 tmF (— 12D tibimat oo+ (=123 Gl o by, 1)] —

r—2%r—1
— [ (=12 Gt e+ (= 12Dl b ]+
(M +tglot+ (= D26+ o+ (= )7 Dby o by @] =0,

kde 4, =4, %+ ... & ¢, =3, 4,5, ..., r a parametre ¢, {; povaiujme za
premenné, a to v zavislosti od I'ubovolnych dvoch bodov krivky ¢’, t. j. 4;, 4;.
Bod P podla vztahu (1) musi lezat ako v priestore (4,4,4,... 4, ,4,),
tak v priestore (A,4,4;5... A4,4,,,4,.;) a v disledku toho jeho suradnice
musia vyhovovat rovniciam obidvoch nadrovin. Podobne body 2P, resp. *P
lezia pridruzene [porovn. vztah (1)] vo dvojiciach nadrovin (4,4,4,...4,4,.,),
(A3A4A5 ! A:+3Ar¢4) resp. (A;4,4; ArJ-lAr+2) (A:;A A ... AyA44,),
t. j. ich suradmce musia pridruzene vyhovovaﬁ aj rovniciam tychto nadrovin.
Ak teda stradnice bodov P pre k = 1, 2, 3 oznadime *z,, kde 1 =1, 2, 3,
r + 1, musia tieto vyhovovat 1‘ovnici:

(8) .
[z, — Z tha, + Z Lty + .. — 1) $ biig -« - i _ thr——l] -
— (b ) My — Dt dxy + Dt ,fx,, B et | AL DO A AU L
+ [Py — D bty + 2 bt (= 1) RS b, b ] =0,
kde

bl ...k, ,=3,4,5, ...,

Podla rovnice (8) vzhladom na vyssie stanovenu podmicnku, e kazdy bod
z bodov *P lezi v uréditej dvojici nadrovin zo Siestich v .-$Sie spomenutych,
moézeme suradnice kazdého bodu viazat na dve rovnice analogické, ako je
rovnica (8), staéi len pre suradnice prvého bedu volit podla vztahu (1) za

50 “



i=1,7j=2 resp. za t =r + 2, j = r + 3; pre suradnice druhého bodu
i =2 9=r+1resp. i =r+ 3, j =r 4+ 4, a pre siradnice tretieho bodu
i =r+1,j=r+2 resp.t=r+ 4, j=1 '

Ak oznatime v rovnici (8) vyraz v prvej hranatej zatvorke *R,, v druhej R,
a v tretej "R; (b = 1, 2, 3), méZeme tychto Sest rovnic napisat v tvare:

8) ' l}zl - (tl + t2)1R2 “}" tltgle = ()
e l 'Ry — (442 + trg)' Ry 4 ¢, peboagt By = 0,
(8) { ZRI B (t2 + tr+l)2R‘.'. —+ tztr+12R3 =0
’ PRy — (g A bog)2 By -t gt PRy == 0
(8) { SRy — (i + t0)® By + 1, 48,13 B; = 0
” SRy — (g + 6P Ry + £, 2Ry = 0

7 uvedenych rovnic plati:

IR :IR IlR == tltz’ tl+t2 = tltz, l | . tl+t2’ 1 ‘y
! z : tr+2tr+3! tr+2 + tr+3 t:+2t1+3’ 1 tr+2 + tr+3’ 1
) 2R :eR, ek — b bbb R 1|t ] ‘
v ? ? tr+8tr+4v tr+3 + t:+4 tr+3tr-145 1 tr+3 + tr+4’ 1
3R - 3R C3R. — : trl-ltr+2’ tr+1 + tr+2 tr+ltr+25 1 | S l,+1t,+2, 1 !
! : 2 itr+4tl! tr+4 + tl tr+4tl7 1 tr+4t1, 1

Aby sme mohli pouzif vztah (9), prikroéme k stanoveniu podmienky, aby
(r 4 1) bodov prisliachalo tej istej nadrovine. Vo vieobecnosti je zrejmé, Ze
ak (r + 1)-bodov m4 prislichat tej istej nadrovine, potom sta&i dokazat, ze
hodnota determinantu zostaveného z ich stradnic musi sa rovnat nule, t. j.

141 1 1 1 11
ot T R P
2 2 2 2 2 2p 2
2% %05 2y ... P20,

S2,°%, %23 3%y ... %%, Pty

A A 1At /A R - S A |
(10) 3 "3 U3 3 3 3 — 0.
A Y A /R S A |
iogre L, 12t 1
Aby sme tot

; 0 dokazali, upravme determinant tak, aby prvé tri prvky prvého
riadka dostali tvar vyrazov 'R, , 'R,, 1R, tri prvky druhého riadka tvar vy-
Tazov *R,, ®R,, ®R, a tri prvky tretieho riadka tvar 3R,, 3R,, *R, ; potom de-
terminant (10) prejde po patriénom dosadeni zo vztahov (9) na tvar:
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1RARR} x, Yz, ... Y, 'w)2,.,
:R2:R2R2x, %2, ...3%, ,°x°%x,,,
R2RAR3x, 3x, ...3%, %2°%x,,,
0 0 0 #5365 ... 8 t,1
(11) 0 0 0 &3¢ ... &2 ¢t 1
0 0 0 38 ... 2 t1

.............................

0 0 0 g 3gs... 2 ¢ 1

aleho

et A 1 |

3L 21

t:"3 tt‘4 t42 t4 1 lR‘IRle"
(11), —| " ° BB | tR2R2R, |,

.............. e

A A I . A |

pritom nulové prvky v prvych troch stipcoch determinantu (11) vyplyvaji
z tychto znamych identit:

=t — 2t Db (= D)2, B,
0=t — Dbt 4+ 2 ttetn® 4 oo+ (— 1) 2tk o b b,
0=t — D ttS + Dbttt + oo+ (= 1) 2 bty o b

Pre i, F ity ... F4,,—=3,4,56,...,7r a pre m = 3,4,5, ...,71.
Ak oznatime hodnotu Vandermandového determinantu figurujiceho vo vzfa-
hu (11), znadkou ¥V, mézeme vztah (11), napisat struéne:

. 1R,, 'R,, 'R,
(12) V.|*R,, *Ry, *R,
; 3R,, *R,, 3R3|

.

Ked sa mé teraz hodnota uvedeného determinantu vo vztahu (10) rovnat
nule, potom staéi dokdzat, Ze vo vztahu (12) je hodnota determinantu:

lRla l-Rza IRS .
(13) *R,, ®R,, *Ry| = 0.
°R,, *R,, °R,
Prepisme podla vztahu (9) determinant (13); dostaneme:

bita(brra + thrs) — tragbria(ty + &), bify — tiobiras (8 + 8) — (brps + Eria)
(14) |t 51(bps + Erra) = brigboralle+ 6pn)s babpin —brpaboras (b2 + 6p1) — (Bria + 6y |-
babrra(brya + 8) — bl (briatrra)s bpabrra — bpabts (Bpa + 4) — (Braa + 81)
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Ak nésobime v determinante prvy riadok {¢,., — f,.4), druhy (¢, —¢,)
a tieto riadky pri¢itame k tretiemu nésobenému (¢,,; — f,), dostaneme v po-
slednom riadku samé nuly, v ddsledku &oho sa determinant (14) rovné nule.
Body P, ®P, ®P, A4,, A,, ..., A, leiia teda v jednej a tej istej nadrovine, ako to
veta tvrdi, ¢im sme ju dokazali.

Dualna veta k vyssie spomenutej znie:

Veta (2). V (r + 4) -uholniku priptsanom ractondlnej krivke c" v priestore P,,
k'tOTéhO Stm’ﬂy 8% lPr—-z = (lAr—ler—l)’ 2Pv—2 = (ZA r——lsA r~l)’ sPr—Z = (344'#—14‘4 r-—l)7 veey
TP, = ("4, A, ), kde ‘A, ; pre i =1,2,8, ..., r+ 4, su oskulainé
nadroviny normdlnej krivky c'. Body P = (*4, 24, A, ,..."4,,), P =
= (24,24,_*4, ;... "4, ,),3P = (34,_24,_°4,_, ... 24, ) s ich protilah-
Lumi stranomz ("T24, 7134, ), ("HBA,_,"HA, ), ("H4,_'4,_,) tvoria trojicu nad-
rovin *R,_,, 2R, ,,3R,_,, ktoré s nadrovinami 34,_,,44,_,, ..., "A,_, prechddzaji
spoloénym bodom.

Dokaz:

Podla naznadenej vety plati:

(4,24, 24, , ... "4, ) (724, P4, ,)] = B,
(1) (C4, 24,24, ... P04, )(THPA4, A4, )] = B,
[(°4, .24, ,°4 P4, ) (A, A, )] = Py

st B
Vzhladom na vztah (1) je zrejmé, %e bodmi uréenymi r-skupinami nezévislych
nadrovin: (*4, 24, 4, ..."4,,), (4, ,*4, °4,, ... "4,,"P4, 194, ,);
(2A,,_13A,_14A,_1 ne. r‘41—1(’.-“1)1‘11“--1)1 (3Ar——1 e 4141'—15‘47—-—1 viols rAr—l(r+a)Ar~l('+“Ar-l);
(JA7—~14AY—15Ar—1 siwie 'Ar—l('-H)Ar—l(,+2)Ar—l), (sAr—l4Ar— 15A7—1 sae ’Af—l('+4)Ar—llAr-1)
prechddzaji nadroviny 34, ,, %4, ,, %4, ,, ..., "4,_,, ktoré si vo vieobecnej
polohe a predchadzajii s nadrovinami PB,, B,, R, tym istym bodom, t. j.
kazdd skupina r-nadrovin vybratd zo spomenutych (r 4+ 1)-nadrovin urduje
bod, ktorym prechéddza aj ostatna nadrovina z podtu (r + 1). .

Za utelom dokazu nafej vety nech je parametrické vyjadrenie racionalnej
normalnej krivky ¢’ viazané na rovnice:

(2) Ty=0, Z,=10"1, m=1"2 ..., =18, 2=t x,.,=1,
prifom parameter ¢ spliia vztah:
— oo <t < oo

Rovnica oskulaéne;j nadroviny v bode o parametri {; ma tvar:

o= (1)t + () — ()t + -

(3) - — r—1 r { — r r T oy

+ ( l) r—1 tt l:l:r +( l) r tizr+l - 0’
PredPOkladajme, Ze body, v ktorych dané, oskula®né nadroviny ™4, ,, pre
m=1,2,3,...,7 + 4, pridrufene oskuluju krivku ¢’, st viazané na para-
etre ¢,. Ak oznadime skupinu r-nadrovin (74, *4, 34, %4, , ... '4,)

53



bude tato pre j =1, k = 2 uréovat bod P, a pre j=¢r+2, bk=r+ 3
bod P;; podobne pre j =2, k=7r-+4 1 bod P, a pre j=7r+ 3, k=r}+4
bod P, a pre j =7+ 1, k=74 2 bod P;, pre j =7+ 4, k=1 bod P;.
Stradnice bodov spomenutych troch dvojic budi dané riesenim tejto sustavy-

b = (:)tja:2+ (;) Bag+ ... +(— 1) (rfl)t;—lx,+ (- 1)’(:)t§x,+,= 0,
x, (:)thz-f-(;)t‘anr .+(—1)r-1(r l)t;;lx,+(_ 1)'(:)t{.x,+130,
xl-(:)t3x2+(;)t§x3+ +(~1)'-1(r11)t3—‘x,+(~1)*(:)t§x,+1=0,
(4) xl—(:)t;x2+(;)t4xa+ .+(_1y~1<rfl)t;-lx,+(~1)7(:)t;x,+1=0,
2, (l)t,x2+(2)t,x3+ +(«1)'_1(r_l)t;‘lx,+(—1)’(T)t,x,ﬂ—O,
t. j.
L= (D)o (32
A PG
L= (76 (5) 8 =) s
(B) @ 1®y:ixgi... Xy = 1,—(:)64, (;)tﬁ, ’(_1),(:)& ;
e (e e
alebo

P S T U e AT
(6) | ...(:).ch - 1)‘"‘2"“(3)({)(2)“100

pri¢om sG Dy, D,, D,,. .., D, determinanty priradené stradniciam x,, pre h =
= 1,2, ...,r + 1z matice (7) vzhladom na (4):
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L6, 82, ..., 8

i i

lytk’t%¢ UE Y ) l’;

Lty 12, ..., 8

(7) N iy ey e

oy eoe ey e

“ oy e sy e

1,t, 82, ..., ¢

(r+ Dr
Ak prava stranu vztahu (6) delime vyrazom (— 1) 2 (S)

() () me

B el

— 3 . . =
. Ty r) T
0) 1) (2 (r
Aby sme zjednodusili formuly vyjadrujice suradnice bodu vo vztahu (8),

pripojme k sustave (4) rovnicu nadroviny oskulujicej krivku ¢’ v bode pre
Iubovolny parameter ¢, t. j.

Zeme prepisat vztah (6) na tvar: .

(8) By 1%y 1yt X

(9) @y — (:) ta, + (;) By — ...+ (—1y (:) tra,., = 0.

Ak mé ststava danych rovnic (9) a (4) nenulové riesenie, determinant
sustavy tychto rovnic musi sa rovnat nule, t. j. po patri¢nom krateni determi-
nantu musi platit:

1,8 &, ...,
1,4, 8, ..., 8
lytks t%) Q0] 'I;
1, b, 8, ..., 4
(10) 3 3 3 =0

ey e ey o
sy se ey .
5 e aey e

1,¢, 8, ...t

r

Rovnica (10) pre neznamu 't je splnend pre parametre Ly by b3y by v ns by,
teda polyném, ktory dostaneme po rozpisani determinantu (10):

D, —tD, + #2D, — ... + (— )yt'D, =0 (10°)
moézeme po prislusnej aprave prepisat na tvar:
) D L Dt b (=1 Db, . =0,

kde iy = 4, 44, & .., +1, =14,k 3,...,r pritom z porovnania (10)" a (11)
vyplyva:

L D D,
(12) T =Dt -2 =St ...,P—1=Zt,-lt,., U A= X . A
o r r

D 11D,
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Vzhladom na vzfah (12) moézeme vzfah (8) prepisaf na tento tvar:

r\! r
Xy SRy STyt :x,H:(O) tjt,‘ta...t,:(l) Dby ceabi % e

(13) o (r " 1)—12‘-, : (:)- ,

kde ¢, 4, =+ ... =1, =174, k, 3, 4, ..., r. Ak teraz vzhladom na vzfah (1)
za j, k vo vztahu (13) napfSeme j = 1, k = 2a j=r + 2, k = r + 3, dosta-
neme suradnice bodov P,, Pi; =2, k=r+1a j=r+3, k=r-+4
suradnice bodov P,, P; a napokon j=r 4 L k=r+2aj=r+ 4 k=1
stiradnice bodov P, P;. Rovnice dvojic bodov P;, P; pre ¢ = 1, 2, 3 vzhladom

na ich suradmce odvodene zo vztahu (13) oznadené 25, 'xz, L5 TR | I
a ‘xy, 'z, txy, ..., ‘2., budd tvaru:
(14) { ulixl + u2ix2 + u3ix3 + et ur+lixr+l = 09

u' Ty + U, + ugtxy + .. 4 %' = 0.

Upravme prvia rovnicu, kde 4, =1, 433 ... F=¢,=14,k,3,4,...,r t. j.
po dosadeni z (13),

r\—! r\-! r\—?
U (0) Bty ... L+ uy (1) Etnt,».., cen b ug (2) z bibiy « oo b, + oo

y
"+u’(r—l

sudin t;t,, z dalSich (¢; 4 t,); rovnica prejde do tvaru:

—1
>t 4+ u ., = 0 tak, Ze vytkneme z prisluinych ¢lenov

r\—1 r\—! r
t,-t,,[ul (0) toty . .. t,+u2(l) St t,.r_3+u3(9) Dbty o b+
~% —
+"'+ur~1<r:2) ]+(t'+tk)[u2(:) toty ... b+
r\—1 r r \—!
+ u3 (2) Ztiltig Ll lr_ -*’ u4 (3) ytll iz " '_4 + L + ur (,r _ 1) ]+
r\—! r\ !
+[u3(2) % t,+u4(3) Dbty oo b+
(15) . Zt daun () =0
5 4 i lg"' 'r 4. r+1 r - b

$yF =+ ... F4i_5=234,...,r— 1. Ak oznadime vyraz v prvej hranatej
zétvorke *R,, vyraz v druhej hranatej zétvorke *R, a vyraz v tretej hranatej
zétvorke *R,, pre h = 1, 2, 3, mézeme 3est rovnic pre tri pary spomenutych
bodov napisat v tomto tvare:

(181 { bt Ry + (b + ) Ry + 1By =0
tr+2t:+3lR1 + (g2 + ta)' By + 'Ry = 0

a, | e b R =
tr+3t1+42R1+ (tis + tr+4)2‘R2 + *R; =0

(15)3 { tr+1t,+_2_3§1 + (tr-!-l + tr_tz)sﬁz i‘ 3Rs = 0
tid®By + (840 + )Ry 4 2Ry = 0.
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Z uvedenych rovnic plati:

(16)

1R, :
l ZE:

3R, :

B P (tl + &), 1

1 .1 —

R2 ' R3 r+2 + tr+a:
= 5 |ttt ]

2 .2 — r

R2 ' R3 r+3 + tr+4’ 1
3— 3P . r+l + tf+27
R2 ’ R3 tr+4 + tl’ 1

1 tr+2tr+3
’ 1 ttr+l

t |1 tts
1 l tr+3tr+4|

L tr+ltr+2
l? tr+4tl

E

bty by + by
tr+2tr+3’ tr+2 + tr+3
t2tr+11 t2 + tr+1
tr+3tr+4’ tr+—3 + tr+4

tr+1tr+2’ tr+1 + tr+2
tr+4tl’ tr+4 + tl

Aby sme mohli vztahy v (16) poutzit, prikroéme k stanoveniu podmienky,

aby (r +

+ 1) nadrovin prechadzalo tym istym bodom. Vo vieobecnosti je

zrejmé, Zze ak ma (r + 1) nadrovin prechadzat tym istym bodom, potom stadi
dokézat, ze hodnota determinantu zostaveného z ich stradnic musi sa rovnat

nule, t. j.

(17)

lul 5 ]u21 1u3’
Uy, Uy, Uy,
3 3

Uy, Uy, Pug,

L= (1) )

oy s

r r\ .o
1, ——(l)t4, (2) bys o

oy e e

oy e

r r
1, — Z e
’ (l)tr1(2)tr3

1
cos My
2
ces 2,y
3
cos U,

=y (r)e

)

Aby sme dokézali spravnost vztahu (17), upravme determinant tak, aby
posledné tri prvky prvého riadku presli na tvar vyrazov 'R,,'R,,'R,, tri
posledné prvky druhého riadka na tvar r Vyrazov 2R,, ®R,, *R, a tri posledné

prvky tretieho riadka do vyrazov 3R, , *R,, 3R,; potom determinant (17) prejde
po prisluinom dosadeni vztahov (16) na tvar:

(18)

1
Uy, My, ug,

2
ul ’ 2’”’2 ’ 2'“'3;

‘D

.oy

oy

-, u,z, R,, Rz,
1—2» R R
r-—2 R R2

0, 0
0, O,
0, o0,

R
3 SR—S
0

’

0 |
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alebo

lRl! lEz; IFS
.|2R,,%R,, °R, |,
3§17 3R2: 3E3

(18), . . e,

r r
= 2
L (i) (a)e

— r—3 r ) r—3
ce (= 1) (r L)t
pri¢om nulové prvky v poslednych stlpcoch vyplyvaji zo znamych identit:

bbb - by — by Dby o b+ (= T Db 4 (— 1) =0,
bbabe -+t — B 200, o G+ (= 1D (— 1) =0,
by oo by — B D0k o b b (= 1T+ (— 1), = 0,

kde ¢, 4, F 4, + ... +1,._,=23,4,5,..., a pre m = 3,4,5,...,%

Pre vytvorenie nulovych prvkov v poslednych troch stipcoch staéi si uve-
domit vytvorenie vyrazov 'R, pre ¢, h = 1, 2, 3. Tretiemu predposlednému
stlpcu stadi pripotitat prislusné nasobky prvkych r — 2 stlpcov, podobne
k druhému predposlednému prisluné nasobky druhého az r — 1 stipca
a k poslednému stipcu nisobky tretieho az predposledného stlpca. O aké
linearne kombinacie tu ide, je zrejmé z vyrazov ‘R,.

Ak z determinantu, ktory figuruje vo vztahu (18), vyjmeme spoloénych
ginitelov obsiahnutych v stipcoch, dostaneme:

1,6, 83, ..., &5
b, 83, .. 073
09 0T () R,
. ‘ 3R,,3R,, 3R,
1,6, 62, ..., 13

Na dokaz, Ze determinant (18) sa rovna nule, sta¢i dokdzat, Ze determinant
1R, 1R,, 'R,
*R,,*R,,*R, | = 0.
3El ’ SRZ ’ 3R3
Po dosadeni zo vztahov (16) dostavame:
(tl + tz) - (tr'+2 + tr+3)’ tr+2tr+§ - tlt2’ tlt2(tr+2 + tr+3) - tr+2tr+3(t1 s t2)
(21) (t2 + tH—l) - (t'+3 + t7+4)) t!+3tr+4 - t2tr+1 ’ t2t7+1(tr+3 + tr+4) - tr+3tr+4(t2 + tr+l) ¢
(tr+1 + tr+2) - (tr+4+ tl): tr+4t1 - tr+ ltr+2 ’ tr+ltr+2(tr+4 + tl) - tr+ 4tl(tr+l + tr+2)

(20)
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Kedze determinant (21) po Gprave mozno uviest na tvar determinantu (14),
s ktorym sme sa stretli pri dokaze prvej vety a tam sme dokazali, Ze sa rovné
nule, je aj determinant dany vztahom (21) nulovej hodnoty. z ¢oho vyplyva,
ze je nulovej hodnoty aj determinant (18), ¢im sme dudlnu vetu dokazali.

Adresa autora: Vysoksa skola pedagogicka, Bratislava

(Doslo 10. ITI. 1956.) °

AnanuTiyeckoe nokasateiascTBo Teopems! llana, pacnpocTpanennoe
HA PalMOHAJBLHOI KPHBOIf ¢" H JBoiicTBeHHOIi TeDpeMbl B HpocTpaHeTBe P,

B. CBuTeK

Conepsanue npesJMecTBYIOIICH cTaThH

Teopesma (1). B(r + 4) yronsuuke A, A,A,4, ... A, 4,441,474 3A4,4, BuCAHHOM
B PANNOHANBHYI0O KPHBYIO ¢’ B mpocTpaHcTse Pr, CTOPOHH KoToporo (4,4,), (A34,), ...,
(Ar-lAr)s (AIAH-l)y (Ar+1Ar+2)s (Ar+2Ar+3)'y (Ar+3Ar+4); (Ar+4A1)y rnc A; pas 1=

=1,2 3, ..., r+ 4, ero BepwMHbl, Hepecexalor runepmiockoct (A4;4,4; ... 4,),
(Agd344 ... Aryy), (A34,45... A,y,) Ha ero NpOTUBONONIKHMX cTpaHax (Aripdris),
(Ari3Ar1q)s (Arigdy) TpH TOukm 1P, 3P, 3P, KoTOpbIC JeMaT ¢ Toukamn A, AgAdg, ... A,

B ofulelf rUnmepnIoCKOCTH.

JBoiicTBeHHas TeopeMa K Teopeme (1):

Teopesma (2). B(r + 4) yronpHHKC NMPULKCAHHOM PAalMOHANBLHOM HOpPMANbHOM KpHMBOM cf
B npocTpaHcTse P,, cTOpOHW Koroporo P, , = (14, 24,.,), 2P,_, = (24,,34,),

3 —_—

Py = (CAr*4,), ...y TP, = (434, A, ), TP, = (r+%4,_,*4,,), rne
‘A pas 4=, ..., r 4+ 4 OCKyNALMOHHHE TUIEPIIOCKOCTH HOPMaJbLHOH KpHBOH of.
lol;m] P = ‘A, 24, P4,y ... TA,), P = (P4, P4, 4, ... 7H14,)), P =
=(*4,_,*4,_°A, , ... r*24, ) ¢ MX NPOTHBONOJIOMHLIMU CTODOHAMU (T+2A4, ,r+34, ,),

(r+34,_,r+%4,_,), (+44, 14, ;) onpeacisnT TpH rupepmiockoctn 1R, ,, 2R, 3R, ,
ROTOpLIC ¢ runepmiaockoctaAMu 34, %4, %4, A, , npoxoaar ueped oburyio TOuKy.

Démonstration analytique du Theoréme de Chassle élargie sur les courbes
rationelles normales ¢’ et les theorémes duales dnas I’espace |P,|

V. Svitek ’

Résumé de l'article précédent

Théoréme (1). Dans un polygone de (r + 4) cotés inscrit & une courbe racionelle
normale dans l’espace P, dont les cotés sont (A,4,), (4,4,), ..., (Ar—4,), (4:4,444),
(AriyAyig), (Apigdeig), (ApisAris)s (Arigd,), ou A;pouri = 1,2, 3,..., sont ses som-
lmetsz le ‘hyperplans (4,4,4, ... A,), (A,4;4, ... A,,,), (434,45 ... A,,;) coupent
€8 cOtés opposés (A, 45d,14), (ArigAyry)s (Arsad;) dansun triple de points 1P, 2P, 3P qui
est posé avec les points 4,, 4,, 4;,..., A, dans un hyperplan commun.

Le thegreme duale & celui de (1) est:

E Th?oreme (2). Dans un polygone (r + 4) adscrit & une courbe rationelle normale cr
3?4“5 l‘espace P, dont les cotés sont 1P,_, = (14, 24,_,), 2P,_y = (24,34,,), (Pr—y =
(4,44, ), ..., T3P,y = ("+34, %4, ), 1+ P,_, = ('*%4,,'4,,), ou ‘4, pour
=123, ..,r4 4 les hyperplans osculateurs de la courbe normale ont cr. Les
{;?;nts‘ P = (1A,_12A,__,3A,__1 v A, 0)P = (P4, P44 Ar .. T+14, ), P =
r ”:T Ar—}- -.T*+24, ) déterminent avec les ctés opposéscorrespondants (r+24,_,r+34,_,),

r—1"*%4, ), (r+94,_ 114, ;) un tripple de hyperplans 'R,_,, *R,,, R,_, passent
par le meme point.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. II, FASC. 1-11 MATHEMATICA 1957

O linearnej diferencidlnej rovniei tretieho radu s konStantnymi
koeficientami
M. GREGUS .

Praca pojedndva o vlastnostiach riefeni linedrnej diferencidlnej rovnice
tretieho radu s konstantnymi koeficientami tvaru

(a) Yy +24y'+ Qy =0
a o vlastnostiach rieSeni diferencialnej rovnice k nej adjungovanej
(b) 2 242 — Qz = 0.

G. Sansone [1] dokdzal za urditych predpokladov o koeficientoch 4 =
= A(1), Q = Q(4) tzv. oscilaénii vetu o existencii vlastnych hodnét pre
infegraly diferencidlnej rovnice (a).

V tejto praci st odvodené niektoré vzfahy medzi integralmi diferenciélnej
rovnice (a) a (b), dalej je ukadzané, Ze oscilaéné veta a veta o existencii vlast-
nych hodnét od G. Sansona platia aj pre diferencidlnu rovnicu (b), pravda,
vo \l;{lodne pozmenenom tvare a napokon sa tu dokdzal urdity novy okrajovy
problém. ’ )

I
Uvazujme o diferencialnej rovnici
(a) y"' + 24y + Qy = 0.

Nfzch su koeficienty A4, Q konstanty vlastnosti 4 >0, Q > 0.
Diferencidlna rovnica adjungovans k rovnici (a) je

(b) 2"+ 247 — Qz = 0.

Pre integraly diferencidlnej rovnice (a) plati tzv. integralna identita [1]:
(1) yy”——%y'z-}-Ayz_}_ nyzdz=kon§t.,

kde z, E’(—oo, o) je pevné &islo, 2 T'ubovolné é&islo.
Integrélna identita (1) pre integraly diferencialnej rovnice (b) je tvaru

(2) 22" — —;—z” + Az — Qf 22 dz = konst.
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Nech y,, ¥., y; je fundamentalny systém rieSeni diferencidlnej rovnice (a)
vlastnosti

Y1(20) = Y1(2o) = 0, Ys(%) = ya(,) = 0,  ys(x) = ¥} (%) = O.

Je znidme [1], Ze funkcie z, = 'y‘,’ Y2 Y1, Ys Yo U
| Y15 Y2 Y1, Ys Yo2r Ys
tvoria fundamentalny systém rieSeni diferencialnej rovnice (b) vlastnosti

) o —

|
) 23=,

z2i(2p) = 21(xp) = 0,  2y(xy) = 25(x,) = 0,  2y(wy) = 0.

Z integralnej identity (1), resp. (2) vyplyva, Ze integral y, nema nalavo
od z, a integral z, napravo od z, Ziadny nulovy bod.
alej je zname [2], Ze vSetky integraly diferencidlnej rovnice (a), ktoré
maju v ¢&isle x, nulovy bod, mézeme pisat v tvare c,y;, + c,y,, kde 7,, y, st
vysSie uvedené integraly diferencidlnej rovnice (a), ¢,, ¢, ubovolné kon-
Stanty. Integraly c,y, + ¢,y, vyhovuja uréitej diferencialnej rovnici druhého
radu, ktord pre x > z, je tvaru '
{3
() [- Y

%

"[24 =z
® % o z;f]y—o’.
kde z, je integralom diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti z,(x,) = z{(x,) = 0:
pritom integraly c,y, + c,y, osciluji napravo od z, a ich nulové body sa
oddeluja, pretoze 2,(x) & 0 pre & > x,.

Vsetky integraly diferencialnej rovnice (a), ktoré maju v ¢&isle z, nulova
prva derivaciu, mézeme pisat v tvare c,y, -+ Co¥s.

Veta 1: Nutnou a postatujicou podmienkou, aby nejaky integral y(x)
diferencialnej rovnice (a) splital podmienku

(3) Y'txo) = y(=) = y'(x) = 0,

je, aby integral z,(x) diferencidlnej rovnice (b), vlastnosti z,(x,) = z3(z,) =

= 0, mal v bode z, nulovy bod; pritom z, & x, € (— oo, o). ’
Doékaz: a) Nutnd podmienka. Nech je y(x) integralom diferencidlnej

rovnice (a) vlastnosti ¥'(x,) = y(z,) = y'(2,) = 0. Tento integral patri do

mnoziny integralov tvaru ¢y, + ¢¥;, teda y(x) = ¢y, + ¢y, Ppritom ¢,

¢, su urdené z rovnic

) Cth(®) 4 cays(zy) = 0,

ay1(@y) + Cys(x,) = 0.

No tieto rovnice maja rieenie pre ¢, a ¢, rozne od nuly len vtedy, ked je

Y1), ys(2y)
Yi(z1), ys(2y)
Tento determinant nie je viak nié iného nez hodnota integralu z,(x) diferen-
cidlnej rovnice (b) v bode z,.

b) Postadujica podmienka. Predpokladajme, Ze je 2(x,) = 0. Potom
zrejme rovnice

Ci¥%(7) + Gys(y) = 0,
C1y1(2y) + Cys(x,) = 0
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maju netrivialne riesenie. Existuju teda konstanty c¢,, ¢, také, ze funkcia
¢4 + C,¥s je riefenim diferencidlnej rovnice (a) a spia podmienky y'(x,) =
= y(x;) = ¥'(x;) = 0. Tym sme vetu dokazali.

Veta 2: Nech je y(z) lubovolnym integrilom diferencidlnej rovnice (a).
Potom funkcia y[z, — (x — z,)] = 2(z) je rieSenim diferencidlnej rovnice (b).

Naopak, ak z(x) je Iubovolnym riesenim diferencialnej rovnice (b), potom
funkeia 2[x, — (xr — x,)] = y(x) je rieSenim diferencidlnej rovnice (a).

Dokaz: Nech je y(x) riesenim diferencidlnej rovnice (a). Utvorme si
funkeiu ylz, — (z — x,)] = 2(x). Ukaime, Ze z(z) vyhovuje diferencidlnej
rovnici (b). Ak dosadime z(z) do rovnice (b), dostaneme:

=y (2 — (2 — x))] — 24y [7 — (¢ — )] — Qy [2, — (x — )] =
= =y [% — (. — )] + 24y'[x, — (v — )] + QLylz, — (z — x)]} =0,

pretoze vyraz vo velkej zatvorke je nula.
Podobne sa dokéze aj druhé tvrdenie nasej vety.
Z vety 2 ako dosledok vyplyvaja napr. vztahy:

Y(2) = kyzlx, — (2 — )], 21(2) = ka7 — (2 — x))],
kde k,, k, sa vhodné konitanty.
Veta 3: Ked je y,(x) rieSenim diferencislnej rovnice (a) vlastnosti y,(x,) =

= y,(x,) = 0, potom je f y, dz aj riefenim diferencidlnej rovnice (a) s dvoj-

Z,
ndsobnym nulovym bodom v bode L.
Podobne, ak je z,(x) riefenim diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti z,(z,) =

= 2y(x,) = 0, tak je aj [ 2z, do rieSenim diferencialnej rovnice (b) s dvojna-
sobnym nulovym bodom' v bode xy:

Dékaz: Nech je y(zx) Iubovolnym riefenim diferencidlnej rovnice (a).

Integrujme rovnicu (a) v intervale <z, 2> ¢len za &lenom. Dostaneme
identitu:

¥ + 24y + Q [y dz = y'(x,) + 24y(=,),

ktord pre integral y, znie:

(4) ¥ + 24y, + Q [y, de = 0.

T
Ukézme teraz, ze [y, dz je riefenim diferencialnej rovnice (a). Po dosadeni
Zg

do rovnice (a) dostaneme vztah (4). Teda skutoéne j y, dz je rieenim dife-
renciélnt?j rovnice (a). Jeho dvojndsobny nulovy bzod v bode z, je zrejmy.
Pcdobnym sposcbom sa dokéze aj druha &ast nasej vety.
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Tvrdenie vety 3 mozno struéne napisat takto:

Y(x) = klzf Yodz, 2z(2) = ky fzz dz,
alebo ’ ’
Yo(x) = kyyi(x), 2(x) = Kk, . 2().

II.

O koeficientoch diferencidlnej rovnice (a) budeme v dalsom predpokladat:
1. Nech A = A(1), Q = Q(A) st spojitymifunkciami parametra A € (4,, 4,).
2. Nech dalej A(4) >0, Q(A) >0 pre A € (4,,4,) a nech lim 4(1) =

A=A,
:%((-% < L, kde L >0 je konitanta nezvisld od A.

G. Sansone [1] dokazal nasledujuce dve vety:
A. O koeficientoch diferencidlnej rovnice (a) nech platia predpoklady 1, 2,

fj(i) =< L. Nech naviac plati ) < 2 log 3. Potom
(4) (4} 9n

k Tubovolnému ¢islu 6 > 0 existuje také 1,€(A,, A,), ze pre 1 > A, € (4,,
A,) v mnozine integrilov y(x, A) vlastnosti y'(x,, A) = 0 existuje okrem line-
arnej zavislosti jeden integral, ktory sa anuluje so svojou prvou derivaciou
v nejakom dalSom bode intervalu (z,, z, + 9).

B. O koeficientoch diferencialnej rovnice (a) nech platia predpoklady 1, 2.
Nech dalej z,, #, + d sa dva pevné body, d > 0. Potom existuje nekoneéne
mnoho hodnét parametra A € (4,, 4,) (vlastné hodnoty), ku ktorym patria
y(z, A) (vlastné funkeie), ktoré st rieleniami diferencidlnej rovnice (a) a spl-
faji podmienky

Y(xg A) =0, ylz, +d,2) =y (z,+d, 1) = 0.

Teraz vyslovime vety A a B v zneni, v ktorom platia pre diferencidlnu
rovnicu (b).

A. O koeficientoch A4(4) a (4) nech platia predpoklady vyslovené vo

vete A. Potom k TubovoInému &islu 6 > 0 existuje také 4, € (4,, 4,), Ze pre
A > 2, € (A4,, 4;) v mnozine integralov z(x, 1) diferencidlnej rovnice (b) vlast-
nosti Z'(z,, ) = 0 existuje okrem linedrnej zdvislosti jeden integral, ktory sa
anuluje so svojou prvou deriviciou v nejakom dalfom bode intervalu (z, — 4,
%,)- :
B. O koeficientoch 4(4) a Q(A4) diferencidlnej rovnice (b) nech platia pred-
poklady 1, 2 tohto odseku. Nech dalej z, — d, z, st dva pevné body, d > 0.
Potom existuje nekoneéne mnoho hodnét parametra 1€ (A4,, A4,), (vlastné
hodnoty), ku ktorym .patria vlastné funkcie z(x, 1), ktoré su rieSeniami dife-
rencidlnej rovnice (b) a spliiaji okrajové podmienky

2Axg — d, 2) = 2'(xy — d, A) = 2'(x, 1) = O.

= 4 oo a pritom

okrem predpokladu

Dékazy viet A, B vyplyvajt priamo z vety 2.
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Veta 4: Za predpokladov 1, 2 tohto odseku existuje nekonedne mnoho
hodnét parametra 4 € (4,, 4;) (vlastné hodnoty), ku ktorym patria vlastné
funkcie y(x. 2), ktoré st rieseniami diferenciidlnej rovnice (a) a spliaju okra-
jové podmienky

Y(xy — d, 2) = y(xy) = y"(,) = 0,
kde d > 0 je pevné ¢islo.

Dokaz: Dokaz vety vyplyva z viet 1 a 2 a z vety B. Vskutku, z vety B
vyplyvaexistencia nekonecne mnoho vlastnych hodnét parametra 1€ (4,, A,),
ku ktorym patria vlastné funkecie y(x, 1) tej vlastnosti, Ze y(x, A) st rieSeniami
diferencidlnej rovnice (a) a spliiaji okrajové podmienky

Y'(xg, ) = ylxy +d. 2) = y'(%, + d, 2) = 0.

Podla vety 1 ku kazdej tejto vlastnej hodnote parametra A existuje rieSenie
z(x, 4) diferencidlnej rovnice (b) vlastnosti zy(wy, 1) = zy(xy, 4) = z(z, +
+d, 2) = 0 a podla vety 2 funkcia Y = z[z)(x — z,), A] je rieenim dife-
rencidlnej rovnice (a). ktoré splfia okrajové podmienky

Y(x,. }) = Y'(y. ) = Y(2y — d, 1) = 0.
Tymto sme vetu dokazali.

Literattura

[1] Sansone G.: Studi sulle equazioni differenziali lineari omogenee di terzo ordine
nel campo reale. Revista, Mathem. y Fisica teorica, Seria A, p. 198, Tucuman 1948.

[2] Gregus M.: O niektoryceh vlastnostiach rieSeni linedrnej diferencidlnej rovnice
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O nuneiirom nudpepennuaIbLHOM ypaBHEHHH TPETHErO MOPA/KA
€ NOCTOAHHBIMA KO3{puImeHTamu

M. Tperym

BriBOo b

B aroil paboTe 3aHMMaeMcsi HEKOTOPBIMH CBOHCTBAMH peileHHH suHeiiHoro guddepen-
LHAJILHOTO YPABHEHHs TPeThero MOPAAKA ¢ MOCTOSHHLIMH Koadduumenramu Buga:

(a) y"'+ 24y +Qy=0
# CBOHCTBAMA peulcHHi jiupPepeHIIMaNIBHOrO yPaBHeHUA CONPHIKEHHOTO ¢ ypaBHeHHeM (a):
(b) 2" + 242" — Qz-=0,

e A > 0, Q > 0 nocrosHHe.

B napyroit wactv [OKa3blBaeTCA CYL(ECTBOBAHMC COOCTBCHHBLIX 3HAYeHMil mapameTpa
A€ (A, A;) nna puddepennnansHoro ypasHeHus (a), B Kotopom 4 =4 (1), ¥ =Q(4)
HenpepuBHbIMM QYHKUMAMM napamerpa 4 € (4;, 4,) ¢ HekoTopuiMu cBoiictBamu. K cobert-
BEHHLIM 3HAYeHMAM napamerpa A cymecTBylT cobcTBeHuble QyHKUMH ¥ (€, 4) 9TOro cBOM-
CTBa, 4YTO

Y (2o —d, A) =y (%o, ) = ¥ (¥a }) =0,

rie 2o € (— oo, 00), d > 0 NOCTOsAHHBLIE BEJIMYMHBI,

Uber die lineare Differentialgleichung der dritten Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

M. Gregus

Zusammenfassung

In dieser Arbeit behandelt man einige Eigenschaften der Losungen der linearen Diffe-
rentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten der Form:

(a) y"' + 24y" + Qy =0
und die Eigenschaften der Losungen der zu ihr adjungierten:
(b) 2" 4 242 — 0z = 0,

dabei sind 4 > 0, @ > 0 Konstanten.
Im zweiten Teil wird die Existenz der Eigenwerten fiir die Differentialgleichung (a)
und fiir die Randwertaufgabe
Y(@o — d, A) = y(w, ) = y"(w, ) = 0

durchgefiihrt, wo z,€(— oo, o), d > 0 konstante Zahlen sind. Dabei 4 = A(4), Q@ =
= Q(A) bedeuten fur A€(4,, A4,) stetige Funktionen mit bestimmten Eigenschaften.



ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. 1-11 MATHEMATICA 1957

O jednej Diniho vete
T. SALAT
V teérii konvergentnych radov s kladnymi ¢lenmi dokazal Dini tito zauji-

mavi vetu: Nech > C, 1) je konvergentny rad s kladnymi ¢lenmi. Nech r,

(m=1,2,3,...)znadi zvysok po n-tom ¢lene v rade 1), r, = C,. Potom
n=1
rad Z 2) konverguje pre kazdé redlne n << 1 a diverguje pre kazdé redlne
n=1 n 1
x = 1,

V savislosti s uvedenou Diniho vetou naskytd sa prirodzend otdzka pre-
skumat ,,rychlost* divergencie radu 2) pri « = 1. V tejto poznidmke dame
odpoved na tito otdzku v pnpade x = 1. Z podanej odpovede dostaneme ako
jednoduchy désledok novy dokaz klasického vzfahu pre rychlost divergencie

harmonického radu: 1 + -4 +,'1; ~ log n.!)

Bez ujmy na xseobecnostl budeme v dalsom predpokladat:

¢, =12
1

To ==

%L

Veta. Nech r, = ZOn =1,0,>0n=12...). Nech —C"——->0.
=1

Tr—1

C, 1
Tvrdenie: Z —= log—.

Z1"1
Dékaz: Zo znamej Toephtzove] vety dostavame ako jednoduchy doésledoks3)

Platnost tohto tvrdenia: Nech {«, } {x,,} su dve postupnosti s realnymi

tlenmi, «, >0(n=1,2,3,. < Polozme yn—ocxn, O, =0, + g +... +
+£X" NeChO'_)—*—OO 23-—)5,—OO<£<+OO

') Nech f(z), g(x) st dve redlne funkcie definované pre vSetky dostatotne velké z;

potom f(x) ~ g(x) znadi lim gf]((fc)) = 1. (Hovorime: { a g su si asymptoticky ekviva-
lentné.) e

?) Keby bolo 7, + 1, uvaovali by sme o rade: 1 = X -~
?) Poazri [1], str. 77.
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Tvrdenie:
X + Xy A .+ X2 Yt Y,

mtoast ...+,  mtat... +a

Podla predpokladu

Ok . Clc Clt
bt JE, T 1,
Te—1 ey G40y +... <
_ preto podla zndmych viet z analyzy*)
G O
————————r""'l-———»l, t. j. k;l -1
e k—1
log - ﬂ log "
Ti—1
Oznaéme pre kaidé k(k =1,2,3, ...)
O
T C T
x, = - ";l , y,,=r—i, x, = log —T"‘i
log =1 L k
T

Zrejme «; > 0 pre kazdé k(k = 1,2, ...) a okrem toho:
. .

Op = 0 + &g + ---+a,.=log:—°~++oo.

n

Preto podla désledku Toeplitzovej vety dostivame:
01 Cn .

7o T,

n—1
Y n Tam
logr1 + log 7'z+ .o. + log <

—{-%—I—... +
L5

— 1.

. Po uprave:
n 0];
£=1 T2 1
T ’
log —%
og 3
. 8 O gl
g-=1'rb—l Ts

Tymto sme dbkaz vety urobili.

Ak u, >0, up<l(n=1,23,...), t,ak_ﬂl_._-»l.

lo|
\ gl—l‘n
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Désledok:

1 1
1 +—2—+ +7—L~log'n.

Dokaz: Uvazujme o rade:

t.j.

a teda:

+
|

1 r l Cs 1 -0
l’ k1 k: r_[r—_l k_l_l
n—1

&Nlog_i_,
L_lrk—l Tn—l
1 1

1 1
2—{— +E~logn.

Literattra

[1] Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 1931.

(Doslo 1. XI. 19586.)



06 onmoii Teopeme [{unuro
T. Danart

Pesome

B HA3BECTHOH TeopeMe ,Ilmmro 0 pAnAax C MOJIOMHTEJIbHEIMA YJIEHAMHA I‘OBOpHTCH Hyc'rb

Z Cp ABIAETCA CXORAIIMMCA DAXOM C IOJIOKHTEIBHBIMH UYJeHAMH, MYCTh T} = Z Crsks
n=1

*k=1223...) r.,— Z Cp B ToM cayuae psan: 21 T ABNAETCA CXONAUMMCH JUIA
n=1 n 1
a<lmu pacxonﬂmumcn mm a=1,

@
-~ \]
B aroit pa6ote mcemenyercs ,,6reTpoTa‘’ pACXONUMOCTH pAa X Cn OCHOBHBIM pe-

n=1 Tp—1
© i @
ayabTaToM paboTel aBisAeTca TeopeMa: ITycme: 1 =1, = Z: = Z Cpir(k=1,2,...)
n= n=1
Cn % Ok l
ITycmy ;0. B mom caysae umeem mecmo: ) e ~10g —. | Hpuses f(x) ~ g(x)
n—1 k= 1

gHauwum, kax o6bikHoserno, lim 277 f2) _ 1)
20 g(x)

HPOCTHM cJeJCTBHEM 3TOM TeopOMbl ABJIAETCH JIOKA3aTeJIbCTBO HM3BECTHOI'O COOTHONIC-

HHAA: 1+l+—l-+ +——~logn

2 3
Uber einen Satz von Dini
T. Salat
Zusammenfassung )

Ein bekannter Satz iiber die Reihen mit positiven Gliedern von Dini sagt: Es seiniolC,.
eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern, 7; —n§ Cnskr (k=1,2, ...) und
2 C,. Dann ist die Reihe E L "o fur « < 1 konvergent und fiir « = 1 diver-

gent n=17n_1 .
In dieser Arbeit studiert man ,»die Schnelligkeit der Dwergenz von n21:—: und

das Ha.uptergebnm der Arbeit ist der Satz

Es sei 1 = 2 Cp=1y und 1 = E C',,H(k =1,2,...). Es sei-—c— — 0. Dann gilt:

Ta—
n
= —25—~ log—. (Dabei /(:c) ~ g(x) bedeutet wie gewohniich: lim @ = l).
k=1 Tk-1 Ta . z>w 9(%)

Eine ejnfache Folgerung dieses Satzes ist der Beweis der beriihmten Beziehung:

1 1 1
1 +§+§+ ees +;—~]0g”.



ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 11, FASC. 1-11 MATHEMATICA 1987

O istyeh vlastnostiach radov s kladnymi ¢élenmi

T. SALAT
1.
Nech é=3¢g =a,+a,+ ... +a,+ ..., (1)
k=1
je konvergentny rad s kladnymi ¢lenmi. Nech v postupnosti:
[x] = €1, 80, «0: Epyene
plati pre kazdé prirodzené n : ¢, = + 1 alebo ¢, = —1.

Postupnost [«] nazveme znamienkovou schémou. Zrejme rad

(2) x‘;[“]fzk?:lb‘,ﬁk =0+ &+ ... +5a, + ...

je zase konvergentny a pre jeho stéet S(z) = S([«] &) plati:

[S([x] &) | < 8(8), kde S(&) je stadet radu (1). Znakom X oznaéme mnozinu
vietkych radov (2). X je zrejme nespoletnd mmnozina mohutnosti kontinua.
Dalej znakom R, oznadme zvysok po k£ — tom &lene v rade (1).

V préci [2] sa dokézalo, Ze mnoZina W vietkych &isel S(z), kde z€X je per-
fektné; dalej ak pre vietky prirodzené k plati v rade (1): @, < R, 3), potom
W=< —4,+ A > ,kde A = S(£); ak naproti tomu pre vietky prirodzené k
plati vrade (1): @, > R, 4), tak uz W nevyplila celkom cely interval < — 4, 4 >.

V tejto stvislosti je prirodzené polozit si za tlohu preskiimat mieru mno-
Ziny W. Analogicks otdzka je riesena v préci [4] pre rady s kladnymi klesa-
Jicimi ¢lenmi a pre postupnosti (schémy) [x], ktorych &leny &, st 0 alebo 1.
O miere mnoziny W hovori tito veta:

Veta la. Nech v rade (1) plati pre kaZdé prirodzené k: a, > R,. Potom pre

mierw u(W) mnofiny W plati: p(W) = lim 2*+1 R,
N—>00

b) Nech v rade (1) plati pre ka#dé prirodzené k: @, < R,. Potom pre mieru u(W)
mnoZiny W plati: p(W) = 24. :

Dékaz. Druhé ast tvrdenia je celkom zrejma z vysledku u% citovangho
(pozri [2]). Doké#me prvi dast. V praci [2] sa dokézalo, #e mnozina W vznikne
z Intervalu < — A4, A > vynechanim spodetného systému sty&nych interva-
lov {Iee, ... ¢,),kde! & . . . €, je otvoreny interval s koncovymi bodmi S([«,]£)

2 8([x,]¢), kde
(5) [0)6 = &) + ... + €,8, + CGupg — Gpys — Cpys — .«

(6) [x) =&, + ... + &8, — Gpis + Cpya + Gppa + - ..
il



Pri pevnom danom » existuje 2" intervalov tohto druhu. Oznaéme znakom W,
mnozinu, ktord vznikne zjednotenim vietkych styénych intervalov mno-
Ziny W. Potom zrejme plati:

wW) = 2 2444y, — Byoy) = 2 2(R,y — 2R)),

kde Ry, = S(¢) = A. Teda u(W,) = 24 — lim 2**'R,, a tak pre mieru mnoZi-

ny W dostavame:

w(W) =24 — (24 — lim 2*11R)) = lim 2*"1R,.
. n—»oo n—0
Poznamka. Lahko zistime, Ze miera mnoziny W je mensia nez 24. Sku-

to¢ne, u(W,) je kladné ¢islo, pretoze u(W,) je stdet radu s kladnymi &¢lenmi,
a teda 0 < 24 — lim 2'*1 . R, takZe w(W) = lim 271, R, < 24. Napriklad

n—w n—w

geometricky rad ) ¢, O<q<£, D¢ =q+@+¢+ ... +¢+ ...
n=1 n=1
vyhovuje podmienke 4). a pre mnozinu W k nemu prislusna plati:

. qn+l . (2q)'l+l
u} — n+1 - o
#W) ,1.32 S q 1.1_’20 1— 0

Mnozina W je teda v tomto pripade perfektnd mnozina miery 0.
Ku kazdému redlnemu éislu , 0 < « < 4, 4 je vopred dané, je lahké zo-

strojit rad s kladnymi &lenmi ), a, taky, %e A4 je satet radu a mnozina W, pri-
n=1

@
slu¥né k radu D, &,, m4 mieru rovnajicu sa &islu 2v. Nech je totiz {«,}*., Tubo-
n=1
volné klesajica postupnost redlnych ¢&isel s vlastnostami: o, - « a &, = 4.
Xn—1 *p

Polozme a, = ST " gn Zrejme je a, >0 a R, = 2—: Podmienkaa, > R,
Xp—1

je ekvivalentnd s podmienkou: o1

> ktord je zrejme splnend. Teda

A’,‘l
é>;fl !
pre mieru mno¥iny W plati:

4 mW) =lim 2x, = 2x.

Je zndme,!) %e pre konvergentny rad s monoténne klesajicimi &lenmi plati:
a,=o0 (;lb-), kde a, je n-ty &lenradu. Ak spliia rad 2, a, podmienku 4). nagej
n=1
vety, potom dokonca plati:

1) Pozri str. 126.
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Uvazme totiz, Ze podla predoslého existuje limita:

L =1lim 2*%1 R, teda R, =0 (2" H), a preto

1 1
a, =R, ,— R, =0 (2:;) - 0(2Xﬁ) = 0(2—‘)
2.
Nech
(7) . §=k2;:1ak=aq+a2‘+...+a'-¢+.;.

je divergentny rad s kladnymi élenmi, a;, — 0. Definujeme pojem znamien-
kovej schémy ako v predoslom odseku.

V praci [3] sa dokazuje, Ze ku kazdému realnému &islu m existuje nespo-
¢etne mnoho znamienkovych schém [x] tak, Ze plati: S([«]£) = m. Teraz
ukadzeme platnost analogickej vety aj pre nevlastné sadty.

Veta 2. Nech
(7) t=a,+a,t+a;+ ... +a,+ ...

je divergentny rad s kladniyms élenmi, a, — 0. Potom existuje mnoZina schém [«]
ktord md mohutnost kontinua, takd, Ze pre kaZdé [x] z tejto mnoZiny platt:

S([x1§) = + oo.
Dékaz. Uvazujme o radoch
(8) Eom= Gyt G O ois - Bgpay A ia
(9) Ey==ty A+ Gy G woe 4ty s s

Vzhladom na divergenciu radu (7) je aspoti jeden z radov (8), (9) divergentny.
Bez ujmy na vieobecnosti mézeme predpokladat divergenciu radu (8). Potom
E“{lStll]e schéma [~;], pre ktoru plati:

S([x,]&) = + oco. Stadi polozit [v,] = {e2k_,}k_,, kde e, ,= + 1 pre

kazdé k. Rozoznivajme dva pripady: a) Rad > ay diverguje. b) Rad Z Gy
k

1
konvergu]e V pripade a) existuje podla citovaného vysledku prace [3] mno-
Zina schém [«,], ktora ma mohutnost kontinua, taka, ze pre kazdé [x,] z tejto
mnoziny plati:

S([x;)¢;) = 0

Nech
(10) [%,]& = ePa, + ePag + ... + e a0+ 5..-s
(11) [x5)é; = ePay + ePay + ... + eRay + ...
Zostrojme rad
(12) [6]E =¢0a, 4 a0+ ... + €0, + ...,
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kde ¢, = &} ;,, ak n =2k — 1 a ¢, = ¢, ak n = 2k. O rade (12) budeme
hovorit, Ze vznikol zloZenim radov (10), (11). Rad (12) zrejme diverguje k 4 oo.
Ak totiz oznadime znakom 8,([,]&,), resp. S,([x.]&;) n-ty Siastodny sadet
radu (10), resp. (11), podobne S, ([x]£) n-ty &iastoény sadet radu (12); potom
plati:
8. ([«]¢) = S[E]([%]E]) + S[ ]([0‘2]52) pre n parne a

2

5
8,([x]¢) = S[l]+l([zx1]£1) + 6’[1]([0@]52) pre m neparne.
2 2

V obidvoch pripadoch prvy séitanec vpravo vzrasta podla predpokladu
s rastcim n do + oo a druhy konverguje k 0. Dalej je zrejmé, ze dvom roz-
nym schémam [«,] zodpovedaju dve rozne schémy [«]. Skutoéne, ak [x,] &+
=% [ws], [%5] = {2}, [x3] = {eP}2,, potom existuje prirodzené &islo k tak,
Ze e + &), a teda rady [x]¢ a [~']&, vzniknuté zlozenim radov [x,]&,, [%,]&,,
resp. [x,]&, [x;)é sa liSia v znamienku pri ¢lene a,,. V pripade b) je podla
predoslého odseku kazdy rad

[%;)¢, = ePay, + ePa, + ... + eay + ... konvergentny. Lahko zistime, Ze
rad [«]&, ktory vznikne zloZenim radov [x;]& a [x,]¢,, je zase divergentny
k stétu + oo. Dalej treba postupovat v dokaze vety ako v pripade a).

Pozndmka. Analogickd veta plati aj pre nevlastny stfet — oo.
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O HEROTOpHIX CBONCTBAX PANOB ¢ NOJOMKHTENHHBIMH WICHAMH.

T. ITaxar
Peswome
[Iycts pan
o
(1) Lla,,:al+a,+a¢+...+a,,+...
n=

Oyaer cxomAmuUMCA PAJOM ¢ TOJIOKMTENBLHHIMH 4ieHaMH. B nepBoil wactu atoit paGorst
aBTop HMccaenyer Mepy u (W) mHOMecTBa W Bcex AeHCTBUTCIBHBIX YMCEI W, KOTOPhIE MOMKHO
@

BHPA3ATE B BUIE: W= X £,0,, 6, = + 1. OCHOBHHIM pesy:IbTaTOM BTOW YacTH ABJACTCH

n=1
TeopeMa:
a) ITycme dan k=1, 2, ... ¢ pade (1) guinoaneno ycaogue: ar > Ry, R asasemca ocmam-
kos pada (1) (nocag k -0z0 waena). IMomom umeem mecmo pasencmeo: w(W) = lim 2"*1, R,.
n=o
0) Mycmov dan k=1, 2, ... ¢ pade (1) evinoanero ycaosue: ay < Ry . ITomom umeem mecmo

@
pasencmeo: u(W) =2 X a,.
n=1

Bo BTopoii wacTu paGoThl aBTOpP McCieAyeT BONPOC, MMEIONHA CBA3bL C PACXOAALMMUCA
prisamu. Jloka3piBaeTcs ciefylouias Teopema:
ITyemy

(2) {ead i =€1, €5 €3 oo es Eny - - -

Lo}
6ydem nocaedosameavrocmyvlo ¢ wsenamu ey=1 uan -1, X a,= + oo, a, >0, a, - 0.
n=1 $
Ymeepucderue asmopa: Cywecmeyem mnoxcecmeo nocaedosameavrocmeti (2), umernuee mous-
1ocmb KOHmMuHya, maxoe, 4mo 04 Kaxucdoii nocaedo8amesbHOCMU 3MO20 MHONCECMBA UMEEM'
©
stecmo 2 Enly = -+ oo.
n=1
llono6ras TeopemMa mMeeT MeCTO U HJIA — co. ITH TeOPEMHl ABJIAIOTCA JOTONHEHHEM pe-
3YJIbTATOB, MOJy4eHHBIX ABTOPOM paHBIIE.
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Uber einige Eigenschaften der Reihen mit positiven Gliedern

T. Salat
Zusammenfassung
@
(1) Ean‘=a1+a,+a3+...+a”+...

n=1
eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern. Im ersten Teil dieser Arbeit studiert man
o}
das MaB u(W) der Menge W aller derjenigen Zahlen w, welche die Form w = X ¢,a,

n=1
(ex = + 1 oder ¢, = — 1) besitzen. Das Hauptergebnis dieses Teiles der Arbeit ist der
Satz:
a) Es sei fiir k = 1,2,3,... in der Reihe (1) die Bedingung a; > Ry erfiillt. (Dabet
bedeutet Ry den Rest nach den k-tem Glied in (1).) Dann gilt: (W) = lim 2"'!. R,,.
n—»w
b) Es sei fiir k = 1, 2, 3, ... in der Rethe (1) die Bedingung ay < R erfiillt. Dann gilt:
@
ww) =2 b Ap.
n=1

Im zweiten Teil der Arbeit studiert man eine Frage, welche in Zusammenhang mit
divergenten Reihen steht. Der folgende Satz ist bewiesen: Es sei

(2) {eatnet = €1 €5 Ex5vme Enpome
o«
eine Folge mit Qliedern e, = +1 oder e, = —1. Es sei X ap = + oo, a, >0, a, - 0.

n=1
Behauptung: Es eaistiert eine Menge der Folgen (2), welche die Mdachtigkeit des Kontinuums
@
hat, daf fir jede Folge {e,.},?ll aus dieser Menge X e,a, = + oo gilt.
n=1

Ein éhnlicher Satz auch fiir — oo gilt. Diese Sétze sind eine Ergénzung der fritheren Er-
gebnissen des Verfassers.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVEBSITA'I_‘IS COMENIANAE

.

je fakultny sbornik urleny k publikdcidm vedeckych prac internych a externych
uc¢itefov naSej fakulty, internych a externych a3pirantov a nasich #tudentov. Absol-
venti nasej fakulty mézu publikovat prace, v ktorych spracovdvaji materiél ziskany
za dobu pobytu na nasej fakulte. Redakéni rada vyhradzuje si pravo z tohto pra-
vidla urobif vynirhku. '

Prace profesorov a doceniov nepodliehaji recenzii. Prace ostatnych uditelov
musia byt doporudené katedrou. Préce §tudentov musia byt doporuéené §tudentskou
vedeckou spoloénostou a prislusnou katedrou. .

Publikovat moZno v jazyku slovenskom alebo &eskom, prfpédne v ruskom aleba

- anglickom, francizkom alebo nemeckom. Prace podané na publikovanie maju byt
pisané strojom na jednej strane papiera, ob riadok, tak aby jeden riadok tvorilo
60 iderov a na stranku pripadlo 30 riadkov. Rukopis treba podat dvojmo a upravif
tak, aby bolo ¢o najmenej ch)"b a preklepov. Nadmemy‘poéet chyb zdraZuje tla¢
a ide na udet autora.—

Rukopis upravte tak, Ze najprv napiSete nazov prace, pod to meno autora s plnym
titulom. Pracovisko, pokial je na na$ej fakulte, sa neuvadza. Iba tam, kde je viac
spolupracovnikov a niektory z nich je z mimofakultného pracoviska, sa uvadzaju
vietky pracoviskd. TieZ tam, kde prica byla vypracovand na dvoch pracoviskach,
treba ich obidve ﬁviest.

Fotografie nad¢im podat na ¢iernom iesklom papieri a .u;riest zmensenie a text
pod obrazok. Kresby treba previest tufom na priehladnom papieri (pauzdk) alebo
na rysovacom papieri a taktiez uviest zmen3enie a text p:)d obrazok.

Kazd4 praca musf maf rezumé v ruskom a niektorom zépadnom jazyku. K pré--
tam, publikovanym v cudzom jézyku, nadim pripojit rezumé v slovenskom (¢eskom)
jaZqu a v jazyku zapadnom v pripade publikécié v ruskom jazyku, alebo vcru‘g.kom
Jazyku v pripade publikacie v jazyku zédpadnom. Nezabudnite pri rezumé uviest vidy
nazov prace ‘3 meno autora v rovnakom poradi ako v zdkladnom texte. Za spravnost ,
brekladu zodpoved4 autor. ) » )

Autori dostavaju stlpcové a zlamané korektury, ktoré treba do 3 dnf{ vratif. Roz-
Siahlgjéie zmeny behom korektiry idi na tarchu.autorského Honoréru.: kaidy autor~
dostane okrem prislusného honoraru i 50 separatov. Redakéné rada.
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