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75-nemue arxademura 0. 'ponya

Axademux IOpuii I'poney poduacs 17 mas 1881 e I'ovose. Yuuacs ¢ pownss-
cxoil 2umHasuu, Ha Komopoii npuobpes ammecmam apeaocmu. ITocae mozo nocmy-
nua axad. I'poney na ynusepcumem ¢ Kayncu (Pymuinus), ede u oxkonuus cmyduu
¢ 1906 e. B momace 200y Gvin Haswaven npoPeccopom eumnasuu ¢ Kewncmapry.
30ecv deiicmeosan do 1922 2. B 1912 2. noaywus cmenerv okmopa Ha yHueep-
cumeme 6 I'uzen (Giesen) a ¢ 1923 2. 2abusumuposas na Kapaosom yHueepcu-
meme ¢ ITpaze. B 1924 2. cmaa upessvivaiinvim npogeccopom ewckozo mexrnu-
xyma ¢ Bpre. Kopoaescroe weusckoe Hayuroe o6upecmeo umerosaro npogp. I'pornya
1926 2. ceoum waeHom-Koppecnondenmom. B wx. 2. 1928-29 npod. I'poney 6via
uabpan Oexarom UHHCEHEPHO-cmpoumenvHozo gaxysvmema Yewrkozo mexHu-
xyma ¢ Bpue. B 1936 2. cmas Oeiicmeumenvhoim waenom Mopascko-cunesckoi
axademuu ecmecmeennvix hayx. IIpod. I' poney asanemes ocrosamenesm Ca06ayxo2o
mexHuKyMa, komopbii mpundsl usbpas e2o ceoum pexmopos. Kpome moeo seaa-
emcs ocrogameaem Buicoxoii sxoromuyeckoli wxoart 6 Bpamucaase, npedcedamenem
xomuccuy no opeanusayuu Buic. secrolt u ceavcrozoasiicmeenHoi wkoart 6 Kowu-
Yazx, opeanu3amopom U nepeslu Oexarom nedazoeuveckozo gaxyavmema Caos.
yKugepcumema, npesudenmom Caos. Mamuysl, npesudenmom uckyccmeerHozo
u HayuHozo cosema, npesudenmon Caoe. myses, doxkmopom honoris causa nedazo-
euveckuz nayx C.aoe. ynusepcumema u AOKMOPOM MAMEMAMUNECKUT HAYK.

B 1927 2. npog. I'poney sacayacenno nosyuua 2ocydapcmeernnviii a 1948 e.
Hapoduwll opden. Kpome mozo 6va 1955 2. ommeuer oplerom mpyoda.

B nacmoswee epems npogp. I'poney — eedywuii npogeccop mamemamuyeckos
xagedper Paxysvmema ecmecmsennsix nayx ynusepcumema Komernckozo ¢ Bpa-
mucaase.
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. Akad. Jur Hronec
(*17. IV. 1881)



Akademik Jur Hronec dofiva sa 75 rokov.

Pred 75 rokmi, 17. mdja 1881 narodil sa v malej dedinke Gocovo, okres RoZiava,
ako syn malorolnickiyjch rodiov mestor slovenskej matematiky, nositel Rdidu
prdce, akademik Ph Dr., Ped Dr. h. c. Jur Hronec, doktor fyzikdlno-matematic-
kyjch vied.

Ked mal osem rokov, zomrel mu otec a tak len za podpory starsich dvoch
strodencov, ktort vozenim dreveného uhlia zardbali na vyZivu rodiny, dostal sa
v trindstich rokoch na gymndzium do RoZfiavy. Po matire, ktord ukonéil s vyzna-
menanim roku 1902, odisiel na univerzitu do KluZe (t. . Rumunsko). Tu na neho
zapdsobil prof. Schlesinger, roddk z Trnavy, svojimi predndSkami z analyzy,
najmi z diferencidlnych rovnic. Tento tisek matematiky stal sa oblubenym v prd-
cach akademika Hronca. Po ukonéent univerzitnyjch $tidit r. 1906 dostdva od
fakultného profesorského sborw odporidanie na poskytnutie Studijnej podpory
gréfa Andraiho z Krasnej Horky. Podporu medostal, a preto na jeser r. 1906
nastipil miesto gymnazidlneho profesora na KeZmarské gymndzium. Tw sotrval
a% do r. 1922. Dva roky &etril, aby v Skolskom roku 1908—1909 mohol odist na
Studijni dovolenku do Géttingen, priCom doma si musel platit zdstupcu. I v rokw
1910—1912 mniekolkokrdt S$tudijne mavdtivil univerzitu v Berline, Géttingen
a Giessen, kde v auguste 1912 w profesora Schlesingera (ktory sa tam medzitym
prestahoval) robil doktordt. Z tychto rokov pochddzaji prdce (1)—(5), z kto-
r3jch (4) bola jeho doktorskd praca. V roku 1913 znovu navétivil Gottingen. Stidium
v PartZi r. 1914 musel prerusit pre vypuknutie proej svetovej vojny. Na jar 1913
ho pozvali za profesora do Springfieldu v USA, ale miesto neprijal.

Za svetovej vojny, odrezany od svetovej matematickej literatiry, venoval sa
pedagogickym problémom. Svoje $tudid o skiusenosti wverejiiuje knizne (6).
Okrem toho wverejnil rad dalSich Elankov. :

V rokw 1922 dostdva Statne Stipendium a jednoroénd, dovolenkw. Cez Prahu
odifiel do Gottingen a Giessenu. V tomto obdobi vznikaji daldie prdce z oborw
dif. rovnic a systému dif. rovnic (7), (8).

Na popud profesora Sobotku a profesora Petra habilitoval sa v roku 1923 na
Karlovej univerzite.

Ako sukromny docent prednddal na universite a siéasne ucil na Jirdskovom
gymndziu v Prahe. :

Ale u% o rok neskoér,v rokw 1924, prijima pozvanie na Ces. vysokd Skolu tech-
nickd v Brue, kde nastupuje miesto mimoriadneho profesora. Hned na poCiatku
pobytu vznikajih dalsie prdace (9), (10), (11), (12), z ktorych poslednd je za-
merand na technicky déleZity problém.

V roku 1926 je zvoleny za dopisujiceho Elena Krdlovskej eskej spolotnosti
nduk. V $kolskom roku 1928/1929 bol dekanom stavebného odboru Ceskej vy-
sokej $koly technickej v Brne a v tom#e roku je menovanyj za riadneho profesora.
DalSie vedecké pojednania (13), (14), (17 ) sa tykaji najmd dif. rovnic Fuchsovho
typu. Vychddza aj jeho prvd vysokoskolskd uéebnica (16) z oboru algebry a ana-
lytickej geometrie.
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V rokw 1936 ho zvolia za madneho clena Moravskosliezskej Akademie pri-
rodnijch vied.

Z oboru diferencidlnych rovnic vyddva dalsiu vysokoSkolski. wéebnicu (18),
ltord, popri teoretickijch pojednaniach zameriava sa aj na praktické problémy.
Tiito knihu vydala Ceskd matica technickd z prileZitosti otvorenia vysokej Skoly
technickej v Koficiach v r. 1938, na ktori vys. §kolu profesor Hronec je menovanyj za
bezplatného profesom Stava sa jej prvym rektorom.Od 1. marca 1939 celkom na #iu
prechadza a ujima sa vedenia znovu ako druhiykrdat zvoleny rektor, ked sa $kola
prestahovala do Turé. Sv. Martina, a napokon zadiatkom $k. rokw 1939/1940 do
Bratislavy.

Obdobie po prechode do Bratislavy vyznacuje sa v Zivote akademika Hronca ako
obdobie velkého organizaéného usilia na novovznikajiicich vysokijch $koldch. Tak
_ 7. 1939 je menovany za bezplatného profesora Prirodovedeckej fakulty Yy, v r. 1940
organizuje zas ako dekan otvorenie Vysokej Skoly obchodnej, na jar 1946 je
predsedow komisie pre orgamzovame Vysokej Skoly pddohospoddrskej a lesnickej
v Koiciach a na jaserr 1946 ako dekan kladie zaklady Pedagogickej fakulty.
Medzityym bol po treti krat zvoleny za rektora Vysokej Skoly techwickej v Bratislave.

V rade ¢lankov osvetluje poslanie tychto novych $kél, ako i poslanie ich od-
chovancov.

Akademik Jur Hronec pocas S50roénej pedagogickej price, z toho 32 rokov
na vysokych Skoldch, vykonal vela zdsluinej prdce pre slovenské vysoké Skolstvo.
pre m/chovu a podporu odbornych a wvedeckiyjch kdidrov mladej matematickej
generdcie, pre kultirny rozmach Slovenska, pre utuZovanie bratskej spoluprdce
s beskyma vedeckymi pracovnikms.

Ako vychovavatel’ Studujicej mlideZe bol nielen dobrgm., svedomitym, ale
pritom prisnym uéitelom, ktory svojimi vysokoSkolskymy uCebnicami v yplial
medzery v nasej lztemture ale v starostlivy zdstanca najubiedenejsich. Hste
v roku 1926, ked poznal 2lé postavenie slovenskej Studujicej mlddeZe, zakladd
Hronec podporny fond. Tento pomocou podpdr jednotlivcov, miest i byvalych
Zip za osobného prispenia prof. Hronca vyplatil za svojho 25roéného trvania
takmer 140 000 Kés.

Vijznaénd je vedeckd prica akademika Hronca. Tdto v tedrii diferencidalnych
rovnic, systému dif. rovnic znamend velky prinos pre svetovii literatiiru. Mnohé
jeho vedecké pojednania si wverejnené v zahraniénych i domdcich éasopisoch. Za
svoju pedagogicki a vedecki cinnost este v rokw 1927 dostava Statnu cenu a v roku
1948 ndrodni cenu.

Vyvrcholenim jeho vedeckej Cinnosti bude asi 830 str. dvojdielne Kompendium
z teorie obylajnych a parcidlnych dif. rovnic (27), (28), z ktorého prvd East
po tieto dni vy$la, druhd je dand do tlaée. Obidvoma dielmi vyplni akademsk Hronec
medzery v nasej, ale aj svetovej literatiire.

Este roku 1941 vyddva dal$iu uéebnicu z matematickej analijzy (19), ktord
o tri roky vychddza v druhom vydani a dnes je dand do tlade v tretom roz$irenom
vydani.

Po oslobodeni r. 1945 zicasttiuje sa znovu verejného Zivota. V auguste 1945
bol zvoleny za predsedu Matice slovenskej a dva dni nato za predsedu Umeleckej
a vedeckej rady a v r. 1946 za predsedu Slovenského mizea. V tom istom roku
vychdadza druhy diel uéebnice z matematickej analiyjzy (21).

V roku 1949 dostdva od Slovenskej univerzity akademzck Yy titul ,,doktor honoris
causa pedagogickijch vied“ a na jasefi tohto rokw je podpredsedom na sjazde

146



toskoslovenskyjch a polskych matematikov. Tw predniesol hlavni predndSku (24)
o ozndmenie (25) zasa z oborw dif. rovnic. V tom istom rokw vychddza druhé
rydanie uéebnice (23).

Na Sjazde Eeskoslovenskych matematikov v r. 1955 je znovu podpredsedom
sjazdu a predniesol dve ozndmenia z tedric obyCajnijch a parcidlnych dif. rov-
nic (29), (30). :

V roku 1950 preiel ako plateny profesor na Prirodovedeckd fakultu, kde posobé:
wko profesor a vedici matematickej katedry aZ dodnes. .

Pri otvoreni Slovenskej akademie vied r. 1953 je prof. Hronec menovany medzi
jej progmi akademikma. <

Za zdsluinat vedecki, pedagogickic a organizaéni pracu z prileZitosti sviatku
1. mdja 1955 bol muw udeleny titul . Nositel Rddu prdace’. '

Alkademik Hronec stal sa wvzorom socialistického wvedca, ktory zostal verny.
svojmu pévodu, ¢ preto celi svoju prdcu venoval i venuje povzneseniw slovenskej
matematiky a kultiry a vijchove kddrov oddanych robotnickej triede. Ako mestor
slovenskijch matematikov zostane akademik Hronec vzorom nezistného ucitela
i vedca pracujiceho pre dobro ludu.

Je naim Efelanim, aby si akademik Hronmec zachoval po dalSie roky svoju
prisloveénit sviefost ducha, aby mohol nadalej zveladovat nafu matematickd vedw.

M. Harant, A. Huta

Vedecké prdace akademika prof. dr..J. Hronca

. Internationole Luftschiffahrtausstellung in Frankfurt am Main, Karpathen Post, 1909.
. Léghajok (vzducholode), Repiilogépek (lietadld), T'atravidék, 1911.
. Légkiri elektromossig az elektron elmélet alapjan (Vzdusnd elekirina na zdklade teorie
elektronov ), Ertesits, 1912/1913.
!. Fuchssche Periodenrelationen fiir lineare Differentialsysteme, Mathematische und natur-
wissenschaftliche Berichte aus Ungarn, XX VII, 1913, Leipzig.
. Differentialrendszerel két-két sing. pontja kozott vett integrdljai és az azok fundamental-
substiticior kozotti dsszefiiggés.
Magyar tudomdnyos Akadémia Ertesitoje III Oszt., 1913, Budapest.
6. Vyubovanie a vyulovacia osobnost,
Ndkladom Spolku profesorov Slovikov, Kodice, 1923.
/. Fuchsové reldcie a podet ich Elenov,
Casopis pro péstovant matematiky a fyziky, LII, 1923.
S. K teorii diferencidlnych rovnic,
Rozpravy akademie véd a uméni XXXI, & 37.
9. Fuchsové reldcie a omedzené integrdly,
Casopis pro péstovint matematiky o fyziky, LIV ¢. 4, 1925.
10. K teorii diferencidglnych systémov,
Casopis pro pést. mat. & fyz., LVI, & 1, 1927.
11. Algebraické rovnice pre koefficienty lin. dif. systémov,
Casopis pro pestov. mat. ¢ fyz, LVI, & 2, 1927.
12. Zmeny steny valcovitej nddoby pod tlakom kvapaliny,
TPechnicky obzor, R. XXXVI, ¢ 1, 1928.
13. Linedrne dif. systémy riesitelné hypergeometrick ymi radmi,
Rozpravy druhej triedy Ceské akademiec XXX VII, ¢ 43, 1929,
11. Prevedenic Fuchsovho lin. dif. systému druhého rddu na Gaussov dif. systém.
asopis pro péstovdans matematiky a fyziky, LVII, 1928.
I5. Kwadratickd plocha so stredovou osou v nekoneénosti,
Bratislava, & 2, rof. VII, 1933.

=oAL~

"

147



16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

Algebraické rovnice a ich pouitie na analyticki geometriu,

Barvi€ & Novotny, Brno 1932, strdn 264.

Diferencidlna rovnica Fuchsovho typu, ked determinujiica rovnica md viacndsobné

a v celych &islach sa- lisiace korene.

Technicky obzor, Praha, 1938.

Linedrne diferencidlne rovnice obyéajné,

Ceskd matice technickd, 1938, roé. XLIII, spis &. 184, stran 110, velky formdt.

Diferencidlny a integrdlny podet, I. diel,

Matica Slovenskd, Turé. Sv. Martin, 1. vyd. 1941, 2. vyd. 1944.

Matematika @ prirodné vedy,

Kulturny %ivot. R. 1946.

Diferencidglny a integrdlny pobet, IT diel,

Matica Slovenskd, Turé. Sv. Martin, 1946.

K tedrii diferencidlnych systémov, .

Sborntk Slovenskej vysokej Skoly technickej, &. 1, 1948.

Algebraické rovnice a ich pouZitie v anal. geometrii, I1. vyd.

Matica Slovenskd, Turé. Sv. Martin 1949.

Nutné a postadujice podmienky dif. systémov o dvoch rovniciach, aby tieto nemali body

neurcitostz,

Sbornik sjazdu matematikov Poliakov, Cechov a Slovdkov v Prahe 1950.

Pevné singuldrne body melinedrnych dif. rovnic.

Sbornik sjazdu matematikov Poliakov, Cechov a Slovdkov v Prahe 1949.

Konvergencia radov, uréenych pri riedeni Fuchsovej dif. rovnice,

Sborntk Slovenskej vysokej Skoly technickej, & 2, Bratislava 1950.

Diferencidlne rovnice, I. diel, str. 370,

Slovenskda akadémia vied 1956.

Parcidlne diferencidlne rovnice, str. 450,

vyjde v Slovenskej akadémii vied.

Nutné a postatujice podmienky, aby dif. systém o n-roviiciach nemal body neuréitosti,
asopis pro pést. mat. a fyz. 1956.

Normdlne tvary parc. dif. rovnic 2-ho rddu o n-nezdvislych premenniyjch,

Casopis pro pést. mat. a fyz. 1956.

Sur la théorie du systéme différential général @ coefficients variables,

Sbornik Prirodovedeckej fak. UK 1956.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 1, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

K otazee statistické indukee

Prof. Dr J. JANKO, Praha

(Vénovéano akademikovi J. Hroncovi k jeho 75. narozeninam)

Dlouha léta trva spor o to, zda existuji v matematické statistice induktivni
zavéry, nebo je mozno mluviti jen o induktivnim reagovani na popudy vnéj-
stho svéta. Trebaze je to otdzka zakladni duleZitosti, nedospéli statistikové
k jejimu uplnému vyjasnéni a uvedend dvé stanoviska stoji stdle nesblizena
proti sobé. Tento piispévek ma za cil objasnéni problému a jeho feSeni.

R. A. Fisher vychazi z tvrzeni, ze matematickd statistika uziva induktiv-
nich zavéra a v posledni praci [2], kterd se tyka tohoto sporného bodu, pravi,
ze ,logikové zavddéjice obraty induktivni wvafovini‘ a induktivni dsudek
jsou ziejmé toho ndzoru, e mluvi o postupech myslenkovijch padajicich do wréité -
miry mimo obor téch, jejiché plné vysvétlent lze ddti pomoct tradiéniho deduktiv-
ntho wvafovdni formdini logiky. Deduktivni wvaZovini specidlné meposkytuje
podstatné nového poznatku, nijbri pouze odhaluje nebo vysvétluje to, co je impliko-
vdno v prijaté axiomatické zakladné. V idedlnim piipadé by se to snad mélo pro-
vesti mechanicky. Aby se pridaly nové proky nasim theoretickym znalostem, musi
se uziti funkce induktivniho wvafovdni ve spojeni s porozovanymi daty. Bylo
zndmo po stalet?, Ze takovy proces existoval a byl v normalnim mysleni moZny.
Ze maZe byti ddno nyni analytické vysvétlent, které vyhovuje a je tplné asi tak
jako vysvétleni dané tradiéné z deduktivnich postup@, to souvisi s nejnovéjsim
rozvojem statistické védy.

Naproti tomu Jerzy Neyman [3] popira existenci induktivniho uvazovani
a definuje piedeviim pravidlo induktivniho zpiisobu reagovani na popudy
vnéjsiho svéta takto: Necht posloupnost {#;} obsahuje viechny mozné razné
vysledky pozorovéani uréitého jevu a necht {a;} jsou vSechny rizné akce za-
myslené ve spojeni s témito jevy. Predpisuje-li uréité pravidlo 6 jednoznaéné
vybrani akce pro kazdy mozny vysledek Z;, pak je to pravidlo induktivniho
zpusobu reagovani na popudy vnéjsiho svéta. Tato velmi obecnd definice
nezada, aby vysledky Z; byly nutné nahodné, jaké bereme v ivahu v mate-
matické statistice. Necht je tedy ¢ urdité pravidlo induktivniho zpisobu re-
agovani, které se vztahuje na uréity ndhodny jev, pokus s riznymi moznymi
vysledky E; a necht a, jsou rizné akce piedepsané timto pravidlem. Pak je
timto pravidlem stanovena statistickd rozhodovaci funkce a(F), kterd vy-
jadfuje korespondenci mezi moznymi vysledky pozorovéni a akcemi, které
se maji vykonat podle pravidla §.
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Takovy je dnesni stav otdzky statistické indukce a nasvédéuje zmatku
v uzivdni pojmu indukece a dedukce, ktery se pokusime odstranit. Za timto
telem si ujasnime postup, kterym studuje uréity tsek realného svéta vy-
zkumnik, uzivajici matematické statistiky. Vyjde z doty¢éného useku a cestou
zeela theoretickou dospéje k uréitym zavéram o redlném svété. Prvnim krokem
je postup abstrakce realného svéta, pak proces logického usuzovani k abstrakt-
nimu zavéru a navrat k redlnému svétu postupem interpretace, kters posky-
tuje zdveéry s fysikdlnim smyslem.

Vedle této cesty existuje k fysikdlnim zavéram druhd cesta a ta pracuje
jen se systémem predméti, kterou mize védecky pracovnik dojit p¥imo k fysi-
kélnim zavéram procesem pokusu. Viimneme si obou cest blize a prozkoumame
zv1agté cestu pokusu, ¢imz se dostaneme k jadru sporné otazky.

V obdobi poslednich 25 let ma pro pokrok v matematické statistice zdi-
kladni dilezitost uziti novych method ryzi matematiky. které umoznily od
zékladu nové a matematicky presné vybudovani theorie pravdépodobnosti
sovétskymi matematiky, hlavné Kolmogorovem [1], jeho# systém axiomit
se povazuje dnes za nejvhodnéjsi.

Theorie pravdépodobnosti mé dati matematicky popis (model), systém
a rozbor uréitého tseku redlného svéta &ili urditého oboru zkuSenosti, kterd
zahrnuje ndhodné hromadné jevy. Je tedy theorie pravdépodobnosti tou
¢asti matematiky, kterd popisuje nahodné hromadné ¢ili statistické jevy.

Mizeme si predstavit, ze pozorovani spoéiva v tom, e provadime Fadu
opakovanych méfeni uréité fysikalni konstanty. Methoda méteni je stéle
stejnd a podstatné vnéjsi podminky se udrzuji pokud mozno stejné. Vysledky
méfeni nejsou obecné stejné pies viechna takovéa opatieni. Tento jev se vy-
svétluje ti¢inkem velikého poétu ¢initeld, jejichz rudivy vliv je maly a celkovy
vliv se projevi v chyb¢ kazdého jednotlivého méveni. Velikost této chyby se
méni nepravideln& od jednoho pozorovani k druhému, takze neni mo#no pred-
pokladat urcity vysledek jednotlivého méieni.

Bereme-li na pi. v oceldrng vzorek kazdé tavby a méiime jeho tvrdost, taz-
nost, procento uhliku, siry a fosforu, dostaneme jako vysledek kazdého pozoro-
vani p&t &isel; kazdé dislo se pro jednotlivé tavby méni, atkoliv kvalita vyrobku
je uréena jednim piedepsanym vyrobnim postupem. Jestlize malé nekontrolo-
vatelné zmény ve vyrobnim postupu a v jakosti surovin spojisvé vlivy, zpisobi
v koneéném vyrobku nepravidelné zmény, které mohou byti znaéné a vésti
k nepravidelnym odchylkdm od objektivni predpokliddané hodnoty. Tim se
stavd pfesné predpovidéni vysledkt “jednotlivych pokusii nemoznym; situace
se viak iplné zméni, obratime-li pozornost od jednotlivych pozorovani k celé
jejich posloupnosti. Misto nepravidelného chovani se individualnich vysledka
ukazuje se prekvapujici stdlost pramérnych vysledka dlouhych posloupnosti
nédhodnych pokusi. Tato stalost &ili pravidelnost je zékladnou matematické
theorie statistiky. .

Jakmile se najde v urdité skupiné pozorovanych jevii stopa stélosti, je
moZno piistoupit k pokusu formovat matematickou theorii, kterou je pak
moZno povazovat za matematicky model télesa empirickych skutednosti, tvo-
feného pozorovanymi daty. Ryzi theorie, kterd vytva#i tento matematicky
model, pat¥i zcela do oblasti pojmi a zabyvs se abstraktnimi predméty, které
jsou 1plné definovany vlastnostmi vyjadfenymi v axiomech. Véty odvozené
theorii jsou presné spravné pro tyto abstraktni piedméty, ale nemohou byti
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pravdivé s logického hlediska, nebot se tykaji jen souda logickych, které ne-
mohou byti pravdivé, nybrz jen spravné.

Je tedy tieba vytvorit matematicky systém, t. j. na zakladé zkusenosti néko-
lika stoleti vytvorit sjednoceni téch vlastnosti a vztaht, které by ve vhodném
tvaru tvorily axiomaticky systém. Neni tlohou poétu pravdépodobnosti defi-
novat formalné pravdépodobnost piipadt, nybrz jest vychazeti z pravdé-
podobnosti nékterych piipadi a z toho usuzovat na pravdépodobnosti jinych
slozitych piipada a predvidat (pomoeci interpretace) v hlavnich rysech pritbéh
nahodnych jevi. '

Axiomatisaci theorie pravdépodobnosti je mozno provadéti ruznymi zpi-
soby a tyto rtzné moznosti se vztahuji jednak na volbu axiomt, jednak na
zakladni pojmy a vztahy. Jestlize se sleduje jako cil co nejjednodussi systém
axiomt, a na ném spocivajici theorie, pak se jevi nejucelnéjsim axiomatisovat
pojem ndhodného jevu a jeho pravdépodobnosti. Byly vytvoieny také jiné
systémy podtu pravdépodobnosti,a to takové, kde pojem pravdépodobnosti
nepatii k zakladnim pojmim, nybrz je vyjadfen jinymi pojmy, jak to udélal
Mises a S. Bernstein, ktefi sledovali jiny cil, totiz co nejvétsi primknuti
matematické theorie na empiricky vznik pojmu pravdépodobnosti.

Pii sestrojovani ur¢itého modelu pro dany systém piedmétt je jednim
z nejnesnadnéjsich tkola pokusit se o rozdéleni jevii ve dvé ¢asti: totiz tu dast,
kterou abstrahujeme do zakladnich axiomt abstraktniho systému, a tu ¢ast,
kterou piesunujeme do fysikdlnich zavéra a kterou reservujeme jako zalohu
proti interpretacim zavéra odvozenych z abstraktniho systému. V daném
systému predméti neni jediného déleni jevi; které déleni se provede, zavisi
na tvoiivé obrazivosti konstruktéra modelu. Existuji ovSem modely v pii-
rodnich védach, pro které nejsou korelaty experimentalné verifikované nebo
verifikovatelné v realném svété pro nedefinované prvky, vztahy a operace
v abstraktnim modelu. Podobnéa situace je na strané abstraktniho systému,
totiz je ¢asto mozné v daném abstraktnim systému zaménit role uréitych
axiomt a vét. Neni tudiz v daném systému jedind methoda rozstépeni
matematickych tvrzeni na axiomy a véty.

Kdyz dospéjeme cestou matematickych soudd k matematickym zavértim,
musime je zobrazit do pFedmétného systému cestou interpretace. Zde vy-
tvotila matematicka statistika systém velikého mnozstvi rozhodovacich kri-
terii, ktery analysuje vysledky matematickych soudt tak, Ze theoretickd
interpretace nabyva formy ptijeti nebo zamitnuti tvrzeni, jez se tyka pavodni
theorie.

Schema cest, jimiz dospivame k zavérim o redlném svété [4]

Cesta logického usuzovani: Cesta pokusu:

Usek realného svéta Usek redlného svéta
theoretickd abstrakce ' experimentdlng abstrakce
Matematicky systém Rozvrhovani pokusu
matematické usuzovdini provadént pokusu
Matematické zavéry Pozorovani

theoretickd interpretace statistickd interpretace
Fysikdlni zavéry Fysikalni zavéry
Vyhodnoceni Vyhodnoceni
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Druha cesta od realného svéta k fysikalnim zavéram, cesta pokusu, potiebuje
hlub§iho prozkoumdni. P¥i konstrukei theorie se obydejné da védecky pra-
covnik do vytvafeni modelu, kdyZz méa k disposici mnoho skuteénosti. Toto
mnozstvi dat, které obsahuje vSechnu numerickou informaci dosazitelnou
~o studovaném jevu, musi byti matematicky zpracovano, coz bylo umoznéno
pokrokem ke spravnéjsim a piesnéjsim methodam podetnim. Tim byl umoznén
vznik nové theorie t. zv. rozvrhovanipokusi, ktera poskytuje pomoe vyzkumni-
kim, aby dostali data uplnéjsi a piresnéjsi a vyhnuli se plytvani namahou pt¥i
akumulaci Spatné planovanych nebo nerozhodnych pozorovani. Na zakladé
vysledkt, které vyplynuly z interpretace modelu, je moZno zalozit vhodné
rozvrh pokusu.

Kdyz byl proveden spravné pokus, jsou tu vysledky pozorovani, které
tvoii zpravidla uré¢ity typ nahodného vybéru. Tyto vysledky je t¥eba inter-
pretovati, t. j. dospét k fysikalnim zavérim obecné platnym. To vyzaduje
usuzovani z pozorovaného vybéru na cely zakladni soubor, z néhoz byl vybér
vzat, usuzovani z dusledkd na pfidiny nebo od zvlastniho k obecnému.

Ve zminéném intervalu 25 let byl udinén velky pokrok v zalezitosti inter-
pretace pozorovanych dat. Vyrostla nova theorie, jejiz nazev je predmétem
sporu, statistickd indukece, pomoci niz lze zobeciovat specidlni vysledky.
Dostane-li vyzkumnik uréity vysledek jednoho nebo nékolika pokust, vy-
slovi domnénku, Ze tento vysledek muze byti charakteristickym pro celou
skupinu moznych pokusi. Domnénka nebo hypothesa se obydejné ovéiuje
provedenim jinych pokusi; je pak potvrzovana nebo vyvracena. Nastroje
statistické indukce umoZiuji stanovit spolehlivost vyzkumnikovych zavéri
pomoci pravdépodobnostnich tvrzeni a rozhodnout, zda to mnozstvi experi-
mentalnich dat stadi k theoretickym zavérim nebo pro usmérnéni praktické
¢innosti.

K ovéteni uréitych vét matematické theorie, na pi. limitnich zdkont, jsou
vytvoreny systematické testy. Shleddme-li pomoci nich, Ze ovétitelné disledky
Gréité theorie se skutednd shoduji s dostatednou presnosti s dosazitelnymi
empirickymi fakty, miZeme se s jistou spolehlivosti domnivat, Ze je tu podob-
nost mezi matematickou theorii a strukturou realného svéta.

K vyhodnoceni modelu se dochdzi srovnavanim fysikalnich zavéra s témi,
které byly vyvozeny abstraktni cestou. Oéekava se pak v disledku zjisténé
stalosti, Ze shoda mezi theorii a zkuSenosti potrva v.budoucnosti, a je mozno
spolehnouti se, Ze miZzeme své jedndni ¥idit na zakladé tohoto odekavani.

Mizeme nyni pFistoupit k vysvétleni, pro¢ vznika zmatek v uzivani pojmu
indukce a dedukce. Vidéli jsme, Ze statistik dospiva k fysikalnim zavéram
dvoji cestou, kterd zahrnuje celé poznavani. Jestlize se o ném jako celku
usuzuje, pak je jasné, ze nelze rozhodnout, zda postupuje indukei nebo dedukei.
Je viak tieba rozli§it poznivani empirické, t.j.poznavani systému pred-
métného a poznavani raciondlni, t.j. poznavani myslenkového Fadu a pak
se situace vyjasni. PonévadZ indukei se rozumi vidycky néjaka zkuSenost,
nems smyslu rozliSovat indukei a dedukei pfi mysleni logickém ¢ili pti pozna-
vani racionalnim; toto mysleni neddva zadné zkuSenosti. Pokud jsme tedy
v oblasti matematického systému, jedns se o posuzovani myslenkového radu
a odkryvani jen jeho vztaht. M4 tudiZ smysl rozliSovat indukei a dedukei
jen v poznavani empirickém. Je viak dilezité si uvédomit, Ze empirické
poznatky ziskdvédme dvojim zpusobem. Je to jednak p¥imé pozorovani, t. j.
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prvni stupefi poznani (poditky), kde nemiize byti fedi ani o indukei ani o de-
dukei, jednak tsudek, ktery muze byti deduktivni nebo induktivni. Opirs-li
se empiricky tsudek jen o piinos myslenkovy, je to tsudek deduktivni.
Kdezto induktivni je isudek tehdy, kdyZ se opira také o p¥inos ze zkusenosti,
z pozorovini. Provddime tedy p¥i interpretaci vysledkit pokusu dsudky in-
duktivni. M4-li Neyman na mysli, Ze cilem celého procesu poznavani neni
jen odhalit a pochopit zékonitosti redlného svéta, nybrz také vyuzit poznanych
zékonitosti k aktivnimu pietvafeni svéta, pak se v této fazi teprve jedna
o induktivni reagovini na popudy vné&jiiho svéta. Jinak by byl cely spor
jen zalezitosti terminologickou.

Souhrn

Otéazka, zda existuji v matematické statistice induktivni zavéry nebo je
mozno mluviti jen o induktivnim reagovéni na popudy vngjsiho svéta, je
v tomto prispévku Fesena pomoci rozboru obou cest, jimiz dospiviame k z4avé-
rim o redlném svété, tedy cesty logického usuzovéni a cesty pokusu. Obg
cesty zahrnuji celé poznavani. Usuzuje-li se o ném jako celku, nelze rozhod-
nout, zda postupuje indukef nebo dedukei. Je tieba rozlisit poznavani empi-
rické a racionalni. Nema smyslu rozliSovat indukei a dedukei p¥i poznavani
raciondlnim ¢&ili v oblasti matematického systému, nybrz pfi pozndvéni
empirickém. Opira-li se empiricky tdsudek jen o piinos mySlenkovy, je to
usudek deduktivni, kdezto induktivni je tehdy, kdyz se opira také o piinos
ze zkulenosti, tedy z pozorovini. Provddime tedy p¥i interpretaci vysledku
pokusu usudky induktivni.

Literatura

[1] Kolmogorov: Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung 1933.

[2] Fisher R. A.: Statistical methods and scientific induction — Journal of the Royal
Statistical Society, series B, 17, Nol, 1955.

[3] Neyman J.: First course in probability and statistics 1950.

[4] Thrall, Coombs, Davis: Decision processes. 1954.

Do redakeie dodlo 29. IIL. 1956

K Bonpocy crarmueckoi MHAYKIMM
Hpod. Ip. Tuwo, lpara

Peswye

Bompoc, cyniecTByioT-:11r B MATCMATHYECKOI CTATHCTHRE MHAYKTHBHLIC 3aK/IOYeHIs, WK
BO3MOKHO-JII TOBOPHUTH TOJIBKO 00 MHIyKTHBHON PearI(ui Ha HOOYKACHUSA BHEIIHEro MIpa
PellieR B BT0Jf cTaThe ¢ MOMOMBIO pPasfopa 0GouX TyTeil, KOTOPLIMI NPUXOANM K BaKJII0de-
HUAM O PeasIbHOM MHpe, T. €. HyTH JIOTMIeCKOT0 CYARACHHUS If My TI pKcnepmventa. O6a myTr
3aKmoyaioT B cee Beé mosmasamite. Ecam cynTCS 0 HeM, Kak IIeI0M, He/b3sl ICIINTH I0-
CTynmaer-nu MHAyKIWen wnt jejysnmeir. Tpebyercs pasimmuuts no3mnapauie SMIHMPHICCKOS
I panuoHasipHoe. He mMeer cMbIc/Ia pasinmraTh MHAYKIHIO M ey KIMIO IPH PalHOHATIBHOM
TNO3HABAHAA B 00JIACTH MATEMATHYECKOIH CHCTEMB, HO NPI NO3HABAHEI OMIMPIUECKOM.
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Ecam oMmnpiiuecioe cysienie ompactes TR0 0 MLCAHTCALILIL BRIGL, TO 9T0 ¢ VASLe-
THC SIBISICTCS WY RTHBHBIM, TPHYCM HILY RTHBHBIM OBIBACT TOU/L, CCJAN OMIPACTE ST 0 BRI
M3 ONILITa — BHAUNT 13 Hal 1o leHIs,

i suTepuperaimine. pesyanTaton SRCIepIMCITos HPoBo (HPIMEHACM) THAY KTHBHLIC
CVHYLCHISL,

On the Question of Statistical Induction
Prof. Dr. J. Janko

(Abstract)

The question whether in mathematical statistics there exist inductive conclusions, or
if it is possible to speak only of inductive behaviour towards the impulses of the outside
world is solved in this study, with the help of an analysis of both methods by which
we arrive at conclusions on the real world, e. g. by methods of logical inferences, and
of experiment. Both ways imply the whole cognition. If we consider it as a whole, it is
not possible to decide whether i1t proceeds by induction or by deduction. It is necessary
to differentiate between empirical and rational cognition.

It is not necessary to differentiate between induction and deduction in the process
of rational cognition, or, in the sphere of mathematical system, but only in the process
of empirical cognition. If an empirical inference is based on an abstract contribution it
means that the inference is deductive, but on the other hand, it is inductive if it is based
also on a contribution from experience, it means from observation. When interpreting
the results of an experiment we use therefore the inductive inferences.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

Uber eine Verallgemeinerung der E'indcutigkeitssiitze
fiir Integrale der Differentialgleichung y’ = f(x, y)

0. BORUVKA, Brno

(Gewidmet dem Herrn Professor Dr. J. Hronec zu seinem 75. Geburtstage)

1. Fiir die Differentialgleichung

Y = f(x, y)

kennt man bekanntlich eine Reihe von KEindeutigkeitssitzen, die hinreichende
Bedingungen fiir die Unizitit von Integralen in einem gegebenen Punkte
beschreiben. Meistens werden diese Bedingungen durch Angabe von geeigneten
Majoranten der Funktion f(x, y,) — f(x, y.) oder deren absoluten Wertes
dargestellt.!) Diese Sonderstellung der Differenz scheint zwar methodisch,
nicht aber sachlich berechtigt zu sein, da die Betrachtung von anderen, dem
Felde der Differentialgleichung angepallten Funktionen von f(x, y,), f(x, ¥.)
in einzelnen Fillen sehr niitzlich sein kann. Ich werde nun eine in diesem
Sinne weitgehende Verallgemeinerung der Eindeutigkeitssitze angeben. Die
Resultate und Beweismethode lassen sich unschwer auf Systeme von expliziten
Differentialgleichungen erster Ordnung iibertragen. Ich werde mich jedoch
der Kiirze der Bezeichnungen halber auf eine Differentialgleichung, und wie
iiblich, auf die Verhéltnisse rechts vom betrachteten Punkt beschrinken.

2. Vorhereitung zum Hauptsatz.
Gegeben sei die Differentialgleichung
2= G(x. z) (A)

in dem Bereich
0: E<x<&+a; csz=c¢  (a,¢>0).

Wir setzen voraus, dafl die Funktion G im Bereich O stetig ist.

Es sei M eine Zahl, M = Max |G| im Bereich O, und ferner « = Min (a, ¢ : M)
oder & = a jenachdem M > 0 oder M = 0 ist.

Die aus dem Punkt (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung (A)

1) EKine bemerken;werte Ausnahme bildet das unlingst von L. Markus entdeckte
Kritertum. (A uniqueness theorem for ordinary differential equations involving smooth
functions. Proc. Amer. Math. Soc., 4 [1953], 88.)
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deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind,?) existieren
wenigstens im Intervall [&, & 4 «].

Wir bezeichnen mit Z das aus dem Punkt (&, 0) ausgehende Maximalintegral
der Differentialgleichung (A), dessen rechtes Ende am Rande des Bereiches O
gelegen ist. Dieses Integral existiert wenigstens im Intervall [, & + «].

Wir betrachten nun eine aus dem Punkt (£, 0) ausgehende und im Intervall
[£, & 4 «] definierte Unterfunktion z beziiglich der Differentialgleichung (A).

Diesen Begriff meinen wir im folgenden Sinne: '

z ist eine der Anfangsbedingung z(£) = 0 geniigende, im Intervall [§, & 4 «]
definierte und stetige Funktion, die daselbst fast iiberall die Differential-
ungleichung

Dz(z) < Gz, 2(x))] (1)
erfiillt.

D bedeutet die untere (immer) links- oder rechtsseitige Derivierte und das
Wort fast das Zulassen einer hochstens abzdhlbaren Menge von Ausnahmen.
Natiirlich gelten fiir alle z € [£, & 4+ «] die Beziehungen —c < 2(x) < c.

Wir werden zeigen, daB in dieser Situation fir alle x € [£, & + ] die folgende
Ungleichung besteht

(@) < Z(). (2)
Zu diesem Zweck betrachten wir die Differentialgleichung
2 = ((z, 2) (A)
in dem Bereich
0: ¢sx=s €+ «; —o <2z,

wobei die Werte der Funktion @ fiir jedes x € [£, & + «] in folgender Weise
definiert sind:

— _[G(=.2) fir z(r)=2=c;
e, 8) = | A2, 2(x)] fir —oo < 2= 2(x).

Die Funktion ( ist im Bereich O stetig und erfiillt daselbst die Unglei-
chung |Q| < M.

Die aus dem Punkt (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung (A),
" deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind, existieren wenig-
stens im Intervall [¢, & 4+ «].

Es sei z ein aus dem Punkt (£, 0) ausgehendes und im Intervall [, & + ]
definiertes Integral der Differentialgleichung (A).

Auf Grund der Beziehung (1) folgt mittels klassischer Schluiweise®) die
fiir z € [, & + x] bestehende Ungleichung

2(x) = 2(x).

2) D. h. die in kompakten Intervallen [&, &], & < &, definierten Integrale z von der
Beschaffenheit, daB die rechten Enden (&, z(£;)), sonst aber keine anderen Punkte der
entsprechenden Integralkurven am Rande des Bereiches liegen.

‘o ‘218. z. B. G. Sansone, Equazion: differenziali nel campo reale. Parte seconda. Bologna

(1941), 98. :
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Dieselbe enthilt, da3 die Funktion z ein Integral der Differentialgleichung (A)
darstellt. Folglich gilt fiir alle x € [£, & 4+ «] die Beziehung

3(@) < Z(x)
und somit auch die Ungleichung (2).

3. Der Hauptsatz.

Wir betrachten die folgende Situation:
Gegeben ist die Differentialgleichung:

Yy = f(z, y) ()
in dem Bereich
A fsrx=sé+a; y—b=sysn+b (ab>0).

Wir nehmen an, daB8 wir zu der Differentialgleichung () zwei Funktionen
@, @ von drei Veridnderlichen haben, mit den folgenden Eigenschaften: -

1. Die Funktion ¢(x;u, v) ist in dem Bereich
w: E<x=¢+a; n—b<usvn+b

definiert und von folgender Beschaffenheit :
a) ihr Wert in jedem Punkt (z;u, v) € v ist positiv oder Null, jenachdem
w < v oder u = v ist;
b) sie ist im Bereich  stetig und besitzt daselbst stetige partielle Ab-
leitungen @5, @y, @;;
c) es gilt die Beziehung
lim ¢[z; u(x), v(x)] = 0
T>E+
fiir beliebige, vom Punkt (& 7) ausgehende und den Ungleichungen
n—b<u(x)=v(xr) <n-+ b geniigende Integrale u,v der Differential-
gleichung ().
2. Die Funktion @(z; u, z) ist im Bereich

Q: fsz=f+a; n—bsusn+b 0=2<+o

definiert und von folgender Beschaffenheit:
a) sie ist im Bereich 2 stetig;
b) im Bereich v gilt die Ungleichung:

Po(@; u, v) + @u(@; u, v)f(2, u) + @(@; u, V)f(2, v) < Pl; u, ¢(x; u, v)].

In dieser Situation gilt der folgende, fiir die erwihnte Verallgemeinerung
der Eindeutigkeitssitze grundlegende Hauptsatz:

Zu je zwei beliebigen vom Punkt (£, n) ausgehenden, im Intervall [&, & + a]
definierten und den Ungleichungen n — b < u(z) < v(x) < -+ b geniigenden
Integralen w,v der Differentialgleichung (o), gibt es eine rechts von & gelegene
Umgebung (£, & + «], 0 < a<a, in der das vom Punkt (& 0) ausgehende
Maximalintegral Z der Differentialgleichung

2 = @ [x; u(x), 2] B
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existiert und die Ungleichung
pla; w@), v(z)] = Z(x)
besteht. Wenn die Funktion ¢ im Bereich o (von oben) beschrinkt ist, so hingt

diese Umgebung von der Wahl der Integrale w, v nicht ab.
Ersichtlich ist die Differentialgleichung (j3) in dem Bereich

Q" sx=§¢+a; 0=z< +oo
definiert.

Beweis. Es seien u(x), v(x) zwei beliebige vom Punkt (&, #) ausgehende,
im Intervall [ & + a] definierte und den Ungleichungen n—0b<u(x)
= v(x) < 5 + b geniigende Integrale der Differentialgleichung (z).

Wir betrachten die im Intervall [& & + a] folgendermassen definierte
Funktion z: -

2(&) = 0; (@) = @la; u(x), v(z)] fir x € (& & 4 a].
Die Funktion z nimmt nur nicht negative Werte an [la)]; dieselbe ist

im Intervall [£, & + a] stetig [1b), ¢)] und besitzt fiir € (&, & + a] die Ab-
leitung 2'(x) [1b)]; ferner gilt fiir x € (£, & 4 a] die Ungleichung

Wir bilden nun mittels der Funktion @ die folgende Differentialgleichung (A),
um fiir dieselbe und die Funktion z die in der N°2 betrachtete Situation zu
schaffen.

Die Funktion z nimmt im Intervall [, & ++ @] ein nichtnegatives Maximum
an; dasselbe hingt im allgemeinen von der Wahl der beiden Integrale u, v ab.

- Wir withlen eine dieses Maximum iibersteigende Zahl ¢ > 0; falls die Funktion ¢
im Bereich « beschréinkt ist, so wihlen wir ¢ groBer als die obere Grenze von ¢
in o. Sodann haben wir fiir z € [£, & + ] die Ungleichungen

0= z2(x) < ec. (2)
Es sei M das Maximum von |@| in dem Teil z < ¢ von Q, und ferner v —
Min (a, ¢ : M) oder &« = a jenachdem M > 0 oder M = 0 ist.
Wir bilden die Differentialgleichung
Z = G, 2) (A)
in dem Bereich
0: §sax=<¢+ a; —c=z=c,
wobei die Funktion G fiir jedes x € [&, £ + a] folgendermassen definiert ist:
_[(D[a:; u(z),z] fir 0Zz<e¢; 5
- [(D[x; u(x), 0] fir —c=<z=0. ' (3)
Aus den Formeln (2), (3), (1) entnehmen wir, da z(x) eine aus dem Punkt
(&, 0) ausgehende, im Intervall [, & 4 a] definierte Unterfunktion beziiglich
der Differentialgleichung (A) darstellt.
:Die aus dem Punkt (£, 0) ausgehenden Integrale der Differentialgleichung

(A). deren rechte Enden am Rande des Bereiches O gelegen sind, existieren
wenigstens im Interwall [£, & + «].

G(z, 2)

158



Wir bezeichnen mit Z das aus dem Punkt (£, 0) ausgehende Maximalintegral
der Differentialgleichung (A). dessen rechtes Ende am Rande des Bereiches O
gelegen ist. Dieses Integral existiert wenigstens im Intervall [, & 4- «].

Wir haben nun beziiglich der Differentialgleichung (A) und der Funktion z
die in der N°2 betrachtete Situation. Folglich bestehen fiir alle x € [£. & 4 «x]
die Ungleichungen

0= 2(x) =Z(2) < c, (4)

wobei im letzten Glied das Gleichheitszeichen nur fiir « = x gelten kann.

Wir sehen, dafl es zur Vollendung des Beweises geniigt zu zeigen, dal} Z im
Intervall [&, & + x] das aus dem Punkt (&, 0) ausgehende Maximalintegral
der Differentialgleichung (j3) darstellt.

Aus den formeln (4), (3) entnehmen wir, das Z ein aus dem Punkt (&, 0) aus-
gehendes und wenigstens im Interval[£, & 4 x] definiertes Integral der Differen-
tialgleichung (3) darstellt.

Wir nehmen an, es gibe ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes, in einer
Umgebung j rechts von & definiertes und fiir ein 2, € (§, £ 4 «) der Ungleichung
{(x)) > Z(x,) geniigendes Integral  der Differentialgleichung (3). Sodann
haben wir fiir einen Wert z, € [&, x,) die Beziehungen

E(my) = Z(,); L) > Z(x) fir @€ (2, 2,].
Wir betrachten die im Intervall [&, #,] definierte Funktion C:
o ]Z(x) fir « € [&, x,],
-(w) = l f(x) fur «€|lx,, 2]

Im Fall & = x, liest man natiirlich in diesen Formeln nur die zweite Zeile.

Die Funktion ¢ ist offenbar ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes, im
Intervall [&, ;] definiertes Integral der Differentialgleichung ([3). )

Dieses Integral { nimmt den Wert ¢ nicht an. In der Tat, anderfalls stellt
ein geeigneter, in einem kleineren Intervall als [£, & 4 «] definierter Teil von {
ein aus dem Punkt (£, 0) ausgehendes Integral der Differentialgleichung (A)
dar, dessen rechtes Ende am Rand des Bereiches O gelegen ist. Ein solches
Integral gibt es jedoch nicht, da jedes aus (£, 0) ausgehende Integral von (A),
dessen rechtes Ende am Rand des Bereiches O liegt, wenigstens im Intervall
[£, & 4 «] existiert. '

Folglich ist die Funktion { ein aus dem Punkt (&, 0) ausgehendes, im Inter-
vall [£, z,] definiertes Integral der Differentialgleichung (A). Dieses Integral
erfiillt die Ungleichung Z(x,) > Z(x,). die jedoch der Maximaleigenschaft
von Z widerspricht.

Wir sehen, daB3 Z in dem Intervall [&, & 4+ x] das aus dem Punkt (&, 0)
ausgehende Maximalintegral der Differentialgleichung (3) darstellt und der
Beweis ist fertig.

Zusatz. Urspriinglich habe ich den Hauptsatz unter der zusétzlichen Vor-
aussetzung bewiesen, daB die Funktion ¢ im bezug auf » fiir beliebige Werte
von x € (&, & + a), uw€(n — b,y + b) wachse. Auf die Moglichkeit des Fort-
lassens dieser Voraussetzung im Zusammenhang mit Betrachtung von Unter-
funktionen wurde ich in einer Diskussion von der Fr. Doz. S. Mikolajska
in Krakau aufmerksam gemacht.
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4. Der Eindeutigkeitssatz.
Es sei die Differentialgleichung

¥ =z y) (@)

in dem Bereich

A: ¢sxsé+a; n—b=Zysn+0b (@, b > 0)
gegeben.

Wir setzen voraus, daB es zu der Differentialgleichung («) zwei Funktionen g,
@ von drei Verinderlichen gibt mit den in dem Hauptsatz beschriebenen
Eigenschaften 1a), b), ¢) und 2a), b). Wir iibernehmen auch die Bezeichnung
der Zahlen ¢, M, «, die fiir je zwei vom Punkt (&, ) ausgehende, im Intervall
[£, & + o] existierende und daselbst den Ungleichungen 7 — b < u (2) <
= v(x) <7 + b geniigende Integrale u,v der Differentialgleichung (x) defi-
niert waren.

Auflerdem soll die Funktion @ die folgende Eigenschaft besitzen:

2¢) Fir jedes vom Punkt (£, 7%) ausgehende und im Intervall [£, & 4 a]
definierte Integral u(z) von (), ist z (¥) = 0 das einzige vom Punkt (&, 0)
ausgehende und in einem Teilintervall von [£, £ + a] existierende Integral
der Differentialgleichung *°

? = Olz; w(x), z].

In dieser Situation gilt die folgende Behauptung:

Je zwei vom Punkt (£, 1) ausgehende Integrale der Differentialgleichung ()
fallen in einer gewissen Umgebung rechts von & zusammen.

"~ Wenn dig Funktion ¢ im Bereich w beschrinkt ist oder die Funktion fin A

stetig, so ist die Losung der Differentialgleichung () im Punkt (&, n), rechis

von &, lokal eindeutig.

Wir bemerken, dal unter lokaler Eindeutigkeit der Losung der Differential-
gleichung («) im Punkt (&, %), rechts von &, folgendes gemeint ist: Es gibt eine
rechts von & gelegene kompakte Umgebung von & derart, daB alle zwei vom
Punkt (£, ) ausgehende Integrale der Differentialgleichung («) in dem gemein-
samen Teil ihrer Definitionsintervalle und der erwihnten Umgebung zusammen-
fallen.

Beweis. a) Es seien u, v beliebige aus dem Punkt (£, n) ausgehende Inte-
grale der Differentialgleichung («). Wir kénnen ohne Beschriinkung der All-
gemeinheit annehmen, daB die u, v im Intervall [£, £ + a] definiert sind und
daselbst die Werte » -~ b nicht annehmen. In der Tat, diese Situation kann
durch die Wahl einer kleineren Zahl @ als die urspriingliche immer geschafft
werden.

Es seien U, V die durch U(x).= Min {u(z), v(x)}, V(z) = Max {u(z), v(x)}
im Intervall [, & + a] definierten Integrale der Differentialgleichung (2).
Die U, V geniigen im Intervall [£, £ ++ a] den Ungleichungen: n — b < U(z) <
= V(z) < 5 + b. Nach dem Hauptsatz und der zusitzlichen Voraussetzung 2c),
gilt im Intervall (&, & 4 x] die Beziehung:

¢lz; U(=), V(z)] = 0.

Aus ihr folgt, mit Riicksicht auf la), die fiir z € [£, & + «] giltige Gleichheit
V(z) = U(x) und somit auch v(z) = u(z).
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b) Wir nehmen an, da die Funktion ¢ im Bereich » beschrinkt ist. Sodann
hiingen die Zahlen ¢, M, x von der Wahl der Integrale u, v nicht ab. Nach a)
fallt im Intervall [£, & + «] das Integral » mit » zusammen und dasselbe gilt
von jedem anderen, im Intervall [£, & 4 «] definierten Integral der Differential-
gleichung (), dessen Werte sémtlich von 7 4- b verschieden sind. Es bleibt
also folgendes zu zeigen: Jedes vom Punkt (&, 77) ausgehende Integral w(x)
von (2), das in einem (nicht notwendig echten) Teil von [&, & 4 @] definiert ist
und dort eventuell auch die Werte 5 4 b annimmt, féllt in dem gemeinsamen
Teil seines Definitionsintervalles und der Umgebung [&, & 4 «] von & mit
zusammen.

Es sei z, € (£ + «] eine beliebige im Definitionsintervall von w gelegene
Zahl, die geniigend nahe an & liegt, so dal die Funktion w im Intervall [, ]
keinen der Werte 5 4 b annimmt. Wir verengen die Diferentialgleichung («)
auf den Bereich Ay: éE < x < xy: # — b=y =n -+ b und bezeichnen fiir die
engere Differentialgleichung mitc,, M, x,die Zahlen, die den fiir die Differential-
gleichung («) definierten Konstanten ¢, M, x entsprechen. Wegen der Be-
schrinktheit von ¢ koénnen wir ¢, = ¢ wihlen und haben dann M, = M,
Xy = 2, — & Nach a) gilt fiir x € [&, x,] die Gleichheit w(x) = u(z), also
speziell w(x,) = u(x,). Daraus folgt, daB w im Intervall [&, & 4 x] keinen
der Werte 5 4- b annimmt, da sonst auch das Integral » einen solchen Wert
annehmen miiBte, was jedoch unserer Voraussetzung widerspricht. Damit ist
gezeigt, daB das Integral w in dem gemeinsamen Teil seines Definitions-
intervalls und der Umgebung [&, § 4 «] von & mit u zasammenfallt.

¢) Wir nehmen an, daB die Funktion f im Bereich A stetig ist. Es seien u
und v das vom Punkt (£, 7) ausgehende Minimal- und Maximalintegral der
Differentialgleichung («). Nach a) haben wir die fiir x €[, & 4 «] giltige
Beziehung v(z) = u(x). In dieser Situation fallen also das vom Punkt (£, #)
ausgehende Minimal- und Maximalintegral und somit alle vom Punkt (&, 7)
ausgehenden Integrale von (z) im Intervall [&, & 4- «] zusammen.

5. Spezielle Eindeutigkeitskriterien.

Der obige Eindeutigkeitssatz enthélt bei spezieller Wahl der Funktionen ¢, @
die meisten bekannten Eindeutigkeitskriterien fiir Integrale der Differential-
gleichung («) und ferner deren Verallgemeinerungen und Kriterien neuer
Struktur. Wir iibernehmen im weiteren die in der Literatur iibliche Be-

zeichnung und schreiben y,, y, anstatt von u, v; dementsprechend setzen wir
Yy = Y, voraus.

1. Die Wahl
P(2; Y1s Yo) = Yo — Y1 »

in unserem Hauptsatz fithrt zu dem Vergleichungssatz von P. Montel?)
und den sich daraus durch geeignete Spezialisation der Funktion @ ergebenden
Kriterien von Peano, Tonnelli, Bompiani, Osgood u. Tamarkine,
Lipschitz.

4) P. Montel, Sur Uintégrale supérieure et Uintégrale inférieure d’une équation différen-
tielle. Bull. Sci. Math., 2e série, 50 (1926), 215.
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2. Wihlt man in dem Eindeutigkeitssatz

9T, Y1, o) =~ — g‘ 5 D(x;00,2)=0; | stetig,

-80 erhilt man das (modifizierte) Kriterium von Rosenblatt—Nagumo:

(=, y2) — Hz, 1) < %:—g

Dasselbe kann mittels einer breiteren Wahl von @ verallgemeinert werden.
Z. B. erhilt man fiir
D(x; y,,2) = Lz (0< L = Konst.)
die folgende Verallgemeinerung:

12, v) — 1@ 9) < (92 — th)- {—5 + L}
3. Wihlt man

Y2 — % 14+m=§
Tt y—y x—&

(x5 Y1, Yo) = ; D(x;yh,2) = 0;  f stetig,

so kommt die folgende Abdnderung des Rosenblatt—Nagumoschen Kri-
teriums fiir stetige Funktionen f heraus (vgl.?)): ‘

<?/2 ?/1_1+.7/2—?/1
z— & 14+a2—£&°

(=, ¥2) — f(z, y1)

4. Wenn man fiir ¢ Funktionen wéhlt, die im Bezug auf ¥,, y, allgemeiner
als allein von der Differenz y, — y, obhingen, so bekommt man Eindeutig-
keitskriterien von neuer Struktur. Wir begniigen uns mit der Angabe eines
Kriteriums dieser Art. Eine umfassendere Sammlung von solchen Sitzen
scheint iiberfliisssig, da man in einzelnen Fillen versuchen wird die Wahl
der Funktionen ¢ und @ dem Feld der gegebenen Differentialgleichung in
geeigneter Weise anzupassen.

Wir wihlen

Y2

o(z; Yy, Yp) = po i E / o(x,t)dt; D(x;y,,2)= Lz (L= Konst.=0); fstetig,
ﬁ.yx '

wobei o(z, y), 0,(%, y) im Bereich 4 stetig sind und die Funktion g fiir jedes
z €(£,& + a] im Intervall [y — b, n + b] fast iiberall, d. h. mit Ausnahme von
einer hochstens abzahlbaren Menge von Fillen, nur positive Werte annimmt.

Wir sehen, daB die Lésung der Dzﬂerentmlglezchung () im Punkt (£, n),
rechis von &, immer dann lokal eindeutig ist, wenn es eine Funktion o(z, y)

5) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig (1930), 142.
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mit den obigen Eigenschaften gibt, die fir (x, 1., y;) € o die folgende Ungleichung
befriedigt:

(x — &) {o(x, ¥o) f(=, yo) — 0(=, 1) f(%, 91} =
Y2 -
< f {1+ Lz =) olx, ) — (v — &) ol(a, 1)} dt. 1)
Y1
6. Beispiel.

a) Wir wollen die im Bereich

A: 0=z=a; —b=y=<b (@, b > 0)
definierte Differentialgleichung
N (C%)
= ) «
Y Qe y) =

hinsichtlich der lokalen Eindeutigkeit der Losung im Punkte (0, 0), rechts
von ¢ = 0, untersuchen.

Wir setzen voraus, daB die Funktionen P, @ im Bereich A definiert sind;
ferner, daB die rechte Seite von («) sowie die Funktionen @, @, im Bereich A
stetig sind und die Funktion @ fiir jedes « € (0, @] im Intervall [—b, b] fast
iiberall nur positive Werte annimmt.

Man kann auf die Differentialgleichung («) das mit den Werten & =5 =0,
o(z, y) = Q(z, y), L = 0 realisierte Kriterium 5,4 (1) anwenden.

Dasselbe ergibt, da vom Punkt (0, 0) lokal genau ein Integral der Differential-
gleichung (o) ausgeht, wenn fir (z; y,, ¢,) € w die folgende Ungleichung besteht :

2. (P(x, 1) = P, )} < [ Qla, ) — Qi(x, 0} d. 8)
Y

b) Man kann die Funktionen P, @ mit einem geeigneten willkiirlichen
Faktor o(z, y) multiplizieren, ohne die Eigenschaften der Integrale von («)
zu beeinflussen. Wiahlt man z. B. o(z, y) = x.0(y), o im Intervall [—b, b]
stetig und daselbst fast iiberall positiv, und wendet man die Formel (1) an,
so kommt die folgende Beziehung heraus:

Vs
o(y) P(@, 1) — o(0:) P&, 1) < — [ o(0) @i, ) . @)
%
Wir sehen, daB wom Punkt (0,0) lokal genau ein Integral der Differential-
gleichung (a) ausgeht, wenn es eine im Intervall [—b, b] stetige und daselbst fast

iberall positive Funktion o gibt, die fir (x; y., 9,) € o die Ungleichung (2) be-
friedigt.
c) Wir machen die zusétzliche Voraussetzung, da dic Funktion P fiir

jedes x € (0, a] eine partielle Ableitung im bezug auf y besitzt, die in dem
Intervall [—b, b] von oben beshrinkt ist.

Wir bezeichnen fiir jedes z € (0, @] mit M(x) bzw. N(z) die obere Grenze
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von P (x, t) bzw. das Maximum von Q'(z, {) im Intervall [—b. b], und mit n(z)
das Minimum von Q(x, t) ebenfalls in [—b, b].

Wir wenden auf beide Seiten der Ungleichung (1) die entsprechenden
Mittelwertsitze an und sehen, daB die Ungleichung (1) immer dann erfiillt ist.
wenn die folgende Beziehung besteht : .

x. {M(x) + N(z)} < n(x), (3)
und umsomehr, wenn

M(x) + N(x) = 0. (4)

Wir sehen, dall unter der zusditzlichen Voraussetzug c) iber die Funktion P.
vom Punkt (0, 0) lokal genaw ein Integral der Differentialgleichung () ausgeht,
wenn fir jedes @ € (0, a] eine der Ungleichungen (3), (4) erfiillt ist.

d) Wir wollen die Tragweite unserer Uberlegungen an einem speziellen Fall
iiberpriifen.

Wendet man z. B. die obigen Resultate auf die in der Literatur mehrmals®)7)8)
erwithnte Differentialgleichung

v —a. Y — ’
y=a.4 I (@ = Konst.) (')
an, wobei der rechten Seite fiir » = y == 0 der Wert 0 zukommt, so ist die
Ungleichung (1)
1 . g
@ 2Ys — y1) = {32 + 2 (i + it + 93} (3 — ).

Daraus folgt fiir y, — », > 0 die Beziehung:

[Bx4a + 3) < 43 + yiys + 42,

und man sieht, daBl die Lésung der Differentialgleichung («’) im Punkt (0,0),
fiir x > 0, immer dann lokal eindeutig ist, wenn o < —3.
Wendet man die Formel (2) an, so folgt die Beziehung:

. Y
oty — po(u)) < —4 [ o) d
Y
und daraus, fiir a(y) = y**, k> 0,
- 4
‘=g

Man sieht, daB die rechtsseitige lokale BWindeutigkeit, der Lésung der Diffe-
rentialgleichung («’) fiir alle @ < 0 und offenbar auch fiir ¢ — 0 gesichert ist.

) G. Peano, Démonstration de Uintégrabilité des équations différentielles ordinaires.
Math. Ann., 37 (1890), 182. )

) M. Nagumo, Eine hinreichende Bedingung fiir die Unitiit der Lisung von Differential-
gleichungen erster Ordnung. Japanese Journ. Math., 3 (1926), 107.

8) T. Yosie, Uber die Unitit der Losung der gewishnlichen Differentialleicghungen erster
Ordnung. Japanese Journ. Math., 2 (1925), 161.
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Fiir die Differentialgleichung («') hat man:
M) =a.2®; N(x)=4r*; n(zx)= 2"

Die Ungleichung (3) ergibt @ < —3, wihrend die Ungleichung (4): ¢ = —4.
Das Kriterium von Peano und eine Nebenbetrachtung ergeben die Ein-
deutigkeit fiir alle @ < 0 wihrend das Kriterium von Rosenblatt—Naguno

fir —1<a< 417).

Do redakecie dodané 20. IT1. 1956

Zobeenéni vét o jednoznaénosti integralii diferencialni rovnice
y = flry)

0. Boravka, Brno
Vytah

1. Pro diferencialni rovnici
y' = f(x. y) ()

je znama fada vét popisujicich dostateéné podminky pro unicitu integralt
v daném bodé. Zpravidla jsou tato kriteria zaloZena na majorisaci funkce
f(x, y,) — f(x, y;) nebo jeji absolutni hodnoty. Toto vyznaéné postaveni roz-
dilu se nezda zcela opravnéné, protoze v konkretnich ptipadech muze byt
mnohem vyhodné&jsi majorisace jinych funkei zavislych na f(x, y,), f(, ¥.), které
by byly ptizptisobeny poli diferencidlni rovnice. Na této myslence je zaloZzena
predlozend prace. obsahujici obecnou vétu, kterd zahrnuje vétsinu zndmych
kriterii a umoziuje piizptisobeni struktury kriteria povaze dané diferencialni
rovnice.

2. Obecné kriterium pro jednoznacénost integrald.

Necht oborem diferencidlni rovnice () je dvojrozmérny interval:
A; E<x< &+ a; n—b=y<n-+b>o (a, b > 0).

Necht ¢, @ jsou funkce tii proménnych majici tyto vlastnosti:
1. Funkce ¢(z; u, v) je definovana v oboru

o: f<caxgséta; p—b<usv<n+b

a vyznaduje se tim, Ze
a) jeji hodnota v kazdém bodé (z; u, v)€® je vétsi nebo rovna nule podle
toho, zda jest u << v nebo u = v;
b) v oboru o je spojitd a ma v ném spojité parcidlni derivace ¢, @, ¢,;
c¢) spliuje relaci
’ lim gla; w(z), v(z)] = 0

r=i4
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pro kazdé dva integrély u, v diferencislni rovnice (x), které vychdzeji z bodu
(£, n) a spliiuji nerovnosti  — b < wz) < v(x) < n 4 b.
2. Funkce ®(z; u, z) je definovana v oboru

Q: §=2=<f+0 n—b=susn+b 0=z< 4+ oo
a vyznaduje se tim, Ze

a) je v oboru Q spojita;
b) v oboru w plati nerovnost:

Pa(®; u, ) + @yl@; u, ) f(2, ) + gi(@; u, v) (=, v) < Ba; u, (2 u, v)];

¢) pro kazdy integral w(x) diferencidlni rovnice (@), ktery vychdzi z bodu
(€, 1) a existuje v intervalu [£, £ - al, je z(x) = 0 jediné FeSeni diferencialni
rovnice :

2 = D[x; u(x), 2],

které vychéazi z bodu (&, 0), a existuje v ¢asti intervalu [&, & + a].

Za, téchto predpokladi plati nésledujici tvrzeni:

Kazdé dva integrdaly diferencidlni rovnice (), vychdzejici z bodu (£, 5), v Jistém
okoli vpravo od Eisla & splyvajs.

Kdyz funkce ¢ je v oboru o ohramitend nebo funkce f v oboru A spojitd, je
feSend diferencidlni rovnice () v bodé (€, ), vpravo od &isla &, lokdlné jednoznacné.

3. Vhodnou volbou funkei ¢, @ plyne z této véty pfevaing vétsina zndmych
kriterii pro jednoznaénost integrala diferencidlni rovnice (z) a té% dal$i kri-
teria nového druhu.

O6oGmenne Teopem 06 oaHOZHAMHOCTH muddepennmansHoro ypaBHeHus
Y =fx y)

O. Bopyska, Bpuo
Pesome

L. JLs uuddepenmansioro ypasrenusn
Y = f(z,y) ()

HSBECTCH PHJL TCOPCM, OTHMCHIBAIONINX HOCTATOYHBIE YCJAOBUSA VIS O{HOZHAUHOCTIL MHTErpa-
7I0B B JaHHOH TOuKe. OOHIYHO, 3TI KpHTEPUH OCHOBAHKI Ha Maiopuaanun GyHrume f(, yg) —
— f(®, ¥,) wm e¢ abcomorHON BemuumHe. Do 3HAMEHATeJIBHOE TOJIOMKEHHC PA3HOCTH Ka-
JHRCTCSL HE COBCEM PCTyJIADHBIM, IIOTOMY 4TO B KOHKPETHBIX caydasax Moker ObITh Gostee BHL-
TOTHAS MAHOPU3AIMA APYTUX QYHKIUMIL, 38 BECHMELX OT K@, 1), f(x, ¥5), KoTOPEIE OBLIM GBI npu-
crocobiennt noo  auddepenimansmoro ypaBHenus. Ha stoif mmee ocHoBama mpepio-
mennas paGora, comepmamasn oburyio TEopeMy, KOTOpas BKJIOYaeT OOJABIINHCTBO H3BECT-
HEIX KDHTEPHH ¥ TO3BOJISICT UPHCHOCOGIeHMe CTPYKTYDPHI KPHTEPHA CBOHCTBY JAHHOIO
nuddepennuansroro ypasHenus.

2. OOmuii KpHUTEpHH A OHOBHAYHOCTH HHTETpaJjIoB.

Iycts obmacTeio onpenenenns mnpdepennusaIEHOr0 ypasHeHus (@) siBaISIETCST JIBYMep-
HBIH MHTEPBA:

A: e <E+ta; Nn—b=y=<n+b (ab>0).
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ITycts @, @ GyHKRUME TpexX NepeMeHHBLIX, 00JaJaomue CAeAYIOnHMI ¢BOHCTBANN:
1. Oynwriura @(x; u, v) onpejciaeHa B 0OJACTUH OINPE/ICTICHITs

: f<e<E+ a; n—b<usv<n+b

M XApPaRTCPHAYETCS TEeM, YTO

a) et 3HAYEHHC B KaKIOH Touke (;u, v) € ® Gosbuie HyAS, WK PaBHO HyiO, B 3a-
BHCHMOCTH OT TOI'O, €CTRIM % < ¥, WIN U% =,

B) B O6'Ia(TIl ® OHA HENPCPLIBHA 1 TIMeeT B ATOH 00JIACTH HEMPCPLIBHLIC YACTHLIC TIPO-
NBBOJHBIE Qr, Qrs Pr

¢) YAOBICTBOPSICT COOTHONICHITIO

lim g[x; u(z), v(z)] =0
=&+

I KaKJBIX JABYX MHTErpasios «, v AuddepeHunaapHoro ypaBHeHust (), BUXOJAINMUX 13
TOYKH (&, 1) 1 yAOBIETBOPAIUMX HepaBeHcTBaM: 11— b < w(x) < v(x) < 5+ b.
2. @Oyurmwrs D(x; u, z) oupejeicHA B 00/1acTIo

Q: fsa<é+a; n—b=u<n+b, 0=z2< 4o

M XapPaKTEPH3YCTUS TeM, YTO
a) B obmacTi  OHa HeIpepbIBHA;
b) B oG1acTi @ MMECT MCCTO HEPABCHCTBO:

Puls Uy ) + ol u, v) f(2, w) + gola; u, v) f(z,0) < Dla; u, p(z;u, v)];

) I RamKA0ro uaTerpata u(x) anddepeHIaIbHOr0 yPaBHEHIsE (o), BLIXOMSILCIO H3
Touky (& n) u cymecrsylouero B uaTepsade [&, & + a), z(x) = 0 gBascerest CHAMHCTBCHITBIM
pemenneM JuPHepeHNMATHEHOTO yPaBHCHHA

2 = Dla; u(x), 2],

BuIXOfAMAM M3 touki (&, 0) I cyluecTBYIONUM B 4acTH npoMexyrka [&, & + al.

ITpu THX NPCANOJIOKEeHUAX HMeeT MeCTO cJjefyloliee yTBepKIeHue:

Kancdve 0sa unmezpana duddepernyuasvrozo ypasrenus («), shiwodawpue us mouru (&, 1),
6 onpedeacnnoli oxpecmuocmu cnpasa wucaa & cognadarom.

Ecau gynryus @ ¢ obaacmu o ozpanuvena uau Pynryus f ¢ obracmu A nenpepwisna, mo
pewenue dugpPepenyuanvrozo ypaenenus (o) ¢ mouke (& 1) enpaso uucaa &, sagasemcsa ao-
EAAbHO 00HOZHAMHLIAL.

3. Vaobusm seiGopoy gynrnmii ¢, @ U3 9T0l TEOPEMBI BHTEKACT 3HAUMTCILHO® 6oL~
CTBO U3BECTHMIX KPATCPHH VIS OJHO3HAYHOCTH MHTErpamtos mddepeHinaasuoro ypashe-
"HEA (@) W TORC A IBHCHIINC KPUTEPUH HOBOTO POJIA.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. ., FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

RozsiFeni Pasealovy véty na racionalni normalni krivku
n-rozmérného projektivniho prostoru

Doe.DrJ. SR B

(Vénovano akademikovi J. Hroncovi k jeho 75. narozeniniam)

V n-rozmérném projektivnim prostoru budte 4,, 4,. ..., 4,.m + 4 body,
z nichz 7addnych n 4 1 nelezi v téie nadroviné, v napsaném uspotradani
vrcholy (n -+ 4)-Ghelnika. Nazveme-li protéjsimi prostory (k — 1)-roz-
mérny prostor urdeny k(2 < k<= mn) po sobé nasledujicimi vrcholy tohoto
(n + 4)-thelnika a (n — k + 1)-rozmérny prostor uréeny jeho n — k 4 2
sousednimi vrcholy, které obdrzime, kdyz z vrcholt (n + 4)-uhelnika, které
nendlezi prostoru (k — 1)-rozmérnému vynechame vrchol prvni a posledni,
a nazveme-li dile trojici po sobé nasledujicich (k — 1)-rozmérnych
prostori tfi navzdjem razné (k — 1)-rozmérné prostory, z nichz je kazdy
uréen k po sob& nasledujicimi vrcholy (n + 4)-tihelnika tak, Ze tyto prostory
maji spoleény (k — 3)-rozmérny prostor uréeny k + 2 sousednimi vrcholy,
plati:

Vétal. V (n + 4)-tthelniku vepsaném raciondlni normalni kfivce n-rozmérného
projektivniho prostoru protindg kaidy ze i po sobé ndsledujicich (k — I)-roz-
mérniyjch prostort, (2=k=mn) svij (n — k + I)-rozmérny protéjsi prostor
v jednom bodé tak, Ze tyto tiv body leZi v téZe nadroviné s (k — 3)-rozmérngm
praseénym prostorem téchto tii (k — 1)-rozmérnijch prostord a s mezdvislym
(n — k — I)-rozmérnyym priseénijm prostorem jejich (n — k + 1)-rozmérnych
prostori, protéj§ich. A obrdacené. Necht jsow dany v n-rozmérnem projektivnim
prostoru n -+ 4 body. z nich? Zddnijch n + 1 neleZi v téZe nadroviné, které uréuji
v nékterém usporaddani pro k = 2,3, ....n celkem n — 1 skupin tii po sobé
ndasledujicich (k — 1)-rozmérnijch prostoric a jejich prostori protéjsich tak, Ze
prostory kaZdé skupiny maji vzdjemnou polohu popsanow v proni Cdsti véty
a tak, Ze néktery z danijch bodi je pronim bodem wréujicim proni (k — 1)-rozmérny
prostor katdé skupiny. Potom maji prostory kazZdé skupiny t¥i po sobé ndsledu-
yicich (k — 1)-rozmérnych prostoriv a jejich prostori, protéjsich vzdajemnou polohu
popsanou v proni édsti véty pii libovolném k(2 =< k = n) a pri libovolném uspo-
Faddni danyjch n -+ 4 bodi a iyto body leZi na raciondIni normalni krivce n-roz-
mérného projektivniho prostoru wréene kterymkoliv n + 3 z nich.

Dtkaz prvni ¢asti véty 1. Budte dany » + 4 body n-rozmérného pro-
jektivniho prostoru v uspotadani 4,, 4,, ..., 4,,, takové, ze zadnd skupina
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% - 1 téchto bodi nelezi v téze nadroving. Bud L(i, j) = 0 rovnice nadroviny
tohoto prostoru urdené body 4;,4,, ...,4,,4,.,, ..., A,.5,4;,4;, i F j;
1,]=1,2k+ Lk+2k+4 3, n+ 4; potom plati:

L. Nuind a postatujici podminka, aby body A,, Ay, ..., 4,4 uréovaly
v tomto uspordddni skupinu tr¢ po sobé ndsledujicich (k — 1 )-rozmérngjch prostori
a jejich prostori, protéjsich s poldteénim bodem A, tak, Ze tyto prostory maji
vadjemnou, polohw popsamow v prond Edsti véty I, je platnost identity:

L(,2) Lk 4+ 1,k + 2) + Lk + 2,k +3) . L(n + 4, 1) = L(1, k + 2) .
L2,k 4 1) + Lk + 3, n + 4)]. 1)

Pocdateénim bodem jsme nazvali prvni bod, ktery urduje prvni (k — 1)-roz-
mérny prostor skupiny t# po sob& nasledujicich (£ — 1)-rozmérnych prostoru.

Dikaz. Neclit plati identita (1). Pro ur&ité k(2 = k <n) jsou prostory
skupiny uréeny body 4,1 =1,2, ..., n -+ 4) takto:

[y, ..., 4,], Spit1 = [Aags, -+, Ap1s),
[4s, ..., Ap], Spppr = [Ayyy, - ., A,14], (2)
S = [4;, ..., Apis], Ny = [ggas -0 4,].

Podle piedpokladu o bodech 4, tyto prostory urcujicich maji kazdé dva
proté€jsi prostory obecnou vzajemnou polohu a protinaji se takto: S, ; a S,_;.,
vbodé B, Si_ a8, 4., vbodé B as,, a 8 —+1 Vv bodé B”. Podle (2) obsahuje
nadrovina L(1, 2) = 0 prostor S, ,, nadrovina L(k 4 2, k + 3) = 0 prostor
8, —411; lezd tedy bod B v (n — 2)-rozmérném prostoru L(1, 2) = 0, L(k + 2,
k + 3) = Onelezi vak v (n — 3)-rozmérném prostoru §,_;, ktery je priseénym
prostorem vSech nadrovin L(i, j) = 0, ¢ =+ 5536, =L2k+1,k4+ 2 k+ 3,
7 + 4, uréeném body A, ..., 4, A4y, ..., A,,5. Necht jsou 2®, (1 = 1, ...,
n + 1) soufadnice bodu 4;; kdyby bod B lezel v prostoru S, _,, bylo by mozno
jeho soufadnice psdt a,a® + ... 4 a2, protoze by lezel v priseéném
prostoru prostori §,, , a S, uréeném body A, ..., 4, nebo a,, a%+o + ... 4+
+ @, 32"*®, protoze by lezel v priseéném prostoru prostori S, ; a S, i,
uréeném body A;.,, ..., 4,,, tak, Ze podle piedpokladu o bodech A, by bylo
v kaZdém z obou soudti alespoii jedno a; =+ 0; existovala by potom konstanta
t + 0 takova, Ze by platilo

asx® + ...+ a2 — tay, 20 — ta, 2t = 0

proti predpokladu o lineidrni nezivislosti bodt Agy song Aps Agrgy o ooy A i
Stejné lezi bod B’ v (n — 2)-rozmérném prostoru L(2, k + 1) = 0, L(k + 3,
7+ 4) =0 ne viak v prostoru S, ; a bod B’ v (n— 2)-rozmérném
prostoru L(k + 1, k + 2) = 0, L(n + 4, 1) = One viak v jeho podprostoru S, _;.
Bod B tedy vyhovuje rovnici K = I(1, 2). Lk + 1,k + 2) + Lk + 2,
k+3).Ln+4,1) =0 a podle identity (1) vyhovuje tedy také rovnici
L(1, k4 2) . [L(2,k + 1) + L(k + 3, n + 4)] = 0. Bod B nelezi v nadroviné
L(1, k + 2) = 0; kdyby v ni lezel, obsahovala by tato nadrovina (n — 2)-roz-
mérny prostor [S,_,, B], tedy priseény prostor nadrovin L(1,2) =0, Lk + 2,
k + 3) = 0 s nimiz by tedy naleela témuz svazku; basi tohoto svazku by
byl (n — 2)-rozmérny prostor [S,_,, A,], protoze bod A4,, ktery nenalezi
prostoru §,_; je bodem dvou z téchto ti nadrovin; potom by vSak v nadroving
Lk + 2,k + 3) = 0 lezelo proti predpokladu n -- 1 danych bodd, t.j.

g
]
i
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n — 2 body, které uréuji prostor S, ; a body 4,. 4;.,, 4;.3. Bod B proto
lezi v nadroving L(2, k + 1) + L(k + 3, n + 4) = 0. Bod B’, ktery leii
v (n — 2)-rozmérném prostoru L(k + 1, k 4 2) = 0, L(n + 4, 1) = 0 spliiuje
také rovnici X = 0 a podle identity (1) tedy vyhovuje také rovnici L(1, k + 2) .
L2, k + 1) + L(k + 3,'n + 4)] = 0. Analogicky jako pro bod B se dokaze,
%e bod B nelezi v nadrovingé L(1, k + 2) = 0, Ze proto lezi v nadroviné
L2,k + 1) + Lk + 3, n + 4) = 0. ProtoZe v této nadroviné lezi také bod B’,
ktery je bodem (n — 2)-rozmérného. prostoru IL(2,k + 1) =0, L(k + 3,
n -+ 4) = 0 a protoze podprostorem této nadroviny je prostor S, ,, ktery
je podle (2) spojujicim prostorem (k — 3)-rozmérného prostoru, v némz se
protinaji prostory S, ,,Si ., Si, a (n —k — 1)-rozmérného prostoru, ve
kterém se protinaji prostory S, ;.1, S, i1 & Sp i1, je platnost identity (1)
postadéujici podminkou pro platnost véty 1.

Necht maji prostory (2) vzdjemnou polohu popsanou v prvni édsti véty L.
Bod B, ktery pak nalezi (n — 2)-rozmérnému prostoru L'(1, 2) = 0, L'(k + 2,
k 4+ 3) = 0 splituje pro kazdou dvojici homogennich parametrt 4,, 4, rovnici:

MWL, 2) + ALL'(k+ 2,k + 3) =0, 3)

bod B’, ktery nilezi (n — 2)-rozmérnému prostoru L(n + 4,1) = 0, L(k + 1,
k + 2) = 0, spliiuje pro kazdou dvojici homogennich parametri p,, u, rovnici:

' mLn + 4, 1) + pL(k + 1, k + 2) = 0. (4)
Svazky (3) a (4) ptitadme projektivné rovnici:
niy + pryds = 0, (5)

jejiz koeficienty n, p uréime takto: Podle piedchazejiciho je base svazku (3)
uréena prostorem S,_; a bodem B, base svazku (4) prostorem S,_, & bodem B”;
bod B’ nelezi v zadné z obou zékladnich nadrovin svazku (3), bod B v Zddné
z obou zékladnich nadrovin svazku (4). Bod 4,, ktery nendlezi prostoruS,_;,
nespliiuje identicky ani rovnici (3) ani rovnici (4); 4, tedy nenalezi basi
svazku (3) s kterou proto uréuje nadrovinu L'(1,2) = 0 a nendlezi basi
svazku (4) s kterou uréuje nadrovinu L(n + 4, 1) = 0. Kdyby bod B” nalezel
nadroviné L/(1, 2) = 0, nalezela by ji i base [S, 5, B"] svazku (4) a nadrovina
L(n + 4, 1) = 0, uréena touto basi a bodem 4;, by s ni byla totozné; kdyby
bod B nalezel nadroving L(n -+ 4, 1) = 0, nalezela by ji i base [S,_;, B]
svazku (3) a nadrovina L'(1, 2) = 0 by s ni byla totozné; kazda z téchto dvou
nadrovin by pak obsahovala body 4, uréujici prostor S, _;a body 4,, 4,, 4,44,
tedy n + 1 danych boda proti pfedpokladu. Analogicky dikaz plati pro
zbyvajici dvé nadroviny. Protoze bod B tedy nelezi v z4dné z obou zdkladnich
nadrovin svazku (3), existuje urdity pomér parametri 4, : 4, = 49 : 43 & 0,
pro ktery nadrovina svazku (3) prochdzi bodem B”; bod B mnelezi v Zidné
zékladni nadroviné svazku (4), existuje tedy urdity pomér parametri y, : u, =
— u9:ul & 0 pro ktery nadrovina svazku (4) prochdzi bodem B; obé tyto
nadroviny necht si koresponduji v projektivnosti (5); rovnice nAfug + puids = 0
pak dava urdity pomér » : p == 0, kterym je rovnice projektivnosti (5) uréena.
Je pn =0, projektivnost (5) je tedy regularni a projektivni svazky (3) a (4)
vytvoli kvadraticky nadkuzel:

n.L'(1,2) . Lk + 1,k +2) +p.L'(k+2k+3).Ln + 4,1) =0.
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Nadrovina svazku (3) urdend basi [, ,, B] tohoto svazku a bodem B”, ktery
Vv této basi nelezi, je totoznd s nadrovinou svazku (4) uréenou bas [S,s, B’]
tohoto svazku a bodem B, ktery v této basi nelezi; je tedy projektivnost (5)
svazki (3) a (4) perspektivni se sasmodruznou nadrovinou urdéenou prostorem S,_,
a body B a B”; podle ptedpokladu lezi v této nadroving také bod B leii
proto v této nadroving také (n — 2)-rozmérny prostor [S, ,, B’], t. j. pruseény
prostor nadrovin L'(2,k + 1) = 0 a L'(k + 3, n + 4) = 0; nalezi tedy tato
samodruznd mnadrovina svazku v, . L'(2, k + 1) + vo . L(k 4+ 3,n 4 4) = 0.
Stejné jako jsme to dokazali pro zdkladni nadroviny svazku (4) se dokaze,
ze bod B nelezi v zadné zakladni nadroviné tohoto svazku; existuje proto
urlity pomér parametrit v, : v, = ») : ) == 0, pro ktery nadrovina tohoto
svazku prochézi bodem B a je tedy samodruznou nadrovinou v perspektiv-
nosti (5) svazki (3) a (4) s rovnici ») . L/(2. k + 1) + vy . Lk + 3. n + 4) = 0.
Vedle této nadroviny vytvoii uvedens perspektivnost jesté mnadrovinu
L(1, k 4 2) = 0, kter4 spojuje (n — 2)-rozmérny priiseény prostoru nadroviny
=0, 4 0 svazku (3) a korespondujici ji nadroviny s, = 0, u, == 0
svazku (4) s (n — 2)-rozmérnym priseénym prostorem nadroviny A, = 0,
4 = 0 svazku (3) a korespondujici ji nadroviny u, == 0. u, = 0 svazku (4),
a kterd je urdend prostorem S, ,, bodem A, spoletnym prvni a bodem 4,,,
spoletnym druhé dvojici korespondujicich si nadrovin. Existu je tedy konstanta,
m = 0 takovd, Ze je identicky splnéna rovnice:

n.L'(1,2) . Lk+ Lk+2) 4+ p. L'(k+ 2.k +3). L'(n + 4, 1) =
=m.L(1, k4 2).[W.L'2,k+ 1) +43. L'(k 4 3, n + 4)].

Polozime-li n . L'(1, 2) = I(1, 2), p.Lk+2 k+3)=Lk+ 2 k+ 3),
m. W L2 k+1)=L2 k+1).m. wW.L'(k+43,n+4) = Lk + 3,n + 4),
dostaneme identitu:
L(1,2) Lk + 1,k +2) + Lk + 2,k +3) . Lin + 4,1) =
=L(1, k4 2) . [L2,k+ 1) + Lk + 3, n + 4)]

coz je identita (1); tim je véta 1 dokézéna.

Na raciondlni normalni ktivee O7 n-rozmérného projektivniho prostoru
zvolme libovolné n + 4 rézné body A,, A4,, ..., A,.4. Viechny kvadratické
nadkuzely svazku: '

L(,2) . Lk + 1,k +2) + 2. L(Lk+2). L2,k 4+ 1) =0 (6')

maji spoleény prostor dvojnych boda S, , uréeny body A,, .... 4, A;.,. ...,
4,45 ktivky € a prochdzeji body 4,, 4,, Ay, Ay této kiivky, které pro-
storu §,_, nendlezi, protoze (' nemuze mit s S, , vic nes n — 2 spoletné body.
Kazda ze &ty nadrovin, jejich rovnice obdrzime. polozime-li formy L(i, j),
"které se v rovnici (6') vyskytuji, rovny nule, m4 s kiivkou (% pravé n spole¢-
nych bodi 4, raznych od bodu 4,.,; bod A, tedy nemize nalezet nékteré
z téchto nadrovin a oba souéiny forem L(i, j) v rovnici (6’) nabyvaji pro tento
bod uréitych od nuly riznych hodnot; existuje proto hodnota parametru
A = Ay == 0 takova, ze nadkuzel '

L, 2) Lk 4+ L k+2) + 4 L'k +2) . L2, k 4+ 1) — 0 (6)

svazku (6") prochazi bodem 4, . Vsechny nadkuzely svazku:
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L'k +2.k4+3) . Lin+4. 1) +u. L, k+2) . L'(k+3,n+4)=0(7)

maji spole¢ny prostor dvojnych bodiu S, ; a prochazeji body A,. 4;.,, AL 4
a A,,,, které nelezi v prostoru S, 4z téhoz diivodu jako v pnpadc svazku (6 (6"):
cma,loglck} jako v uvedeném piipadé se ukaze, ze existuje hodnota parametru
=y, = 0 takova, ze nadkuzel

L'k +2k+3).Ln+41) 4+ puy. L(Lk+2). L'(k + 3,n 4+ 4) = 0 (7)

svazku (7') plocham bodem A,,,. Nadkuzely (6) a (7) jsou totozné, protoze
kazdy z nich je uréen tymz prostorem dvojnych bodit S, _;, ktery ma s kiivkou
(" — 2 spoleéné body a pétidalsimi body této kiivky: existuje proto konstanta
m == 0 takové, ze je identicky splnéna rovnice:

L(L2) . Lik+ Lk +2) + Ay KLk + 2) . L2, b+ 1) =
—m . [L'(k+2.k+3). Lin +41) +p,. LA, k+ 2). L'(k + 3, n + 4)],
t. j.
LA, 2) Lk + 1,k +2) —m.L'(k+2 k-3 .Ln + 4, 1) =
— L(L k4 2) . [— 4. L2 k+ 1) + mu, . Lk + 3, n + 4)],

coz je identita (1) polozime-li

—m.L(k+2,k+3)=Lk +2,k+3), —24.LE2,k+1)=
=L2,k+1),m.u,.L'(k+ 3, n+ 4) = Lk + 3,n + 4).

Podle véty 1 je tim prvni éast véty I. dokazana.

Dikaz véty obracené. Bud danon + 4 bodd n-rozmérného projektivniho
prostoru, z nichz zadnych n -4 1 neleii v téie nadroving, v uspoiddani 4,,
- Ay, oo, A,ypg, které pro k= 2,3, ,n — 1,n uréuji n — 1 skupin t¥i po
sobé nasledu]mlch (k—1) ro7me1nvch prostoru a jejich prostori proté]smh
tak, Ze prostory kazdé skupiny maji vzdjemnou polohu popsanou v prvni
Easti véty 1., a tak, ze bod 4, je po¢atednim bodem kazdé skupiny. Pro uréité
k2=k< n) tedy podle véty 1. plati identita:

L(1,2) . Lk + 1,k 4+ 2)+ Lk + 2,k + 3) . Lin +4,1) =
=L(L, k4 2). [L(2,k+ 1)+ Lk + 3, n + 4)], (8)
pro k + 1 identita:

L'(1,2) . L'k+2k+3)+L(k+3k+4).L'n+41)=
=L, k+3).[L@2k+2)+L'(k+ 4,n+ 4)] (9

kde maji vSechny nadroviny L(¢, j) = 0 spoleény (n — 3)-rozmérny prostor
urdeny pro k = 2 body Ag, ..., A.s, Pro k = 2 body A4,, ..., Az, Apis, -« -,
A, .5, nadroviny L'(¢, j) = 0 spoleény (n — 3)-rozmérny prostor urdéeny pro
kdn—1bodyd,,...,As11,4445, A3, prok=n—1body 4,, ..., 4,.
Aby byly nevypsané mdexy bod ur Cll]lClCh nadroviny L(i, j) = 0 a r (2,9) = 0

v obou identitdch (8') a (9') tytéz, t.j.aby to byly indexy bodu uréujicich .
(n — 4)- rozmerny prostor S, ;= [Ag, o, Ay, Apis, .., A,15), PpoloZme
Lz, ) = Lz, 7, k+ 4), L'(s,j) = L(1, 5, k + 1). V téchto trojindexovych sym-
bolech pak pisme obé identity (8') a (9") takto:
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L2, k4 4) Ltk + 1,k + 2,k +4) — L(L b+ 2,k + 4). L2, & +
+LE+49) =L, k+2k+4). Lk+3,n+ 4,k + 4) —
— Lk + 2,k + 3,k +4) . Lin + 4,1, k + 4), (8)
LOL2,k+ 1) Lk 4 2,k + 3,k + 1) — L(L k + 3,k +1). . (2, k
2k+ 1) =LL,k+3,k+1). Lik+4,n+4k+1)—
— Lk +3,k+4k+1). Lin + 4,1,k + 1), (9)

Polozime-li levou stranu identity (8) rovnou nule, obdrzime rovnici kvadra-
tického nadkuzele:

L, 2,k +4) Ltk + 1,k + 2,k +4) — L(L b+ 2,k 4 4) . L(2, k &

+1,k+ 4) =0, (10)
vytvofeného projektivnimi svazky nadrovin:
b L(1, 2,k 4+ 4) + pp . L(L ke + 2,k + 4) = 0 (11a)

na némz lezi viechny dané body: Body uréujici prostor S, , a bod Ay
v prostoru dvojnych bodi nadkuzele, ktery tyto body uréuji; podle p¥edpo-
kladu o bodech 4, pak mimo prostor dvojnych bodi body 4,, 4,, 4., Ayia
podle (10), body 4,,,, A4, , podle (8) a (10). Anulovanim levé strany identity (9)
obdrzime rovnici kvadratického nadkuzele:

L, 2,k +1) Lk + 2,k + 3,k + 1) — L1,k + 3,k + 1) . L(2, k 1

+2,k+1)=0 (12)
vytvoteného projektivnimi svazky nadrovin:
lk-i-] J L(]') 2: k + l) + Mit1 - L(l’ k + 37 k + 1) =0 (133’)

By 2k + 2k + 1)+ ey L+ 2,k 4+3,k+1)=0.  (13b)

Anulovdnim pravé strany identity (9) obdriime rovnici téhos nadkuzele ve
tvaru: ’

LLk+3,k+1) Lk +4,n+ 4,k 4 1) — Lk + 3,k + 4 & +
+1).Lin+4,1,k+1) =0 (14)
vytvofeného projektivnimi svazky nadrovin:
Merr - L(L &+ 3,k 4 1) + iy . L(n + 4,1,k + 1) = 0 (15a)
Na tomto nadkuzeli lezi op&t viechny dané body: Body uréujici S, ,abod 4,,,
v prostoru jeho dvojnych bodid, mimo prostor dvojnych bodu body 4,, 4,,
Apyz, Aryy podle (12) a body 4,., a A,.4 podle (14).
Svazky nadrovin (13a) a (15a) maji spoleénou basi S, , = [S;_,, 4,, A4,.4];
existuje tedy regularni projektivnost:
TRV T bksaherstirs + €Ayt + &' tgiafg = 0,
D' = agyy - diyy — by, . Gy F 0 (16)
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takova, ze kazdé dvojici pomeért A, : fgq & Apyy : giey Vyhovujici rovnici (16)
koresponduje v (13a) a (15a) tdz nadrovina, kterd se tedy s nadrovinami
svazkt (13b) a (15b), uréenymi témito poméry, protindg v témz (n — 2)-roz-
mérném prostoru nadkuzele daného rovnici (12) a (14). Stejné maji svazky (11b)
a (15b) spole&nou basi S;_, = [S, 4, Aji1. Ar1a]; existuje tedy regularni pro-
jektivnost:

Wpirdisr - A+ bppadiathe + CpprAetirs + Gpatialin = 0, (17)
D" =ty - diyy — bpyy - Gy F 0

takovd, Ze kazda dvojice poméri A, : uy, Aiyq : Miyy Vyhovujiei rovnici (17)
uréuje ve svazcich (11b) a (15b) tutéz nadrovinu, kterd se s nadrovinou
svazku (11a) pfisluSnou poméru A, : w, protind v (n — 2)-rozmérném prostoru
kuZele (10). Prochézi-li tedy pro uréity pomér 4;%, : 4;%, nadrovina svazku (15a)
nékterym z danych bodua 4,,(l =1, ...,n + 4), prochézi jim pro tento
pomér i nadrovina svazku (15b) a pro pomér A%, : uf,, vyhovujici s nim
rovnici (16) nadroviny svazki (13a) i (18b) a pro pomér A7 : uf vyhovujici
s nim rovnici (17) nadroviny svazki (11a) a (11b); tedy pro poméry A, : ufs,
a A : uf vyhovujici rovnici projektivnosti:

e + beaadenatie + Cerabittirs + deatatier = 0, (18)
ktera je rovnici produktu projektivnosti (16) a (17) a proto pro a;., . d;; —
— by - Coyy = D' . D" == 0 regularni, prochazeji timto bodem nadroviny
svazkd (11a) a (13b). VypiSeme-li u kaidého z obou téchto svazkt basi,
muzeme polozit L(1,2,k + 4) = L,(2) a L1,k + 2,k + 4) = L(k 4 2) ve
svazku (1la) a L(1,2,k 4+ 1)=L,,(2) a L1,k + 3,k + 1) = L(k + 3) ve
svazku (13b); oba svazky pak dostaneme ve tvaru:

Ap - Li(2) 4 py - Lk + 2) = 0, 8 basi [4,, 4q, ..., 4,.5] PO k= 2,
. [AI’A3’."'9AIC’AIC+47 "':An+3]’

pro k =+ 2; (11a)

Mevr - Lya(2) + prys - Lk + 3) = 0 s basi [4,, 4;, ..., Apya, Apyss -5 Apgs)s
pro kn —1, ,
[4,,4,, ..., 4] pro k=mn — 1.

* (13b’)

Svazek (11b) pro k = 2 piSme ve tvaru:
AL(2) 4+ p,L(5) = 0, s basi [4,, 4,, 4,4, ..., 4,.], (11b")

kde jsme polozili L(2, 3, 6) = L(2) a L(3, 4, 6) = L(4).

Jsou-li splnény piedpoklady o bodech 4;, (I =1, ...,n + 4) uvedené na
podatku dikazu pak podle véty 1. plati » — 1 identit (1) pro k=2, ...,n
8 podateénim bodem A,; potom existuje » — 1 projektivnich svazka nadro-
vin (11a’) pro k = 2, ..., n projektivné pfifazenych rovnicemi (18),(k =2, ...,
n — 1) a s nimi projektivni svazek (11b’), tedy celkem n projektivnich svazka
nadrovin, které vytvoii pruseénymi prostory korespondujicich si nadrovin
raciondlni varietu, na které lezi vSechny dané body A,(I =1, ...,n + 4).
Dimensi tvoficiho prostoru staéi stanovit v jednom zvla§tnim pripadé, na pt.
pro bod 4,. Bod 4, nelezi podle (11a’) a (11b’) v basi Zaddného z téchto n svazkt
a urdéuje proto s témito basemi n korespondujicich si nadrovin. Base n — 1
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svazki (11a’) pro k=2, ..., »n maji spoleény pouze bod A,; kdyby mély
spole¢ny jesté dalsi bod M, lezel by tento hod v prostoru S,_; = [4,, 4,, ...,
A, i3], v némz se protnou base svazki (I1a’) pro £ = 2 a k = 3, které nejsou
totozné, protoze ve druhé z nich lezi bod Aj, ktery neni bodem base prvni;
bod M by lezel déle v prostoru Spva = [41, 4. ... A, ;). ve kterém se protne
~ base svazku (lla’) pro & — 4 a prostor 8,3, ktery neni podprostorem této
base, protoze obsahuje bod 4,, ktery basi nendlezi. Po n — 2 krocich by bod M
lezel v prostoru S, = [4,, 4,.5]; dale by bod M lezel v basi svazku (11a%)
pro k = n, uréené body A,, 4, ..., 4,, ktera by pro A4, = M obsahovala
piimku S, proti predpokladu o linearn{ nezavislosti boda 4,, 4,, .... 4,, 4,,,.
Base n — 1 svazkt (1la’) pro k= 2, ... n nemaji tedy kromé bodu A4,
zadny dalsi spole¢ny bod; bod A4, vSak nele#i v basi svazku (11b’). Nemaji
tedy base n projektivnich svazkd nadrovin varietu vytvotujicich zZadny
spoleény bod a urcuji s bodem A,n korespondujicich si nadrovin, které se
protnou pouze v tomto bodé; svazky tedy vytvori racionalni norméalni kiivku
n-rozmérného prostoru na které lezi vSechny danébody A, (I = 1, ..., n + 4):
protoze tyto body lezi na racionilni normalni kiivce, plati pro né prvni &dst
véty I. pro libovolné k(2 < &k < n) pti libovolném uspotadani.

Do redakecie dodané 2. IV. 1956

Pacumpenue teopemsr Iackans AULA PalMOHAJIBHOM HOPMAJILHOM KPHBO
NPGEKTUBHOIO 7-MEPHOro IMPOCTPAHCTBA

Hdou. jI-p An Cpo
PesoMe

Hyern tousu Ay, .., Ay, SIBISIOTCST TaRIMM BepuHazu (n + 4)-yroJasunka B 1po-
CKTHBHOM - 7-MEPHOM 1IDOCTPAHCTBC, YTO HUKAKMX n -+ 1 BCPIIMH M3 HHUX He JI03KAT
B TOWMKE THNEPIIOCKOCTH. IIpoTnBonosiosHmM mpocTpancTBOM OynmeM HasbBaTh 11po-
cTpancTBO Kk — 1 mamepenwuii, onpeneasunoe k (2= k =n) nocaegoBaresabHBIMI Bepuiu-
HAMHI M IPOCTPAHCTBO 7 — k +- 1 u3MepeHumil, onpene/énnoe n — k + 2 cocepHuMu Bepiy-
HAMM, ROTOPEIe TOJIYYUM, CCJIM H3 BepHIMH (R -+ 4)-yroibHIKa, ROTOpbHIe He NPHHAJICHAT
HpOCTPAHCTBY k& -— 1 M3MepeHmit, BHITycTIM BEPIUMHLL NePBYI0 M TOcTaefHion. ['pymnmoit
TPEX TOCJIeI0BATE/IBHLIX IPOCTPAHCTB & — 1 MBMCPCHMIA, Oy leM HA3BIBATE TPH Pa3IIMIHbIC M1PO-
CTPaHCTBA & — | W3MCpeHMi, M3 KOTOPHIX Kamloe OTIpe/iesIeH0 k& MOCTIe0BaTe I bHLIMIT
BEPLIMHAMIT (7 + 4)-yroJbHAKA TaK, YTO OTH TPH IPOCTPAHCTBA MMEIOT 0lmice TMpoCTpau-
CTBO k& — 3 M3MepeHnit onpenenéunoe k — 2 COCE/HHMHA BCPIIMHAMM.

[lorom mveer mMecto Teopema:

B (n — 4)-yroapuuke Bmmcannos B PALHOHATLHYI0 HOPMAJIBHYI0 KPHBYIO TIPOEiiTUB-
HOro TMpOCTPaHCTBA 7 M3MEPeHHH, KRBl U3 TPEX TOCIEN0BATCIBHLIX npocrpaucts k —1
uaMepenuii (2 < k < n) nepecexaer cpo@ NPOTHBOIOJIOAHOE TIPOCTPAHCTBO 1 — k + 1
U3MepPeHHit B OJHOM TOYKe Tak, 4TO oTH TPH TOYKH, NPOCTPAHCTBO NEPECeYCHIST k — 3 na-
MepeHMt aTHX TPEx mpoctpancts k — 1 MFMCPCHII Il He3aBUCHMOE HPOCTPAHCTBO Tepe-
CCUCHUA n — Kk — 1 U3MEePeHHIA MPOTHBOMOIOHKHIX npocrpancts n — k 4+ 1 nuamepeuuit, Je-
AT B TOMKe runepmiockoctn. M obpario: Ilycts B npoerTHBHOM HpoCTPAHCTBE n-H3Me-
PeHIL 1aHO 1 + 4 Toder. Ilycth HAKAKUX 7 -+ 1 Touek 13 IIX Tie JIe)KNT B TOMKe rumep-
unocKocTH. IlyeTh 9THX 7 -+ 4 TOueK ONpeje/IsIoT B KAKOM-TO ynopsanouenun n — 1 rpym
TPEX NOCICAOBATCHBHBIX 1IPOCTPAHCTE & — 1 M3MCDCHIII 1T (X NPOTHBONOJIOMKHEIX HpO-
CTpaHeTB Witk = 2,3, ... n TaK, 4To

1. npocrpancrsa KaxknoN 13 aTHX PPYIIT IMCIOT B3ANMHOC PacHo/ioKenue ONACAHHOE
B IICPBOI 4acTH TEOpeMbr;
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2. HEROTOPAS 13 JIAHHBIX TOUCK SIBISICTCH ICPBOM TOUKOM ONPEAC/AIOMCH B KamIo0H
CpYITIC HEPBOC HPOCTPAHCTBO k — 1 masMepennii. IloToM OpocTpPaHCTBA Ka#IOH IPY LI TPEX
110CJIIOBATEABINIX NPOCTPAHCTB & — 1 1u3Mepennii ¥ UX NPOTHBOLOJIOKHBIX 1IPOCTPAHCTB,
HMEIOT B3aMMHOC PACTIONOMKCHHC ONHMCAHHOC B II6PBOH YACTH TEOPEMbI IS IPOM3BOJIBHOTO
k(2 < k < n) 1 U151 NIPOMBBOJIBHOTO YHIOPSAOUCHIA TAHUBIX 72 =+ 4 TOYeK, ¥ OTH TOYKH Jie-
JKAT HA PAIMOHAJIBHON HOPMAJBHOH KPHBOIL 1(POCKTUBHOTO TIPOCTPAHCTBA 7 M3MCPCHMI,
ONPENCIICHHON KOTOPLIMU-T100 7 4 3 13 WX, .

Une generalisation du théoreme de Paseal sur la courbe rationelle
normale de I’espace projectif & n dimensions

J. Srb

(Extrait de Particle précédent)

Dans I'espace projectif & n dimensions soient A;, A,, ..., Ap+y " + 4 sommets d’un
polygone tels, qu’aucun hyperplan ne contienne n + 1 de ces sommets. Nous appelons
les espaces opposés un espace & k — 1 (2 = k = n) dimensions détérminé par k sommets
conséeutifs et l'espace & n-—=k + 1 dimensions déterminé par » —k -+ 2 sommets
consécutifs di polygone, qui restent en suppriment les sommets qui sont contenus dans
’espace & k — 1 dimensions et parmi les sommets qui en ne sont pas contenus le sommet
premier et le dernier. Nous appelons encore groupe de 3 espaces consécutifs & k—1
dimensions 3 espaces & k — 1 dimensions diférents tels, que chaque de ces 3 espaces est
déterminé par k sommets consécutifs du polygone, et que ces espaces ont pour l'espace
d’intersection un espace & k — 3 dimensions déterminé par k — 2 sommets consécutifs
du polygone. Puis a lieu le théoréme suivant: g

Dans un polygone de n + 4 cdtés, inscrit & une courbe rationnelle normale de I'espace
projectif & n dimensions rancontre chaque espace d’une groupe de 3 espaces consécutifs
a k — 1 dimensions son espace opposé dans un point; ces 3 points, 'espace d’intersection
de 3 espaces consécutifs a k— 1 dimensions ainsi que ’espace dintersection de leurs
3 espaces opposés sont contenus dans le méme hyperplan. Réciproquement, soient n + 4
points dans 'espace projectif & n dimensions tels, qu’aucun hyperplan ne contienne n + 1
de ces points; ci ces n -+ 4 points, considérés dans un ordre déterminé, déterminent pour
k=2,3,...,n en somme n — 1 groups de 3 espaces cohsécutifs & k — 1 dimensions
et leurs espaces opposés de la maniére, qu’un de ces points est le premier point qui dé-
termine le premier espace & k — 1 dimensions de chaque de ces groups, et que les espaces
de chaque de ces groups jouissent de la propriéte précédente, il en jouissent les espaces
de chaque group de 3 espaces consécutifs & kK — 1 dimensions et de leurs espaces opposés
pour un k (2 < k < n) quelconque et pour un ordre quelconque de n + 4 points donné,
et la courbe rationelle normale determinée par » -+ 3 points choisis arbitrermente parmi
ces n -+ 4 points donné, contienne aussi le point restant.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I,, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

Obeené nadkruznice a obeené nadsrouboviee

Doc. Dr. M. SYPTAK

(Vénovano akademikovi J. Hroncovi k jeho 75. narozeniném)

Ve svém pojednani NadkruzZnice a nadsroubovice [1] jsem studoval kiivky,
jejichz v8echny kiivosti jsou konstantni. V piedloZeném pojednani se zabyvam
kiivkami obecnéjsimi, u nichz pomér kaidych dvou kfivosti je konstantni.
Nazyvam je obecnymi nadkruznicemr a obecnymi nadsroubovicems podle toho,
zda lezi v prostoru o sudém (= 4) nebo lichém (= 3) poétu dimensi. V trojroz-
mérném prostoru jsou to tedy obecné Sroubovice. P¥i dikazech jsem pouzil
nékterych vét z uvedeného pojednani; na druhé strané vsak z vét odvozenych
pro obecné nadkruznice a obecné nadSroubovice vyplyvaji nové véty pro
nadkruznice a nadSroubovice. Je tedy toto pojednani doplitkem prvého.
Vsechny uva,hy provadim v euklidovském prostoru, ktery diisledné zna¢im R,,
kde p znadi pocet dimensi.

Pojednani ma dvé ¢asti. V prvé &asti OdVOZUJl parametrické rovnice obec-
nych nadkruznic a obecnych nadsroubovic a na zakladé toho odvozuji jejich
dulezité vlastnosti. Ve druhé ¢asti uvadim nutné a postacujici podminky, aby
ktivka byla obecnou nadkruznici nebo obecnou nadsrouboviei.

Poznamenavam, Ze nékteré poulky, v tomto pojednani uvedené, jsem
uvetejnil bez dikazu v Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
Paris, sv. 198, str. 1665. Zde uvadim jejich dikazy a dopliiuji novymi
vysledky

I. Parametrické vyjadieni ohecnych nadkruZnic a obeenych nadsroubovie

V této kapitole pujde pfedev&im o odvozeni parametrického vyjadieni
(= p.v.) téchto kiivek vzhledem k pravoihlému soufadnému systému
(Xy, ..., X;). Za tim idelem si nejprve dokdzeme dvé poulky, jichZ spravnost
plyne prlmo ze systému Frenetovych vzorci. ' '

1. K#ivka I, lefici v R, (p = 3), md poméry sviyjch kfivosti konstanind tehdy
a jen tehdy, je- 1 sféricky obraz jeyich tecen nadkrufnice x (leici v R, pro p sudé
av R, , pro p liché).

Abychom dokazali tuto vétu dokazeme nejprve platnost nasledujicich
vztahi:

Oznacme po fadé s, t, n,,a, (1 <u < p — 1)oblouk, jednotkové vektory
teény, u-té normaly a u-tou kiivost kiivky I'. Obdobné veli¢iny u sférického
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_ obrazu teden » oznadme o, 7, Yy, %, (1 = p < p — 1). Soutadnice uvedenych
vektort vzhledem k pravoihlému souradnému systému (X,. ..., X)) oznadme

‘ - ! . : +3:5p
tO, n®, 70, »® (1 < 4 < p). Oznadme dale

R P N ,
Co =1, €, = 22222 (1 celé m = 1),
Aoy - .. Qom

by =1, by, = Y2+ 2 + ... - 3, (pro celé m = 1).

Pak plati pro p = 2n

ds 1
Vo, =My (0=r=n—1; 1, = T)’E =y
g
r—1
Cor by—s
Pyrq = — b b Z CorMyy + —br—‘ n,(l<sr=n-—1),
2r—2Y2r 2r
i .
A9y b
X, PR 2l sr=sn—1)
a bZr
a, b
Ogpy =2 (1<r<n—1),
ay by,
n—1
1
Por-1 = — czunzll 5
2n—2
n=0
Qon—1 C2,—1
“ et ST ———
= ay by,

(4)

(5)

(6)

Pro p = 2n + 1 plati vztahy (1), (3) beze zmény; pristupuje «,, = 0;

(2), (4) plati pro 1 < r < n; (5), (6) odpada.

Pozndmka. Pro 1 < r < n — 1 plati-tedy

Dale

sy Qg Aor Aor 1
KyKp oo Kppylg, == — —2> 2 2FL
@, a, a, a,
Ditkaz. Oznagme r radiusvektor bodu ktivky ». Potom r = t. Podle Frene-
dr ds ds 1
tovych vzore®!) plati — = v = a,n, =, z deho? — — — . v —n,.
Y Lpse o 1™ 5 do @’ 1

d 1 . ' 2
a0, =a%= (— a,t +a2n2)a~1, z dehoZ «, =Vl + (gg) =&b2.

Qy
L) ¥ = an,,
n, = —Qulu—1 + au+1np+1 (1 < n=p—2),
Np—; = —apyNpy,
kde n, = t; 8arky znamenaji derivace podle oblouku s.
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By = e 825 -|— b . t + n2 Podle (F) je dale

a2b2

Cy az

- .
NoPy = 'av(;' + 4T = [ by a,n, + ('_ an, + aa"a)] a_lb2"1 =

o — oy — Ay (1 — b)) n, +
- 1

a1b,

as
n,, z ¢ehoz «, =, Py = Ny
@109

1b2 bz

Jsou tedy vzorce (1), (2), (3), (4) spravné pro r = 1. Dale dokazujeme uplnou
indukei. 'a) Bud nejprve p = 2n! Predpoklidejme, Ze uvedené vzorce jsou
spravné pro r(1 < r < n — 2). Za tohoto piedpokladu je podle (¥):

dw
2r
Kgr11Vari1 = —1o + KorPopq = (— Goppafyy + Aoyiafyi2) — —
do O
r—1 r—1
Appi1bgrn  Cor Agri1 borp bora = a4 Car n,. +
- b b b Ca.unz,u + b b ny, = — b2 whig
Ay D9 03509, Qy or  Ogy a; 0Oz A
,,—() u=

r

Aar11 b3, Aoria _ Qoryy Cor
+ _EL - 1 + 2’ n2r + SrlE n2r1 2 — . - czlunz‘u +
a4 ),- ay b
u=0

>
Qorig a3, i 02 Aorio
+ '+‘n2r+27 z Cehoz ”‘2r+1—V 2 : +Cv+ +C§T)+—a2.-—
: 1

1
_ ‘kﬁ} CZr Ay _ Qore2 Vl + c2r+2 _ oy byris takie Dy, =
ai 31 3 ay by’ '

I

gy Cy O bo, Aoryy Ay be, Y
== = ﬁ' - ‘6“'7 . cz‘unz,u + b 2r+
Ay 03 Qgpip Ogppo Ay A9y Ogrio

=0
r
c2r4 2 :
= b b C?/'nou + n2r+2 L
. 2rV2r-2 2r+2
=0
Z toho dale podobnou tpravou:
dv c
or+1 or+2 .
XorioVorta = + Oy = — —o 2 [ayy 4 Cy(— @y + aghs) +
do 1boybo, 1o

+ ci(— agng + agm) ]+ ...+ Gy (— gy, + GpppaMyria) T+

b a b b,,a
2r ( 2r+2 Vort2 2r2r+3 —
2 (— @y, ollyyiq T+ BopiaMyrys) + o= Byip =
21 +2%%2r4-1 2r+-3'72r+-3 2r+1 2r+3
by, 120y a bZr [
_ (_ CorCorie Qari1  Qorys b2r - sz) + o Rares _
- - T 2r4-1 2r+8
bobots  ay ay bZrb2r1 2 borrs @
_ Corpa(— Gy qy + Cortolarts) n AL by Qg ig _ Qorys b2r n
— 2r+1 7 - 2rt3 = 2r3>»
102,515 byris a4 al b2r+2
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yL—]]“2n,—l =

n—2

b
2
> Porga = Mypy3.

. Qyr 13
z ¢ehoz ., = B
Plati tedy vzorce (1), (2) (3), (4) pro r + 1. Koneéné «,
a n— b ) C "
2n—1 Y2n-—4 2n—2 Zczunzu +

)

“dv,,, Qan—1
- + Kop—gVop—3 = n,, .
do a, ay by, bzz 4b2n.—2 !
=
n—2
)
Ag,—q 03,4 Ayn—1 Con—s Aan—1 2n—1
b2 n, ,= - b2 Coylly, — L= b2 n,, ,—=
a] 2n—2 al 2n—2 al 2n—2
1n=0
n—1 —
a2n—-l 62n~ a2n—1 cZn-2 2
B2 CouMyy, 7 CehoZ oy, | = gy g+ 3+ ...+ 63 g ==
al 0»‘—.2 a] ) e 2
=0
n—1
a2:z~-1 c2u.°2 1 &
= h o Yy = Coully, , takze plati (6), (5)
Q1 Ogy— 2n—2
=0
b) Bud p = 2n + 1! Predpoklidejme, ze vzorce (1), (2). (3), (4) plati
pro r (1 =r= n — 2). Za tohoto predpokladu se zjisti podobné jako v piipadé
dv 1
% . 2n—2
Koy V9, 1 + Kon—gVoy--3 = ( Aoy ln2n—‘> _’— aZnn’n) -
, do a,
n—2 n—2
Aoy by Conp - Agpq b3, 4 Uon—1 Con—p
_ % e s Z Corlyy +- __le = a1 Coully,,
a, 27—2 b2n~—4 2n—2 ay 2n—2 ay 2n—2
=0 nw=0
n—1
Aoy 2n— Ag), Aoy G2n—2 Ay
+_— = 1 + 2:: 2 +_——n2t: _%52_*” c2llnz"+*—n2t
a P2 Ay D3y a
=0
X Y a"n—‘z cZn——z 2 a/’n a“)n~1 CZn— a".lu
z ¢ehoZ ay, ; = / a2 (B +e3+...+ Co)ﬁz) + =l —5—35 — % =
b%—s ai b3, , a3
n,~1
a’zn 02 Y a’2n b2 Czn b?n—‘z .
+b : b = > r2n—1 == — b 02!4-"2.". + b nZ.‘L)
2n—2 2n—2 2n—2Y2n 2n
n=0
dr
27—
= Ky Vo0 =
dO‘ 2n—1%2n—2

tedy (2), (4) plati i pro » = n. Konetns KooV,
-én—2 + b%u)

7 [ain; + co(—ayn, - AgMg) + . . . A Cope g (— Wy, oMy, s+ oy 40y, )]+
1b,,, b

Cou—oCnlon—1 + Qg,(—b
alen—zbzn

b as, b
T2n—2 en 2n —
b (—ag,ny, ) + 2 b -1 =
“1 Ay 0y
C Qy.,_+C,, . s, C v v
n2n~1 — ( 22--"2n—2 + 2n 2n) o1 = 0, z &ehoz Xy, = 0
alb;n—zbzm

182



Nyni zjistime spravnost véty /. Vsimnéme si nejprve ptipadu p = 3. Ze
. a ¥ oea .
vztahu (4) pro r =1, t. . &) = a—2V1 +Z_‘l~’ vidime: Je-li »; konstanta == 0,
1 2

je také % konstanta == 0; a obracend. Pro p = 3 je tedy véta I spravnaa

1
Pro jednoduchost dokazme tuto vétu pro R a R,. Z postupu bude patrné,
jak by se dikaz provedl v piipadé prostoru o libovolném podtu dimensi.

Bud tedy x nadkruznici v Rg. Z (4) pror =1 plyne, ieg2 je konstanta == 0
1
a nasledkem toho z (3) pro » = 1 také %‘ je konstanta 4= 0. Z (4) pro r = 2
1

dale plyne, Ze Zﬁ je konstanta = 0 a nisledkem toho z (3) pro r = 2 také %5-
1 g

je konstanta = 0. Jde-li o R;, pak jesté z (4) pro r = 3 plyne, Ze Z—“ je
: 1

konstanta = 0. M4 tedy I" konstantni poméry kiivosti. Obricen¢: At ma I'
uvedenou vlastnost! Pak ze (4) a (3) pro » = 1 nésleduje, Ze «,, x, jsou kon-
stanty = 0. Podobné z tychz relaci pro r = 2 plyne, ze x4, «; jsou konstanty == 0.
Pro R, je jedté xg = 0. Je tedy » nadkruznice v Rg.

2. Obdobnym zpisobem lze dokézati, ze kfivka I' v B, (p = 3) md pomery
kfivosti konstanini tehdy a jen tehdy, je-li sféricky obraz jejich (p — 1)-nich
normdl nadkrunice, lefici v R, pro p sudé a v R, , pro p liché.

3 Kaxde kfivee I' s konstaninimi poméry kfivosti v Ry, iy (n = 1) lze pFifadity
pravé jeden smér o, jenZ 1° je rovnobéiny s teénijm prostorem?) kazdého bodw I'

a svird s tetnouw a vemi sudymi normdlami konstantni whly (:5: 0, g) a 2° je
kolmgj k madroving, v niZ leZi sféricky obraz x teCen kitvky T. 3° Tento smér je

charakterisovin vlastnosti, e je rovnobéiny se vlemi teénymi prostory (il je
kolmyj ke viem normdlnim prostoram?) kitwky I'. 4°. Je wuréeny jednotkoviim

vektorem
1
0 == ) culy. (7)

=0

Smér o nazveme osovym smérem nadsroubovice I'.
Dikaz. Predeviim z (F) plyne, Ze © nezavisi na s, nebot
n—1
do 1 Z ( yn 0
o C 9o yt1 — Cortollovte) Mov41 = U-
dS b2n

=

Vlastnost 1° je patrnd p¥imo ze (7) a z definic by, ¢,,. V1astnost 2° plyne z toho,
%e smér o je kolmy k tednd a vSem normalim kazdého bodu na z, nebot
podle (1) je o .1y, =0 (pror =0, ...,n — 1) a podle (2) je

2) Viz [1], str. 11,
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r—1

c2r 2 b27—2
0.V ;= — ZG;‘,_ -~ Cy, = 0.
b2r—2b27b“u bZrbzn

n=0

K odvozeni vlastnosti 3° si v8imnéme: Z piedpokladu, Ze nenulovy vektor
n .
O = D e.,n,, je nezévisly na s, nasleduje, 7e identicky vzhledem k s plati:
»=0

n

dO - de,,
b Z (€avalay—y — €9.09,) My + Z E:“ n,, = 0.
=0

r=1

i de,,
Z toho dostavame H—;—' =0 (Pro 0 = v < m) a €y, ofts, 1 — €9y, = 0 (pro
1 < v < n). Z téchto relaci je patrné, ze e, je konstanta == 0 a Ze e,, =
ey ... Gy,
Ay . . . gy
rovnobéZné.
Pozndmka. VSimnéme si, Ze z existence pevného sméru rovnobéiného se
vSemi te¢nymi prostory néjaké kiivky v R,,,, (n < 1) [¢ili kolmého ke viem
jejim normalnim prostortim?)] nasleduje, Ze poméry kiivosti

€y = C5,8p Pro 1 < v < n. Jsou tedy vektory o, O navzijem

a4 G Q301
s 2y
Ay Q4 Qy;,

této kiivky jsou konstantni.

4. Parametrické vyjadient kaZdé kfivky s konstantinimi poméry kiivost! I
v Ry, (n = 2), po pf. v Ry, (n = 1) lze vhodnow volbow pravoiithlého systému
soufadného uvésti do tvaru

Tgiq =11 fcos [Lip(s)] ds, s = 7; fsin [L;p(s)] ds, po pi. @y, = COs  (8)

(¢ =1, ...,n), kder; l;, C jsou kladné konstanty;l;, < I; pro i & j; s je oblouk
krwky I'; @(s) funkce oblouku s.

Dakaz. Podle poucky 1 je teénym sférickym obrazem I nadkruznice s,
jejiz p. v.lze psati ve tvaru @, , = r; cos [lio], 2y = r;sin[li], 1= 1, ..., n,
po pf. %,,., = C. Pritom o je parametr a [;, C jsou kladné konstanty,
z nichz /; jsou navzajem razné. Podatek pravoihlého systému soufadného je

ve stiedu nadkoule, na niz x lezi a sméry os X, ..., X,, jsou axidlnimi sméry
bodu ¢ = 0, po pi. smér osy X,,,, je kolmy na nadrovinu, v niz » lezi. Lze
tedy dociliti toho, ze t? = r; cos [[;g], t? = r;sin [l;6],2 = 1, ..., n, popt.

{2+ = (. Z toho plyne (8). ‘

Definice. V. R,, budeme nazyvati axidlni prostory nadkruznice: » (tvoriei
skupinu n (2n — 2)-rozmérnych prostorii, jednoznaéné nadkruznici piifa-
zenou) axidlnimi prostory obecné nadkruznice I'. Je-li I' uréena rovnicemi (8),
pak zy , = @; = 0 (¢ = 1, ..., n) jsou rovnice axidlnich prostord I". V R,, ,
budeme nazyvati skupinu » (2n — 1)-rozmérnych prostori, uréenych axidlnimi
prostory nadkruznice » a osovym smérem, axidlnime prostory obecné nadsrou-
bovice I'. Pii p.v. (8) je smér osy X,, , osovym smérem a Z ; = & = 0
(¢ =1, ..., n) rovnice axidlnich prostorti I'. Axidlni prostory kiivky s kon-
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stantnimi poméry kiivosti v R, (p = 3) tvori ~tedy skupinu » (p — 2)-rozmér-
nych prostori, pfifazenych této kiivce jednoznacné, az na rovnobézné po-
—1 s .

']21 pro p sudé a n = 32— pro p liché. Kromé toho
axidlnimi sméry (teéného normdlniho prostoru ) bodu P na I'v R, budeme nazy-
vati axidlni sméry (normalniho, teéného prostoru) -bodu @ na x; ptitom @ je
teény sféricky obraz bodu P.

Podle [1], str. 24 jsou tedy smérové kosiny axialnich sméri &% teéného
prostoru v bodé P(s) kiivky I" o p.v. (8) v R,,, po pi. v R,, .,

5 = cos [Lip(s)], & = sin [Lp(s)],
&) =0 prov == 2 — 1, 2¢, po pt. &Y., = 0.

sunuti; pritom n =

G=1,...,0) -(8)

Podobné smérové kosiny axialnich sméra #” normalniho prostoru jsou

n9— = — sin [Le(s)], 75 = cos [Lip(s)] ; "
0 . . T (r=1,...,n) (8")
7Y =0 pro v = 2 —1,2i, po pt. x5, = 0.
Pozndamka. Zvolme s, tak, aby ¢(s,) bylo definovano. Oznadéme [;¢(s,) = k;.
Otoéme kiivku I" o p. v. (8) podle rovnic

Xoi1 = @yy COS k; + @y 8In £y,
Xy = — Ty sink; + 2, cos k,
PO pl‘. X2n+1 - xz:l.+1

(¢ = 1, ..., n). Dostaneme p. v. téze kiivky [I" ve tvaru (8), kde ¢(s) je na-
hrazeno ¢(s) — ¢(8s,). Soufadné osy X,, X;, ..., X,, , (X,, ..., X,,) jsou nyni
axialni sméry te¢ného (normalniho) prostoru bodu s = s,, jak je patrné
7 (8), (8').

5. Krivka I' o p.v. (8), kde ¢(s) je libovolnd funkce parametru s majici
de(s)
ds
poméry jsou konstanini. Je-li s oblouk, pak sloZky jednotkovijch vektori teény

a jednotlivijch normal v tomto bodé jsou:

derivaci, ma v kaZdém svém bodé, v némz 4= 0, od 0 rizné kiivosti, jejich%

W — (1B cos [lg(s)], ) = (—1)r B sinlhg@@). ()
n& = (—1)'r By, sin [Lp(s)], n$2, = (—1)"r; B, cos [Lg(s)], (10)
et — O p@ul) = A3 - .. gy C, n@h =0 (11)

Axlly . . . Ay,

@e=12,...,n), kdev =0 a pro R,, (11) odpada. Pfitom je
) D, ()
o p) __ M\ , <
1 B!lr AoAl . A.,, (/’l == 0)
a
2°4, =1, 4, = (u=1) jsou konstanty == 0
0 ! (p (8) (IL ) ] o

(¢arka znadi derivaci podle s),
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3° Dy(x) = 1, Dy(x) = , D,(z) = 2D, _4(x) — A.;:,——ID,.Az(x) (= 2).

Pozndmka 1. Je-li s obloukem v p. v. (8), pak
a) ly, b, ..., 1, jsou kladné koteny rovnice Dy () = 0 pro R,,, po pi.
Dy, 11(z) = 0 pro R,,.);

o /n+1 n—1_ 1

1 T ‘“ — y n
D) =) 2B 4 vo ok By =)/ Sag, vopt =]/ S,
L v= =0 = =0

2. Je-li ¢(s) linedrni v s, pak (8) jep. v. nadkruznice, po pi. nadSroubovice.
Ditkaz. Vsimnéme si piedev$im, e transformaci parametru s v ¢ podle
rovnice t = s}r{ 4 ... + 72 lze doséhnouti toho, Ze ¢ je oblouk ktivky I
Staci tedy dikaz provésti za predpokladu, 7e s je oblouk. Budeme dokazovati
tplnou indukei- vzhledem £ ». 1. Z (8) dostdvame f2—1 — 7; cos Lip, 120 =
= 1; 8in [;p, po pt. 13"V = (' (pf¥eme ¢ misto g(s)). Podle (F) je dale a,n, % =

= — rd;¢’sin Ly, am® = rl¢ cos Ly, po pt. an,*"*t = 0, z dehoz
7 47979 57 0 - B o o
a =@ Jrili + ... + 7202 £ 0, n®V = —p,BY gin Lip, n®) = r,BY cos g,

y 2 a 575 575 ‘1 ’ v .
po pt. a@tv =0, 4, = ;’;— =1+ ... + ;. Vidime tedy, ze 4, je

konstanta == 0 a Ze (9), (10), po pi. (11) plati pro » = 0. 2. Pfedpokléddejme,
ie Ay, A,, ..., 4,,,, jsou konstanty =0 a Ze (9), (10), po pt. (11) plati pro »
(0 = v < n — 2). UkdZzeme, 7e za tohoto predpokladu jsou 4,, ,, 4,,., kon-
stanty == 0 a ze (9), (10), po.p¥. (11) plati i pro » 4+ 1. Podle (F) je totiz

2 o 5 Dy, (0); — AZ, 1D, (1,
a2w+2n:(‘).;'l>g) — 77/(_,‘);,'1 ]l S az,.+1n£22‘:’»—1) = (*1)1:4—1 ﬁ2771( z) i 21+1 21( 1._) 7'51}7’ cos lJP —

4, ... 4,4,
Dapis(l) . Dy ao(l)
= (=) 2T 0 008 L, gyyqt3), 4= (—1)r1 22vielt) ri@’ sin Lip
A A i T 242" 2042 A A ) it
1o Aoy 1 - Agyig
. : @y ... Qg
PO DF. gt ) — D% Gavia
Aolty - . . Ay,

2

I n
24 o4 ) D Dl
Aoy r3D3, (1, L aaE ... az,.., as,.
7 toho Aw+2 = Yorda ]/ z ,_'A,:’J_*L(l)_ -+ po pt. (g 2r+1 za;zu e,
=1

2 I 9 9 <
Af <. A%y a3ai...a, ¢

Je tedy A,,,, konstanta, jez pro R,,., je ziejmé rizna od 0. Kdyby pro R,,
bylo A4;,., =0, bylo by D,,,,(l,) =0 proi=1, 2, ..., n. Tedy +1{,, ...,
+1, by byly navzijem rizné koteny rovnice D,, ,(x) = 0 stupné 2v 4 2 v z;
aviak 2v + 2 < 2n. Proto n{;} = (—1)""1r, B, , cos Lip, nl), —

= (—=1)*r:Bf, sin Lip, po pk, ngi) = A% Yt o Dale e podle (F)

gy < 5+ Dhgypn
i i1, .y : . .
Ugpi gy} = NGV + g = — (=17, BY) ol sin ;¢ —

’ lisza'+2(li) - A5'V+21)2n-+1(li)
Al v A2M—2

%) D4 se dokézati, ¥e rovnice Dy, () = 0 m4 pravé 2n navzajem raznych, realnych
kofenti % 0, z nich# vidy dva se od sebe lisi jen znaménkem. Rovnice D,y (2) = 0
mé praveé 2n + 1 navzéjem riznych a redlnych kofenti, z nichy jeden je roven 0 a z ostat-
nich vidy dva se od sebe li§i jen znaménkem. Viz [1]. str. 4.

— (=1)"r; Ay, 09" BE).,, sin i = — (-1)+rp sin [, =
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:___( l)'H 2)+(l)

;¢ sin Lg; podobné @y, n) =

Az s sz+2
= (=1 Dorvsalb) v cos 1 ¥ o) — 0. Z toho Ag,.y =
== 4—_} l"[’ COS [q/: I)O })1. (1'2,,_*,372-2,.‘:3 = . A ;0NO 243 —
Ay o ve Harye

(le,H '/ TD,,,+3l)"
2

Site

Je tedy A,,.., konstanta. Kdyby ylo Ayyis = 0, bylo by 2,43(1) = 0 pro
1=1,2,...,n. Tedy 0, +1,, ..., &=, byly by navzijem riazné koteny rov-
‘nice D,, 4(z) = 0 stupné 2v + 3 v x; aviak 2» 4+ 3 < 2n + 1. Proto n§i7} =
= — (—=1)"*"17r,BY ssin lip, nE)y = (—1)"r; B, 5 cos ;p, po pt. ng" = 0.

PI'O R2;z+1jeje§té aZ Ln(;)lr = n()’ 4 {— a“ l—-ln(>:1”~21) - —( )n-—lr B’n— Iz(p COSI (p +
) D,,(1; v
+ Ap 9" (— 1) BY)_, cos Lip = (—1)r,¢ —Ei% — cos L;p a podobné
< SREE 2n—1
ot , Dy (1) ' a,a a
aynG) = (—1)'rig Z,—”—Z.—jwmm PO DR g = g, 2 S
a‘, (l) ala? ... a3, s a3
z toho A, = = e f’———z” B aen ol e
( . ]/ Aén 1 + (Lgai s a’z—" (PIZ
Je tedy A,, konstanta == 0 a n(;;’,’,f'l’ = (—1)";B§) cos l,p, n) =
(g - o .y,
= (—1)w;BY) sin ;g (pro i =1, ..., @n+ — M}(j_
( y)sin ;¢ (pro @ ,n), N5 B s iy
Tim jsme dokazali, ze 4,, 4,. ..., 45, 1, PO pf A,, jsou konstanty == 0 a Ze
(9), (10), (11) platl pro 0 < v < n—1, po pE. (9) pro v = n.
K dokonceni dikazu zbyva dokaza,tl ze ktivosti a,, Ay, - - jsou == 0 a zZe

jejich poméry jsou konstantni. To viak plyne z toho, ze Al, A,, ... jsou
konstanty, rtzné od 0.

Poznamka. a) Pro R,, je podle (F) nj, | = — ay, 1M, ,, z ¢ehoz po dosa-

; Qg
zeni z (9), (10) pro v = n — 1 dostavame, 7e [,BS) ;, — 221 Bf) , =0, tedy

LBS) 1 — Ay BY =0, tedy Dy(l) =0 pro i =12 ...,n. Pro Ry,
Z N, = — ay,N,, 5 plyne podobne ze Dy, 1(l;) =0 pro 1= 1 . M.

b) Relace uvedené v poznamce b) plynou z toho 7e determinant slozek
jednotkovych vektora ¢, m,, ..., n,,,;, po pt. n,, (danych vzorei (9), (10),
po pi. (11)) je ortogonélni.

Dodatek. V&t 4 a 5 lze pouziti k urceni p. v. kfivky s konstantnimi poméry
ktivosti, jsou-li jeji kfivosti ddany. Je-li ku pt. v R,déno a, = 3s, a, = 4s, a3 = 5s
(s oblouk) pak ze vztahu a? = 13} + r33¢?* nasleduje, Ze @(s) = ks® + h,
kde k, h jsou konstanty a k == 0. Dosadime-li to do (8) a provedeme-li otodeni
souradpeho systému

Xoiyg = @y 08 (L;h) + @y sin (L;h)
X, = — ., sin (Lh) + 2, .cos (Lh)
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(¢ =1, 2), dostaneme hledané p. v.
Xypq =15 J cos (;ks?) ds, X,;, = r; j sin (I;ks?) ds

(2 == 1, 2), v némz% s je oblouk a v némz mizeme ziejmé piredpokladati k > 0.
K numerickému vypoétu r;, kl; pouzijeme poznamky I za vétu 5. Polozme

@(s) = §%; pak A, = 2— Ay =2, 4;= g Tedy kl; (i = 1, 2) jsou kladné kofeny

. 25 225 3. .— V5,
rovnice D,(x) = a* - a? -+ T 0. Z toho ki, = |5, ki, = 5 nasledkem
1 — 1 7J10 .. , . .
toho = 10, =g P.v. kiivky o danych kiivostech je tedy
1 2
i 7 - 1 3
2, =-—=— [ cos (= ]bs2)ds, x :—:fsin (~ '582) ds,
T (21 ) *y10 3!
Ty = —3_— cos (E 82) ds, z, = ~3: sin (E 32) ds.
Y10 2 /10 ]

6. Uvedeme jesté jeden dikaz véty 4, ktery se neopira o znalost para-
metrického vyjadieni nadkruznic.

Aby kfivka I'v R,(p = 2) méla dané kfivosti a,, — kof(s), (u=1,2,...,p—1),
kde k,, jsow konstanty rizné od 0 a f(s) funkce jejiho obloukw s, stati v rovni-
cich (8) (v michZ p = 2n, po pf. p = 2n + 1) voliti

1° gls) = [ f(s) ds,

2° za 1l; kladné koreny sekuldrni rovnice Dy,(x) = 0, po pr. Dy, () =0,
utvorené z konstant A, = k, (viz vétu 5),

1 n—1 1 /n—l T
3° - =)/ B+ popr B ilil =] 3 Byn,
7; =0 ) 7 =0
. D, (1) .
k ff) = T\ > 1<4i< . = 1).
do B =gk WEOISisn k=1,

/ n
o1 / B . K
4" po P‘"'Z?“l 1 +Z B ..k
r=1

Pozndmka. Muzeme poloziti také ¢(s) = k f a; ds, kde k je libovolna kon-
stanta 4= 0 a a; libovolna z danych kiivostf. Nebot plati, ze @y = %‘- kk;f(s)

prou =1, ...,p — 1, takZe podle 1° mizeme poloziti ¢(s) = k/a; ds.
Dikaz. ky =1, k,, ..., k, jsou konstanty == 0. Pomoci nich definujme
(viz [1], str. 3) mnohoéleny Dy(x) = 1, D,(z) = , ..., D,,(x), po pt. D,,.,(z).
Kladné koteny rovnice D,,(z) = 0, po p. D,, ,(x) = 0 oznatme I, 1,, ..., 1,.
n—1 n—1 n
Potom podle [1], (4) je > BY2 = > B@2,, po pt. podle [1], (4')je 2, B2 =
g =0 =

=0 2=0
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n—1 n—1

— 3 BYky, kde i = 1,2, ..., n. Dile jeii lil/Z BY2 + po pk. BE) =
i r=0

== Z B{2 . Proto podle [1], (13) a {1], (14) je > rZBiR =1, Zr B2 =1

B .. B
0<v=n-—1 Bz T8 1 TR
O=v=mn ),_Z_u P EE R

predevsim plyne, Ze s ]e oblouk kiivky I' o p.v.(8), v némi jsme uéinili
uvedenou volbu ¢(s), I;, 7;, po pi. C. Déle plyne, Ze

12 =1 (1 < v < n). Z téchto relaci

(*) ;r~D~ ) + po pr. ki ... ks, ,CP=K33 ... k3. (» = 1

(**)Z 1203, (L) = K3HE .. K3, = 0).

Ozna¢me nyni kiivosti kiivky I" po tad®é @, @y, ..., Gy, PO PE. @g,.
O k¥ivee I" plati véta 5, v niz symboly BY, D, (I;), A, nahradime BY, D, (L), A,.
Podle (9), (10), (11) plati
(azlﬂl) 02
b4

=)

() 2, 7308, -+ po v £

_ (Zl)z(%) (%j—)z (v=1),

u»‘ . == 2/ 2 e 2
0 EBat = (S (). (2R ez 0
=1 ¥ ¢ ¢

n n < 2
ro 2 ’ s S S 979 a
Srovnanim relaci (*). (+) a (**), (+ +) dostavame: '21 r3E = k2, _21 32 = (51,—) )
1= 1=

n

: 2
z Gehoz L} = (%) , takze a, = k¥f’(s) = a?. Dale > 12D(l;) + po pt. kiC? =
=1

R - ~\2 o
— Wi, 2. 2D + po pi. (q) ) cr — (f‘—:)z(g—?) . Ponévads Dyl) = D)

—‘ 2 . 2
[ebot a2 — a2 a k2 = (2], plati k2 — (=2 talkie a3 = k}f*(s) = a3. Uplnou
o] F ¢’

indukei mizeme snadno dokazati (pouzwa]lce naznadeného postupu), Ze
a2 =a?,a}=al, ..., @, = 03,4, PO Pi. a3, = ai,. Staéi si jen pov&imnouti,

ze polynomy Dn(x), resp. D,(x) obsahuji v koeficientech jen ;PP
a 2 a 2
resp. ((-‘;g) , ...,(“;—1) Plati tedy @, = 4= @y, ..., @y g = & Ggumq, PO P

@y, = +a,,. Vhodnou orientaci norméal kiivky I' lze doséhnouti toho, ‘Ze

plati rovnost ktivosti I'a I
Ku pr. pro kiivku I' v R, o kiivkéch a, = 3s, a, = 4s dostdvime p(s) =

sds = ? 4+ k. Jelikoz k, = 3, k, = 4, je Dy(x) = 2(2* — 25) =052 toho
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1 5 1 5 . . . i
L, =5 —= :~, — = 2. Dosadime-li to do (8) a provedeme-li otodeni
Ty 3°C 4
soufadného systému X, = x, cos 5 + &y sin bh, X, = —ux, sin 5h Z, cos 5h,
, 3 5 3 : 5
Xy = x5, dostaneme p.v. I": X, = Efcos (_) 32) ds, X, = —5~fs1n (%82) ds,
X ;
X;=—s.

5
7. Ze vzorci (9), (10), (11) jsou patrné nasledujici vlastnosti kiivky I
' s konstantnimi poméry kiivosti v R, (n = 2), po pt. v R,,.; (n = 1): Ozna-
¢ime-li By, ... E, jeji axialni prostory, potom

a) tecny kfwky I' sviraji konstantni Uhly s kaZdym prostorem E.; toté¥ plati
0 kaZdeé jeji u-té mormdle (n = 1);

b) tou? vlastnost ma kaZdyj prostor, v ném# se proting m prostori, B, (1 < m <
=n—1, po pi. 1 <m < n);

¢) telny kiivky v R,,., sviraji konstanini dhly (= 0°, 90°) s jejim osoviym
smérem; toteZ plati o kaZdé jeji sudé normdle: liché normdly jsow k osovému sméru
kolmé;

d) sféricky obraz u-tyjch normdl (u = 1) je nadkruznice, jejif axidlni prostory
jsou rovnobéiné s K.

8. Je-li I' obecnd nadkruznice v R,, (n = 2), pak z (1) je patrné, ze normalni
prostor v bodé P(s) kiivky I" je totalné rovnobézny s teénym prostorem
nadkruznice » v bodé Q(s). Pfitom Q(s) je teény sféricky obraz bodu P(s).
Oba prostory maji touz dimensi n. Z toho jiz plyne (a je to téz patrné z (2)),
Ze tetny prostor bodu P(s) je totélnd rovnobéZny s normalnim prostorem
bodu €)(s). Oba prostory maji tou# dimensi n. Je-li (8) p. v. kiivky I', pak
rovnice te¢ného a normalniho prostoru v Q(s) jsou (podle [1], odst. 24) po Fadé

Ty 08 [hp(e)] + aysin[Lg)] =7, (G=1,...,n),

Zyi—y 8in [Lig(s)] — @y cos [Le(s)] =0 (t=1,...,n)
Proto rovnice teéného a normdiniho prostoru obecné nadkruznice I' o p. v. (8)
v jejim bod& P(s) o souiadnicich Pi(j =1, ..., 2n) jsou po fads

(%ai-1 — Pyiy) sin [Lig(s)] — (2 — Py;) cos [Lig(s)] = 0 (t=1,...,n), (12)

(%21 — Pyiy) cos [Lip(s)] + (g — Py;) sin [l;p(s)] = 0 G=1,...,n). (13)
U obecné nadsroubovice I" v Ry.i1 (n = 1) je tomu stejné a% na to, Ze di-
mense tetného prostoru u I' je n + 1 a u « je n. Podle véty 3 obsahuje kazdy
tedny prostor kiivky I" kolmy smér na nadrovinu, v niz » lezi. Na zaklads
toho mizeme napsati rovnice teéného a normdiniho prostoru obecné nadSroubo-
vice I' o p. v. (8) v jejim bod& P(s) o soutadnicich PG=1,..., 204 1)

(Zgiq — Pyy_y) sin [Lip(s)] — (wy — Py;) cos [Lip(s)] =0 G=1,...,n), (14)
(% g — Py;;) cos [Lp(s)] + (g — Py;) sin Lip(s)] =0 (t=1,...,n),
Tont1 = Pyoyy.

9. Z nalezenych rovnic je patrné: K#ivka I' s konstantnimi poméry krivosti
v R, (p = 3) se kolmo promitd do roviny &, totdlné kolmé na jejt axidlni prostor, jako

(15)
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kfivka, jejiZ teéna (normdaila) v bodé P’ je kolmy primét teéného (normdlniho)
prostoru bodu P na I'. Pf¥itom P’ je kolmy priamét bodu P na €. Teéna (normdla)
v P’ je rovnobéind s axidlnim smérem te¢ného (normdlniho) prostorw bodw P.

Kromé toho z véty 5 plyne, ze kfivka I' s konstantnimi poméry kirivosti
v R, (p = 3) se kolmo promitd do prostoru totdlné kolmého na prostor, v némz se
protind m jejich axidlnich prostori (1=m=n—1prop=2n,1<m=<n
pro p = 2n + 1), jako kfivka x, kterd md viechny poméry kiivosti konstanini.
Piitom teény (normdlni) prostor kfivky I' se promitd jako tecni (normdini)
prostor kfivky x. Zejména to tedy plati o kolmém primétu do nadroviny kolmé
k osovému sméru obecné nadsroubovice.

Totéz plati o kolmé projekci kfivky I'v R, (p = 4) do axidlniho prostoru nebo
do prostoru, v némZ se protind m axidlnich prostord (1 <m < n — 1).

I1. Charakteristické vlastnosti oheenyeh nadkruznie a nadsroubovie

10. Pomocnd véta. Bud I' kiivka prostoru R, (p = 3), jiz lze piifaditi ro-
vinu & o této vlastnosti: Teéniy a normdlni prostor kadého requldrniho bodu P
na I' se kolmo promitaji na tuto rovinu jako dvé kolmé piimky.

Ztotoznime-li ¢ se souradnou rovinou (X,, X,) pravotuhlého systému sou-

fadného (X, .... X,), plynou z této vlastnosti nasledujici relace:
”7'(21:3”(21,)*1 =t n‘zﬁln‘z‘zﬁﬂ = (r,v=0) (16)
Wy — nPnPy = 0 (v = 0) (17)
nGy NGy — N )y = 0 (k=1,v=0) (18)
Na zakladé téchto relaci lze dokazati, ze
nng) 4+ nEn§) = konst. (1, v = 0) (19)
n52112+1n(211)r+1 + n(22+1”(22u)+1 = konst. (n,v = 0) (20)
A, — nEns),, = konst. (1. v = 0) (21)

Derivujeme-li totiz tyto vyrazy pédle $ a pouzijeme-li vzoreud (F), zjistime
snadno, Ze jejich derivace se identicky rovnaji 0.
Derivujme nyni podle s vztah (16) pro 4 = 0. Dostaneme

ay(nPn§) iy + nPnG) ) — azwl)(””"%ﬁ + 19n3) + g, (0G4, +
22
+ 1On@,,) = 0 (22)

(pro 0 <v <n — 1 v R,,, pti ¢emz pro » = n — 1 posledni ¢len odpada; pro
0<v=<n—1v R, ). Derivaci podle s vztahu (17) pro u = 0 dostdvame
dale

g 5 : 5
ay (NG e — NPMG)15) — o, (VNP — PR, ) +

.+ g, 15(E0NG) 5 — PG 15) = 0 (23)

(pro0 =v < n — 2y Ry, ;pro0<v=n—1v R, ,,plitemzZprov=mn—1
posledni ¢len odpada).

Vsimnéme si, ze koeﬁmvcfntyvpf‘i @y Ay 15 Oayigs Oayig V (22), (23) jsou podle (19),

(20), (21) konstanty. Viimnéme si dale, Ze ze vztahu {Vn),, + Q. , = 0

platného identicky vzhledem k s, nasleduje n{),, = 2, = 0 identicky.
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Vskutku podle (17) plati téz ¢¥n),, — tVn@)., = 0 a determinant soustavy
obou rovnic ¥ 4 ¢®* je rizny od 0, nebof v opaéném piipadé by kiivka I’
lezela v prostoru o dimensi < p. Podobné ze vztahu tOn s — t@nd) . =0,
platného identicky vzhledem k s, nasleduje nG)s = nP 3 = 0 identicky.
Vskutku podle (16) ptati téz t2n@, , + t*nQ),3 = 0 a determinant soustavy
obou rovnic je razny od 0.

11. Na zakladé této véty dokazeme, Ze

nutnd a postatujici podminka, aby kfivka I'v R,, (n = 2)nebo v Ry, ((n = 1)
méla poméry svijch kiivosti konstantni, jest, aby existovalo n navzdjem totdlné
kolmgjch rovin &; (j = 1, ..., n) takovych, %e do kaZdé z nich se I" ortogondlné
promitd jako kivwka y;, jejiZ teéna a normdala v bodé P; je ortogondlni projekci
teného a normdlniho prostoru reguldrniho bodwu P kfivky I'. Pfitom P; je orto-
gondlni pramét bodu P na I

Je-li aspor jedna z kfivek y; kruZnici, pak I' md vdechny krivosti konstantni.

Pozndmka. Aby ktivka I' méla poméry kiivosti konstantni, sta¢i zadati,

’ .

aby se te¢ny a normalni prostor kazdého jejiho regulirniho bodu P promitaly
kolmo do vSech rovin e, jako dvé kolmé piimky.

Ditkaz. Uvedena podminka je nutnd, nebot roviny totalné kolmé na axialni
prostory maji vlastnosti rovin ¢, (viz vétu 8). Abychom dokazali, ze podminka
je dostacujici, zvolme si pravouhly soutadny systém (X,, X,, ...) tak, aby
soufadné roviny (X,, X,), ..., X,,, X,,) byly rovnobézné s rovinami g
Podle (8) plati pak (22), (23) pro rovinu (X, X,). Pro ostatni soutradné ro-
viny plati obdobné relace. Tim dostdvdme vztahy — oznaéme je (22), (23') —
které dostaneme z (22), (23), kdyZ horni index 1, resp. 2 nahradime indexem
2 — 1, resp. 2i (1 < 1 < n). Dosadme do (22') v = 0! Existuje 7 takové, ze

koeficient ptia, je rizny od 0. Jinak by totiz bylo n{) = 2 — ... — g = 0.
Pro R,, je piimo patrné, Ze to neni moZné. Pro R,,,, by z toho plynulo, Ze
ngz?.nﬂ) =4 1, z &ehoz ¢+ — n(12n+1) — n(22n+1) = .. = n‘zi’” v — identicky

vzhledem k s. K¥ivka I' by tedy lezela v prostoru o dimensi < 2n + 1. Je
tedy %konstanta, pokud @, 4= 0. Soudasné vidime, %e pro a, = 0 také

1
@, = 0. Dosadme déle do (23') v = 0! Existuje s takové, 7e koeficient pii a, je
rizny od 0. Jinak by totiz bylo n{ = n® = ... = a@» = 0, co by vedlo opét

ke sporu. Je tedy %konstanta, pokud je a, 4= 0. Soudasné vidime, e pro
1

a, = 0 je téZ a, = a; = 0. Déle dokazujme tiplnou indukei. Predpokladejme,
v Qo Qo .

o ¥, 2= ]soﬁ konstanty, pokud a, 5 0, a %e z a, = 0 plyne Ay, = Ay, = 0
1 1

(I = v = n — 2). Za tohoto piedpokladu plyne z (22') a (23'), ie‘%ﬂ ; %*
jsou konstanty, pokud a, = 0. Soudasné vidime, %e z a, =0 plyne1 @y, i0 -
= @y,43 = 0. Jsou tedy %j, Z—j 3 5 .,%1 konstanty, pokud a; +0 a ze
za, =0plynea, =a; = ... =a,,, = 0. Pro R,,, jest jeSté nutno dokézati,
ie% je konstanta, pokud a, #+0 a Ze z a; = 0 plyne a,, = 0. To vSak je
patrné z (22') pro v = n — 1.
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Je-li na pi. y, kruznici, posuneme soufadny systém tak, aby podatek jeho
se ztotoznil s jejim stfedem (pfi ¢emz roviny ¢, ..., ¢, zstavaji rovnobézné
se soufadnymi rovinami). Potom kromé (22'), (23") plati jesté identicky k s

, PoyQ) 4+ POpQ = 0 pro »= 0 (24)
a z toho pak dale
Py |+ Pon ., = konst. pro v= 0, (25)

nebot derivace tohoto vyrazu podle s je identicky rovna 0 (jak se snadno
zjisti pomoci (F)). Derivujeme nyni (24) pro » = 0 podle s! Dostaneme

o ger a,l(P(l’n(ll) + P(2)n(12))= 0. (26)

Koeficient pii a, je podle (25) konstanta; ze je riizna od 0, zjistime ndsledu-
P(l)n(ll) - P(z}n(lf.’)

y PVt P@? -'/n(ll)2 + n(12)2

Pop{h 4 Poy® je konstanta = 0. Nemuize byt n{"* + #@* = 0; jinak by bylo

) = 0, n{? = 0, z tehoz by plynulo, Ze kiivka I" lezi v prostoru o dimensi

<2 n, resp. 2n -+ 1. Proto a, je konstanta a nasledkem toho I"je kiivka s kon-

stantnimi k¥ivostmi.

Pozndmka. Z dikazu je patrné: Kdybychom piedpokladali existenci pouze
jedné roviny & o vlastnosti uvedené ve vété 11, avSak pridali piedpoklad,
7e 73dna normala kiivky /" neni k & stdle kolma, pak by z toho jiz plynulo
7e I' ma poméry svych kiivosti konstantni.

jici dvahou: Je-li n{”* + n{?* == 0, pak

= 41, takze

] —1
12. Bud I'kiivka prostoru R, (p = 3). Bud n = % pro psudéa n = 7’T
pro p liché. Nutnd a postatuyici podminka, aby kfivka I' méla poméry kiivosti

konstanini, jest, aby existovali n (p— 2)-rozmérnyjch prostori B, , ..., E,,prop =4
v 2 ’ ’ . v v v ’ ’ ’
po dvou k sobé i -kolmajch,*) té vlastnosti, Ze teéna a kaZdd p-td normdla

kfivky I' (1 < p < p—1) svird s nimi konstantni 1hly. .

JestliZe kromé toho body kfivky I" maji konstantni vzddlenosti aspoi od jednoho
prostoru E;, pak I' md vSechny kfivosti konstantni.

Ditkaz. Podminka je nutna, nebot axidlni prostory kfivky s konstatnimi
poméry kiivosti i s konstantnimi kiivostmi maji uvedené vlastnosti (viz
vétu 7 a [1], str. 23). Abychom dokézali, Ze podminka je postac¢ujiei, vSimnéme
si predevsim, ze roviny ¢, . . ., ¢,, vedené totédlné kolmo po fadé na E,, ..., &,
jsou navzéjem totalné kolmé. Mizeme tedy pravoiihly soufadny systém
(X, ..., X,) voliti tak, aby roviny (X;, X,), ..., (Xa,—1, X3,) byly totdln&
rovnob&iné po fadé s rovinami ¢,, ..., ¢,. Vlastnost teény a normél vzhledem
k E, lze pak vyjadiit relacemi

g =k, a0 =k, I=usp—1),
kde k,, k, jsou konstanty. Derivaci podle s dostavame
(DR o — 0, nPnd, +aPn@, =0 (I=psp—2). (27)

Jeliko# ky = 0, k; = 0 (jinak by I leZela v prostoru o dimensi < p), promitaji

1) Viz [2], str. 49.
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se ortogondlné te¢na a prvni normdla regulirniho bodu P kiivky I'na (X,, X,)
jako dvé kolmé piimky ¢, n,. Tvrdime, 7e kolmé praméty sudych (lichych)
normal bodu P jsou v 1t (v ln,). Diukaz nepiimy: Mezi normalami bodu P
bud n, prvni (v fadé n,, ..., n,,), ktera nems uvedenou vlastnost 2=
< p — 1). Rozeznivejme dva piipady: a) k, = 0; z toho () = n® = 0,
takZe kolmym primétem normaly n, je bod, jenz lezi na % i na n,. To je
spor.b) k, = 0; je-li také k,_, == 0, pak z (27) nasleduje, Ze primét in, normaly n,,
je kolmy na pramét 'n, , normaly n, ,,z éeho plyne spor. Je-li k, . = 0, pak
n)y =0, nP; =0, z &thoz podle (F) je — a, , 20, + a,nl = 0,
—a, nP, + an® =0 a z toho 0@ — 5@ O Z 0 "Jelikoz k,_,=+0
(nebot v opaéném piipadé by z (F) plynulo, 7e 1) — @ — 0), jest priamét
normaly n, , piimka, s niz splyvéd pramét normély n, . Tim dospivame opét
ke sporu. ‘

Promitaji se tedy teény a normélni prostor bodu P kolmo na rovinu (X5, X,)
jako dvé kolmé ptimky. TotéZ plati o kazdé roving (X, 2im1, Xg)Pros =1, ..., n.
Proto podle poznamky za vétou 11 jest véta 12 Spravna.

Poznamka. Z dikazu je patrné: Kdybychom predpokladali existenci pouze
jednoho (p—2)-rozmérného prostoru Z (vzhledem k nému? teéna a normaly,
po pt. body kfivky I' maji uvedenou vlastnost), aviak pridali predpoklad,
Ze z&4dnd norméla kiivky I'neni s £ stéle rovnobé&zna, pak’ by z toho plynulo,
ze I' se kolmo promitd na rovinu e (totédlné kolmou k E) jako ktivka, po pi.
jako kruZnice, jejiz tetna a normala je kolmym primétem tetného a normal-
niho prostoru ktivky I'. Podle poznimky za vétou 11 by to jiz stadilo k tomu,
aby I' méla poméry svych kfivosti, po pi. vSechny své kiivosti konstantni.

13. Nuind a postatujici podminka, aby kiivka I' v Ry, (n = 2), po pf.v Ry, ,
(n = 2) méla poméry kfivosti konstantni, jest, aby existovalo n rovin €1y vy &y,
po dvou k sobé totdlné kolmajch té viastnosti, fe normdini prostor kaZdého requldr-
nitho bodu P na I jest k nim z polovice rovnobézngj.’)

Pozndmka. Véta plati i pro R,, kdyz poloviéni rovnob&#nost nahradime
(totalni) rovnobéznosti.

Ditkaz. Podminka, je nutné pro kazdou kiivkus konstantnimi poméry kiivosti,
nebot roviny totdlné kolmé na jeji axialni prostory majiuvedenou vlastnost —
jak je patrné z definice axidlnich prostord v odst. 4. Abychom dokézali, ze
podminka je postadujici, posutime rovnobézné roviny ¢ a normalni prostor
bodu P (pokud tomu tak neni), tak aby mély spoleény bod O. Tim dostaneme
roviny &;, které posunuty normélni prostor protini v p¥imkéch p;. Prostor
o dimensi n, po pf. n + 1, vedeny bodem O tot4lné rovnob&zné s teénym
prostorem bodu P, je uréen n p¥imkami ¢,, lezicimi v rovinich &; a jdoucimi
bodem O kolmo na p, a — jde-lio R,,,, — pfimkou o kolmou na viechny p;, ¢;.
Z toho je patrné, Ze teny a normalni prostor bodu P se kolmo promitaji na
kazdou rovinu ¢; jako dvé kolmé p¥imky. Z toho nasleduje podle véty 11,
ze I' ma poméry ki¥ivosti konstantni.

Sprdvnost tvrzeni v pozndmce plyne z toho, ze kivka v R,,4,, jejiz nor-
mélni prostory jsou kolmé na pevny smér, maji poméry kiivosti a,/a,, asla,, ...,
@, 1/as, konstantni. (Viz [1], str. 35).

14. Podobnym zpusobem se dokaze: Nuind a postacujici podminka, aby
kfivka I' v Ry, (n = 2), po pf. v Ry, (n = 2) méla poméry krivosti konstantns,

5) Viz [2], str. 34
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jest, aby existovalo n rovin &, ..., &,, po dvou k sobé totalné kolmyjch té viast-
nosti, e teény prostor kaZdého reguldrniho bodw kfivky I' je k mim zpolovice
rovnobéinyg a — jde-li o Ry,., — obsahuje smér kolmy ke vdem rovindm e;.

15. Nutnd a postacujici podminka, aby kiivka I'v R,, (n = 2) byla nadkruznici
jest, aby existovalo n rovin &, . . ., &,, po dvou k sobé totdlné kolmyjch a jdoucich
jednim bodem O té viastnosti, Ze normdlni prostory kiivky I' je protinaji v piim-
kdch, jeZ prochdzeji bodem O.

Ditkaz. Roviny, jdouci stiedem nadkruznice totalné kolmo na jeji axidlni
prostory, maji uvedenou vlastnost (viz [1], odst. 27). Obrdcené: Ma-li I’
uvedenou vlastnost, prochazeji jeji normélni prostory pevnym bodem O.
Z toho nasleduje, ze jeji prvni kiivost je konstantni (viz [1], str. 33). Dalst plyne
z véty 13. :

Pozndmka. V R,,,, neexistuje kiivka o uvedené vlastnosti; nebot z pred-
pokladu, %e normalni prostory ktivky I' v R,,, prochizeji pevnym bodem,
nasleduje, ze aspoii jedna kiivost je rovna 0 (viz relace (*) v [1], str. 33),
takze I' lezi v prostoru o dimensi < 2n 4 1.

16. Aby kiivka I' v R, (p = 3) méla poméry kiivosti konstatnni, je nutne
a stalt, aby ji bylo moZno pFitaditi kfivku x o konstantnich kfivostech prostoru R,
a stanoviti mez body I' a x» takovou korespondenci, aby tecné a mormdlni pro-
story v odpovidajicich bodech byly navzdjem totdiné rovnobéZné.

Ditkaz. Bud*I" kiivka s konstantnimi poméry kiivosti v R,,, po pf. v Ry,
o p.v. (8). Piitadme ji kiivku x» s konstantnimi kiivostmi téhoZz prostoru
0 P. V. ¥y, = R;sin[Lp(s)], 2y = —R;cos[Ligs()] (¢ =1,...,m), po pf.
Zyui1 = O¢.(s), kde R; jsou libovolné konstanty = 0. Mezi body P na I'a @
na x» stanovme takovou korespondenci, aby si odpovidaly body ur¢ené tymz
parametrem s. Teény a norméilni prostor kiivky » v bodé @(s) je dén po Fadé
rovnicemi B '

g1y Sin [Lip(8)] — @y; cos [Lip(s)] = R; =1 ...,n),

Tg;_4 €08 [L;p (8)] + @y sin [Lip (8)] = 0 (t=1,...,n),

PO PF. gy = Cop(s). Z (12), (13), po pt. (14), (15) je patrné, Ze tetny prostor
v Q(s) je totalné rovnobdziny s teénym a normalni prostor v @(s) s nor-
malnim prostorem kiivky I' v odpovidajicim bodé P(s). — Dikaz, Ze pod-
minka, uvedena ve vété 16, je postatujici, plyne snadno z véty 13.

17. Aby kfivka I'v R,,,, (n = 1) byla obecnow nadsroubovici, jest nutné a stact,
aby §i bylo moZno pFifaditi nadkruZnici x nadroviny R,, a mezi body I' a x stano-
viti takovou korespondenci, Ze mormdlni prostory v odpovidajicich bodech jsou
navzdjem totdlné rovnobéZné. o

Diakaz. Ktivee I' s konstantnimi poméry kiivosti o p. v. (8) ptifadme nad-
kruznici # o p. V. @y, = R;sin [Lig(s)], 2y = —Ricos[Lip (s)], ¢ =1, ..., m),
Tyriy = 0, kde R; jsou libovolné konstanty == 0. Mezi body P na I'a @ na x
stanovme takovou korespondenci, aby si odpovidaly body, uréené tymz para-
metrem s. Normélni prostor nadkruznice » v @ (s) je pak @y, cos [Lig(s)]+
+ @y sin [Lp(s)] =0, (i =1, ...,n) 2,y = 0. Z (15) je patrné, zZe tento
normélni prostor bodu @(s) je totdlné rovnobézny s normalnim prostorem
kiivky I' v odpovidajicim bodé P(s). — Dikaz, Ze podminka je postadujici,
plyne pro n = 2 z véty 15 a 11. Je-li n = 1, pak vidime pfimo, Ze hlavni nor-
méla a rektifikani rovina kiivky I se kolmo promitaji na rovinu, v niz x lez,
jako dvé kolmé piimky. Tedy podle véty 11 je I' obecnou Sroubovici.
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18. Nuind a postatujici podminka, aby kiivka I" v Ry, ., (n = 1)byla obecnon
nadsroubovici, jest,-aby 1° jeji normdini prostory byly kolmé k pevnému sméru o,
a — je-li m > 1 — 2° sférickyj obraz » pronich normdl b yla kiivka nadroviny R,,
kolmé k o, jejiz normdlni prostory prochdazeji pevniym bodewi.

Dikaz. a) Podminka je nutni, nebot 1° normalni prostory obecné nad-
sroubovice 1" 0 p. v. (8) jsou kolmé k ose Xyu41 (t. j. 0sOvému sméru), jak je
patrné z (15) a 2° sféricky obraz prvnich normal kiivky I" je podle (10) nad-
kruZnice o p. v. @, ; = —7,B{ sin [Lp(s)]. 4y = r;B{ cos [L@(s)], Zgpiy = O
(I1=i=<mn, BY jsou konstanty = 0), jejiz stied je v pocatku O souradného
systému; je to tedy kiivka nadroviny x,,., = 0, jejiz normélni prostory pro-
chézeji pevnym bodem 0. b) Podminka je postacujici: Volme pravotihly
systém soufady (X,, ..., X,,,,) tak, aby prostor (X,, ..., X,,) se ztotoznil
s nadrovinou. R,,, v niz x lezi. Smér osy X,,,, je pak totoiny se smérem o.
Z predpokladu, ze normalni prostory jsou kolmé k X3 .41, nasleduje podle [1].
odst. 49, Ze poméry

aylay, aslay, ..., a,, la,, (28)
jsou konstantni. Pro » = 1 je tedy véta dokdzani. Bud dale n =2 P.v.
kiivky » jest x; = n{, 2y, =0 =1,2..., 2n). Oznadme Wiy y w0 v gy

jeji kiivostia o, 7. vy, ..., 5, po fadé jeji oblouk a jednotkové vektory tecény,
prvni, ..., (2n—1)-ni normély. Z ptedpokladu, #e norméln{ prostory kiivky x
prochézeji pevnym bodem, ndsleduje podle [1], str. 35, ze

A B ¥zr1 P

s og g’ T Nop—g (29)
jsou konstanty. Nyni si uvedeme pomocnou vétu, jejiz dikaz metodou tplné
indukce vzhledem k u lze pomoci (F) snadno provésti (pro jeho rozvlaénost
Jest v8ak vynechén): Za predpokladu, ze

@  a Doputo ¢
Oys Fos: o5 Poyinh =R =S aeey = (0= u=sn—2)
a, oy a,

jsou konstanty, plati:

20+ (241 (201 +
7'2,:-&-1 == k(1 L nn] S kf; H H)ns R R ]».‘2‘,{’% 31)"?,,3’ (30)
g : (20042
Toyte = kgt + kgeton, 4 ... 4 Li{:)":! Ny, 4, (31)
kde £ jsou konstanty a k20 = 0, k@ = 0,
D)
> Aopt3 .
N;Zzu-l-l = peutD | gy 1/; . . (32)
) @l
2 P @u2) (210+2) (l._%,,_H
&G40 = BEFD L g PR (33)
1

kde A7, g jsou konstanty a g@u+l == 0, gen+2 £ 0,
Pomoci této véty dokézeme nyni, 7e I' ma poméry kiivosti konstantni.

Podle (29), (28) jsou m,,%konstanty; jsou tedy splnéné piedpoklady po-
1

mocné véty pro u = 0. Podle (32) pro u = 0 je proto%konstanta a tedy
1
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podle (28)také Z—‘ , podle (33) pro u = 0 také «, a tedy podle (29) také a,. Nyni
‘1

zase vidime, Z%e jsou splnéné piedpoklady pomocné véty pro u = 1. Z ni

o ’ o . Q a :
a ze vztaht (28), (29) plyne obdobnym zpiisobem, zef, — | &, x5 jsou
1 1
s v p . ’ 7 L Ay ag aZu
konstanty, Je patrné, Ze tplnou indukei lze dokazati, ze —, —, ..., =
1, a a
1 1 1

(a také x,, xg, ..., Xy, 1) jsou konstanty.

Poznamka. Plati véta, kterou dostaneme z pravé dokazané, kdyz pod-
minku 1° nahradime podminkou, aby teéna a vSechny sudé normdly kfivky I"
sviraly s o konstantni +hly; obé tyto podminky jsou ekvivalentni, jak je uve-
deno v dtkaze véty [1], odst. 49.

19. Nuitnd a postaéujici podminka, aby kfivka I' v Ry, ., (n = 1) byla obecnou
nadsroubovici (po pF. nadsroubovici) jest, aby existovala nadrovina R,,, do
niZ se I' kolmo promita jako obecnd nadkruZnice®) (po prF. nadkruZnice) x a to
tak, e teénij a normdlni prostor reguldrniho bodu P na I' se promitaji jako te¢nij
a normdlni prostor bodu P’ na x; pritom P’ je kolmy primét bodu P.

Ditkaz. Podminka je nutna, nebot kazda nadrovina kolma k osovému sméru
(po pt. k ose) kiivky I" ma vlastnost nadroviny R,,, jak je patrné z (8) a (12),
(13), (14), (15) (po pt. z [1], (25), (26).) Podminka je postacujici: jestlize x je
obecna nadkruznice (po p¥. nadkruznice), existuje podle odst. 9 (po p¥. podle [1],
odst. 27) » rovin po dvou k sobé totalné kolmych té vlastnosti, Ze do kazdé
z nich se » kolmo promitd jako kiivka (po pi. jako kruznice), jejiz tecna
a normala je kolmym prumétem teéného a normalniho prostoru kfivky »x
a tedy také kiivky I'. Podle véty 11 ma I" poméry kiivosti (popi. viechny
své krivosti) konstantni.

20. Nutna a postaéujict podminka, aby kfivka v Ry, (n = 2), po pF. v By, y(n = 1)
méla poméry kiivosti konstantni jest, aby jeji teéna a véechny jeji normdly sviraly
s n rovinams &;, navzdjem totalné kolmymsi, konstantni ihly.

K dukazu sta¢i poznamenati, Ze roviny totalné kolmé na axidlni prostory
maji vlastnosti rovin ¢; a Ze (2n—2) — rozmérné, po pf. (2n—1) — rozmérné
prostory, totalné kolmé na ¢;, maji vlastnosti (p—2) — rozmérnych prostori
z véty 12. .

21. Nutnd a postacujici podminka, aby k¥ivka I' s konstantnimi poméry k#i-
vosti v Ry, [v Ry,yq] byla nadkrufnici [nad$roubovici], jest, aby jeji mormdalni
prostory prochdzely pevniym bodem [protinaly pevnou pfimku osového sméru I'}.

Ditkaz. Uvedené podminky jsou nutné podle [1], odst. 48, 51. Podminky
jsou postatujici: Prochdzi-li normalni prostory kiivky I'v R,, pevnym bodem,
jest jeji prvni kiivost konstantni (viz [1], odst. 48), z ¢ehoz plyne, zZe I' je
nadkruznici. Protinaji-li normélni prostory k¥ivky I' v R,,., pevnou piimku o
osového sméru, promitd se I" kolmo do nadroviny kolmé na o jako kiivka x
s konstantnimi poméry kitvosti (viz p. v. (8), v némz smér souiadné osy X,,,
je osovym smérem), jejiz normalni prostory prochdzeji pevhym bodem (kol-
mym pramétem piimky o); » je tedy nadkruznici a nasledkem toho podle
véty 19 je I nadsroubovieci.

22. Nutnd a postacujici podminka, aby kfivka I' s konstantnimi poméry kii-

5) Pro n =1 je = libovolnd rovinna krivka.
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vosti v R, (p = 3) méla kiivosti konstantni jest, aby jeji body mély konstanini
vzddlenosti aspori od jednoho jejiho axidlniho prostoru.

Diikaz plyne z [1], odst. 21 a z véty 11.

23. Bud x obecnd nadkruznice, lefici v nadroviné R,, prostoru R,,,  (n = 1).
Bud n dvourozmérnd wvalcovd plocha wvytvorend primkami, jdoucimi body x
kolmo na R,,. Pak kaZdd kfivka I' na této plode, protinajici pod konstamtnim
tihlem o (40°, 90°) jeji tvorici primky, je obecnow nadSroubovicy,

Vskutku, mé-li kiivka I', jejiz p. v. Ize psati ve tvaru

Tyey =1, [ cos [Lp(s)]ds, @y = 1, [ sin [Lp(s)]ds, @y = f (5)

(L=1v=mn;[(s) je funkce oblouku s kiivky x), protinati pod konstantnim
tihlem o tvotici pifmky (rovnob&#né s osou Xois1), musi byti f'(s) =
= K1+ [/'($)]%, kde K je konstanta rtzni od 1,0. Z toho plyne, ze f(s) =
= Cs + (), kde C == 0, C, jsou konstanty. Je tedy I" obecnou nadsroubovici
podle véty 5. Soudasné vidime, Ze pro m = 90° by I'" byla obecnou nadkruz-
nici shodnou s x. ‘

Pozndamka. V R, je zndmé, ze kiivka, lezici na Jakékoli vélecové plose a pod
konstantnim thlem (5= 0°, 90°) protinajici jeji povrsky, ma konstantni po-
méry k¥ivosti. V prostoru R,,.,(n = 2) tomu tak neni. Jest nutné a podle  do-
kdzane véty také stali, aby vdlcovd plocha méla tu vlastnost, Ze nadrovina, kolmd
k povrskdm, ji protind v obecné nadkruinici. Svirad-li totiz tetna obecné nad-
Sroubovice I' v R,,,, konstantn{ thel s pevnym smérem, pak je to osovy smér
pro tuto obecnou nadSroubovici. Uréime-li totiz pevny smér jednotkovym
vektorem o(x,, ..., &,,,) a I" pomoci (8), pak plati identicky vzhledem k s

2’1 %7 €08 [L;p(s)] + Zl Koty SIN [Ligp(s8)] + %y,4,C' = konst,.

"Z této rovnice plyne, e &, = oty = ... — %y, = 0. Proto kolmy priamét
ktivky I" do nadroviny kolmé k o ¢ili do nadroviny kolmé k X, ., je obecna
nadkruznice. Lezi tedy I" na valcové plose o uvedené vlastnosti.
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Obuye rMnepoKpyRKHOCTH U TMIIEPBMHTOBBIE JMHUN

M. Coinrar

Pezowme

B aroit crarbe paccmarpusaores KPUBLIC CBRIIMJI0BOI'O IPOCTPAHCTBA p-IM3MEPCHI, 0T-
HOWCHUA KPUBH3HCH KOTOPHIX NOCTOSHHBIC I He PABHAL HYIIO. DTH KPHBBIC aBTOP Ha3bIBAeT
ofumme IUNePOKPYMKHOCTE 1 obmTe THNEePBEIHTOBLIC JIMHUM HA OCHOBAHHMI TOT'O, JICHKAT JIN
B NIPOCTPAHCTBE, YMCJIO M3MEPEHUI KOTOPOro YETHOe, MM HeYS8THOC.

CraThs cocToNT M3 ABYX wacteit. B mepBoii uactu ABTOP BLIBOUT lIApaMeTPIYCCKIE ypaB-
HCHUA 5TAX KPUBHX (8). Ecim KpuBHMBHLI fannt » nujc ay = kuf(s) (=1, 2,..., p—1],
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e § UPCICTARIICT AYry I Ay HOCTOstHILIC == (), TIOTOM JUIS TOLO YTOOBT KPHBLIC JIMET
NPEATMHCARILIC KPUBIBHLL, OCTATOUHO B (8) m30parh 14, li, O, p(s) TakuM 00pPa30M, Kak 310
onpenessierest B reopeye 6. Bo BTOPOIE yacTit HAXOLHTES DAL HEOOXOIMBIX 1T JIOCTATOUHBIX
yenosmit, uroGni kKpisas B Ry Obliia npemiucamioro Buja.

(Cyortpn pestoyie: M. Cunmar, Sur les hypercirconférences et hyperhélices généralisées
dans les espaces euclidiens @ p dimensions b Comptes rendus des séances de U'Académie
des Sciences, Paris, t. 198, em. 1665.)

Hypercireoniérences et hyperhélices générales

M. Syptak

Résumé

Dans ce Mémoire le sujet de 'étude sont les courbes de I'espace euclidien & p dimen-

sions Ru(p = 3, dont les courbures scalaires a,, G, ... sont telles que les rapports
@y)ay, Gyldy, ... sont des constantes, non nulles. Ces courbes sont appellées par 'auteur

dans ’espace au nombre pair de dimensions hypercirconférences générales et celes dans I'es-
pace au nombre impair de dimensions hyperhélices générales. Le Mémoire est divisé
en deux chapitres. Le chapitre I présent les équations des courbes en questions (8).
Etant données les courbures scalaires a, =k, f(s) [u=1,...,p— 1] comme les
fonctions de Dare s [k, sont des constantes = 0], alors il suffit de choisir les constantes r;,
I;, C et la fonction @(s) dans (8) de maniére comme il est indiqué dans le théoreme 6.
Dans le chapitre IT on trouve une série des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une courbe dans R, soit de type en question. Par exemple: Pour qu'une courbe I
de Pespace Ryu[Ry+:] ait les rapports de ses courbures scalaires constantes, il faut et
il suffit qu’elle jouisse d’une quelconque des propriétés suivantes:

a) I' se projette orthogonalement sur » plans & (¢ =1, ..., n) totalement ortho-
gonaux'les uns aux autres suivant des courbes y; de maniére que la tangente et la nor-
male en P; de y; soit la projection de I'espace tangent et normal en P de I (P; étant
la projection de P sur ;). Si les courbes sont des circonférences, I'estune hypercirconférence
[hyperhélice].

b) La tangente et toutes les normales de I' forment avec n plans totalement ortho-
gonaux les uns aux autres des angles constants.

¢) L’image sférique des tangentes ou des normales derniéres de I' est une hyper-
circonférence de I'espace a 2n dimensions.

Pour qu'une courbe I' de 'espace R,,; soit une hyperhélice générale, il faut et il
suffit qu’elle jouisse d’une quelconque des propriétés suivante: d) Les espaces normaux
de I' sont orthogonaux & une direction fixe et I'image sférique de ses normales premiéres
est une ocourbe dont les espaces normaux passent par un point fixe. e) I" se projette
orthogonalement sur un hyperplan suivant une hypercirconférence générale [”, dont
Jes espaces tangents et normaux sont des projections des espaces tangents et normaux
correspondants de I'. Si, en particulier, 7 est une hypercirconférence, I"est hyperhélice.
f) I est située sur une surface cylindrique & deux dimensions, telle que chague hyperplan
normal & ses génératrices la coupe suivant une hypercirconférence générale, et I" coupe les
génératrices de la surface en question souses angles constants. (Voir le résumé dans
les Comptes rendus des séances de U Académie des Sciences, Paris, t. 198, p. 1665 sous le
titre: M. Syptdk, Sur les hypercirconférences et hyperhélices généralisées dans les espaces
euclidiens a p dimensins.)
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

Une amélioration de la méthode de Runge — Kutta —Nystrom
pour la résolution numérique des équations différentielles
du premier ordre

X, Doe. Dr. A.HUTA

(Venované prof. dr. J. Hroncovi k jeho 75. narodenindm)

Soit donnée une équation différentielle du premier ordre
y ==y (1)
y = F(a) (IT)

et soit

une solution particuliére de cette équation (I).
Si la courbe integral donnée par I’équation (IT) passe par le point (,.%,),
on a

Yo = F (). (L11)

On sait, qu'en dissolvant numériquement une équation différentielle on
cherche I’accroissement k de la fonetion F(z) correspondant & I'accroissement A
de I’argument x. On calcule cet accroissement k& de la rélation

Yo+ k= F(z, + 1) (IV)

En développant le second membre de la rélation (IV) en série de Taylor
en supposant la validité de (III) nous avons

k= % Fo(x,). (V)
i=1

En dérivant la rélation (II) par rapport & x et en le comparant avec (I)
nous obtenons

y =F'(x) =f (2, y) (VI)
on a done
\2' hi .
k= p oy [" V@ yo)- (VID)
=1
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On sait que pour simplifier les caleuls il convient d’éxprimer les dérivations
de la fonction f (z, y) au moyen de certains symbols. Dans les considérations
suivantes pour simplifier les calculs nous omettons les arguments de la fonction
f(z, y) en Iécrivant simplement par f. Ensuite, il ¢’est montrait convenable

B D . ortif . —_ orf
d’écrire ,f, au lieu de Garly" (d_e sorte que par exemple f, signifiera W) .
Apres cela introduisons encore le symbol

Dwf =3 OF il (VIII)
j=0
et un autre symbol
D®fy = 200 - wmiliai (IX)
=

On prouve facilement que poui la dérivation de (VIIT) et (IX) sont va-
lables les relations suivantes

(D("’f)' — ])(;L—j«l)f + 7I,D(’L"1’fll)f, (X)
(Df,) = D@tof, 4 a DOV} Df. (XI)

En se servant des rélations (VIII), (IX), (X) et (XI) on peut exprimer
d’accroissement k par la formule

1 1 1
k= f htgy Df B 5 (D®f + (D) IS + 7 (D] + 3DDf +
' i
+ AhD®f + fiDf)A* + 51 DY+ hD®f + fiD®f + fiDf 4 4D2fDf, +

+ 8D®HD] + T DEDf + 3fy(Df)*] b5 + % (D + [DPf + (X1I)

+ D 4 AD®f + fDf + 5D®fDf, + 9f,D@fDf, +
-+ 128/,DfDf, + 10Df,Df + 16f,D®f,Df 4+ 10D®f,D®f + 10f,D®fDf -
+ I3Hf(D})* + 15Dfy(Df)? + 15(Df,2Df]h* + . ..

En exécutant I'intégration numérique des équations différentielles, on le
sait, il s’agit de choisir les valeurs de la fonction f(x, y) & de tels arguments,
qu’on puisse par la combinaison de ces valeurs obtenir la valeur du deuxiéme
membre de (XII).

Runge, on le sait, a déduit un systéme des formules qui coincident avec les
premiers trois termes de notre développement (XII), ¢’est-a-dire des formules
de troisiéme ordre. Kutta par la méme méthode de Runge a déduit des formu-
les de quatriéme ordre; & part de cela, il déduit encore des formules de cinquiéme
ordre qui malheureusement ne sont pas correctes, mais qui ont été corrigées
par Nystrom et publiées-en Acta societatis scientiarum fennicae, Tom 50,
n. 13, p. 5. Dans cet article nous nous proposons de déduire les formules des
sixiéme ordre.

On voit bien que le deuxiéme membre de Péquation (XII) contient 31 ter-
mes; on aura donc besoin d’autant valeurs de la fonction f(z, ¥) que le nombre
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de constantes soit au moins de 31. Sinous choisissons 7 valeurs le nombre des -
constantes est 28 et si nous en choisissons 8 le nombre des constantes sera 36.
11 s’agira donc des valeurs suivantes '

my = [(Zos Yo)
mzl B f(x() + (Fllh’ y() —{_ lrlh) Poul' q = 1: 2: 37 4~ 5: 6- 73 (XIII)

2 3
I, = amy. by = Bymy + pimy, Iy = Z yim, b= Z om; .

0 jo= -
: ’ 6 n (X1V)
L=>e&m, lg=2Lm;, L= 2nm
j=0 j=0 i=0
cettes constantes doivent satisfaire & cettes relations suivantes')
2 3 4
¢pr=0a, @=Po+ b1, %———Z)/j, <7)4225;, %228;
j=0 j=0 j=0
5 6 (XV)
Po =D 5 P= DM
=0 j=0
et si nous désignons encore
k; = m}h pour 1 =10,1,2,8,4,5,6,7 (XVI)
il sera .
k= Z(,piki (XVII)
en développant m, en série de Taylor nous avons
' 1,
ml] = f(xo + (th’yﬂ + lqh) :f+ ((pq'lf —'l_ lq fl)h +?(¢E-2]{ +
2 o 3 L, 2 2
i 2¢qu h+ l& . fa)R? ‘f—‘ﬁ (‘F; .of + 3¢5 . lq cofr + 3, - l& cafe +
. 1 . 5 2
F B )R @ of Ly ofy 60 B a et (XVIII)

’ I = 5 95
+4§0q-l2-1f3+l3~f4)h4+5_!(99;-5f+5¢f1~lq-4f1+ 10?’2-l§-3f2+
+10¢3-12-2f3+ 5‘Fq-l:‘1-1f4+l}7-f5)h5+ .

De la formule (XVIII) nous obtenons pour ¢ =1, 2,3,4,5,6,7 successive-
ment les expressions suivantes:

1 1 . 1
my = [+ @Df b+ 5 @D B+ 5y DV P+ g gDV b
1 -
+ o DO B . (XIX)
1y Voir p. e. Runge —Ké6nig: Numerisches Rechnen. Berlin 1924, p. 290.
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1 1
my = f + @,Df . b + ) [@3D®f + 2¢,8,f,Df] % + & [@3D®f 4

1 ;
+ 3¢iffLD?f + 6919:8.Df Df1 h* + Tzz[‘P%Dmf + 4 [ Df +
i 12‘}’i¢2ﬂ1Df10(2)f iy 12¢1¢éﬂ1])(2)f1Df + 12¢3B3f,( Df)#]pt +
+ 150 FEDT + SR DY + 20098, DD +

+ 309i@3B, D2fH DD 4 209,¢38,DDf,.Df 4 609382, DfDf -
+ 60pig,fTDf (Df)?]1h° +

(XX)

s | B 1
my = f ++ @, Df . h + ) [psD2f + 2(pyy, + ®s¥s) LDf1 h? +- 6 [@3D®f +

+ 3(@iy, + 'Pg?’z)fl])mf + 6(@1psys + @ogsye) DAEDS +
+ 6@iBinfiDIIR® + o [(}" sDYf + 4(giy, + P37)D®f

+ 12(pipsy, + %%%) D\ D®f ++ 12(g1¢3y, + @u@iys) D2f,Df +
+ 12(giyt + 2019017, + @3F(DF)? + 24( %%ﬂm

(XXI)

+ ¢1‘P3I31?2)f1Df1Df + 12¢iB17f3 D(Z)f] ht - 120 [@3D®f + 5 5(piy: +

¥+ %Vz)le“"f + 20(@iggys + @iwsy) DDV + 30(gieiy, +

+ Pigdy, Dmle(z)f + 20(p, @iy, + 9”2%72 )D®f, Df +

+ 60(@iyi + %%3’172 + 1®3v17. + @iy3 )eD®fDf +- 60( (Pipsyi +
+ 2019057172 + Pigsyd) Dfy(Df)? + 60(pigafrys +

+ #i@By)hDAD®f + 60(,0361y, + 9103617,) le‘z’lef =

+ 12091@,@:8:y:(Df1)2Df + 20¢i‘13172f21)‘3’f + 60(pipty, +

+ 2¢iny. + 20,08 5)hfo(Df)?] A5 +

| S /
my = f + @, Df . h + ) [@3D?f + 2(@,6, + P20; + @305)f, Df1 k> +

1 . ’ 5
-+ F[‘PgD‘a)f + 3(p3d, + 50, + @303/, D2 f + 6(p 940, +
aF ?72?945 + @3940;) Df, Df + 6(@110; + 17103 + ‘}“2726 iDf1A® -
[<P DV + gid, + 3oy + 80)hDOf + 12(¢3g,0, +

=+ ‘Pz%az + @3940,)Df,D?f + 12(p1930, + @o930, +

+ @3930;)D'?f, Df 4 12(¢363 + @305 + @305 + 2¢,0,0,0, +
+ 201950,05 4 2¢,9,0,0;) fz Df)? 4 24( (91925102 + P1g5y105 +
+ @2p5720; + ?’1‘/’4/31 + 91947105 + Po@ays 9 D, Df +

-+ 12(9”1!316 + ¢inds + P3y20:)fi D2 f - 24¢.1,y:0,fi Df 1 b* +

12-0 [@2D™f + 5(@10; + @iy + @id)LDPf + 20(¢igpsd, +
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4+ glgdy + @leads) DPVIDf 4 30(gigio, + @ieio. +

=t ¢'§¢’§63)D(2)ﬂ)(2)f1 + 20(¢1930; + %‘Pzéz 4= <P397263)D(3)f1Df +

-+ 60(‘1)?6% + @303 + @303 + PiPe010; + ¢1¢§6162 + ‘P%‘Pa(sléa +

20105 + FE0s005 + Pa930,00),DPIDf 4 60(gipsdi + PEpads +

+ ¢igad; + 20, 05010,0, + 2, 03940,05 + 2¢2‘P3¢’45263)Df2(Df)2 +

+ 60(@ipsfr0s + e P3@sya0s + PipaPi0, + Pipay10s +

+ @0 hiDHhD®] + 60(@1@36:0, + ¢195110s + Paiyads +

- pug2B0s + Pr@iyids + apirad) DD + 120(@1papafide +  (XXI)
+ 9129019 + ¢2¢3¢4‘/’253)(Df1)2])f + 120(@7B,0,0, + (P%ylalaii +  pokraé.
+ @3720.03 + 1920103 + P1P210:05 + Pa9sy205 + 19220103 +

+ @193P10:05 + ¢1‘P3715§)f1f?(Df)2 + 20(@ip10, + @ivi0s +

+ @iy ZDPf + 60(@3p30, + @ivids + 2¢aariyads +

+ @3v30)hf(Df)? + 120(@,@afry205 + 193617205 +

+ ¢1?’4617263)f%Df1Df + 60‘?"11517253f?D(2)f] b+ ...

1
f+ @sDf h + 9 [‘P'?:D‘z)f + 2(@18; -+ @os + P33 + q7454)f1Df] h* +

1 . I % = %
+ & [@DOf + 3(gie, + gaee + gies + ple)iD?f + 6(@agser +
+ @apsee + Papses 1= %‘l’seg)])/‘lpf + 6(@if1&: + P13 + @ayees +
1 ;
+ 10,8 + P09ty + ?’36334)f%Df] h? + 24 [(p;f,D‘“f = 4((}9%51 =

+ @ie, + ples + pie)D®f + 12(gigse; + P3Psex + P3pses +
+ g2gses) DEDPF + 12(pigler + apies + Pagies +

= (P4¢§34)D(2)f1Df + 12(giet + @33 + Pies + Pie; + 29195618 +
+ 20,038:83 + 201948184 + 20,@36:63 + 202@482E0 +

+ 23048380 f2(Df)* + 24(pyp:f182 + P1P3V183 + Papsyats + .
+ P1@a0181 + @oPadets + P3Pa03€s + @195P182 + P1PsV1Es T (XXIIT)
+ Popsyets + 1950184 + Po@5028s + ¢3‘P56384)f1Df1Df T+

+ 12(@ipe + Piyies + P5Yats 1 Pideq + P30:64 + P30.e)fIDPf +
+ 24(@yfrye8s + 1010284 +@1y10584 + ‘Pz}’zasa;)ﬁpf 1h* -+

L TDOF 4 Spter + g+ gl + Pledh DY + 20(pdgen +
1 gigsts - Ploses + Piwse) DD 4 30(¢igie, + gigie +

+ glple, + ¢ipie) DDV + 20(gigien + Papie: + PsPics +

+ ¢agie) DOFDf + 60(giet + @ied + gie + piek +

+ ipaeie. + 19368 + PiPsei€s + Prg5eEs + Pi@a&i8s +

+ grpiee, + PEPaats 1 Papieses + P5Patets + Popieats + P3PasEs 1
+ <p3¢§£384)f2D‘2’fo + 60(gpipsel + P3pses + Pipse; +

+ @ipse + 201@:@5E1E + 20, @3@s€1€3 T 201904P5E:184 +

+ 20,05@58263 + 2QaPaPsE28s = 2?’39’4¢58354)Df2(Df )2+
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+ 60(¢igafres + piesyies + Pipayaes + glpidie, +

+ P3pi0:6, + P30a0s84 + PipsPies + Pigsnie; + P305083 +

+ pipsdies + P304 + (p§q155384)f1Df1D‘2’f + 60(p 93hhe, +

+ O1iies + Qapivees + 91030,80 + Qupidee, + Pagidee, -

+ ¢1pibie: + Q10ivies + gopings + g1gidie, + papite, -

+ Ps@20se)WDIDf, + 120(0, 0505818, + Prpapsyres +

+ P @syees + P1PaPs01€4 + P2PaPs058, + ‘P3¢4¢5‘5354)(Df1)2Df +
+ 120(@ip,e,6, + PiV1€18s + P06, + P3Yaeats + ®30,8264 +

+ @i0seqe, + P1Pafhres + P1P3y1€3 + PoPsyeti + 140163 +

+ Pa@adoel + @apadse} + P1P2V16283 + Q1P2)08185 + V192018584 +
+ P1@a0,2.84 - P1PaPreaty + P1@3018284 + P1P3056,184 + (XXIII)
+ P1@aPrests + Pr@ayieses + P2P30:6384 + Popydyeoe, pokrag.
T Pa@ayeesed) fifo(Df)? + 20(gipe; + Piyies + P3yaes +

+ e, + P30,64 + ‘1335354”%1)(37 + 60(gpifie, + Pivies +

+ @idte, + P3vses + @303, + @303e, + 2¢:1@:17:63 +

+ 29,900,064 + 201930,05¢4 + 20,930:05e4) f1fo(Df)? +

+ 120(@,oB1y565 + P1P3Bry263 + P1Pafroaes + P193Y10584 +

+ Papsyadses + P1Paf10280 + Pr@4y1056, + P2Paya0s84 +

+ P19:B81v285 + P195510264 + P195710584 +

+ ©05v2058))fiDf, Df + 60(giB1yaes + PiB10yes + PTy1036, +

+ P3yalse,)fiDPf + 1209,By7:0:e,ft Df1 1° 4 . . .

1
mg = f + @sDf . b + ) [ggD>f + 2(@:i&y + @aly + ®sls + @uls +

1. ‘
+ @s8s)fL Df1R% - & [PD®f + 3(93 + ¢3G + 93 + o3, +

+ qJ§C5)f1D‘2’f + 6(@196l: + P2®6ls + P3Pels + Pa@els +
+ ‘Ps%cs)Dlef + 6(@iB:8: + P11 + ®2y2ls + 10,84 + ®20,L4 +
+ @308, + P1&:85 + @aeals + ®sesls + Pasls)[IDf1 A3 +
1 : .
-+ 21 [‘Pngf -+ 4(?’%51 +¢3C2 -+ 97§Ca + <pié'4 + (P?;Cf,)/lef +

+ 12(pipel, + ?’%‘Pscz + (PE‘PBC:; + @ipels + <P§<P6C5)Dfll)(2)f +
+ 12(p, 988, + Po95C, + PaPils + Pap5Cs + ‘Ps‘P%Cs)D(Z)lef -

+ 12983 + 303 + 3% + 9303 + 932 + 20,050,8, + (XXIV)
+ 20195085 + 20,95883 + 20194680 + 20:948:84 +
+ 2030,838, + 20195685 + 20,058:05 + 203958585 +- / N

+ 20495885)fo(Df)? + 24(p1928:L, + 21957185 + Papa¥als +
+ $190:8, + P2@a05L, + P3Pa05Cs + @r@s56,C5 + Pa@5€:L5 +
+ Papseals + PaPseals + @1@efrls + 21967185 + Po@evals +
+ $1960:80 + Pa@e0ly + Pa9e05Cs + Prpeenls + P2 Peals +
+ @s@eesls + Pa@etals) L Df, Df + 12(pifil, + Pirils + P3vels +
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+ ¢’%’31:4 =r (;»12’62:4 + ¢30:5 + ‘P%glés + 7’582:5 + @3els +
=t ‘Pfeﬁs)ﬁpmf -+ 24(‘?1/31?’2:3 + @:1819:8s + ¢17163€4 - %}’26354 +
+ ‘F’lﬂ1€2§5 + (7’1'}/15355 s ?’27’283‘:5 = ¢’16184C:, SIx ?72628455 +

. 1 o one - - ir -
+ ol EDAR + o [WEDPf 4 5(etly + ¢ihe + @ils T+ i +

o} ‘chs)lemf -+ 20(97:1;%‘:1 + @Pipels + Pipes + Pipels +

+ (I’g‘PsCs)D(a)fol + 30(¢ipil; + P393t + P39Els + Y398l +
+ ‘P%‘PEQ)D(Z)le(mf + 20(¢y ¥ty + @293Cs + Papils + Pa@ils +
+ @it ) DO, Df -+ 60(@it} + @33 + ilE + Pilt + @38 +

+ ¢ipalile + @1956:8 + Pipstils + P1956:85 + P3p38als +

+ @a3els + Pipalils + @19316:8 + P3palala + P95CaCa +

+ @i@alsls + Pa@ilals + Pips6ils + 193685 + P39s8als +

+ @a@2lels + P3psCals + Psp3Csls + Pipslals +

+ @2l faDPFDF 4 60(@3pelt + P3pels + Piwelt + Pioeli +
+ pipeli + 20, 0296818 + 20, 93966185 + 20,93P6C2Cs +

+ 2¢:1@a9661la + 20,0a968280 + 2030496838 + 2¢,@59el1Cs +

+ 20,95p6l2ls + 2030596l3ls + 2¢4¢5¢6C4C5)Df2(Df)2 +

+ 60(@igsfrle + Pipsy1ls + e Pipa0iCs + P3Pa0:Ca +
+ P3padsls + Pigsels + P3psels + P3@sesls + Pipsels +

+ pipebrls + Pipeyils + P3Peyals + Pipedils + P59e02Ls + (XXIV)
+ @3pedsls + Pipsels + P3Peeals + P3Peesls + - pokrag.
i ‘P§¢684C5)f1Df1D(2)f + 60(p193B:ils + 95718 + P572Cs +

+ ¢1930:80 + 050504 + Pa93058s + P93l + Pap2esls +

+ @agiesls + Pagieals + P195018e + P195ls + P2P5yals +

+ 91950:8s + 203084 + P39503Ca + 195685 + ‘Pz‘P%‘ngs +

+ @apiesls + ‘P4<P%84Cs)f1DfD(2)f1 + 120(@1apePrle + P1P3PeV1ls +
+ PaPs@eyals + @1Pa96018a + P1Pe0sls + P3PaPe0sCa +

+ @195966105 1 N Pa3PsPe€sls + ‘P4‘P5<P65455)(Df1)2pf +
+ 20(@3B:L, + Pinds + P3y:ls + @30:84 + @3050s + 30504 +

+ gleds + piesls + plesls + ‘Pi%&)ﬁl)(mf + 120(@1@ofryals +
b g@sByals + P1#Bi0:ls + P1@av105Ca + Papaveadsls +

+ @194B16:80 + @19ay1900 + P2PaY205Ca + (pl(p2ﬂ1£2€5 =}

+ pr1gaiesls + P2P3VeEsls P1940:1€485 + P2Pa0seals +

+ @aadseals + ¢1¢’5ﬂl‘92€5 + 9”19057183:5 + (Pz%'}’zaacs +

=t ‘P1<P561€455 = ?7221’5_523455 ot ?’3‘P56384C5)]‘:11Df1])f + 60(‘{0%1724-3 =t
+ @ifidLa + @103, + @3y2958s + @if&ls + Piriesls +

+ @3yesls + P10,84C5 + P30:64C5 + P3036485)f 3D®f +

+ 120(@11y205Cs + P1P1y2esls + @1P10:8485 + @1Y1058485 1

+ ‘Pz)’25384c5)ﬁDf == 120(%%.3172@3 + ¢1(P613162§4 + (p1¢6y16_3cd +
+ @apey20sla + 1968185 + 196718305 +

+ @apeyaesls + ?1.?’661844_5 + @aedaeals + ¢3¢6638465)f%Df1Df +
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+ 60(@ifis, + FIYics + P3v3Cs + @0, + ¥3050, + @303, +

+ ¢ieils + P3e3ls + gie &ils + piells + 2019571728 +

+ 2¢,9,0,0,¢, + 291030,05, + 205930,0,C4 +-

+ 2¢1@.6.805 - 2019388585 + 2019481885 + 2054858505 +

+ 2@.9,88485 + 20594838485 + 2030158, + 201166 +

+ 2%61@154 + 208,805 + 20%:08, + 2030,0580 + 2¢36,0505 +

+ 2¢30,838, + 2¢3eslals + 2¢ie,8als + 2019556183 +

+ 2¢19:0,(:84 + 2‘771%&24'1&5 9 2?’1‘]92/315’ + 20100168 + . (XXIV)
+ 201920:880 + 2, 908,8,85 + “‘?’1?’3(5 Géa + 201958685 + pokrag.
+ 2019361885 + 20,950,83 +- 2019050,58, + 20105818385 + ‘
+ 2059305858, + 20005850585 + 202057255 + 20,04 028384 +

+ 209360385 + 209,648,854 20194018584 + 2019401858, +

+ 2¢19040:8F + 2919468485 + 2@:0485505 + 200472880 +-

+ 20,040,CF + 20504820405 + 2¢304848585 + 2059, 058% +

+ 20504830005 + 2019581885 + 20195718585 + 201950,04C5 +

+ 2¢19:6,85 + 20.057:8385 + 20,05050485 +- 20,056,C8 +

+ 20,0508 85 + 2¢,05850% - 2‘P4%€4C§)f1f2(1)/)2] h® +

m; =+ @, Df . b + — [q)ZD‘Z’f + 2(evn + @ + @ans + @y +
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+ @55 + @ans VhDf1R® + — [(p‘D“”f + 3(gin + P30, + ¥5ns +

+ ing + ¢ins + ¢Zns)le‘2’f + 6(P1 @ + @it + @iy +
+ Papis + @95 + Pe@:6) D Df + 6(pifim, + @175 +

+ @avalls + @00 + @u0any + P303”y + @165 + Patalls +

+ sea”s + @agans + 9914-1"76 + @ulons + @alane + Palans +

+ @s8sme) fiDf1 b? + [‘P“D“)f + 4(‘P17I1 + ¢dn, + (Ps773 + @in, +

& ‘7’5"75 + @ine le(wf + 12(eigm; + Pipans + ‘Ps%"?s + ‘P4‘P7"74 +
-+ %%na + %%ns)Dle‘z’f + 12(p195m + @upin + @apin, +

+ eawine + @spis + vl DXLDf 4 12(im, + @y + gyt -
+ @+ @sns + Pene)?fo(Df)2 + 24(@1 9P + Pr@gyams +

+ Pa@syans + @1@adin, + PaPa07a + P3padyny + P1956175 + (XXV)
+ Pa@seatis + Pastan; + PaPsalls + P196Ci%6 + Papelans +

+ Ps®elsns + Pa@elang + PsPelste + Pr1@aPyns + P19y +

+ Py + @19:00m, + P01y + @a@san, + P192E1 "5 +

+ Qo@rtans + Pa@resns + PaPreatls + Q190176 + Pa@rlons +

R ¢3¢7C377(> + @aplans + @s9:Lsms) )hWDHDf + 17(?71181"72 + givims +
+ P3vams + ¢?5m4 + @20 + @i0ums + @lems + glen; +

+ ¢lens + Piems + @il + P3Lme + P3Lams +- Pilame +

-+ ‘Psco%)szm/ + 24( ‘Plﬂﬂ’z’?x + @1B10ns + @110 a1 + @aye05ms +



+ pibr&ats + PiviEshs + PaVeals + 1018475 + PaOtans +
+ @a0seams + iBilame + P1valame + Pavelans + P10:8ams +
+ @20:Lan + P305lame + Pr&lsNe + Petalsfs + Patalse +

. 1 .
+ @aealstie) ADAI R + 155 (92D + S(@in + giny + ¢ins +

+ ¢ina + @ins + pane)h DY + 20(@ie + gigan + Pigas +
+ giemy + Piems + gigms) DED®f 4 30(piegin, + ¢igin. +
+ @iging + @iging + gieins + gieing) DPHLDPf + 20(@ @i, +
+ @@y + Paping + @a®ing + @s¢ins + ee@ineg DVfDf +-

+ 60(@ymy + @22 + Paz + PaNy + PN+ Pels) (‘P%’?l + ?73772 +
+ @ins + @ing + ¢ins + @ine) DD + 60(@ymy + @y +

+ @ais + @ata + P05+ @ane)? - @7 - Dfy (Df)* + 60(pigaBin, +
+ @leins + @i@syans + @iedin, + P3Pa0any + @i, +

+ @losens + @igseans + Pi@sesns + Piwseans + @ipeline +

+ Pipelans + PiPelane + Pigslans + Pi@elsns + PiPine +

+ Qi@ + @iy + @i + P3@den, + @ieOms +

+ @i + Pi@ieans + Pi@aeans + @igiems + Pieline +

© + P3@ilane + @ilans + Pigilane + @iLine) LDHD®f +

+ 60(@19381m: + P19@3Vins -+ P93Vens +- ¢1‘P4261774 + @.030:m, +

+ @39idsm, + P1P3es + Papets + PapEEsns + Pagieans + (XXV)
+ @198 + Pa@ilents + Pa9slane + PaPilans + PsPiCsne + pokrag.

+ 190362 + @103 + Papivans + P19 + PO +
+ Pa@30gns + prgies + gagieans + @spiesns + @agieas +
+ 01 03ms + @a@3lans + Pailane + @a®Eme +

+ @s9Hme) LMD HDf + 120(@1@2@:517m + @109 +

+ P23 @Yalis + P1PaPON + Po@aPiOsns + P3PaPrOsns +

+ Pr@s@E17s + PaPsPralls -, P3PsPrtslls T PaPsPeealls +

+ P1069:Ci06 + PePealons + PaePilaNe + PaPePlatis +

+ @s@e@:Lss) (Df)2Df 4 20(9iB1m, + @ivans + ®3vens + ¢ioma +
) + @30ums + @0, + plems + gien; + Piesns + giems +
+ @¥ine 4 @3l + @3lams + @ilans + @) ADPf +

+ 120(@1@aB175Ms + Pr1@a1VaNs + Pr1PaBrdens + Pr1¢37103ms +
+ ©opsy03ms + P1@aPi0ana + 1PV + PoayaOsna +

+ @1@BiEans + Pr1@aV1ENs T+ PoPaVeEsls + Pr1Pa01EaNs +

+ PoPadiats + PaPadstans -+ Pr19:0rEMs + P1PsViEans +

+ Po@syeeans + F1P:018075 + PaPsOatans +

+ Fa@5058am5 + P192B1800Ms + Pr1esv1las + PaPsyalane +

+ @1940:8as + Pea0:Lans + P3Padslane + Proselsne +

+ @a@selsne + Papseslsne + PaPsealsne + Pr1@ePilone +

+ @196¥185M + PePevelate + P1960184Me + PePedalans

+ @396030aMs + P1P6E18sMs + PoPetalsfe + PaPecslsne +
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+ Paetalsne + P19:P1VeMs + P19 10ms + P1P2y103ms +
+ @y203ms + Q1@:B18Ms -+ Pr@ i + PoPrY2€sls +
-+ 91901805 + Papi0stans + PaiOsems + P1®2P18ams -+
“+ ¢19’7?;Cs"76 + Pa@rvlsne + P19020:8am6 + Pa@:05Cams +
+ @a02058am6 + Pr1926:l5m6 + P2PrElsMe + Paprealsng +
+ @a@realsne)fiDf . Df + 60(@7B1yvens + PiB102Ms + @ivi0ama + (XXV)
+ @5v:05ms + @ibieas + Pivieans + P3vestls + Pi0iems + pokrag.
+ @30.84m5 + P30s60m5 + PiBrlene + ivilans + ®5v2lams +
+ ¢10:8am6 + @30:.L4m6 + P30584M6 ,“‘ Pielsls + P3exlsns + P3ealsne +
+ giedsng) fiD?f + 120(@1817:05m4 + @1fryeeams + 15106475 +
+ @171058405 + @ayedseas + ifryalane + P1510:8an6 + P1v1058ame +
+ @2y:030ums + @1f18lsms + Prvaeslsme + Payeeslsne + Pr16:1885M6 +
+ @20:6485m6 + P30384C5me) [1Df + 60[F 2 + (P11 + @o¥2)ms +
+ (@101 + @20, + ®303)* 1, + (@18, + Pats + Pags + Pagl)?ns -
+ (918s + @l + @l + @uls + ®ss)n6 + 2(@m + o +
+ @3tz + Pana + Psms + ) (P1B1ms + @ryans + Payalls +
+ @100M + @0umy + Padany + P15 + Potalls + Pa&als + Patat)s +
+ @166 + @loms + Palane + Palame + @sCsme)1fy - fo(DA)Z RS 4 ...

Selon la relation (XVI) nous obtenons les expressions pour k; ol j =
=1,23,4,56,7. En posant k; pour j =0,1,2, 3, 4,5, 6 7 dans la for-
mule (XVII) nous obtenons une expression. En comparant les coeficients
des termes de cette expression avec les termes correspondants de la formule (XII)
nous obtenons un systéme des équations (1') jusqu’a (31). [En téte
de chaque ligne nous avons mis en évidence le terme dont en comparant
les coeficients nous avons obtenu I'équation écrite dans la méme ligne (et
dans les lignes suivantes).]

[f] Pot P+ Bat Put Pt B+ po+ B — L. (1)
[Df] P1Py + PP + Do + Pa¥a + DsPs + Deps + Doy = % (2)
(D=f] ;i + pgi + pa(i{!? + Pa¥i + Pog + Doyl + i = —’13— - (3)
[Df] Pugi + P9t A+ pags + pagd + 2R + pogd + P = 71{ . 4)
[D“f] D9t + D95 + éswé + Pugk + Bovh + Pt + ot = % - ()
[D‘g’/] U + P93 + Po@i + Pl + PsgE + Dol + 1rg} = % (6")
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[/Df]

[HD®f]

[hD®F)

[hD*f]

[DhLDf]

[DLD®]

(DLD®]

[D®f,Df]

Po@rfr + Pal@ryr + ®2s) + Pal@10y + @:0, + @305) +
+ ps(@r81 + Pof2 + stz + @48s) + Pe(P2ls + @l +
+ @sls + @by + @sCs) + p}(‘Pl’?] + @amp + @ans +

+ @4y + @1 + Pels) = 6

P9if1 + Pa(‘P?Vl + @5r:) + Pa(@30, + @30, + @50;3) +
+ ps(@ie, + @le, + @3es + Pied) + pe( % + 936 +
+ @38 + @3l + @3l) + p7(‘P1771 + @, + ins +

+ oIn + ¢ins + @ine) = 2 -

P@ifr + ps(‘P?‘}’x + @3y.) + (@30, + @30, + @30s) +
+ ps(gpie + @ie, + @iles + Pieg) + pe( @3y + ‘F"zCz -+
+ @il + @iCs + @3ls) + P‘(‘Pl’h + @in. + ¢’;"73 ~+

+ @in + ‘7’5"]5 + @ine) = 40-

P9if1 + Pa(@iya + @3ye) + Pa( @iy + @30, + @303) +
+ ps(pte, + @ie + pies + @ied) + Pe(P1y + @3t +
+ @il + il + @5 3Cs) + p7(‘P1’71 + o, + @ins +

+ @i+ @ins + @i = 30-
Pop1@oPr + Pa@a(Pry1 + ®2Y2) + Pa@al@rdy + @20, +

+ @303) + DsPs(PrE1 + Pota 1 Pats + @a&d) + Pee(Pr1ly +
+ @als + sls + @ala + @sls) + p7‘P7(‘P1"71 + @om +

+ @ans + @ans + Psls + Pets) = 3

PP iPef1 + Ps@a(Piyy + ‘Pz)’z) + 1’4994(‘]91(S + @30, +
+ @30;) + ps‘f"s(%sl ~+ ple, + @3es + Pied) + Pe%(‘Plgl +
+ @38 + ®3Cs + @30 + @3Cs) + P7‘P7(971’71 + @3, +

+ ¢ins + @ing + i + @ire) = 15 .
pz%?’zlgl + Pa@s(@iv: + 9’)72) + Pa@a(@id; + @30, +

+ @3ds) + Psps(ple; + @ies + pies + pie) + Pe%(%ﬂ +
+ @3t + 93 + @il + 935) + p7‘P7(‘P1"71 + @in, +

+ @ins + %"74 + @ins + Pine) = ..4 .

P2971‘P2.31 + D@3y + @aye) + Pl @10 + @20, +

+ @305) + Ds@E(@181 + Pag2 + Pagz + @4€q) + Pe@i(P:y +
+ @l + @als + ®als + @sls) + p71(P7((I71771 + @ans +

+ @ans + Pana + Psts + Pelle) = 10"

(8)

(9

(10)

(1)

(12)

(13)

(147).
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[DPHD®f]  ppieihy + Paw3(@iy: + ¢ve) + Pa@i(930, + @30, +

[D®fDf]

[f2(DF)?]

[Df(Df)*]

[/:DfD®f]

[1iDf]

(D]

212

+ 930) +pspE(pie + wie + wie + gla) + Pepi(eil +
+ 38 +¢3 + 93l + 938) + pd(ein + o3, +

2 9 9 ']'
+ @it + @ina + ins 4 @ine) = g -
Dap1®3B1 + Ds@i(@1ys + @ave) + Pagi(@a0; + @205 +

+ @305) + D@ @18 + Pate + @aes + @agy) + ps?7g(¢7151 -+
+ @2le + @385 + @uls + @585) + p}'{”?(%"’h + @2 +

o @t + @+ @i + Pells) = 15

pz?’%ﬂf + Pa(Pry1 + @212)® + Pa(@i0) + @a0: + @ads)? +
+ Ds(@ier + @ots + Pags + @a80)? 4 Do(@:ls + @olo +
+ @383 + @als + 9585)% + A + @ans + @ams +-

1
+ @y + @305 + Pen6)* = 30

Pegi®aft + Pa®al@ryr + @are)? + Da@a(@10, + @y +
+ ®303)% + Ds@s(P186: + Pots + Pags + @ags)? +-
+ PePe(P18y + @ole + @3ls + @ala + @585)* + D@ +

1
+ @t + Pz + Qatla + @slls + Petle)® = 24

20387 + Do(@1y1 + o) (@ivs + ¥375) + Pa(@i0) + @a0, +

+ @305) (@10, + @20, + ¢305) + Ds(@rer + @ags + Pags +
+ @as)(pie; + @3e. + @ies + @iey) + po(@:ls + @by +
+ @385 + @als + @:8) (936 1+ 3 + 938 + @38 +
+ @385 + pilem + @ + @ans + P4y + @515 +

9 ) b o 1
+ @es) (i 1 @312 + @3ns + @ing + @ins + @ine) = 36"

PsPrBrya + Pal@rfrdy + (910 + P572)05] + Psl@1fiea +
+ (P11 + aye)es + (@10; + @20, + @a0s)e,] +

+ Pel P18l + (11 + @272)ls + (9101 + @o0, +

+ @303)Cs + (@181 + ot + @83 + @a80)05] +

+ Pl @iBine + (Prv1 + @2v2)ns + (920 + @20, +

+ @303)ns + (@181 + oy + @383 + @ae)ns + (928 +

. 1
+ @l + @3ls + @als + @5C5)M6] = 9
Ps@ib1ve + Pal@ibi0y + (97vy + 9392)05] + psl@ibie; +

+ (¢ins + o3ra)es + (910, + 30, + @305)e,] + Pl @3Bl +

+ (ply: + 937.)C + (930, + @30, + ‘Pgas)Q( + (i, +

+ @de, + @ies + 93€)] + pl@ibin. + (93, + @ive)ns +

+ (?’%61 + ‘Pgaz o w%éa)m -+ (‘P%El + ‘77%82 -+ .‘I’%E:; —+ .
+ @iedns + (930 + 930, + 93 + @30 + 92)ne] = 0

(15')

(16")

(17)

(18")

(207)

(21')



[RD®F}

[/.Df.Df]

[hDAD®]

[(hD*f,.Df]

Da@iBrye + Pal@iBi0y + (@lyy + @2y2)ds] + Deleipie. +

+ (@ly: + Piva)es + (910, + @30, + @ids)e,] +

+ Pal@iBils + (Pivs + @3va)ls + (910 + @30, +

+ @305)0s + (pie, + gie, + @les + @le)ls] + paloifine +
+ (@iy + Pdyva)ms + (936, 4 @30, + @3da)m, + (pie, +

+ gle, + @le; + @ledns + (¢¥0 + 930 + 036 + @il +

. 1 ,
+ @3l = 150 - (22')

Pal@1Bryva(®e + @3)] + Pal@:Bi0a(pe + @) + (@171 +

+ @5v2) 05(@s + @a)] + Pil@iPralge + ¢5) + (@1 +

+ @272) &(@s + @5) + (@101 + @20: + P305) &x(@s +

+ @5)] + Pel@1Bila(P2 + @6) + (P11 + @ave) L@ + @s) +
+ (191 + @205 + @305) Calpq + @6) + (@181 + @282 +

+ @se3 + @ags) L5(s + @e)] 4 Pl @iBine(pe + @2) +

+ (P11 + @2r2) malps + @7) + (@10; + @0, +

+ @305) Na(@s + @7) + (9181 + o + @385 +

+ @ags) N5(@s + @7) + (@18 + @ole + @als + @by +
. 7 )
+ @:C5) M6(@s + @2)] = 120" o (23°)

Dol @iB1va(@e + 23)] + Pl @iBi0.(gs + @a) 4 (¢ivy +

+ ¢372)05(9s + @a)] + Doleifiea@e + ¢5) + (¢inn +

+ @3ya)es(@s + @5) + (30, + @30, + @30s)ea(@a + @5)] +
+ Pel@ibrlal@e + @) + (@31 + ¥372)0(0s + @) +

+ (@10, + 930, + ¢30:)0u(ga + @) + (pler + @3e, +

+ @ies + ie)ls(os + o)l + Pol@iBima(ps + @) +

+ (i1 + @3y )males + @2) + (@10 + 930, + @30a)na(ps +
+ @2) + (pie; + @36 + @les + giens(es + @) +

DX Y 9 s P D l Y U
+ (3G + @36 + #3806 + 93l + P3l)ne(9s + ®2)] = 10 (24)

Psl@1frya(@s + #3)] + Pl @ifrda(9s + ¢5) + (a1 +

AL @22)05(PF + ¢ + Psloibrea 9t + #3) + (ayn +

+ @ava)es(@f + @8) + (910, + @abs + @ads)ea(pi + @3)] +
+ Del@1B18e(93 + @8) + (@171 + @ar2)la(93 + @8) + (910 +
+ 0, + 90:)00(9F + ¥3) + (1&g + Pty + P3€3 +

+ 9480593 + 98)] + PilePume(9F +93) + (@ +

+ @ov2)ns(@3 + ¢3) + (910, + @y + @abe)na(9d + ¢3) +
+ (pr&r + @8 + @36 + Paens(9E + @3) + (92l +

2
+ @ale 1+ @3ls + @ala 4 @sls)ne(9l +- @3] = 5 (25")
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[(Df)2Df] DeP1Br@2®sve + pal ey - P90 + (piyy + PaVe)Pa¥ads] +
+ Psl@iBy - powser + (pryy + P2V)Pa@ses + (10, +
+ @20, + a0;)pase,] + PelP1f1 - popels + (pay1 +
+ Pav2)PsP6ls + (10, + 9202 + 930;) Papely + (@18 +
+ @ots + g5 + Paa) P506Cs5] + Dol psfy - PoPatly +
+ (1 + PY2)Ps®ams + (910, + P20 + ?7363) PaPrt)s +
+ (181 + @ots + @385 + PaEa)PsPatls + (i) + Pl +

. 1 ;
+ @3l + @aly + @5Cs) PePle] = a8 (26")

[1/2(Df)?] Pel@iBiys + 2(@ry, + PeY2)P1fiyve] + Palgibio, + (@1, +
+ @2y2)?03 + 2(y0, + P20+ @305) @110, + (P +
+ @12)0] -+ pileifie, + (Pr1 + @ap2)e; + (919, +
+- @205 + @30;)%, + 2prer + gty + @ye4 -
+ @ag)l @it + (9171 + @ova)es + (910, + P20y +
+ @s0s)e]} + ve{@3fit, + (P11 + 222)%C + (910, +
+ @20y + 405)%, + (181 + @o8r + @ae + P4€4)%C5 +
+ 2(@ily + @ls + ®3ls + @ile + #sC)eiBils +
+ (1 + pv2)ls + (@10, + @50, + P303)C4-+ (@181 + .
+ @e62 + ey + P4€1)Cs] + @By + (@, + Po); +
+ (910; + Pa0, + ¥303)% 4 (181 + o8 + P33 +
+ @aea)?ns + (261 + @aCs + Psls + @uly + @585 +
+ 2(@m + g + Patls + @iy + @515 + Pene) @1 +
+ (g1 + @oyo)ys + (10 + @0, + ®303)14
+ (prer + @o8, + ¥3€s + Paea)ns + (P1ls + @2l +
+ @als + @iy + Ps8s)nel} = 316:% .
[fiDf] * Paprfrye0s + ps{@yf; . vefs + L@y - 0s + (o +
+ par2)dslest + pe{@if - 7ls + [@1fy - 05 + (on +
+ ®272)051 + @b - &2 + (P11 + @ayeles + (@10; +
+ @.0, + ®303)e,)5} + PA@iBy - valis + [@afs - 0, +
+ (e + @av2)dsln, + [p1Bs - & + (@11 + ®72)€3 +
+ (@101 + @90, + P303)&,]n; + [Py - & + (Pa1 +.
+ @228 4 (910, + Paly + P305)C4 + (181 + oy +

1 : ;
+ @38 4 ®4€)Cs1ne} = 120 (28")
[f%Dlef] p4?71ﬂ1?253(¢2 + ¢35 + @) + ps{%ﬁlyz(?’z + @5 + @s)es +
T (9181022 + @1 + @5) + (101 + @a72)0u(@s + @4 +-

+ @s)les} + Pe{PiBrya(ps + ®3 + @6)Cs + [@18105(@s +
+ @4 + @) + (i + ®22)03(p3 + @1 + @)1, +
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[fiDfLDf]

[AD*f]

(iDf]

+ [@iBi&a(@s + @5 + @) + (a1 + Pay2)es(®s + Ps -
+ @6) + (@101 + P20z + q’363)54(¢4 + @5 + @6)1Cs} +

+ pA@1Brya(@e 1+ ¥s + @)ns + [@1810:(p2 + @a + ®;) +
+ (g + P2y2)05(Ps + Pa + @) s+ [@1frea(pe +

+ @5 + @) + (@1 + @ay2)es(Ps + ¥s + ®2) +,(‘P1‘51 +
+ @:0; + @303)e(Ps + @5 + @)Ins + [@1PSalps +

+ @6 + @2) + (@1 + @ay2)Ca(Ps + Pe + @) +

+ (9101 + @205 + P305)Ca(Pa + Pe + @7) + (pr81 +

1 ;
4 @& + P38 + a80)C5(Ps + @5 + @a) e = 60 " (297

PapiBiy0s + Ps{@iPryees + [@3B10: + (i +

+ @3y2)0sledt + Pe{@iBiyels + [@ifi0: + (@i +

+ @3ye) 05100 + [@ifies + (i + P3y2)es + (g0, +
+ 30, + P305)e,)C5) + PA@iBryans + [¢iBi0; +
(@2 + P3r2)dalna + [P + (@1 + #iv)es +
H (20, + @30, + ¢30s)elns 4 (9Bl + (i +

+ @3y)Gs + (@10, + (F§621+ ®503)C4 + (e, + P3es +

+ gles + ie)lslnet = 360 " ’ (30")

Ps@1Bry20581 1 796(‘;01[31'}’2‘5354 + {g1fr - vats +

+ (@B - 0 + (@1 + @572)03]e4} é-s) + p7(9?‘1/3172’537h -+
+ {@iBryses + [@1fide + (P11 + @ay2)0sleat 15

+ {@iBryals + [@:fy - 02 + (@101 + ay2)0510a +

+ [@1fs - & + (P11 + @a2)es t+ (@10, + @20 +

+ ‘P353)84]55}"73) ="20" (31)

Pour simplifier cettes équations introduisons-y les substitutions suivantes

3 {53
(w) w = pibr, () s = 2. 0 () 5 = 2, il
(Uy) Uy = ;1%7','- (wg) Uy :i; i€ (ug) g = )>:.1 @i+
3 5
(v)) 01 = Pibrs (vs) 3 :Z Pi0; () U= Z @i,
(V) v, = 2.] i (va) V4 = A PiE; (v6) Vs = 121 @i
3 5
(wy) wy = @if, (w3) w3 = Zl HB (w5) w5 = .Z] @i, -
: K .
(wg) wy = g.l¢?)’n (wy) Wy _—‘izl ®ieis (wg) ws = 2.1 Pin;-

215



(Uy) Uy = w1y,

(Uy) U, = '21 Ui 1 @i 11 5

(V) Vi = v17:9,,

(Vo) Vo= 2‘1 0,0; 1 Pia s

(Tl) Tl = 816:3;

1M

(Ty) T, S

Si€ivas

(R,) R, = .Z..lr."v’pg,
1=

216

3
(ts) 3= 2.1 ®io;

4 :
(t) ta= Zl pie;,
t=

3
(85) 85 = _Zl Ui€it1s

=

4

(84) 8 = Zl Uiy
i

(%) = Z W€y,
(9a) 9a = 2 wliss,

3

(Us) Uy = .Zl'“isiﬂ%na

4
(Uy) U, = >: i 1Piss

1=

3
(Vo) Vs = %Ivieiﬂ%n,

4
(Vo) Vy= >_.] CHSTRL M

(Vs) Vs = .?:ll Uil 1Pi+1-



Ainsi nous obtenons un systéme des équations simples (1) jusqu’a (31)

27: p; = 1. : (1)
i=0

1.2_471 Py = % (2)
T pipi = é (3)
Spgr= L. )
ém& = :-) ()
S pgt= 1 (®)
,é‘zpiu‘_l == (1,—) (7)
ipi(piui 1 =g (8)
’::2 Pipiu; ., = ILO (9)
,i'z Dipiu; = % (10)
S put =L ()
épfp,,l_;z. (12)
é PV = 1—12 (13)

! 1
zp% e~1:1—5'

=2

4, 1
.}_,p‘P:: —E

& 1
Z PV = 36

L 1
;‘P PiW;— ?4 o
7

A i
i'z_é Pt = 30"

7

LA 1
'% ptsz—z = 24 :

- 1
g%pi% Uiy = 48"
oz, 1
< Pt = 60"

Uis + 8i2p:) = 1

i—2 T rio@i) =

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

0"

(25)

3 4 5
Psthy VP35 + 2’42é ;10,97 + ps,Zz U 1&PF + Do _zzui——lci¢% qF
1= 1= 1=

6 7
+ 207.%“,-_1771-?)? I 1237);81'-2("?

- (26)
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3 4 5
PsUiys + p4;2 wi10; + ’l’sﬁzzuzz_lei + s 2:2'“?—1& +

6 7 '
3 3 13
+ ?7.2 uiam; + 2,2 Pii—18i—2 = aan - (27)
=2 =8 360
S P =y (28)
ST 120

4 D

Pa0: (Uy + 8195) + ipsz & (Uis + 8ims @) + e ‘_Z,.gci(Ufaz + 8 —2_%) +

=3

Y, Jeh 1
+ p; .;5’7:'([][- ) ‘l‘_% 29T T 60" (29)
& 1
i.244 PR 3= 360 (30)
i 5 1
psTe, + %24 Ti-oli + pv_% T gm; 790" (31)

(Yest un systeme de 31 équations aux 36 inconnues, de sorte que nous pouvons
choisir arbitrairement 5 conditions. En choisissant p, = 0 nous obtenons au
lieu des équations (2), (3), (4), (5) et (6) les équations suivantes

i

7

i 1 L, 1
209 =75 - 2a)  Dpol = (58)
1=2 ~ =2 5

I ‘ 7 o

2P =7 (32) 2 pgl =g (6a)

g 1

=7 4a

z‘%zp i 4 (An}

En comparant les équations (3a), resp. (4a), resp. (5a), resp. (6a) avec les
équations (7), resp. (8), resp. (9), resp. (10) nous obtenons la relation u; =

=g @?., pour ¢ = 1,2, 3, 4, 5, 6; simultanément sont satisfaites les équa-

tions (11) et (12). Analogiquement en comparant les équations (4a), resp. (5a),
resp. (6a) avec les équations (13), resp. (14), resp. (15) nous obtenons la relation
1 . . o B fe
% = @i, pour 1= 1,2 3,4 5 6; simultanément est satisfaite 1’équa-
tion (16). ‘
Dans les considérations suivantes, il c’est montré convenable d’intro-
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duire dans les équations (7), (13), (17), (19), (20), (28), (25), (26), (27), (28),
(29), (30) et (31) les substitutions suivantes

DB + Psy1 + Pady + Ps&r + Dby + P = 2

DsYs + DiOs + Dses + Pele + P12 = 2,
P03 + Pses + Pels + Doz = 23

Dser + Pels + P = 7

Pels + D5 = 25

‘ Pe = %
de cette maniéré nous obtenons les équations
- " o
2, 9% = o . (7a) 2,00 5= 5o (17a)
==l 6 i=1
6 1 6 1
> . 13: P — 19
i:lq’lzl 12 ( 3 )") i; (p1 zl 30 ( a’)
S 1 < 1
Ty = —= 2“ S Wi 12, = —- !
i;ﬂuz? b 24 ( .31) ;f..')u’r-l ) 120 (253')
: 1
i%vi_lzi =80 (23a)
8 2
Z (@72 + PiaFiasSis) = 45" (26a)
=2 %
: 13 I
2 Y S & Q. o " s €
i;ﬁ(uwﬂzi + 2P a8 ) = 360" (27a) j;;bi—zzi = 120" (28a)
6 ) 1
.2‘.;[([];‘—2 + 8i2@)2 + Do T 5] = 60 {269)
[} 1 6 1
> S b P R .
iﬁgu,ﬂzi = 360" (30a) [:_1TL__32, 730" (31a)

De relation (13a)—2. (20a) et aussi simultanément de relation (17a)—3. (23a)
nous avons z; = 0. En comparant les équations (17)—(18) avec (25a) nous

avons

zi=p; (1 —@,) pour =2 3475 6.

Enfin formons encore trois équations dépendantes des équations précéden-
tes c’est-a-dire les équations

[

=3

Z Py

1 (32) =

1
26 5 (273) — o (19a)

= (33) = (29a) + (31a) — (20) + (26a) —% (19a)
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1
P9l 5 = 144

M~

(34) = (28) — (31a)

Il

i=4
Aprés avoir préparé les équations de cette maniére, nous pouvons dé-
terminer les constantes inconnues:

Une solution du systéme des équations (2a), (3a), (4a), (5a) et (6a) est

donnde var o, 216 2T 22 2T 216 4
onnee pa pz—%,p3—8—4—6,2)4—§4—0, P5—840, p6_840’ p7_840;
1 2 3 4 5 . .
Pr=7%, Pr=7¢g> Po=Gg» W=7 > Qo =5 P1= 1. De la, nous pouvons
déterminer les valeurs des inconnues u;, v; pour ¢ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, qui sont
. | B |

(selon les relations u; = 5 Pitns v, = 3 @)

149 16 25 36 ]

u1—72: 2—727'“'3 72~u4—72_a uS_ﬁau6_72,- 17 648°
8 27 64 125 216

=g’ BT gas’ U g’ U T 648 U = 5ig Selon la formule

z; = p(l — @;) pour @ = 2,3,4,5,6 nous avons

180 18 136 9 36

27840° 7 T 8400 T T840 P T 8407 T 840

; . 41 .
De I’équation (1) nous obtenons p, = - . Des relations (u,), (v;) nous avons

840
1 3 68 43112
= — = t, 3 N = - = —
"1 =g h=ggetdeld v = yoemr6 e = 2569862656
; : ' 3 R .
Analogiquement de relations (u,), (v,) nous obtenons y, = — 5 = 6—et de la
952 991576 272 4 544

W2 = 396576 ° 12 T 9969862656° O 20376° ' 3888 ' 11T 4758012 °

g — . 1 43112
17 9592 ° "1 251429184 °

Une solution du systéme des équations (20), (28a) et (32) est donnée
par .
927 6800 3774 14

2= 99376° T~ T 20376 ** T 20376° T 123"
Du systéme des équations (u;), (v5) et (sy) nous avons les constantes

945 840 99
h=—gm "= j51q %5
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et de la

v 4563 7181001 . 18 3339
37306576 ° 2262862656 ° ° 3888’ 9> = 4758912 °
7 — 18 . 288153 . 594 594
Y2 = S5pge 't T 3514201847 ' 3525127 ' 3172608

Une solution du systéme des équations (21), (22) et (33) est

336 98 19188

e e y— N e
Us 2592‘14 25927 °  41.2592

En comparant les relations (r;) avec les relations (U;) pour ¢ =1,2,3,4

, . 2 , . ‘
nous voyons qu’il en suit r; = 3 - U,pouri=1,2, 3, 4,5et de 1a nous avons

les valeurs fry == ?’jie Py = i
373888 ' 3888 °
Une solution du systéme des équations (u,), (v,) et (s5) est donnée par les
valeurs '
273

104
By =g = - A ==

107 48 -
I a3

y &4 = &

6

&y =

desquelles nous pouvons obtenir aussi les valeurs des constantes suivantes

127568 618657200 220176 22332016
1= 396576 1 2262862656 95 = 4758912 ° '3~ 251429184 °
' 30784 59296

27 3525127 2 3172608
Des équations (17) et (18) nous calculons les constantes

L 27166 6062472
5= 306576 C ¢ 41.396576°

et des équations (28) et (34) les valeurs

_lasde o 1154304
3 352512 4741 .352512°

Du systéme des équations (u;), (vs), (w;), (s4) et (T';) nous pouvons calculer
les valeurs des inconnues ,

236799 . 68376

230199 103803 . 10240 1926
45648 ° "% 45648°

L =

45648 ° “* T T 45648’ 5 45648’

l

e

1
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et de 1a les valeurs suivantes:

, _ 51486982 _ 25203406 1973190
® T 2262862656 7' T 3174758912 ¢~ 251420184
- 4975492
R,

~ 317.3172608
De I’équation (19) il suit
: 33545904840
© 7 41. 2262862656
et de I’équation (30) la valeur
' R 113234592
Y7 41.317.3172608 °

Enfin la solution du systéme des équations (u,), (v5), (wg), (%), (85) et (R,)
est donnée par

222534 71988 26109 20000

= 25094 0 T T 250040 T 959040 T T 25994°
72 29824
5= = 55994 s = 25994

Pendant toute la résolution nous n’avons pas utilisé I'équation (24) ou qui lui
estidentique c’est-d-dire I’équation (24a). On peut facilement prouver que cette
équation dépende des équations (18a), (19a) et (22a). Eecrivons les équations
(18a) et (22a) de la maniére suivante

P} (Po@ofy + Po@ays + PaPad1 + Ds@ser + Pe@ely + P2®2m) + @3 (Pa@sys +
+ Da@als + Ps@sts + De@els + P:pine) + ¢ (Pawads + PsPs€3 + DePels +
+ P:pms) + 3 (Ds@sea + Pepels + D:¢) + #3 (De@els + Ppams) + (18a)

. 1
+ pippans = 24’

Uy Po (PsPsyo + PaPade + Ds@sts + PePela + Drpts) + Uy (Papads +

+ DsPsts + DePols + Drpatls) + sy (Ds@sta + Pe@ela + Prpsta) + (22a)
1 .
+ w5 (Pe@sls + P2@a1s) + UsPs - P P71 = 18

de cettes équations il suit [( 18a)—2.(22a)] '
PoPafy + PaPsys + Pagady + PsPs€1 + PePsly + D7y = 0 (e)

en posant dans I'équation (18a) la valeur de I'expression (e) nous obtenons
I’équation suivante :

@3 (Ds@sve + Da@sdy + Ps@Pses + De@ela + D2pms) + ¢ (Pa®a0s +

PsPs€s + PePels + Drpms) + @ (59584 + Ds®els + Pr@ms) + (18b)
. : ; 1
+ 2 (Pepels + DPs) + @i - PP = 21"
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Analogiquement nous pouvons écrir 1'équation (24a) de la maniére sui-
vante

V1@a2y + Va@aZs + V3Pa2y + VaPsZs + Us@eZs + U1 (Ps@sys + PaPads + PsPsts +
+ De@ela + P:@aM2) + Vo (Pa@ads + PsPses + Pe_%fa + p.pms) + (24a)

1
+ U3 (Ps@ses + PePels + PrPaNa) + Vs (Pepels + D9Ms) + Vs - P2Palls = 10

comme nous voyons la somme de premier 5 termes de cette équation nous

forment le co6té gauche de I’équation (19a) et c’est pourquoi nous avons la” -

relation

(24a)—7.(193):§.(18.b) c.q.f.d.

Les derniéres constantes inconnues nous pouvons calculer des relations (XV);
ainsi nous obtenons les valeurs suivantes

1 ﬂ_l 1,28 108
x"‘ga ()_'247 }0_6! 0’_5—441 8()_ 6 3
. 110974 101195
©0 7 45648 0 0T T 25004

En remplacant les constantes inconnues des équations (XIII), (XIV),
(XVI) et (XVII) par les valeurs calculées nous obtenons enfin les formules
de sixiéme ordre dans la forme suivante

ky = f (%, %) -
1 1
b= 1 (50t g o+ gha) b
1 ey + 3k
kyzf(xo+gh, o + 042_4 l) h,
B 2 ky — 3k, -+ 4k, |
by = f (xp + gk Y+ ; ) -, (XXVI)
3 278k, — 945k 840 £, 99k
k4:f(x0+gk,y0—|~ > = L 3).h,
DR %h’ o 4 106k, -+ 273k, — 1604Jc2 — 107k, + 48k, ) e

— 10240k, + 1926k,

110974k, — 236799%, + 68376k, + 103803k, — )
45648 ks
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ky = f @+ by, +
—101195k, + 222534k, — 71988k, — 26109k, —
S - — 20000k, — 72k + 22824k,
25994 ' B
41k, + 216k, + 27ky +. 272k, + 27k, + 216k, + 41k,
840 o

)

Zostrenie Runge—Kutta—Nystromovej metody pre numerické rieenie
diferencidlnej rovniee prvého radu

Doc. Dr. A. Huta

Zhrnutie

Nech ma dif. rov. (I) jedno partikularne rieSenie (1I) vyhovujace vztahu (ILI). Ako
Je znéme, prirastok k& vo vztahu (IV) je dany vyrazom (XII). Uéelom tohto &lanku je
néjdenie vzorcov 6. rddu, t. j. takyeh, ktoré sa s (XIT) zhodujt a# po ¢len s k8. Ked
urobime naznatené vykony v (XIII), dostaneme vyraz, ktory porovnany s (XII) na
zéklade metédy neurcitych.sadinitelov nam podava rovnice (1’) az (31”). Pouzitim 57
substitucii na tato sustavu dostdvame sustavu rovnic (1) az (31). Napokon rieSenim
tejto ststavy dostaneme hodnoty koeficientov, ktoré dosadené do (XIII) ndm davaja
hladané vzorce 6. radu (XXVI).

Yayumienne merona Pynre—Kyrra—Hucrpéma nias unciaennoro
peuienns MudepeHIMANBEHOr0 ypaBHeHHs EPBOTo MopsKa

Jdou. Jlp. A. I'yrsa

Pesowme

Hyers qudepeniuanbioe ypasrenite (1) nyeer 0Ho yacthoe petieinfe ({1) ynositersopsi-
ouee cootnomenmo (TII). Kar waneerno, npupanene & B cootomennn (1V) jauHo Boi-
pascuneM (X1I). Ieapio 010l craThir siBisicTes Haxoaaenne Gopuy.a 6-nopsaka T. e. ra-
KUX, KOTOPBIe 110 WleH coflepaaonii x° ne orandaorest ot gopmyn (X11). Eear nposectir
HaaHauennble feiicsus B (X 111) nostyuny Bripaskenme, 113 KOTOPOLo BHITCKAIOT BCe YPABHCHMSL
¢ (1) mo (31’) ecanm ero cpasuntn ¢ (X11) 10 ocHOBaHUE MeTOjA Heorpejeacnuux Koadgn-
HHCHTOR. BOCHIOMB3YACk D7 MOACTAHOBRAMI JUTSL BTON CHCTEMBL 1IOIYUACM CHCTEMY ypaBHe-
Huit ¢ (1) mo (31). PenrennmeM 5T0ii CHCTCMbI OKORYATEABHO HOAYYHM BeJHYITHAT Koo dit-
IIMCHTOB, KOTOphle mojpctasicunt B (X111), nalor mexaunnie Gopatyan 6-nopsiika (XX VI).
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

K metrickému triedeniu stredovyeh nadkvadrik v E,

Doec. dr. M. HARANT

(Venované prof. dr. J. Hroncovi k jeho 75.narodeniném)

V predlozenom pojednani v I. dasti rozsirenim tvah z E,, odvidzame teériu
nadkvadrik vo Stvorrozmernom euklidovskom priestore, dotykajic sa najmi
tych problémov, ktoré st vzhladom na metrické triedenie dolezité. Po tejto
tvodnej ¢asti viimame si v druhej ¢asti nadkvadriky se stredom v koneéne,
uréenim ich kanonickych tvarov i konstrukéného zostrojenia v klinogonilnej
axonometrii pouzitim rozSirenej Pelcovej vety. V IIIL. ¢asti pojednavame
o paraboloidickych nadkvadrikach a tieto zasa zobrazujeme.

I. VSeobecna teéria
1. Rowvnica nadkvadriky

Vezmime do tivahy $tvorrozmerny euklidovsky priestor rozsireny o tibezné
elementy. Nech [O; x,2,2,2,) je ortogondlna baza a nech x;; i = 1, 2, 3,4, 5
st homogénne suradnice bodu B (x;) tohto priestoru. Ak f(z) = X a,, x,x,,
potom rovnica

f@) =2 ap 2z, =0, ik=1,...,5, (1,1)

b oy

pritom realne, konstantné koeficienty a,, spliiuja vztah a,, = a,;, uréi nad-
plochu druhého stuptia — nadkvadriku, niekedy aj kvadraticka varietu V2.

Na jej uréenie, ako vyplyva z (1,1), potrebujeme 14 jednoduchych podmienok
(napr. bodov).

Zavedieme niektoré oznadenia.
Ak polovitné parcialne derivacie kvadratickej formy f(x) = X a;, vz, podla
premennych x; oznadime -

fi(=) :% d%fj =zaikxk, (1,2)
potom plati
flw) = > @ f(=). (1,3)

Determinant koeficientov kvadratickej formy

A4 = lag| (1,4)
nazyvame diskriminantom nadkvadriky.
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Ak body "B a "B majt homogénne stiradnice ™z, resp."z;, potom zavedieme
dalsie znadenie: '

fk(mxi) = fk(mxl’ mx2, mxar mxd, mx5) = .fgcm)’ (1:5)
> e fi = fom, (1,6)

pri¢om plati
f(m,n) — f(n,rm' (1’7)

2. Prenik nadkvadriky s vbefnym priestorom U,

Ubezna nadrovina U, priestoru P, je uréend rovnicou z; = 0, ale vtedy
prenik nadkvadriky VZ a priestoru Uj je kvadratickd plocha o rovnici

Z Qi 2% = 0,

a jej vlastnosti charakterizuje diskriminant 4 tejto kvadratickej formy

i k=1,234

-

Q15 Qrg, Gz, Qg

_ A1 Agy  Qyg
A =
Q31 QAgy Qg
Qg1 Qgp Oy

Porovnanim s determinantom (1,3) méme,

tento od nuly rézny, bude prenikom kvadratickd plocha viasing: ked A
pretina Uy wvaZovanii madplochu v kvadratickej ploche singuldrnej.

8pecifické vlastnosti tohto
determinantu 4.
Zity.

3. Nadkvadrika a priamka

Aoy @.1)
34 ’

Ayy

ke A = Ay. Podla toho, & je
=0,

%a,léie

preniku st zavislé od Specitickych vlastnosti sub-
Pri triedeni nadkvadrik je spominany prenik velmi dole-

UvaZzujme o nadkvadrike danej rovnicou (1,1) a o priamke 'B2B o rov-

nici

x;, = o, — k2w,

v ktorej k- je deliaci

(3,1)

pomer. Kazdej hodnote k prislticha jediny bod leziaci na

spojnici obidvoch bodov. Hodnoty % patriace k priese¢nym bodom uvazovanej

spojnice a nadkvadriky splituji rovnicu

flz,) = fOx; — k2x,) = fa — 2k fav k2fe» — o,

ktord je pre k kvadraticka, teda priamka !B®B a v

spolo¢né body. Je preto V2

(3,2)

mézu mat najviac dva

nadplocha kvadratickd. Ked spojnica 1B2B m4
s nadplochou viac spolo¢nych bodov, cel4 lezi na nej,

hovorime, Ze je tvoriacou

priamkou nadplochy. Ked je diskriminant rovnice (3,2)

D — f(ll)f(22) - (f(12))2
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kladny, priamka nepretina nadplochu v realnych prieseéikoch, ked je zaporny,
je jej seénicou, majic s fiou dva redlne body spoloéné. Pri

]umf(zz» — (2R =0

je spojnica 1 B2 B dotykovou priamkou nadkvadriky. Ked je rovnica (3,2) splnena
pre Tubovolné k, t. j. ked fav == f® — 12 — 0, potom vietky body priamky
vyhovuji nadkvadrike, teda v tomto pripade ide o tvoriacu priamku nad-
plochy. :

4. Dotykovd nadrovina

Nech 1B lezi na V2. Potom plati f* = 0. Rovnica (3,2) prejde vtedy na
tvar
*2/“(12) -1 sz(zz) = 0,

7 ¢oho vyplyva, #e k, = 0. Predpokladajme, Ze druhy bod na spojnici, t. . bod 2B
nelezi na ploche, t. j. f22 = 0. Hladajme podmienku, aby aj druhy prieseénik
spojnice *B2B padol do bodu 'B. Vtedy nutne k, = k, = 0. To je vSak len
tak mozné, ak :

fa = 0. (4,1)

Ked poznatime 2B = B (z), potom (4,1) mozno prepisat na tvar

12, f1 + 2o fy + Yfs + 12afy + 225fs = 0 (4,2)
alebo aj-
2, [0 + 2 fP 4 xfP + 2, [ + xf) = 0, (4,2)

kde do linedrnych vyrazov f{ dosadime stradnice dotykového bodu *B('z;).
Rovnica (4,2) je v premennych z; linearna, teda ak nie je sicasne

== =f=f=0,

geometricky urél dotykovic nadrovinu, ktord sa kvadratickej plochy dotjka
v bode 1B.

5. Singuldrne body nadkvadriky
Rovnica dotykovej nadroviny je v bode 1B(x,) neuréita, ked
f,(0z) =0, w=1,...,5. (5,1)
Potom takyto bod nazyvame singulairnym bodom kvadraticke] nadplochy.
Potom viak systém (homogénny) rovnic (5,1) mé pre 'x; nenulové rieSenie
vtedy a len vtedy, ked determinant ststavy je nula, t. j. ked

Teda nutné a postacujica podmienka, aby nadkvadrika obsahovala singularny
bod, je, aby pre hodnost ~ matice

(@), 2, k=1,...,58 (5,3)
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platilo < 5. Ked je & = 4, vtedy mozno zo systému (5,1) urdit pomer
siradnic lz,;lz,; 12,; z,; lz,, a tieto stanovia jediny singuldrny bod nad-
plochy. Hovorime tiez o singularite proého stupia. Ak v tomto pripade vezmeme
priamku iddcu singulirnym bodom B a e$te jednym bodom nadplochy 2B,
vtedy kvadratickd rovnica (3,2) je splnend identicky pre kazdd hodnotu k.
takZe ' B2B uréuji tvoriacu priamku nadplochy. V tomto pripade kvadraticka
nadplocha vytvoreni stistavou priamok, ktoré prechadzaju singularnym
bodom, nazyva sa kuZelovd nadkvadrika.

Ked h = 3, sti v sastave (5,1) len tri nezavislé rovnice. Kazda z nich stanovi
nadrovinu. Tieto sa v E, pretinaji v priamke. V tomto pripade dostivame
vysledok :

Ked hodnost matice (5,3) je h = 3, potom singuliirne body nadkvadriky vyplnia
priamkuw, ktord patri nadkvadrike.

Pri h = 2 su v ststave (5,1) len dve rovnice nezavislé. Tieto stanovia 2 nad-
roviny, ktoré sa pretinaji v rovine singularnych bodov. Kvadratickd nadplocha
8a rozpadd na dve rézne nadroviny.

Ak hodnost matice je h = 1, viedy jedind nezdwisld rovnica zo sistavy (5,1)
stanovi jedinii nadrovinu, na ktord sa rozpadd nadkvadrika a ktora je sidasne
mnozinou singuldrnych bodov. Pri rozpade nadkvadriky spominané nad-
rovinu treba poéitat dvojnasobne. .

Vseobecne teda plati: Ked hodnost diskriminantu nadkvadriky je h, potom
singuldrne body vyplnia (4-h) — rozmernyj linedrny priestor.

6. Pdl a poldrna nadrovina

Nech ani jeden z bodov !B , 2B nie je incidentny s kvadratickou nadplochou.
Nech B = °B(%;) je pevny bod. Nazveme ho pél. Hladajme podmienku pre
mnozinu bodov %B, aby vzhladom na obidva prieseéniky 1Q(k,), 2Q(k,) Spoj-
nice °B2B s danou V3% platil vztah

) (OB’ 2B9 1Q: ZQ) = ——17 (671)

t. j. aby bod *B oddeloval obidva priesedné body 1@, 2Q vzhladom na pél °B

harmonicky. Zo vztahu (6,1) nutne vyplyva k, = —£k,, o je len tak mozné,
ak sa v relacii (3,2) splni )

f¥ =0, (6,2

Ked rozpiseme podmienku (6,2) a pritom uvazime, 7e 1B = 9B, a ak oznatime
este 2B = B, mame

2, f, + 0x2f2.+ 0%3f3 + “x4fy + Oxsf; = 0 (6,3)
alebo
z, f + xzf(zo)l + 2P + 2,/ + a5 f = 0.

Vyslednd rovnica je rovnicou nadroviny. Nadrovinu obsahujiicu body harmo-
nicky pridruZené k pélu vzhladom na obidva prieseéné body nadkvadriky a priamok
prechddzagicich pdlom nazyvame poldrnou nadrovinow. Vzajomni priradenost
polu a jeho odpovedajicej polarnej nadroviny vzhladom na dand nadkvadriku
je (1,1) — znacn4.

Porovnanim rovnic (4,2) a (6,3) mdme vetu: Ked je pdl incidentny s nad-
plochou, prislusnd poldrna nadrovina je dotycnicovou nadrovinou o dotykovom
bode v tomto bode.
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Polarna nadrovina pretina nadkvadriku v kvadratickej ploche, podla ktorej
sa dotykaji dotykové priamky vedené z °B ku kvadratickej variete V3.

Ked vyplni pél °B bodovy rad, potom koreSpondujice polarne nadroviny
tvoria linedrny zviizok nadrovin iducich polérnou rovinou, ktora je v polarite
priradend k nositelke bodového radu. Zrejme tu plati projektivnost medzi
bodovym radom a zvizkom polarnych nadrovin.

7. Priemerové nadroviny, zdrufené priemerové nadroviny, hlavné priemerové
nadroviny

*

Polarita zostdva v platnosti, aj ked sa pdl stane bodom dibeinym. Potom
prislusnd poldrna nadrovina je priemerovd nadrovina. Nech teda pdl je
9B, (COS &y, COS By, COS ¥y, €08 &y, 0); potom rovnica prisluinej priemerovej nad-
roviny je

@yy COS Xy —+ gy COS fiy + 35 COS Yy - gy COS 0,

( ). %+
(@ €OS Xy + @yp €OS Py + Qg3 COS Yy - gy €COS dy)

( )

(

%y +
Zy +

a; = 0.

(7,1)
gy COS Xy + gy COS Py + gy COS Yy + Ay COS Oy

(@ COS Xy + @y €OS Py + Uyg COS Yy + gy COS Op) -
Analogicky ako v polarite v priestore E, vzhladom na kvadratickd plochu
plati aj v E, to isté o vlastnostiach zdrufenyjch poldrnych nadrovin a o zdrue-
nyjch poloch.

Ak si zvolime v priemerovej nadrovine patriacej k pélu * By bod ' By (cos &y,
cos By, €os y,, cos 0,, 0), tak jeho priemerovd nadrovina obsahuje pdl °B.
Obidvom takto definovanym polarnym priemerovym nadroviniam hovorime
wdruené priemerové nadroviny a smery uréené bodmi °B., ' By, sa volaja poldrne
zdrufené smery. Podmienka pre polarne zdruzené smery je

COS % . (ty; COS Yo + @y, €OS By + g €OS Y + Ay €OS Op) +
+ €08 Py . (A €OS ¥y + Agy COS fy + oy COS Yy = @y COS d,) +
-+ cos y; . (a5 cOs X, + gy €COS Py + @y COS Yo + gy COS ) +
+ cos 0, . (

(7,2)
A4y COS X, = @y €OS Py + gy €OS Yy + Qygq COS Gp) = O.

Z harmonickych vlastnosti pélu a poldrnej nadroviny vyplyva, Ze polirna
priemerovd nadrovina rozpoluje tetivy smerujiice do jej pélu °B,, . Podmienka,
aby smer do "B, bol kolmy na prislusni priemerovi nadrovinu, je vyjadrend
relaciami

@y, COS g + @y COS fy + g3 COS Yy + @y COS dy = A cos &,
yy COS &y —+ gy COS By + ez COS ¥ + Ggg €OS Oy = A cos f (1.3)
gy COS X —+ @y COS By + gy COS Yy + gy €COS Oy = A cos v, ’

gy COS &g+ gy €08 By + A3 COS Yy + @gy COS Oy = A cos 6,

Smer tejto vlastnosti nazveme smer hlavného priemerw. Tento systém mé pre
smerové kosinusy cos «,, cos ffy, €os ¥, 0s dy, smeru kolmého na koreSpondu-
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jicu priemerovd nadrovinu nenulové riegenie vtedy a len vtedy, ked deter-
minant sistavy je nula, t. j.

ay — 4, Q12 , Q135 Ay

DO Agy, Ay — A, g3, 27
(4= 31, Ay, gy — 2, Qs34 =0 (7.4)

A4y 5 Az, Qy3, Ay — A

Korene 1; sekuldrnej rovnice (7,4) s reilne, pretoze a, st realne. Pri
uvizeni (7,4), (7,3) a zdkladného vzorca pre smerové kosinusy smeru v P,
postupne vypoéitame smerové kosinusy hlavnych priemerov. Oznaéme ich

cosw; =a;, cosf;=~8;, cosy, =c, cosd=d,. (7,5)

Pretoze kazdé dvojica zo $tyroch vyslednych hlavnych priemerov je zdruzena
dosadenim smerovych kosinusov (7,5) do (7,3) dostanema Sest reldcii tvaru.

)

a; . (aya, + a,b, + A13C; + a,d;) +
+ b (An@ + anb, + ayc, + agd,) + g
+ € (A + @b + age, + agd;) + (7.6)
+ di (@0 4 agb, + ay,e, + audy) = 0,
,2), (1.3), (1,4), (2,3), (2,4),

kde indexy 7, k sifasne vezmeme po dvojindch (1,2
(3,4).

Dve priemerové nadroviuy urdia priemerovi rovinu, tri priemerové nad-
roviny priemer nadkvadriky. Bod incidentny so vSetkijmi 4-mi zdruZenymi
priemerovymi nadrovinami je stred kvadratickej nadplochy, z ktorého vychadzaju
4 zdruZené priemery nadkvadrik. Kedich smerové kosinusy spliiujt relacie (7,6),
potom ide o hlavné priemery, ktorym hovorime aj osi kvadratickej nadplochy.
Dizky tetiv osi nazyvame difkami osi. '

Sekuldrna rovnica (7,4) je velmi doélezitd v teérii nadkvadrik. Ked ma
rozliéné korene, potom jestvuji aj 4 rezdielne hlavné priemery. No ked ma
rovnica 2,3, resp. 4-ndsobny koren, potom 2,3, pripadne 4 hlavné priemerové
nadroviny sdi neuréité.

8. Sekuldrna rovnica

Sekuldrna rovnica d4 sa rozpisat na tvar

DA)=r -5 . B+1,.2—I,. A+ 1,=0, (8,1)
pri¢om plati '

I, = ay + ag + Qg3 + Qyy,

!

I — an1 Qyg A1 Qg3 Q31 Ayq I Qgn Qg Qo Ay (33 Cgq | (8,2)
? A9y Ay @3y Ay Qg1 Aygq ! gy Qg3 Qgp Agy Qg Oy |’ ’
I, = AR + AG + AP + A9,
I, = A4,
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kde A{ je napr. subdeterminant determinantu A;; patriaci k prvku a,. Je
dolezité povsimnit si, %e I, sa rovnd sadtu prvkov hlavnej diagonaly deter-
minantu A,;, I, sa zasa rovnd sGétu hlavnych subdeterminantov 2° deter-
minantu A, I, sGétu hlavnych subdeterminantov 3° determinantu A, na-

pokon I, = A,;. Dé sa ukézaf, Ze uvedené koeficienty sit invariantami nad-
kvadriky (1,1).

Je dolezité pripomentit si, aky je suvis koretiovsekuldrnej rovnice 4,, 4,, Asy Ay
s uvedenymi invariantami
17:/11'!‘}-2**‘}‘3—“}-4
I, = M, + Mdg + LAy + Aods + Aoks + Aghy
Iy = hddy + WA + Adsh
I, = Asa = hhlshs

a z tohto plynice dosledky, ked 1, 2, 3, resp. vSetky Styri korene sekularnej
rovnice si nula!

9. Stred nadkvadriky

Nech je U, poldrna nadrovina nejakého pélu vzhladom na nadkvadriku.
Hladajme jeho stradnice. Ked je pél °B., Tubovolny bod Uy, t. . ked cos x,,
cos f,, cos y,, cos &, si hodnoty meniace sa, potom rovnica kore3pondujicej
polarnej nadroviny je

o8 &y f, + €08 Bofy + €08 y,f;s + cos &yfy = O.

Tato je identicky splnend pre kazdi hodnotu skupiny suradnic pohyblivého
bodu °B,, len vtedy, ked s splnené rovnice

fi : 07 1‘ == 1’ 25 37 4 (g’l)

Vtedy viak prislu$né polérne nadroviny patriace k bodom ubszného priestoru
vieobecne tvoria trs nadrovin. Stred tohto trsu je stred kvadratickej nadplochy,
ktory je teda pdlom dbeinej nadroviny vzhladom na nadkvadriku. Siradunice
stredu vyhovuji teda aj predolym rovniciam, lebo kazd4 z nich raprezentuje
urditd nadrovinu. Tieto nadroviny st zdkladné nadroviny trsu poldrnych
nadrovin o strede v S.

Ked rovnice (9,1) rozpiSeme, je
A%y + Qya®y + Ay3%3 + 0% + G155 = 0,
Aoy Ty + Aoy + Aoy + Apg®y + Uo5¥5 = 0,
A5y Xy + Ty + Aga%3 + AgyTy + AysT5 = 0,

A%y + Qga®s + Ugg%3 + BggTy + Ugs®s = 0.

(9,1)

takZe mame dostatodny podet rovnic na urdenie pomeru &, : ¥, : T3 T 1 T;
saradnic stredu. Dostdvame

@y @yt @y Xy Xy = Ayt Ayt Agy 1 At Ay
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Nehomogénne stiradnice stredu nadkvadriky su preto

T, = ot Ai’

! xa ASS
Fo— T8 Az ,

? Ay’

P (9,3)

- 3 53

: Ay’
-, x, Ay

Moézeme potom razliSovat tieto Spec. pripady nadkvadrik s ohladom na stred:

1. Stredové nadkvadriky maja jediny bod o suradniciach (9,3) za stred

a) Pri A;; == 0 bude nadkvadrika mat stred v koneéne. Kvadratickym nad-
plochdm takto definovanym budeme hovorit: ,,Nadkvadriky o strede v ko-
netne‘. Pri 4 &= 0 pojde o nesingularne stredové nadkvadriky, pri 4 = 0
zas o singuldrne. Medzi tieto patria uréité kuzelové nadkvadriky, u ktorych
singularny bod (vrchol) je stiiéasne stredom.

b) Ked 4;; = 0, ale ostatné subdeterminanty patriace k prvkom posledného
riadku matice (5,3) nie si nula, potom kvadratickd nadplocha ma stred
v ubeZnom priestore U,, ktory je dotykovym priestorom nadkvadriky V3.
Tejto skupine nadkvadrik hovorime nadkvadriky so stredom v wibeZnom priestore.

I1. Nadkvadriky so singuldrnym stredoviym utvarom

Ak Ay = A, = Ay3 = Ayy = A5 = 0, potom stred je neurdity, teda nie
jediny bod. Stredy nadkvadriky vypliuju uréity atvar, podla ktorého ich
roztriedujeme na Styri typy.

1. Nadkvadriky so stredovou osou

Nech pri uvedenej podmienke je hodnost matice koeficientov systémuw (9,1)
A" = 3. Vtedy st len tri z rovnic (9,1) nezavislé. Tieto geometricky interpretuju
tri nadroviny, ktoré urdia jedint priamku, obsahujicu stredy nadkvadriky.
Této priamka je stredové os singularnej V2. Ked subdeterminanty 3-ho stupia
determinantu 4;; nie st v8etky nula, potom stredova os prebieha v koneéne,
ked st vsetky nula, je stredova os tbeZnou priamkou.

2. Nadkvadriky si stredovow rovinow

Ked hodnost matice koeficientov systému (9,1) je b’ = 2, vtedy v linearnom
systéme (9,1) st dve nezavislé rovnice interpretujuce dve nadroviny, ktoré
sa pretinaji v stredovej rovine singulirnej nadkvadriky. Ked nie si vsetky
subdeterminanty 2° determinantu Aj; nula, je tato rovina v konecne ked su
nula, je incidentns s ubeznym priestorom.

3. Nadkvadriky so stredovym priestorom

Ked ]e hodnost matice 2’ = 1, t.j. véetky jej subdeterminanty druhého
stupfia st nula ale jej prvky nie si nula, jestvuje jedind nezavisla rovnica
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predstavujtca geometricky jedind stredovi nadrovinu, ktord je v koneéne,
kgd prvky determinantu A4 5 nie si véetky nula, kgd st nula ale a5, ay;, g5, Ay,
nie st vietky nula, stotozni sa stredova nadrovina s Uj.

4. Nadkvadriky s neurcéitym stredom

Ak vetky prvky matice st nula, iba as; je rozliény od nuly, je stred ne-
urdity.

II. Nadkvadriky so stredom v koneéne
10. Normdalny tvar

Rovnica nadkvadriky (1,1) je rovnicou V% v obecnej polohe vzhladom na
pravouhly siradny systém (0; @;, @,, 3, ,). Tito rovnicu uréitou reguldrnou
substiticiou mo#no previest na normélny tvar, ktory obsahuje popri kon-
Stantdch len kvadraty premennych z;. Geometricky — ako si ukazeme —
odpoveds takto transformovanej rovnici nadkvadrika v tzv. stredovej a osovej
polohe, t. j. také, 7e jej stred je v zadiatotnom bode stradnej stistavy a osi
padni do stradnych osi sistavy. Vtedy aj hlavné priemerové roviny st
saradnymi rovinami a hlavné priemerové nadroviny zasa sdradnymi nad-
rovinami sustavy.

a) Transformdcia posunutim zaiatoéného bodu siradnej sustavy do stredu
nadkvadriky. Predpokladajme, Ze A;; == 0. Transformaéné vzorce si potom

A
, 1 ,
Xy = Xy + X,
Ay
A
, 52 ,
Xy = z+Z— X5,
55
A (10,1)
’ 53 ’ ]
Xy = Ty g T
55
‘ A
’ 54 ’
, x4:x4+‘T’-x5,
s
X5 = Ty

Ked tieto porovname s rovnicami (3,1), dostavame rovnicu tvaru (3,2)
]l(ll) — 2kf(12) + k2]‘(22) — O
?
kde do foriem fv, f12 {2 musime vlozit

(lxi) = (.CU;, xé’ x:;: x;» 0’)
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takze dostaneme
7 ’ ’ ’
f(ll) = f(x]’ x2’ x3; x4’ O);

f(lz) — O,
f(zs) . A__ ,
A55

a preto rovnica (1,1) nadkvadriky pri transformécii (10,1) prejde na tvar
Hay, @5, 5, 25) = ana® + 2a,20; + Up3® + 20152125 + 2052575 +

+ gxi® + 20,212 200,257, + 203,050, + Ay ? + A= 0. (10,2)
. 55

b) Transformdcia otodenim siradnej sistavy do hlavnych priemerov. Ked
pouZijeme na rovnicu (10,2) ortogondinu transforméciu tvaru

2, = 0, X; + a, X, + a,X; + a,X,,
» = b, X, + by X, + by X3 + b, Xy,

2

3 = X, + ¢, X, + ¢ X3 + ¢ Xy,
zy = d Xy + dp X, + doX; + d,X,,

8

(10,3)

53

ricom a;, b;, ¢;, d; st smerové kosinusy osi nadkvadrik o dosadeni vzhla-
19 1 L’! £l v ~ A g y Y’ p
dom na uvedenych Sest relécii (7,6) dostaneme

7 < ’ 92 4 9 ’ 'A'
HX) = a;; X3 + aj, X3 + ag X5 + ay X5 + .= Y (10,4)
55

Rovnica (10,2) bez absolttneho é&lena, je kvadratickd forma a této substi-
ttciou (10,3), ktord je ortogonalna, transformuje sa na tvar (10,4), ale vtedy
koeficienty tohto tvaru si koremi sekuldrnej rovnice, ako je z tedrie kvadra-
tickych foriem zname. Rovnica (10,4) nazyva sa normdlna rovnica nadkvadriky
v E,, takZe po uvéazeni predoilého mézeme ju prepisat na tvar
, A
j'lX%'_,_ 3.2X§ + l;,X% 7t /14X.I) +Z“ = 0. (10,5)
55
Podmienkou stredovej nadkvadriky, ako sme videli, je, aby A5 4= 0! Viedy
viak zo vztahov (8,4) je

A55:ll'}*2'13-l4:

takze s ohladom na predchédzajiice dostdvame vysledok, e pre nadkvadriku
so0 stredom v konecne nie je ani jeden koress sekuldrnej rovnice nula, preto nutne
rovnica (10,5) obsahuje 4 kvadratické vijrazy v premennyjch X, .

Vidime, Ze je treba rozoznivat dva hlavné podtypy, a to:

a) A # 0, Ay = 0; tieto si stredové nesinguldrne nadkvadriky so stredom
v komelne

b) A = 0, A5, = 0; toto si singuldrne kvadratické nadplochy so stredom
v koneéne;
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11. Elipsoidicko-elipsoidickd nadkvadrika. Nadgula

Normélna rovnica nadkvadriky (10,5) po vydeleni vyrazom — ﬁi— a po
zavedeni vhodného oznadenia ”
_1_ _ M Ass
R
1 Ads
B 4 11,1
1 AgAss (1L,1)
T4
_1_ o AgAss
dz A
je tvaru
Xp X3 X3 X3 _ .
?4—?{4‘—0‘{""3‘2‘—1—0, (11,2)

ktory nazyvame kanonickiym tvarom.

Predpokladajme, ze vietky vyrazy na pravej strane reldcii (11,1) st kladné.
Ako vidiet z tejto rovnice, to je len tak mozné, Ze sgn 4, = sgn Ay = 8gn A3 =
= sgn },, a pritom je takého znamienka, aby platil uvedeny predpoklad.
Kazdy zo stradnych priestorov (X,, X,, X3), (X;, X5, X,), (X, X5, X,) alebo
(X,, X,, X,) pretina nadkvadriku (11,2) v redlnych elipsoidoch. Aj premiky
Lubovolnymi nadrovinami moiu byt len elipsoidy. Nazveme preto kvadraticki
nadplochu o rovnici (11,2) redinou elipsoidicko-elipsoidickow nadkvadrikou,
struéne (B + E) — nadkvadrika (obr.1). KonStanty a,b,c,d urdia dizky
polosi (E + E) — nadkvadriky. Vidime, Ze popri invariantoch A, A;, ich
hodnoty z4visia od korettov sekularnej rovnice D(4) = 0.

Ked ma sekuldrna rovnica dvojnisobny korefi A, = 4,, potom a =b
a vtedy preniky stradnych nadrovin obsahujicich siradné osi X, X, sa
rota¢né elipsoidy a tak isto aj prieseky nadrovinami s nimi rovnobeznymi.

Ked mé sekulirna rovnica trojnasobny koreft 1, = 4, = 4, potom aj
a = b = ¢ a preniky siradnymi nadrovinami obsahujicimi po dvoch prislusné
osi a tak isto aj prieseky nadrovinami s tymito rovnobeznymi su rotadné
elipsoidy. Nadrovina (X,, X,, X;) a s flou rovnobezne pretinaji nadkvadriku
v gulovych plochdch.

Ked D(A) = 0 m4 $tvorndsobny koren, t. j. ak

11:}*2:13:14=}~: (11,3)
potom pri oznadeni i
A, 1 '
e et (11,4)
prejde (11,1) na tvar '
X3+ X3+ X5+ Xf=1~ ‘ (11,5)

Tato rovnica je rovnica nadplochy gulovo-gulovej alebo ind¢ zvanej hyper-
sféry.
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Konstrukeiu obrysu (¥ + E) — nadkvadriky zostrojime v klinogonalnej
axonometrii, pritom pouzivame rozsirent Pelcovu vetu o ohniskach obrysovych
kriviek rezovych ploch priestormi navzijom rovnobeznymi.!) Tieto plochy
st homotetické a ohniskd ich obrysovych kriviek vypltiuju 2 kuZzelosecky
konfokilne s obrysovou kuzelosetkou nadkvadriky.

UvaZovani nadkvadriku uréime zdruzenymi priemermi 414, BB, C"C, DD,
Pouzitim Chaslesovej kongtrukeie z dlzok 12/ a ('C ako zdruZenych priemerov
ur¢ime ohniska 1F2F tejto kuzefosetky, ktoré st podla Pelcovej vety ohniskami
obrysovej kuzelosecky elipsoidickej rezovej plochy nadroviny (X, X,X;) a nad-

e ——

Obr. 1.

kvadriky. Opakovanim tejto konstrukeie pre 1F2F; DD &o zdruzenych prie-
merov uréime g, 29 — ohniska obrysovej kuzelosetky o nadkvadriky. Na jej
uréenie pouzijeme obrysové priamky valcovej plochy opisanej elipsoidu v nad-
rovine (X,X,X;) v smere osi X,.

12, Elipsoidicko-hyperboloidickd nadkvadrika

Predpokladajme, #e v normélnom tvare (1L,1) je jeden z koeficientov pri
premennych zdporny, t. j. nech kanonicky tvar pri uvedenom oznadent je

Xz X2 Xz .
b—;+7;—721:1. (12,1)

Zakladné siradné nadroviny, a to: (X, X,, X;) prenikd nadplochu dant
rovnicu (12,1) v redlnom elipsoide, nadroviny (X, X,, X,), (X,, X,, X,)

X2
Ty

1) Pozri napr. Hlavaty: Promitani z piimky na rovinu v prostoru étyfrozmérném.
Casopis pro péstovani mat. a fys., Praha, 1923, str. 250—272.
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a (X,, X5, X,) zas v realnych jednodielnych hyperboloidoch. Nazvime preto
nadplochu kvadraticka tejto vlastnosti nadkvadrikou elipsoidicko-hyper-
boloidickou, kratko pisané nadkvadrikouw (E 4 H).

Ay

i
~N

0Od tvah, ked sekuldrna rovnica mé viacndsobné korene (2,3), upustame.
Stvornasobny koreti zrejme neméze mat.

Analogicky ako v predchidzajicej konstrukeii, zostrojime konstrukeiu
obrysu nadkvadriky (E + H) danej zdruZenymi priemermi 4'4; B:B; C'C;
D;D,;. Na obrazci je zostrojené obmedzenie nadkvadriky nadrovinou inci-
dentnou bodom O’, rovnobeznou s priestorom (X, X,X;) (obr. 2.)

13. Hyperboloidicko-hyperboloidickd nadkvadrika prvého druhw

UvaZujme o pripade, ked v normélnom tvare st zo spominanych koeficientov
dva zdporné. Potom prislusny kanonicky tvar je

A1 45 A3 A g (13,1)

Stradné nadroviny (X,, X,, X,) a (X,, X,, X,) prenikaji nadkvadriku (13,1)
v jednodielnych hyperboloidoch. Stiradné nadroviny (X, , X3, X,) a (X, X5, X,)
prenikaji nadplochu vo dvojdielnych hyperboloidoch.
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Obr. 3.
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Na obr. 3 je zostrojenie obrysu (H -+ H)-nadkvadriky danej zdruZenymi
priemermi Al4; B'B; CC;; D;'D;. Priemet obrysu nadkvadriky je hyper-
bola o. Zostrojené s aj rezové hyperboloidické rezy nadrovinami (X,X,Xj),
(X, X, Xy)-

14. Hyperboloidicko-hyperboloidickd nadkvadrika druhého druhbu

Nech st tri zo spominanych koeficientov zaporné. Potom kanonicky tvar
takejto nadkvadriky je

o e RO ... SN ) (14,1)

Stradné nadroviny (X, X,, X,), (X;, X,, X,) a (X,, X, X,) prenikaji nad-
plochu (14,1) vo dvojdielnych hyperboloidoch, stradny priestor (X,, X3, X,)
v imaginirnom elipsoide. Nadkvadriku (14,1) nazveme (H + H) - nadkvadrika
druhého druhuw.

Na obr. 4 zostrojili sme obrysovia kuzelosedku o (H +H )-nadkvadriky danej
zdruZenymi priemermi 44 ; B'B;; C;*C;; D'D;.

15. Imagindrna elipsoidicko-elipsoidickd nadkvadrika

Ako posledny pripad nastane, ked vietky zo spominanych koeficientov su
zaporné; potom méame :

X2 XX XX Xz '
o L= (15,1)

V tomto pripade vietky nadroviny prenikaju nadkvadriku v imagindrnych
elipsoidoch. Hovorime o imaginérnej elipsoidicko-elipsoidickej nadkvadrike.
Ked mé v tomto pripade sekuldrna rovnica $tvorndsobny koreti, analogicky
podla § 11 dostaneme

X} + X3+ X3 + X = (i) (i=y=1
Toto je rovnica imaginarnej hypersféry.
16. Kuzelové nadkvadriky '
Singuldrne nadkvadriky so stredom v koneéne, t. j. spliiujice vztahy
Ay =+ 0, 4 =0, (16,1)

st kuZelové nadkvadriky. Tieto nadkvadriky maju singularitu prvého stupiia —
singularny bod, ktory je stéasne aj stredom nadkvadriky. Ked padne singu-
larny bod do zagdiatoéného bodu stradnej ststavy a pri vhodnom pootodeni
stradnej ststavy (podla odst. 10) dostdvame normdlny tvar

Z'IX% i lng I lng -} A4XE = 0. (16,2)

Nadkvadriky o normalnom tvare (16,2) nazyvame kuzelové nadkvadriky.
Podla toho aké znamienka maji korene sekuldrnej rovnice, po preznadeni
dostavame 3 kanonické tvary:

X‘.l X2 XZ X2
azl_*_b_zz_*_c_;’_a_z‘i:q (16,3a)
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X X3 X2 X3

= S B Y (16,3b)
Xz Xz X2 X2
_?1_{_1)73_{_7;4_(7;:0. (16,3c)

a) Suradné nadroviny (X,, X,, Xy), (X, X, X,) a (X,, X;, X,) prenikaji
uvazovani nadkvadriku (16,3a) v redlnych kuzelovych plochich o vrchole
v zaciatoénom bode suradnej sistavy. Nadrovina (X,, X,, X;) prenikd nad-

Obr. 5. ' Obr. 6.

kvadriku v imagindrnej kuzelovej ploche. Nadroviny rovnobezné s touto
siradnou nadrovinou prenikaji nadkvadriku v realnych elipsoidoch. Nazvime
tuto nadkvadriku preto elipsiodicko-ku¥elovou nadkvadrikou, krdtko redlnou
(B + K)-nadkvadrikou. . .

Na tejto nadkvadrike si vietky druhy rezov nadrovinami, t. j. rezy elipsoidické,
paraboloidické a hyperboloidické. Ich kon$trukéné zostrojenie robim v praci
», K Stovanoaxonometrickd zobrazovacia metéda v E,, ktora vyjde v Sborniku prac
Prirodovedeckej fakulty MU v Brne. V obr. 5 je zostrojena (B + K)-nadkvad-
rika, tym ze sme uréili zdruzenymi priemermi A'4; B'B; ("C elipsoidicky rez
nadrovinou obsahujticou bod S a rovnobe#nou s priestorom (X,X,X,). Bod

=V je vrchol tejto kuZelovej nadkvadriky. Homotetické elipsoidické rezy
priestormi rovnobeznymi s (X,X,X,) majt za priemety kuzelosedky o osiach
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rovnobeznych so spojnicou LF"2F, pri¢om na spojniciach V1F, V2F sa nachddzaji
zas ohniska tychto kuzelosediek!

Spominaniy elipsoidick i rez je podstavnou plochou (B + K)nadkvadriky, aj jej
tvoriace priamky si spojnice vrcholu V s bodmi elipsoidu.

b) Podtyp dany rovnicou (16,3b) je hyperboloidicko-kuelovi nadkvadrika
(obr. 6). Suradné nadroviny pretinaji nadkvadriku v kuzelovych plochich
o vrcholoch v zaciatoénom bode. Podstavnou plochou je JH dany zdruzenymi
priemermi A'4. B'B, (), v nadrovine 1ovnobeZuej s priestorom (X, X,X,);
potom spojnice bodov JH s bodom O — V sd tvoriace priamky (H + K)- na.d
kvadriky.

c) Rovnica (16,3c) reprezentuje imagindrnu (B + K)-nadkvadriku. Kazda
zo suradnych nadrovin prenika ju v imaginarnej kuzelovej ploche.

ITI. Nadkvadrika so stredom v nekoneéne

17. Normdalny tvar

V odst. 9 sme uviedli, Ze tito skupinu kvadratickych nadploch charakteri-
zuje vztah
Ay =0, (17,1)
Potom vSak z rozpisanej sekularnej rovnice a zo sivisu koreftov a koeficientov
vyplyva
Asy = WA Ah = 0.

Nadkvadriky tohto typu maju vlastnost, Ze jeden koren sekularnej rovnice je
nula. Predpokladajme, ze 4, = 0. Pri tejto podmienke transformuje sa rov-
nica V2 (1,1) do stiradnej sdstavy o osiach rovnobeznych s hlavnymi priemermi
nadkvadriky, teda pri ortogondlnej transformacii

Ty = %) + W@ + Az + 4,7,
@y = byw] + byws + byy + by,

Ty = &) + € + €Ty + €y,
xy = dyx) + dow; + dyzy + dy;

(17,3)

na tvar
x4 A + A + 20557 4 209575 + 205525 + ags = 0,

pretoie pri tejto transformacii Sest koeficientov aj, = aj; = a|, = a;3; = a5, =
= a;, = 0 podla (7, 6) a pretoze aj 4, = 0.
Substitucia (17,3) je v8ak ortogonalna, preto dlskrlmxllant kvadratickej
formy je absolitnym invariantom. Tento je
A 0 0 0 aj
0 4 0 0 ay
A=10 0 A 0 aj|= —(a5)2. 4.4 4 (17,5)
0 0 0 0 ay

A
A5 Qo5 Qg5 Qg5 Qg
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a z toho po uvéazeni vysledkov ods. 8 mame

, A l/ A
45 :l: V 111213 :’: 13 ( )
pritom je nevyhnutné predpokladat, ze
I, + 0. (17,7)

Vykonajme teraz transforméciu posunutim pri vhodnej volbe zadiatoéného
bedu stradnej stistavy podla transformaénych vzorcov

o= X, L%, i—1.. 4. (17,8)

v ktorych %x; su stradnice nového, vhodne zvoleného zaédiatotného bodu.
Rovnica (17,4) predo§lou substitiiciou prejde na tvar

M X3+ A XE 4 X5+ aX, + 5‘Xz + X, + 2a4; X, + d= 0, (17,9)

kde
a = 2a;; + 21,2y,
b = 2a; + 22, ,,
¢ = 2aj, + 240,
d= M'xt + A0ad + Al + 2a(%%, + 2050, + 205 %, + 2a4°%y + asg.

Spominant vhodnt volbu zatiatoéného bodu stradnej stustavy (0; X,, X,,
X;, X,) vykondme tak, aby a=b=c¢c=d=0. Z tychto vztahov vsak
vyplyva, Ze novy zaéiatocnyj bod le£i na nadploche (d = 0!), a to v bode, v ktorom
jeden z hlavnijch ‘priemerov pretina nasu kvadraticky varietw. Tento bod je teda
vrcholom nadkvadriky so stredom v mekoneéne. Stradnice vrcholu mozeme vy-
pocitat z uvedenych relacii, a to pomocou koeficientov a; a koeficientov
substiticie (17,3).

Po takto vykonanej volbe zadiatotného bodu stradnej stistavy mozeme
rovnici (17,9) po uvézeni reldcie (17,6) dat kone¢ny tvar

MXT + LXE 4 A, X3 + 2V— 114_)(4 = 0. (17,10)
3

Nadkvadriky, ktorych normélny tvar je (17,10), nazyvame paraboloidické
nadkvadriky. _ .

18. Elipsoidicko-paraboloidickd nadkvadrika

Precyckladajme, Ze koeficienty pri kvadratickych &lenoch v kanonickom
tvare (17,10) st vietky kladné. Potom normélny tvar nadkvadriky pri vhod-
nom preznaceni bude

5

X2 Xz X
AT E TR =0 (18,1)

Preniky ro stradnymi nadrovinami (X,, X,, X,), (X,, X,, X,) a (X,, X,;, X,)
st eliptické paraboloidy. Zvy&n4 stiradnd nadrovina prenika nadplochu (18,1)
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v bode (imag. kuzel), spominanom u wrchole. Nadroviny rovnobeiné so
siradnou nadrovinou (X,, X,, X,;) prenikaji v homotetickych elipsoidoch
(pre X, == 0). V smere osi X, je v tibeznom priestore U, jediny realny bod,

"Xq

Obr. 7. Obr. 8.

v ktorom sa U, dotyka uvazovanej kvadratickej nadplochy. Nadroviny
obsahujice tento bod prenikaju nadkvadriku v eliptickych paraboloidoch,
obecne polozené nadroviny v elipsoidoch. Preto zavedieme pre tito nad-
kvadriku pomenovanie elipsoidicko-paraboloidickd nadkvadrika, krdtl:o (B + P)-
nadkvadrika.

Pri trojnasobnom koreni sekuldrnej rovnice tato nadplocha bude mat prenik
nadrovinami rotatné paraboloidy a gulové plochy. Na obr. 7.je zostrojeny
obrys (E + P)-nadkvadriky. ktorej prenik nadrovinou rovnobeznou s priestorom
(X, X,X,) je elipsoid dany priemermi PP, (C', R'R a dalsi priemer je D'D.,.
D = 0 je vrchol nadkvadriky.

19. H yperboloidickb-pamboloidickd nadkvadrika proého druhu
Jej kanonicky tvar je
Xz Xt

X3 ;
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Nadroviny (X,, X;, X,), (X,, X,, X,), (X, X,, X,) prenikaji nadkvadriku
v eliptickom, resp. v hyperbolickom paraboloide, nadrovina (X, X,X,) v kuze-
Tovej ploche, ktorej vrchol je v zaé. bode stradnej sustavy.

Nadroviny rovnobeiné s podpriestorom (X,X,X,) prenikaju nadkvadriku
v_jednodielnych hyperboloidoch. (Ide o nadroviny, pre ktoré +2X, > 0.)
Hovorime preto o (H + P)-nadkvadrike proého druhu. Toto nam slG#i i na
geometrické zobrazenie nadkvadriky. Na obrazci je zostrojeny jej obrys, ak
si dané zdruzené priemery A'4 : B'B, CAC;, DD, pritom D = 0 je
vrchol nadkvadriky. Vsetky hyperboloidické rezy maji obrysové krivky
hyperboly, ktoré sa z vonkajiej strany dotykaji obrysovej paraboly o (obr. 8).

20. Hyperboloidicko-paraboloidickd nadkvadrika druhého druhu
Jej kanonicky tvar je

2122 4 a9y . (20,1)

Tato nadkvadriku prenikaja saradné priestory v paraboloidoch, resp. kuze-
Tovej ploche, pokial nadroviny rovnobezné s priestorom (X, X,X;). spliiujice
reliciu +2X, > 0, prenikaji nadkvadriku v dvojdielnom hyperboloide. Toto
nam slizi na konitrukciu obrysu nadkvadriky. Bude dand priemermi 414,
B!B;, CAC;, D'D,. Jej konstrukecia je analogicka ako v predchddzajiicom
pripade. '

Tym sme ukonéili triedenie stredovych nadkvadrik zo stanoviska metricke i
geometrie. V dalsom pojednani si povSimnem metrické triedenie nadkvadrik, kto-
rijch stred nie je bod, ale vypliuje uréity stredovy wtvar.

Do redakcie dodané 10. ITI. 1956

K merpuuyeckoit Knaccudmraumm meHTPaJIbHBIX TMNEepKBaapuK B Lk,
Murxam: Capaur

Peswone

Hyers [0; 2y, @y, T3, @, ] NPAMOYIOJABHAS CICTEMA KOOPAMHAT B UeTHIPEXMEPHOM CBILIHIOBOM
npocrpancTse u nycrb xi(e = 1, 2, 3, 4, 5) sBasiorcs 04HOPOAHBIE KOOPAMHATEL TOURH B(2;)
sToro mpocrpancrsa. CieoBatenpro, cootHoureunenm (1,1), npuuém ag ssasores peasin-
HBMA_KOIYOUIMEHTAMA YIOB/ICTBOPAIOLIMMUI PABEHCTRY (i = i JAHA runepkeagpnra V3
B E,. Ecam BBesieM noaxonsutee o6o3nauenne (1,2),(1,5), MosHo TOJIYYHTh ypaBHen e (4,2) ka-
CaTeNbHOM MUNEPIVIOCKOCTH B TOYKe THICPKBAAPIKA I ypaBHenne (6,3) — NOJIAPHOMI THITEep-
ninockoeTn Touru °B(%;) oTHOCHMTeNBHO runepksaapuku. s KOCHHYCOB HalpaB/JIeHHs
(cos &y, cos By, cosy,, cosd,) INTABHLIX AMAMCTPOB UCIOIHEHO cOOTHOWeHHe (7,3), MpIrdé
A Ai(i =1, 2, 3,4) micer MecTO M3BECTHOE XapPaKTePHCTHICCKOE ypaBucnue (7,4).

Coornomenus (9,3) onpenessior KOOPAMHATEHL HeHTpa THOEPKBapanku, rje AA;p MUHOPLL
onpegenntesis A cocTaBIéHHOTO U3 Koaduumentor cootHomenms (1,1).

feau A £ 0 — mo euneprsapduru peeyaapin.

Feau A =0 — mo 2uneprsapduru ocobm.

Ecau Ags % 0, mo euneprsapduri yenmpaavin ¢ YEHMPOM 8 KOHEUHOCINU.

Feau Agy = 0, no Ay =0, (i =1, 2, 3, 4), mo yermpom 6ydem necobemeernas mouka.

Ecau Ag = Agy = Ay = Agy = Ag5=0, mo yenmp neonpedeaén u cunoarsem onpe-

5]

Oeaénnyro yenmpaaviyro Puzypy a usernio, ecaw b’ panee mampuyn cucmesst (9,1) ubh’ =3 —
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MO enmp GHLNOIHAEM YeHMPA.LLHYI0 0Cb, ecau b == 2 — yenmpatbHyio naocKocnth, h =1—
I{eHMPAAbILOE NPOCIPAHCMEO, €CAL MOALEO koapuyuenm ags % 0, mo yewmp Heon pede.aén.
LIpeoGpaszosanmanu (10,1), (10,3) npy TpeanonoKeHun Ags & 0 nosryanm (10,5), HOp-
MaJIBHOC YPaBHEHUC 1CHTPAJIBHOM THIEPKBAIPURA 6 [E,. RaHounyecKast gopma (11,2) onipe-
OTISIOT 24AURCOUOUNECEO-9AAUNCOUUNECEYI0 2UNnePREAOPURY, KOUTYD rortopoiut (vept. 1), ccon
ona jana coMpAKeHHBIMI JInaMeTpamMin ArA4,B1B,C'C, D' 3nacM TIOCTPOUTHL B KOCOYTOJILHOR
AKCOHOMETPHH, TOJIB3YACH PACIIMPCHHOI teopemoit 1lesa. Haauncouduuecko-zunep6oroudu-
weckas rUNCPRBafpuRa (12,1) uzoOpaskéna Ha depresie 2. Ha ueprese 3 nao0paskeHa eunep-
Go.0udunecro-zune pboaoudunecras eunepreadpura I-oeo poda (ypasuenme (13,1)) a na gep-
rore 4 OMATH eunepboaoudunecko-zunepbonoududeckas 2unepreadpura 2-020 poda, (14,1),
Vpasuenuem (15,1) jauna srusasn SNAUNCOUD UNECKO-3LAUNCOUDUNECKASL 2UNePHEAOPURA.

Taa A =0, Ag = 0 noayuaes ronuneckue 2unepeapiuri ¢ mPeAls 608MOHCIbLINU KATLONU
weckusi opmau (16,3a), (16,38), (16,3c) n neppuie e n3obpamdunt Ha wepreskax 9, 6,7,
TPCThSI TCOMETPUSYCTCS KaK TOYKA.

Coorronrerniem (17,10) janma nopyaibiast Gopya  napadoaoudueck ux 2unepkeadpur.
Ranonnueckoit gopmoit  (18,1) nana JAUNCOUDUMECKO-NAPABos0 UOUNECKAS  2UNePREAdpa-
muka (uept. 7), opaoit (19,1) 2unep6oa0uduuecro-napaboronduneckas eunepreadpura 2-020
poda.

B aiblieilieil cTaThe CeacM MCTPHUCCKYIO 1IAccHPURAILNG 11 KOHCTPYRTHBIALIC 0=
CTDOCHIS TUTICPRBANIPITK, yeHMP KOMOPIT GBINO0ICM onpedeaénnyio ueypy.

Zur metrischen Klassifikation der Zentralhyperkvadrik im E,
" Doz. Dr. M. Harant

Zusammenfassung

s sei [0 @y, @3, 5, ¥4] €ine ortogonale Basis im vierdimensionalen euklidischen Raum
und z; (i = 1, 2, 3, 4, 5) seien homogene koordinaten des Punktes B(x;) dieses Raumes.
Dann ist durch die Relation [1, 1] die kvadratische Variete Vi — Hyperkvadrik im £,
gegeben, wobei die realen Koeffizienten a;; die Beziehungen a;; = aj; erfiillen.

Nach Einfiihrung passender Bezeichnungen [1, 2], [1, 5] leiteten wir die Gleichung
[4, 2] der beriihrender Tangentialhyperebene im Punkte der Hyperquadrik ab., und
ebenso [6, 3] die Gleichung der Polarhyperebene sed Punktes °B(°x;) beziiglich der Hy-
perkvadrik. Fiir die Richtungskosinen cos &, cos g, €0s yq. c08 8, der Hauptdurchinesser
ist die Beziehung [7, 3] erfiillt, wobei fiir 4; (¢ = 1, 2, 3, 4) die bekannte Sekulidrgleichung
[7, 4] gilt. Die Relation [9, 3] bestimmen die Koordinanten des Mittelpunktes der Hyper-
kvadrik, wo A Subdeterminanten des Determinanten A4 sind, welcher aus Koeffizienten
der Relation [1, 1] zusammengesetzt ist.

Ist A # 0, dann ist die Hyperkvadrik regulir, ist 4 = 0 dann ist die Hyperkvadrik
singulér.

Ist A, # 0, dann handelt sich min Zentralhyperkvadriken mit dem Mittelpunkt im
Endlichen. )

Ist As; = 0, aber A+ 0 (i = 1, 2, 3, 4), dann ist der Mittelpunkt uneigentlich.

Ist Ay = Ag = Agy = Aj = 0, so ist der Mittelpunkt unbestimmt. Die Mittelpunkte
sind Punkte eines Zentralgebildes, und zwar: ist die Valenz i’der Matrix des Systems
[9,1] & = 3, dann bestimmen die Mittelpunkte die Zentralachse der Hyperkvadrik, ist
sie b’ — 2 bestimmen sie die Zentralebene, bei #” = 1 handelt es sich um einen Zentralraum
und nur wenn der Koeffizient a;; = 0, ist der Mittelpunkt umbestimmt.

_Unter der Voransetzung Ag; # 0, erhalten wir nach Durchfithrung den Transforma-
tionen [10, 1] und [10, 3] eine Normalgleichung der Zentralhyperkvadrik im F,. Die
kanonische Form [11, 2] bestimmt die elipsoidisch-elipsoidische Hyperkvadrik deren
UmriB (Bild 1) wir mit Benutzung des erweiterten Satzes von Pelz in der klinogonalen
Axonometrie konstruieren kénnen, wenn sie durch konjugierte Durchmesser A4, B'B,
C10, DD bestimmt ist. Die elipsoidisch-hyperboloidische Hyperkvadrik [12, 1] ist auf
dem Bilde 2 abgebildet. Auf dem Bilde 3 ist die hyperboloidisch-hyperboloidische Hy-
perkvadrik erster Art mit der Gleichung [13, 1] und auf dem Bilde 4 wieder die hyper-
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boloidisch-hyperboloidische Hyperkvadrik der zweiten Art mit der Gleichung [14, 1]
abgebildet. Die Gleichung [15, 1] bestimmt die immaginire elipsoidisch- elipsoidische
Hyperkvadrik.

Wenn 4 = 0, 4;; = 0 ist, so bekommen wir die Hyperkegel mit den drei moglichen
kanonischen Formen [16, 3a], [16, 3b], [16, 3c] von welchen die beiden ersten auf die
Bilde 5,6 abgebildet sind, die dritte besitzt nur einen realen Punkt.

Der Normalpunkt der paraboloidischen Hyperkvadrik ist durch [17, 10] bestimmt.

Durch die kanonische Form [18, 1] bestimmt die elipsoidisch-paraboloidische Hyper-
kvadrik (Bild 7), die Form [19,1] die hyperboloidisch-paraboloidische Hyperkvadrik
erster Art (Bild 8) und die Relation [20, 1] bestimmt die hyperboloidisch-paraboloidische
Hyperkvadrik zweiter Art.

In der niichsten Abhandlung wollen wir metrische Klassifikation und Konstruktionen
den Hyperkvadriken mit bestimmten Zentralgebilden durchfiihren.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I, FASC. IV-Vi MATHEMATICA 1956

0 kongruenciich na distributivnyeh sviizoch

M. KOLIBTIAR

(Venované akademikovi J. Hroncovi k jeho 75. narodeninéam)

Pod sviizom v celej praci rozumieme distributivny. sviz (oznacdenie S).

Ak si R, R’ rozklady mnoziny M, R < R’ znati, Ze R(R') je zjemnenim
(zékrytom) rozkladu R'(R). Najvidsie spolo¢né zjemnenie a najmensi spoloény
zdkryt rozkladov R, R’ oznatime resp. RAR', RvR. Najvidsie spoloéné’
zjemnenie a najmensi spolo¢ny zdkryt systému {R,},er rozkladov na M ozna-

¢ujeme resp. A R,, V R,. Ak je R rozklad na M a R rozklad na R, rozklad R
yel vel

uréuje prirodzenym sposobom rozklad R’ na M(R' = R). Hovorime, ze R’ je
adkryt rozkladu R vyniteny rozkladom R (pozri [1]). Rozklad R dany kon-
gruenciou na svize S nazyvame vytvorujicim rozkladom na S. Prislus$ny
faktorovy sviiz oznatujeme S/R. Ak z €8, znaéi prvok v S/R, pre ktory
z €% Ak x,, z, € z, piseme z, = 2,(R).

Ak je 4 konvexny podsviiz v §, oznacime .J , (J4) prenik vsetkych idealov
(dualnych idedlov) obsahujicich mnoZinu A. Zrejme z je prvkom idedlu J,
(dudlneho idealu J*) vtedy a len vtedy, ked existuje prvok a € A, pre ktory
< a(x=a). Ak A= {a}(a €8), pouzivame oznadenie J,, J* (hlavny ideal
a hlavny dualny ideal).

Ak st A, B konvexné podsvizy v S, A n B bude znadit mnoZinovy prenik
konvexnych podsvizov A, B; znakom 4 u B oznadime najmensi konvexny
podsviiz obsahujici mnoziny 4, B (prenik vietkych konvexnych podsvézov
obsahujticich obidve mnoziny).

Ak je A konvexny podsviz v S, existuje asponi jeden vytvorujici rozklad
na S s triedou A. Znakom R(A) oznadime najmensi vytvorujtei rozklad na S,
v ktorom sa mnozina A anuluje (zrejme A tvori triedu v B(4)), znakom R(4)
najvidsi vytvorujici rozklad s triedou A. Ak je J idedl v S, si rozklady
R(J), R(J) definované takto (pozri [2]): @ = y(R(J)) vtedy a len vtedy, ked
existuje prvok a € J, pre ktory plati a U 2 =a L y. © = y(R(J)) vtedy a len
vtedy, ked a€8, an(zxny)€J=an(zV y)€J. (Alebo podla [3]
x = y(R(J)), ak pre a €S plati anz €J <an y €J.) V pripade, Ze J je
duélny ideal, definuji sa rozklady R(J), R(J) duslne. Ak je J ideal (dudlny
ideal), nazyvame R(J) mimimdlnym vytvorujicim rozkladom podla idedlw
(dudlneho idealu) J.
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Konvexny podsviz 4 v § nazyvame charakteristickym, ak plati B(4A) = R(A)
(t. j. existuje jediny vytvorujuci rozklad na 8 s triedou 4).

V praci [2] uvazoval G.Ja. AreS§kin o distributivnych svizoch § s naj-
mensim prvkom O, ktoré spliiaji podmienku:

(J) Kazdyj vytvorujict rozklad na S je jednoznaléne wréeny svojim jadrom (. .
prisludngm idedlom ).

V spomenutej praci je dokazani veta (uvedieme ju v inej formulacii):
(A) Nutnd a postalujiica podmienka, aby distributivny sviz s O splial pod-
mienkw (J), je, aby sviz S bol relativne komplementdrny.t)

Pri svojich tvahdch Areskin pouZzil pojem slabo komplementdrneho svizu.
Takto sa nazyva sviz S s najmensim prvkom O, splfajici podmienku: K Tubo-
volnym prvkom z, y € S, x == ¥, existuje taky prvok z€ S, zeplati zn (x ny) =
=0,zn(zVy)+0.

Pozndmka. Lahko vidime, Ze tato podmienka je ekvivalentna s podmienkou
(porovnaj s [3]):

Ak =,y €8, z =+ y, existuje taky prvok z €S8, ze plati bud znx = 0,
2Ny 0, budzna=40,zny=0.

V ods. 2 ukdzeme, zZe nutna a postac¢ujuca podmienka, aby v distributivhom
svize S (pritom nemusi mat prvok O) kazdy vytvorujici rozklad bol jedno-
znacne ur¢eny Iubovolnou zo svojich tried je, aby S bol relativne komplemen-
tarny (veta 2.6). V ods. 1 uvedieme niektoré jednoduché vety o vytvorujucich
rozkladoch na § (napriklad veta 1.5).

1.1. Nech J je idedl v distributiviom svize. Pre vytvorujict rozklad R(J)

plati: R(J) = V R(J,).
— aeJ
Pozndmka. Podobne pre dudlny idedl J plati E(J) = V R(J).

aeJ

Doékaz. Pre kazdy prvok a € J zrejme plati R(J,) = R(J). Z toho vyplyva
V R(J,) < R(J). Obratene, nech x = y(R(J)). Potom existuje prvok a € .J, pre
= e

@e.

ktory platiau x =a vy, t.j. . = y(R(J,)), teda aj x = y(\ R(J,)). Z toho
aed
vyplyva BWJ) s V R(,).
— aed—

1.2. Nech R je vytvorujice rozklad na S. Nech {A.},.; je mnoZina vietkiyjch
tried rozkladuw R. Potom R =\ R(A,).

vel —

Dékaz je zrejmy.

1.3. Nech R je vytvorujiici rozklad na S a R* vytvorujici rozklad na svize
SR = S*. Potom zdkryt rozkladu R, vyniteny rozkladom R*, je vytvorujice
rozklad na S.

Tvrdenie je zrejmé.

1.4. Nech A je trieda vytvorujiceho rozkladu R na svize S. Potom existuje
vytvorujici rozklad R, , ktorého jednow triedou je idedl J , a vytvorujici rozklad R,,
ktorého jednou triedow je dudlny idedl J* a plati R = R, A R,.

Doékaz. Prvky svizu S/R = S* oznadujme =, y, ..., triedu 4 znakom a.
Idedl J; a dualny ideal J* definuji na svize S* vytvorujice rozklady resp.
R¥ = R(J,), R¥ = R(J"). Nech R,, R, st zdkryty rozkladu R, vyntitené roz-

) Pozri aj [3], [5].
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kladmi resp. R¥, R¥. Podla 1.3 si R,, R, vytvorujice rozklady na S a zrejme
R< R A R2 Obratene, nech x = y(R1 A R;). Potom z = y(R,), z = y(R,),
t.j. ¢ =y(RY), 2 = y(R*) VosvazeS*platlpotomaux—auy,anx—any,
z éoho vyplyva T == y (pretoze sviz S* je distributivny), t.j. x = y(R). Z toho
vyplyva R, A R, < R, a teda R = R, A R,.

Nech J je trieda rozkladu R,, obsahujtica mno#inu A. Zrejme J ,CJ. Ak
z €J, plati z < a; v triede A existuje potom prvok a,, pre ktory plati x < a,.
Teda x €., a preto J C.J . Idedl J ; je teda triedou v rozklade R,. Rovnako
sa ukéze, ze J! je triedou v rozklade E,.

Désledky. 1. Nech 4 je konvexny podsviz v S. Potom R(A4)=

= R(J )N R(J"), R(A) = R(J,) A R(J*).

Doékaz. Nech R je lubovolny vytvorujtci rozklad s triedou 4. VyJa.dllme
~podla 1.4 R = R,AR,. Plati E(J )< R, < R(J,), R(JY) < R, < R(JY),
z ¢oho vyplyva R(J )A R(J') < R = < R(J4) A R(J,). Z tohto vztahu Vypl_y va
ihned dané tvrdenie. »

Poznamka. Lahko vidime, Ze z = y(R(4)) vtedy a len vtedy, ak existuji
prvky a, b € 4, pre ktoré plati aux =auy, bnx =0bny (porovnaj [4]).

Z dosledku 1 vyplyva bezprostredne:

2. Ak je v S kazdy ideal a kazdy dudlny ideal charakteristicky, potom kazdy
konvexny podsviz v S je charakteristicky.

Plati teda: V distributivnom svize je kazdy konvexnyj podsviz charakteristickyj
vtedy a len vtedy, ked kaZdy idedl a kaZdy dudlny idedl je charakteristickiyj.

1.5. Veta. Nech S je sviz (véetkych) vytvorujicich rozkladov na S. Sviz 3
je wvytvorenyy minimdlnymi vytvorujicimi rozkladmi podla hlavnijch idedlov
a dudlnych hlavnijch idedlov svizu S.

Dokaz. Veta vyplyva z 1.2, 1.4 a 1.1.

1.6. Nech A je konvexnyj poasviz v S. Nech R je vytvorujici rozklad na A.
Potom existuje takyj vytvorujics rozklad R’ na S, Ze kaZdd trieda rozkladu R je
sticasne triedow v rozklade R'.

Stru¢ne budeme hovorit, Ze vytvorujici rozklad R’ je rozsirenim vytvorujiceho
rozkladu R na sviz S.

Doékaz. Nech {4,},; je mnozZina vSetkych tried rozkladu R. Zosirojme
na svize S vytvorujuci rozklad R' = \ R(4,). Tvrdime, ze R’ je hladanym

yel ™

vytvorujicim rozkladom.

Zrejme sa kazdd trieda 4, rozkladu R anuluje v rozklade R’. Stadi t>caz
dokdzat: 1. Ak x, y € A a x = y(R(4,))*) pre niektoré y € I', potom na sviz> A
plati « = y(R).2. Ak u€A4,2€8 a u = x(R(4,))?) pre niektoré y € I,
potom x € A4.

V pripade 1 existuji prvkya,b€ A, ,prektoréplaticuz =avy,bnz=bny.
Teda vo sviize 4 plati z = y(R R(4,))), a preto x = y(R). V pripade 2 existuju
prvky a, b € A,, pre ktoré plati avw =aua, bnu = bnz. Potom bnu <
Sr=avu, bnu€d avucd, teda v € A.

Désledok. Ak md S ti vlastnosf Ze v S je kaZdy konvexny podsviz charakte-
ristickij, potom tito vlastnost md kazdy konvexny podsviz svizu S.

%) R(Ay) znadi tu vytvorujtci rozklad na S.
%) Tu znaéi R(Ay) vytvorujuci rozklad na A.
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1.7. UkéZeme egte, %e tvrdenie dosledku 1 v 1.4 moZno zovseobecnit.

1.7.1. Nech A, B si konveané podsvizyvSanech AnB + 0. Aka€Ad, be B,
potom v intervale < anb, aUb > existuje prook z€ A n B.

Dékaz. Oznatme anb=wu, aub—=v. Nech z€ A N B. Potom anz€A,
aVUz€Ad, anz<uuz = (evz)n(buz)<auz, teda uuz€Ad. Podobne,
uU2€B. Teda uux€dnB. Rovnako sa ukize: Ak Yy€An B, potom
vNy€An B. Z toho vyplyva, %e z=vn (u U z) €A N B; pritom z € <u, v>.

1.7.2. Nech A, B st konvexné podsvizy v S. Konvexny podsviz AU B sa skladd
2 tyjch a len tijch prokov x € 8, pre ktoré existuji také proky a,, a, € A, by, b, € B,
Ze plati a; < ay, b, < b,, a, N b, < x Sa,Ub,.

Tvrdenie je zrejmé. .

1.7.3. Nech A, B si konvexné podsvizy v S, AnB = @. Potom R(An B)=
= B(4)A R(B), R(AuB) = R(A)VR(B).Y)

Pozndmka. Na jednoduchom priklade ahko vidime, Ze uvedené vztahy
nemusia platit, ak v nich namiesto R piseme R. (V pripade, ze A je ideal
a B dualny ideal, plati podla 1.4 prvy vztah aj pre R; druhy vztah je v tomto
pripade zrejmy.)

Dékaz. Zrejme R(An B)< R(A), R(B) = RIAUu B), teda R(ANB)=<
= R(A) A R(B), R(A)v R(B) < R(4u B).

Ak x = y(R(A)A R(B)), existuji prvky a,, a,€ 4, b,, b, € B, pre ktoré
platiq, Uz =a,uy, a,na = @Ny; bur=b,uy, bnz =b,ny. Z toho vy-
plyva (a, U b)) Uz = (a,U b)) U Y, (@nb)uz=:(a,nb,)Uy. Podla 1.7.1 v inter-
vale <a,nb,,a,ub, > existuje prvok c€ 4 n B. Pretoze ¢ u (a; N by) = ¢, plati
¢Uz = cUy. Rovnako sa ukaze, e existuje prvok d€4n B, pre ktory plati
dnz =dny. Teda x = y(R(An B)). Uhrnom, R(A)A R(B) < R(An B), teda
R(4) A R(B) = R(An B).

K dékazu vztahu R(4uB)< R(A)v R(B) stadi dokazat, ze pre prvky
x, y€ AU B plati = y(R(A4)V R(B)).

Nech teda x, y€ AuB. Podla 1.7.2 existuji také prvky a,€ 4, b, € B,
t=1,234 zeplatia,nb, < T=a,Uby, asnby<y<a,ub, a,<a,, b, < b,,
ay=a,, by<b,. Podla 1.7.1 existuje v intervale <a,na,nb,nb,, (a,n ag) U
U (byn by) > prvok c€ An B. Oznadnie g — @mNnazne, b=bnbync, a’ =
=&mUaUc b =b,ub,uUc. Prvky , y, c lezia v intervale < a n b,a'ub' >;
pritom a,a’€ A, b, b’ € B. Stadi dokézat, ze

anb=a'Ub(R()V R(B)). (1)
Z rovnosti bn (anb) =bna, cu(@nbd)=c=cua (b, ceB) vyplyva
‘anb=a(R(B)). 2)

Z rovnosti ana =anc, cua — cuc(a,ceA) vyplyva

a = c(B(4)). (3)

1) V pripade, %e 4, B st idedly, su tieto vztahy dokdzané v [4].
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Podobne, z rovnosti cnec =cnb’, b’uec =>b"Ub’ vyplyva
¢ =b'(R(B)) @)
a z rovnosti cn b’ =cn (@’ Ub’), a’ Vb =a U (a'Ub’) vyplyva
b’ = a’ U b'(R(A4)). ' (5)

Vztah (1) vyplyva bezprostredne zo vztahov (2) az (5).

2.1. Nech J je idedl v S. Nutnd a postadujica podmienka, aby platilo R(J) ==
= R(J) je, aby sviz S|R(J) = S* bol slabo komplementdirny.

Dékaz. a) Nech S* je slabo komplementérny. Triedu J oznaéme znakom O.
Nech 7,y €S*, % = y. Potom existuje taky prvok a € S* Ze anzny = 0,
an (xuy)4=0. Pre prvky a, z, y €S, patriace do tried a, %, y plati potom
anzny€J,an (v uy)é&t, tedax = y(R(J)). Ztohovyplyva,ze v = y(R(J])) =
v = y(RW), t. j. RJ) = RWJ).

b) Nech R(J) = R(J). Nech z, y€S* & 4y, x € %, y € y. Pretoze x == y(R(J)),
existuje taky prvok a €S, Ze an(zxny)€J, an(xuUy)é&J. Plati potom
an(Zny)=0,an (xuy)=+=0.

2.2. Nech S je relativne komplementarny. Nech J je idedl v S. Potom sviz
S/R(J) = S* je slabo komplementirny.

Dokaz. Nech z, y€8* z=+7y. Potom 2ny<zuUy. Ak zny = 0, aspoii
jeden z prvkov %, ¥ je rozny od O. Nech napr. = 0. Potom plati z n (z n y) =
=0, Fn(@Euy) =% 0.

Nech O < % n 7. Potom existuju prvky w €0, t€xny, v€x VY, pre ktoré
plati u < t < v. Nech z je komplement prvku ¢ v intervale < u, v >. Keby
bolo z = O, platilo by zut =1, t.j.v =z U t€xny, ¢o je spor. Teda z 4= 0.
Plati teraz 2N (Z2Nny)=2n0t=0,Z2n (U y)=2n0v =2 +0. Tym sme do-
kaz ukonéili. :

2.3. V relativne komplementdarnom (distributivnom ) svize kaZdy idedl (dudliny
idedl) je charakteristicky. i

Dékaz. Pre idealy vyplyva tvrdenie z 2.2 a 2.1. Tvrdenie o dudlnych
idedloch vyplyva z duality.

2.4. V relativne komplementdrnom (distributivnom) svize kaZdy konvexny
podsviz je charakteristicksy.

Doékaz. Veta vyplyva z 2.3 a 1.4 (dosledok 2).

2.5. Nech kafdy konveanyj podsviz v S je charakteristicky. Potom 8 je relativne
komplementdrny.

Dokaz. Stac¢i dokazat, 7e kazdy hlavny dudlny idedl v S je relativne
komplementarny. Nech J je hlavny dudlny ideal v S. Podla désledku 1.6
v podsviize J kazdy konvexny podsviz je charakteristicky. Z toho vyplyva,
e v J je splnens podmienka (J), teda podla vety (A) je J relativne komple-
mentarny.

2.6. Veta. Nutnd a postatujica podmienka, aby v (distributivnom) svize S
ka%diyj komvexny podsviz bol charakteristicky je, aby S bol relativne komple-
mentdrny.

Dokaz. Veta vyplyva z 2.4 a 2.5.
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OO0 OTHOUIEHUAX KOHIPYEHUMM B JUCTPUOYTUBHBIX CTPYKTYypax
Mivtair Koanbmap

Pesioae

B uwestoit padore S obosiagaer juerpudyrasuyio crpyrrypy. . A, Apewrun [2] jorasan
cacaylonyo reopemy: (A Ha duempudyniucioic cinpyrmyp ¢S ¢ 1y.aeesiir aaeseimot 6cakoe
omuowenue KoHepyeHii 00Ho3aNo 0N pedeacito  cgous g0poat (m. e. npuinadaencauii
udearom) mozda i moavko moeda, ecau ecmpyrmypa S q46.18emes 0605weHI0 L GY.ACECKOT C PYK-
mypott.

B nacrosueit padore e tpedyercs ¢yueetBoBanite nyjacBoro aaeMenta B S 1m BMCCTO
SULPQ. TIOJIR3YCMES CMCZKHBIM KJIACCOM OTHOIICHHSL KOOTPYeniunr. JloKasniBaceTes cIeyio-
ugas TeopeMas

Ha duempudymusnoic empyrmype S cearoe omiowerue konepyeniiut 001031awHo onpede-
AEHO NPOUSEOABLIBLAL CROUM CMENCHBLM F.1ACCON IMo20A 10 Moavko moeda, ecau S cmpykmypa
¢ omiocumeasnvise donoaitertuaai.t)

ST JIOKABATENBETRA HTOI TCOPEMbE HOJILAYEMEsT TeopeMoii (), nonariesr caado-dono.-
Humeavrote empykmypot, Buejenuniy 1. S1. ApenkunbIM T cJ1e, (VIO JIeMMANMW:

1.4, 1lvers A eMesRHLIT Kiace OTHONICHTTSE ROHrpyeHipin B na (uerpudyTnsuoi) cTpyr-
Type S. Kiace A sisisierest niepeeedenyens wieasta J 4 1t ivadisioro tjeasta J4. [aewores o1-
HomeHNA Rourpyennun Ry, R, ¢ eMemuninti wiaceamn J g, J-1(B 9T0M HOPsiKe), AT ROTO-
puix mmeer mectro R = Ry A R,. (R; ~. R, ofosnauaer obniee nandonbnice yniaorie-
nwe Ry n Ry, Ry v R, mveer aBonceTBenioe suadgeue.)

1.6. Iyers A Bomyriast HogerpyRrypa 8BS, B oTHoneHie KOHrpyeniur Ha crpysrype A.
CyueeTsyer Takoe OTHOWIeHHe Kourpyeiunr B wa crpyrrype S, uT0 BeSIRIIL CMEHHADBIT
RJACC OTHOMICHITST ROUTPYCHTINT B ABISCTC S OTHOBPEMEHHO CMOHRHLIAL RTACCOM OTHOICHITS
KoHrpyeHnnn R7.

CBsI3b € HMOHATHEM ¢Jad0-10N0JHUTCABHON CTPYRTYPLL JTaHa  CJCVIOMMMIT JIeMMAaMIT
(Jlzra umeTpnOyTHBHLIX CTPYRTYDP € HYACBLIM 3/JCMCHTONM DT TCOPEMLE HAXOATCA B MHOM

dopaymrposre B padore [2]. EconJ ipeat crpyrryput S, R(J) (R(J)) 00o3HagacT WaNMeHb-
mee (Ha100MbIIee) OTHONCHIE ROMIPYCHILNT ¢ CMEMKIBIM KTaccoM J):

2.1. Myere J — maeaa crpyrrypot S. R(J) = R(J) torjta 1 101bK0 TOTJIa, CCAA CTPYR-
Typa S/R(J) ciabo-ponomnreasna.

2.2, Hyers S-cTpyRTVpPa ¢ OTHOCHTCILHBIMIL JONOJHCHISMIT, TYyeTh J — HICAT CTPYIR-
typut S. Ctpyrrypa S/R(J) caafo-gonounre iLHa.

B 1. gacrit paloTl JOKABAHLL HEKOTOPLIC TCOPEMBI 00 OTHOMCHININ ROHIPYCHIUA Ha S,
KaK HampuMmep:

1) B gopmyIpoBKe 9TOM TEOpeMbl M HCCKOABKIX JPYIUX TEOPeM 10163YeMCsT HOHTHeM
xaparmepucmuyeckoit euinyraol nodcmpyrmypsi. ITUM PA3YMECTCA BLIIYKIAS TOJCTPY-
KTypa 4, I KOTOPOH MMeeTest TOMBKO 0/IHO OTHOMIeH e KOHTPY eHignin, cojiepskaniec 1 B Ka-
9eCTBC CMEeKHOTO Kiacea.
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CrpyKrypa BceX OTHONICHMHE KOHIpYeHIU Ha S NOPOMKIICHHA MHIMMAIBHLIMI OTHOlIE-
HIAMI KOHI'PYCHIIIT OTPEACTCTHBIMIT IVTABHLIMIL IACATIAMIT 1T J{YATLHLIME TJTABHBIMI HICA-
aamn. (Teopema 1.5.)

Ecimr A, B Buinywisie nojcrpysrypnt 8 S, A n B olosnavacr nepecedeHne A u B,
A U B — MIHHMAJIBITYIO BMHVH'IyIO HOJCTPYKTYPY, cofepikautyio 1w B. Ecanm A n B &
== (J, mmeeM R(4 n B) = R(A) ~ R(B), R(AY B) = R(4) v R(B). (/11 R a1t pasencrna
He BCETJA CTIPABC/LINBLL)

Uber Kongruenzen in distributiven Verbiinden
Milan Kolibiar

Zusammenfassung

In der ganzen Arbeit bedeutet S einen distributiven Verband. G. Ja. Areschkin hat
in [2] folgenden Satz bewiesen:

(A) Im distributiven Verbande S mit Nullelement ist jede Kongruenz durch ihren Kern
(d. h. durch ihr zugehiriges Ideal) dann und nwr dann eindeutiq bestimmit, wenn S relativ
komplemaentdr ist.

In der vorliegenden Arbeit verlangt man nicht die Existenz des Nullelements in §
und statt des Kongruenzkernes benutzt man eine beliebige Klasse der Kongruenz.
Dabei wird folgendﬂl Satz (2.6) bewiesen:

Im distributiven Verbande S wt jede Kongruenz durch jede beleebtge threr Klassen dann
und nur dann eindeutiq bestimmt, wenn S relativ komplementdir ist.)

Zum Bsaweis dieses Satzes benutzt man den Satz (A), sowie den von Areschkin ein-
gefithrten Begriff des schwach komplementédren Verbandes und folgende Hilfsséitze:

1.4. A sei eine Klasse der Kongruenz R.in dem (distributiven) Verbande S. Die Klasse
A ist der Durchschnitt des Ideals.J 4 und des dualen lIdeals.J4. Es existieren die Kongruen-
zen R;, R, mit den Klassen J 4 bezw. J4, so dall R = R, ~ R, gilt. (R, ~ R, bedeutet
die groBte gemeinsame Verfeinerung der Kongruenzen R, R,. R, » R, hat duale Be-
deutung.)

1.6. A sei ein konvexer Unterverband in S, R eine Kongruenz in dem Verbande A.
Dann existiert eine solche Kongruenz R’ in dem Verbande S, da jede Klasse der Kon-
gruenz R zugleich eine Klasse der Kongruenz R’ ist.

Der Zusammenhang mit dem Begriffe des schwach komplementiiren Verbandes ist
durch folgende Hilfsséitze gegeben (Fir distributive Verbinde mit O sind diese Sitze in
einer anderen Formulation in [2] enthalten. Bezeichnet ./ das Ideal in S, bedeutet R(J)
und R(J ) die minimale, bezw. die maximale Kongruenz mit der Klasse J):

2.1. Es sei J das Ideal in S. R(J) = R (J) dann und nur dann, wenn der Verband
S|/R(J) schwach komplementér ist.

2.2. S sei relativ komplementér, .J sei ein Ideal in S. Der Verband S/R(J) ist schwach
komplementir.

Im 1. Teile der Abeit sind einige Sétze itlber Kongruenzen auf S bewiesen, wie z. B.:

Der Verband aller Kongruenzen in S wird durch die zu den Hauptidealen und dualen
Hauptidealen gehérigen minimalen Kongruenzen erzeugt. (1.5. Satz.)

Boazeichnen A und B konvexe Unterverbinde in S, bedeutet 4 n B den Durchschitt
von A, B, A u B den minimalen konvexen Unterverband C, fiir welchen 4 cC, B cC
gilt. Wenn 4 n B # ¢, bekommt man (1.7.3) R(A n B) = R(A) ~ R(B), R(A u B) =
= R(A) v~ R(B). (Fiir R gelten solche Gleichheiten nicht.)

1) In der Formulierung dieses Satzes, sowie einiger anderer Siatze wird der Begriff
des charakteristischen konvexen Unterverbandes verwendet. Man versteht darunter den
konvexen Unterverband 4, zu dem es eine einzige Kongruenz gibt, welche A4 als Klasse
enthalt.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 1, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

Grafovy izomorfizmus multisviizov

Dr. J. JAKUBIK, Kosice

(Venované akademikovi J. Hroncovi k jeho 75.narodenindm)

G. Birkhoffpolozil otdzku, kedy z izomorfizmu grafov svizov S, §’ vyplyva,
te svizy S, S’ st izomorfné (pozri [1], problém 8). Této otazka bola vyriesend
pre distributivne svizy v préci [3] a inou metédou pre modulirne svizy
v praci [4]. Na jej rieSenie je potrebné charakterisovat vietky svizy S,
ktoré su grafove izomorfné s danym svizom 8. Vysledok mézeme formulovat
takto: .

(A) Nutnd a postalujica podmienka, aby diskrétne moduldrne svizy S, S’
boli grafove izomorfné, je: existuji svizy A, B tak, Ze plati S ~A X B (1),
S'~AX B(2) (B je sviz dualny ku svizu B), priom proky xz €8, 2" € §,
ktoré si odpovedaji. v grafovom izomorfizme, zobrazia sa v izomorfizme (1),
resp. (2) na ti isté dvojicu (a,b), a € A, b€ B. -

V nedévno vydanej praci [2] M. Benado zaviedol zaujimavé zovseobecne-
nie pojmu sviiz, ktory nazval multisvizom. Multisviz S mozno definovat ako
diastoéne usporiadani mnozinu (vyhovujicu urditym dodatoénym pod-
mienkam) a zaroveii ako algebraicky systém s dvoma bindrnymioperdciami A, V,
ktoré vak na rozdiel od sviizovych operdcii nemusia byt definované pre
vietky dvojice a, b € § (inak povedané: pre niektor dvojicu a, b€S a Vb,
resp. @ A b moze byt prézdna mnozina) a dalej tieto operacie nemusia byt
jednoznainé. Zaroveii bol v praci [2] uvedeny rad typickych prikladov tias-
totne usporiadanych mnozin, ktoré st multisviizmi a pritom nie si svézmi.
Dolezitym prikladom je $tvorrozmerny priestor, Studovany v Specidlnej
teérii relativity, ktory je uré¢itym prirodzenym spdsobom ¢iastoéne uspo-
riadany.

V tejto poznamke sa skiima grafovy izomorfizmus distributivnych multi-
sviizov. Dokazuje sa, Ze za uréitych predpokladov (ak totizZ aAb, aVb
st neprazdne mnoziny pre kazda dvojicu prvkov a, b € S a podobne pre )
plati pre distributivne multisvéizy tvrdenie analogické k tvrdeniu vety (A);
na prikladoch sa dokazuje, e podobné tvrdenie neplati pre moduldrne multi-
svizy.

255



1.

V tomto odseku pripomenieme pre dplnost zakladné pojmy, tykajice sa
multisvizov (pozri [2]; oznadenia st Giastodne zmenené, najméi preto, aby sa
dosiahla vidsia zhoda s oznadeniami pre ¢iastoéne usporiadané mnoziny, po-
uzivanymi v knihe [1]).

iasto¢ne usporiadand mnozina S je multisvéz, ak 1) pre kazdé dva prvky
a,b €S8 z podmienky c €S, ¢ = a, ¢ = b vyplyva existencia (aspoil jedného)
prvku M €S, M < ¢, pre ktory plati M = a, M = b (3) a ziroveii x € S,
r=M,e=a x=b= x= M4),2)plati podmienka dudlna k podmienke 1).

Mnozinu vetkych prvkov M € 8, ktoré vyhovujui podmienkam (3) a (4),
oznad¢ime a V b; mnozinu v8etkych prvkov m € S, ktoré vyhovuji podmienkam
dudlnym k (3), (4), oznac¢ime a A b. (Vo vieobecnosti moze byt mnozina
a V b, resp. a A b prazdna.)

Pojmy interval a retazec si zname z Ciastoéne wusporiadanych mnozin
(pozri [1]). Retazec r s najmensim prvkom a a s najvidésim b nazyvame maxi-
malnym, ak nie je vlastnou podmnozinou ziadneho retazca »’ s najmensim
prvkom a a s najvacsim prvkom b. Hovorime, Ze multisviz S je diskrétny, ak
kazdy retazec v S, majici najmensi a najvidsi prvok, je konedény. Vsade
v dalsom znaky S, 8" udavaja diskrétne multisviazy. V celom ¢élanku (okrem
jedného miesta, na ktorom je to vyslovne pripomenuté) budeme dalej
predpokladat, Ze skimané multisviizy spliiaji nasledujicu podmienku (P):

P)az,yeS=>axAry==0FaVy.

Ak a, b€ S, a < b a ak neexistuje prvok z, pre ktory by platilo a < z < b,
hovorime, Ze <a, b> je prvointerval. (Vtedy hovorime tiez, ze prvok a je
pokryty prvkom b, alebo ze b pokryva prvok a.)

Multisviz S je modularny, ak plati nasledujica podmienka (¢’) a pod-
mienka (¢”) dualna k podmienke (¢') (malé pismend oznatuji prvky multi-
gvizu S; pozri [2], 4.7.4):

(0') Ak <d, a>, <d, b> st prvointervaly aak M € a Vv b, potom <a, M >,
<b, M > su prvointervaly.

Ak a€x A y,b€xVy, hovorime, Ze prvok y je relativiym komplementom
prvku z v intervale <a, b>. Multisviiz § je distributivny, ak pre kazda trojicu
prvkov a, b, x € S z podmienky a < x < b vyplyva, Ze prvok # méa najviac
jeden relativny komplement v intervale <<a, b> ([2], str. 338).

Kazdy distributivny multisviz je zaroven modularny.

Nech S je modularny multisvéz. Potom plati nasledujice tvrdenie (n’)
a tvrdenie k nemu dualne: .

(v') Ak d€a i b aak <d, b> je prvointerval, potom pre kazdé M €a Vv b
<a, M> je prvointerval. \

Nech d€anb, M€avb. Hovorime, zZe intervaly <d,b>, <a, M>
(v Tubovolnom poradi) st navzajom transponované. Hovorime, Ze intervaly
<a, b>, <c,d> s navzajom projektivne, ak existuju intervaly <a;, b,>,
1=1,...,n, <a, by>=<a,b>, <a,, b,>= <c, d> také, Ze pre
1 =1, ..., n intervaly <a, .. b, ,>, <a;, b,> st navzijom transportované.
(Z predoslého vyplyva: ak intervaly <<a,b>, <<c¢,d> modularneho multi-
svidzu si navzajom projektivne a ak jeden z nich je prvointerval, potom aj
druhy je prvointerval.)
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V dalsom pouzijeme nasledujice dolezité tvrdenia:

(T1) Nech Oy, C,y s maximdlne retazce v moduldrnom multisvize S, majiuce
najmendi prvok a a najuacsi prook b. Potom ditky retazcov C,, Cy s rovnaké
a lw kaZdému proointervalu <a,,b,> retazca O, existuje prvointerval <a,, by>
retazca C, tak, Ze prvointervaly <a,,b,>, <a,, b,> st navzdjom projektivne
(pozri [2], veta 4.5).

(T2) Nech S je moduldrny multisviz, w€a A b.v€a Vvb. Nech <p,, p>
je proointerval obsiaknuty v intervale <w,a> (<b, v>). Potom existuje prvo-
interval < py, p,> obsiahnuty v intervale <b, v> (<u, a>) taky, e intervaly
<Py, P>, <Dy, P> Sl projektivne. (pozri [2], veta 4.3).

Priamy stéin (kardindlny saéin) dvoch multisvizov A, B definujeme ako
v [1], str. 7 (t. j. pomocou Ciastoéného usporiadania dvojic). Lahko sa dokdZe,
#e priamy siéin A X B dvoch multisvizov A, B je multisviz. Pojem izo-
morfizmu pre multisviizy je zrejmy; izomorfizmus multisvizov A, B ozna-
time A ~ B. Hovorime. ze multisviiz S je priamo nerozlozitelny, ak z kazdého
rozkladu na priamy stéin S ~ 4 X B vyplyva, 72 A alebo B obsahuje jediny
prvok. ‘

Dalej zavedieme oznadenia tykajice sa grafového izomorfizmu multi-
svizov. Ak < a.y> je prvointerval multisvizu S, hovorime, ze dvojica
prvkov (z, ) (ktord berieme do tdvahy bez ohladu na poradie) je elemzntdrnz
(strucne: e. dvojica). Nech existuje jednoznacéné zobrazenie multisvizu S
na multisviiz S8’ (ktoré oznatime S —8') také, ze z podmienky @,y €S,
a' Yy €8, w—>a', y—y vyplyva: (z,y) je e. dvojica vtedy a len vtedy,
ked (a', y') je e. dvojica. Potom hovorime, Ze S, 8’ st grafove izomorfné a ze
zobrazenie, ktoré berieme do tvahy, je grafovy izomorfizmus; piteme 8 L 8.
Ak pritom x < y a salasne 2’ <y (¥ < #') hovorime, #%e prvointerval
<a, y> sa pri uvedenom grafovom izomorfizme zachova (prevrati). Vse-
obecnejsie, interval <u,v> sa zachova (prevrati). ak kaidy prvointerval
tohto intervalu sa zachova (prevrati). (Pre zjednodusenie formulécie nie-
ktorych dalsich tvrdeni vyraz <z, x> povazujeme tiez za interval; hovorime
o Hom, Ze sa zaroven zachova i prevrati.)

Napokon poznamenajme: Ak §, 8" st diskrétne modulérne sviizy a ak sviiz S
je priamo nerozlozitelny, potom zo vztahu S8 2 8 podla vety (4) vyplyva,
ze je alebo S ~ S’ (i,), alebo S ~ & (iy). Pritom zobrazenie, ktoré udava
izomorfizmus (i,), resp. (iy), je to isté ako zobrazenie, ktoré uréuje gra-
fovy izomorfizmus S £8".

2.

Ak mepredpokladdame podmienkw (P), potom veta (A) neplati pre distributivne
multisvizy (t.j. neplati, ak v nej viade slovo , sviz" nahradime slovom . multi-
sviz, a namiesto moduldrnosti predpokladdme distributivnost).

Dokaz: multisviizy S, 8’ na obr. 1 si grafove izomorfné, obidva si distribu-
tivne a multisviiz S8 je priamo nerozlozitelny (kedze pocet jeho prvkov je
prvodislo). Dahko sa zisti, Ze multisvizy S, S’ nie st ani izomorfné, ani duilne
izomorfné. Ukontenie dokazu vyplyva z analogickej Gvahy ako v poznamke
na konei ods. 1.

Veta (A) neplati pre moduldrme multisvizy ( spliujice podmienku (P).)

Dokaz. Nech S, resp. §', je multisvéz na obr. 2a, resp. 2b. Zrejme S 4 8,
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pri¢om prvku « € 8 zodpoveds prvok z’ € 8" atd. Multisvizy S, 8’ st modu-

lérne. Kedze multisviz S obsahuje 7 prvkov, je priamo nerozlozitelny. Ak

by platila veta 4 pre modulirne multisvizy, potom by analogicky ako v po-
)

Z

¢
N
<‘

c\‘

Obr. 2a. Obr. 3a.
zndmke na konci odseku 1 zobrazenie S ¢ ' uréujtice grafovy izomorfizmus
muselo ddvat alebo izomorfizmus, alebo dudlny izomorfizmus multisvizov S , 8.

KedZe je viak p < z, p' < 2’ a zéroveds u < &, w' > a’, vznika spor.
Vsade dalej predpokladéme, ze 8, 8" st distributivne multisviizy a ze plati
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S28'. Ak x €S, oznatime obraz prvku z v uvazovanom grafovom izo-
morfizme znakom «’.

Lemma 1. Nech u€ax Ay, vEXVy, nech <u,x>, <u, y> Si prvo-
intervaly, nech x' < w < y'. Potom &' €u' A,y €u' V'

Doékaz. Podla (z') <z, v>, <y, v> si prvointervaly, teda (', v'), (y',v")
st e. dvojice. Ak v' < a’, potom by interval <v", y" > nebol prvointervalom,
teda by (v', y') nebola e. dvojica, ¢o je spor. Musi teda byt ' < v'; podobnym
postupom sa zisti, Ze musi byt v* < y'. Kedze <v',y' >, <u', y' > st prvo-
intervaly, musi byt y’ € ' v »'; podobng sa dokaze ' eu A
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Obr. 3a. Obr. 3b.

Lemma 2. Nech u€x Ay, vE€aVy, nech <z v> <y, v> s prvo-
intervaly, nech ' < v', y' < v'. Potom u’' € ' A\ y'.

Doékaz. Nech st splnené predpoklady lemmy. Ak ' < &', u' < y', je
zrejme ' € ' A y'. Predpokladajme, ze by platilo z" < u'. Ak by zaroven
bolo ' < y’, dostali by sme spor s tvrdenim lemmy 1. Musi teda byt v’ >y’
(pozri obr. 3a; plnymi, resp. ¢iarkovanymi tusetkami si naznalené Pprvo-
intervaly, ktoré sa zachovaji, resp. prevratia). Kedze <2, v'>, <z',u >
st prvointervaly, plati zrejme z’ € u’ A v’. Analogicky (kedZe S je distribu-
tivny multisviz) plati y’ €’ Av'. Nech 2z’ €u’' V' Zrejme je z' %+ .
KedZze 8’ je distributivny multisviiz, podla (z") <v', 2>, <wu',z'> su prvo-
intervaly. Podla lemmy 1 (pri¢om vymenime tlohy multisvizov S, 8') plati
W€y Az vEyYVz (pozri obr. 3b). Prvok y by teda mal v intervale <u, v>
dva rozne relativne komplementy w, z, ¢o je spor s predpokladom o distribu-
tivnosti svizu S. '

Analogicky sa dokdzu tvrdenia dudlne k lemmam 1 a 2.

Lemma 3. Nechw€x Ay, vE€x V y, nech <w, x>, <u, y> si prooinfer-
valy. Potom plati w' < x' (2’ < w') vtedy a len vtedy, ked y' < v (v < y)

Dokaz. Ak ' < v'(v' < '), vyplyva tvrdenie z lemmy 1 (2).

Lemma 4. Nech u€z Ay, v€aVy, nech <w, x> je preointerval. Potom
plati w' < z' vtedy a len viedy, ked y' < v'.
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Doékaz vykoname indukciou vzhladom na dlzku maximalneho retazca medzi
prvkami u, . Nech R je lubovolny takyto retazec. Ak dizka retazca R je 0,
t. j. y = u, = v, tvrdenie je trividlne. Predpokladajme, ze dlzka retazca R
je n > 0. Vyberme v retazci R prvok u,, ktory pokryva wu. Dalej vyberme
2, € xVu, x, < v. Zrejme plati u € u, A . Podla lemmy 3 w; < x; vtedy
alen vtedy, ked w’ << 2'. Pritem <<u,, x,> jeprvointerval. Zrejme je u, € x, A ¥,
v €, V. y. KedZe existuje maximalny retazec s najmensim prvkom %, a najviaé¢sim
y dlzky n — 1, tvrdenie lemmy vyplyva z indukéného predpokladu.

Lemma 5. Nech prvointervaly <u, x>, <y, v> si projektivne. Potom plati
u' < x’ vtedy a len viedy, ked y' < v'.

Dokaz sa vykona indukciou na zaklade lemmy 4. ,

Lemma 6. Nech x < y, nech v = a, < a, < ... < a, = y je maximdalny re-
tazec medzi prokami x, y, nech a; | < a; (a;_{ > a;) prei = 1, ..., n. Potom pre
kaZdy prvointerval <<b,c>, obsiahnuty v intervale <x, y>, plati b < ¢’
(c’ < b').

Dokaz. Zrejme existuje maximalny retazec B medzi prvkami z, y taky,
ze b, c € R. Podla tvrdenia (7'1) prvointerval <b, ¢> je projektivny s nie-
ktorym prvointervalom <a, ,, a,> ; podla lemmy 5 plati teda b’ < ¢’ (¢’ < b').

Lemma 6’. Nech existuje prvok v, € x V y a maximdlne retazce r,, resp. r,,
s najmensim prokom x, resp. y, a najvicsim v, také, Ze kaZdy prvointerval,
obsiahnuty v retazei r, sa zachovd (prevrdti) a zdroven kaZdi prvointerial,
obsiahnutiy v r, sa zachova (prevrdti). Potom pre kaZdé w, € x Ny, v, €xV y
plati: interval <u,, v,>> sa zachovd (prevrdte).

Doékaz. Z predpokladu lemmy a lemmy 6 vyplyva, Ze intervaly <z, v, >,
<y, v;> sa zachovaja (prevratia). Podla lemmy 5 a tvrdenia (7'2) intervaly
<y, x>, <U,, Y>> sa zachovaji (prevratia). Opdatovnym pouzitim lemmy 5
a (7'2) dostavame, ze intervaly <<a, vy>>, <y, v,> sa zachovaju (prevratia).
Z lemmy 6 vyplyva, ze interval <<w,, v,>> sa zachova (prevrati). (Analogicky
sa dokaze dualne tvrdenie.)

Nech 2 € S. Oznatme znakom =2'(z?) mnozinu vSetkych prvkov ye€S,
pre ktoré existuje z € & V ¥y a maximalne retazce r,, resp. r,, s najmensim
prvkom z, resp. ¥, a najviacsim z také, ze kazdy prvointerval, obsiahnuty
v niektorom z tychto retazcov sa zachova (prevrati). Podla lemmy 6’ a lemmy
knej dudlnej vyznam ! (22) sa nezmenti, ak piSeme v definicii tychto symbolov
A namiesto \/. Dalej ak vyslovend podmienka plati pre niektory prvok
2z, €z V y, plati podla lemmy 6 pre kazdy prvok z€ zVv y a lTubovolné
maximaélne retazce medzi z, z, resp. ¥, z. Ak y € x! (y € z?), piseme y = x(R,)
(y = x(R,)). Analogicky definujeme z't, 2’2, R, R; pre multisviz §'.

Lemma 7. Relicia R, (R,) uréuje rozklad mnoZiny S na dizjuktné triedy.

Dokaz. Relacia R, je zrejme reflexivna a symetrickd. Nech z = y(R)),
y = z(R,). Vyberme prvky a, €2V y, a, €y Vz a;€a, Aa,, a; = y. Kedze
as € < y,a,>, a, € <y, a,>, podla lemmy 6 intervaly <a,, a,>, <a,, a,>
sa zachovaju, teda a, = a, (R,). Vyberme prvok a, € a, V a, a prvok a; € z V z,
a; = a,. Podla lemmy 6 existuji maximalne retazce r,, resp. r, s najmensim
prvkom z, resp. y, a najvidsim a; také, Ze vsetky prvointervaly tychto re-
tazcov sa zachovaji. Teda z = z(R,). Postup dokazu pre R, je rovnaky.

Podla predoslého plati dalej: ak x = y(R;), w€x Ay, vE€ExVy, potom
x=u=v(R), © = 1lresp. 2. Teda 2!, x> 40 multisvizy (pri rovnakom,
¢iastoénom usporiadani ako v §). Ozna¢me pismenami R, resp. R,, zarovei
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rozklady mnoziny S uréené reliciami R,, R,.Z toho,Ze pre kazdy prvointerval
<a, b> plati ‘presne jeden zo vztahov a = b(R,), a = b(R,), vyplyva:
R, n R, = 0 (najmensi rozklad), R, U R; = J (najviési rozklad).

Lemma 8. Nech u €z Ay, v€aVy. Potom interval <u, x> sa zachovd
(prevrdti) vtedy a len vtedy, ked interval <y, v> sa zachovd (prevrdii).

Dékaz vyplyva z (T2) a z lemmy 5.

Lemma 9. Nech u <z, u < y, w = z(R,), u = y(R,). Polom v € x \ ¥.

Obr. 4.

Doékaz. Vyberme u, € x A y, u, = w. Podla lemmy 6 u, = u(R,), u, =
— u(R,), teda podla poznimky za lemmou 7 u, = u. Analogicky sa dokaZze
tvrdenie dudlne k lemme 9.

Lemma 10. Rozklady R,, R, si doplnkové [podrobmejSie povedané: ak
x = y(R,), y = z(R,), potom existuje prvok r taky, Ze plati x = r(R,),
r = z(Ry)].

Dokaz (pozri obr.4). Nech a = y(R,), y = 2(B,). Zvolme si prvky
wu€xVy vEyVz Plati 2 =u = y(R,), y = v = 2(R,). Podla lemmy 9
y €u Av. Zvolme si prvok w € u V v. Podla lemmy 8 u = w(R,), w = v(R,).
V multisviize S’ potom plati 2’ < u', w’ < w, 2’ = u'(R)), u' = w'(Ry).
Podla lemmy 9 u’' € 2’ Vw'. Zvolme si p’ € 2’ A w'. Podla lemmy 8 plati
@' = p'(R), p' = w'(R}), teda aj z = p(R,), p = w(R,), p<w. Analogicky
najdeme prvok g, pre ktory platiz = q(R,), ¢ = w(R,), ¢ < w. Podlalemmy 9
w€pV q. Vyberme prvok 7€ p A g. Podla lemmy 8 r = p(R,), r = q(R,).
Uhrnne dostdvame z = r(R,), r = 2(R,). ‘

Lemma 11. Pre kaZdé x, y € S mnofina %' N y? obsahuje jediny prvok.

Dékaz vyplyva bezprostredne z rovnosti B, n R, = 0.

Lemma 12. Nech <u, v> je proointerval, nech a, € x' nu?, a, € x* N v*. Potom
je alebo a, = ay (a to vtedy, ked sa prvointerval <w, v> prevrdti), alebo <a,, ay>
je prvointerval (a to vtedy, ked <u,v> sa zachovd).

Doékaz. Ak sa prvointerval <u, v>> prevrati, potom v = u = a,(R,), teda
podla lemmy 11 @, = a,. Predpokladajme, Ze sa prvointerval <u, v> zachova.
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Zvolme si prvok z, € a, V u. (Pozri obr. 5.) Podla predoglého je z, = u(R,),
teda podla lemmy 9 wew z,. Vyberme prvok z,€z v»; potom je
<2, 2,> prvointerval a plati podla lemmy 8 z, = Z(Ry), v = zy(R,). V multi-
svize S’ musi potom byt 2| €a A z,. Zvolme si prvok a’€a;Vz,. Plati

Z2
// \\
7 ~
7 ~
re ~N
e ~N
P ~
// \\
az // 21 N V
-’
7 \\\
G ~
” ~
i ~
7 ~
P ~
P ~
Va ~
o- i 1w
X d,
Obr. 5

a;=a'(R), a' =2, (R) a <a|. a'> je prvointerval. Je teda aj <a,, a>
prvointerval a plati a; = a(R)), a = 2y R,). Z toho vyplyva a € ' n 2, takse
a = a, a tvrdenie sme dokazali.

Analogicky sa dokéze tvrdenie, ktoré vznikne z predoslej lemmy zamenenim
indexov 1, 2.

Zvolme si pevny prvok 2, €S a oznadme xy=A4, x}=B,S, = A4 x B.
Prvku z€ 8 priradme dvojicu (a,b)€ AX B, pritom a€zlnz, be zin 2.
Nech (a, b) je Tubovolny prvok mnoziny S, . Skiimame prvok z€ a2 n bt; zrejme
v uvazovanom zobrazent plati z — (a, b). Z toho vyplyva, Ze opisané zobraze-
nie je zobrazenim munoziny § na mnozinu S, ; Tahko sa dalej dokaze (z pod-
mienky R, n R, = @), e zobrazenie je jedno-jednoznacné.

Lemma 13. Nech <u, v> je proointerval, uw — (a,, b)), v — (a,, by). Potom
prvok (ay,, by) je pokryty prokom (as, by) v multisviize S, .

Dokaz. Predpokladajme, ze prvointerval <w,v> sa zachovid. Potom

= u = by(R,). teda b, = b,. Dalej podla lemmy 12 <a,,a,> je prvointerval,
teda prvok (a,, b,) je pokryty prvkom (a,, b,) v multisviize S,. Ak sa prvo-
interval <u, v> prevrati, je dokaz podobny.

Désledok. Ak u — (a,, b)), v — (as, by), u < v, plati (a,, b)) < (ay,b,).

Lemma 14. Nech w — (a,,b,), v — (@,. b,), nech prvok (ay,b,) je pokryty
prokom (ay, by). Potom prvok v pokrijva w.

Dékaz. Predpokladajme napr., ze b, = b, a Ze prvok a, je pokryty prvkom U,
(v druhom pripade je postup analogicky). Kedze u€b] na?, v€b! A a2, tvrde-
nie vyplyva z lemmy 12. \ '

Désledok. 4k u — (a,, b,). v —> (az, by). (a;, b)) < (ay, by), potom u < v.

Z lemmmy 13 a 14 vyplyva:

Lemmma 15. Opisané zobrazenie multisvizu S na S, je izomorfizmus.

Je teda S ~A4 x B. Kedze pre multisviiz S’ mozeme previest rovnaka

tvahu, plati S ~ A4’ x B’. Podla predoslého je viak A’ ~ A, B ~ B,
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pritom tieto izomorfizmy si dané priradenim (vyplyvajicim z grafového
izomorfizmu svizov 8, 8') @' —a, b’ —b. Je teda 8" ~ AXB.

Veta 1. Nech S, S’ sii diskrétne distributivne multisvizy, v ktorjch plati pod-
mienka (P). Nuind a postalujica podmienka pre existenciw grafového 1zo-
morfizmu S L8 je: existujit multisvizy A, B tak, Ze plati S ~ A X B,
S ~ Ax B, pricom proky x €8, o' €8, ktoré si zodpovedaji. v grafovom 120~
morfizme, zobrazia_sa v.obidvoch izomor fizmoch na ti isti dvojicu (a,b),a € A,
beB. ' :

Dokaz. Nutnost podmienky sme dokdzali v predoslom. Ddkaz toho, Ze
podmienka je postatujica, je jednoduchy a moéze sa vykonat rovnakym po-
stupom ako pre sviizy (pozri [3]).

Veta 2. Nech S je koneén i distributivny multisviz, v ktorom plati podmienka (P).
Nutnd a postadujica podmienka, aby pre kaZdy konetny distributivny multi-
svaz S’ sphiujuci podmienkw (P) zo vztahu S £ 8" vyplyvalo, Ze multisvazy S, 8
st izomorfné, je: kafdy nerozloZitelny priamy faktor multisvizu S je samo-
dudlny.

Dokaz. Koneény multisviz S (a rovnako S') mozno rozlozit na priamy
st¢in nerozlozitelnyeh faktorov. Podla [5] tieto rozklady st jednoznagné.
Dalsi postup dokazu je rovnaky ako v [3].
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O rpadgmueckoM u3omMopdusMe MyJITHCTPYKTYP
Aryounr fn, Roume

I'. Bupxrod uocrasin Boipoc ([1], npoGaema 8) HafiTh yCJIOBUSE, NIPH KOTOPHIX I3 H30-
Mopduama rpados cTpyKTyp S, S’ BeiTeKaer, 9to cTPYKRTYPH S, S’ n30MopHLL. ITOT BOLUPOC
peren j71s1 MCTpAOYTHBALIX CTPYKTYP B CTaThe [3] o 15t MOy IAPHBIX cTPYKTYP B [4]. 1lpm
3TOM HA[0 XapAKTePM30BaTh BCE CTPYRTYpoI 87, rpadnl KOTOPHIX M30MOPQHEI ¢ rpadom nan-
HOlT cTpyKTYpH S. Pesyiabrat MOKHO GopMYyJIIPOBATh KAK CIIE/LyCT: Ilyers S u 8 — mo-
RyJspuLie CTPYRTYPLI, B KOTOPLIX BCe OTpaluyeHHLIC Ienn KoHeunbl. Torja myeer MecTo
yreepurenue (A): HeoOxoanmvoe W pocraroynoe ycjlopue JIs nzomopdnara rpadgos CTPyK-
yp S n 8 caenyomee: S ~ AXB (1), 8" ~ AXB (2) (B — nmonyynopsjodenioe MHO-
MeCTBO, Jyanbhoc K B) m eciur ajementit z €5, af € S’ CcOOTBETCTBYIOT OJMH JIPYroMy
B rpadiaeckom nzoMopdiame, Torna B maoMopdramMax (1) m (2) mmeror Kar 06pa3 TY camymo
napy (a, 68),a € A,b € B. o

Tenepb MBI HCCACTYCM CAYUAM, ROIJQ S u S’ — MyJTHCTPYKTYPDI, B KOTOPBIX BCC OrPaHH-
YeHHBI® Meni KOHCYHLI. J[ORARLIBAIOTCA VTBCPHK/ICHUAL
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1. Teopema (A) umeer mecro, ecan S u.S" — MUCTPUOYTHBHEIE MYJITHCTPYKTYPHI.

2. Ecim 8, 8" — nnerpuGyrusnsie MYJITHCTPYKTYPLL B eC/IM JIA BeeX z, y €S, 2/, y’ € §”
TAYyFdFa vy &' Ay £04a' vy (3) rorma Teopema (A4) cnpasejinBa.

3. Ecm S, 8 — nopynspusie CTPYKTYPH, JUIfl KOTOPBIX BEIOJHACTCS (3), Teopema (A)
He HMeeT MeCTo.

L’isomorphisme des graphes des multistructures
Jan Jakubik, Kogice

'G. Birkhoff a posé la question ([1], Problem 8) de trouver les conditions, pourque, si
les graphes des structures S, S’ sont isomorphes, les structures S et S’ soient, elles-aussi,
isomorphes. Cette question a été résolu dans [3] pour les structures distributives et
dans [4] (avec une autre méthode) pour les structures modulaires. Pour sa résolution il faut
caractériser toutes les structures S’, dont les graphes sont isomorphes avec le graphe
d’une structure donnée S. Le résultat peut été formulé comme suit :

(A) La condition nécessaire et suffisante pourque les graphes de deux structures
discrétes (c’est — a — dire telles dont toutes les chaines bornées sont de longueur finie)

et modulaires soient isomorphes, est: S ~ 4 x B (1), 8" ~ A X B (2) (B est la structure
dual de B) et, si des éléments z € S, &' € 8’ correspondent 1'un a ’autre dans I'isomorphis-
me des graphes de .S, §’, alors, dans les isomorphismes (1) et (2) ces éléments ont pour
I'image la méme couple (a, b), @ € 4, b € B.

Nous considérons maintenant le cas ou S et S’ sont multistructures ([2]) modulaires
resp. distributives. Les résultats sont suivants:

1. Sinous replacons dans le théoreme (A)les mots ,,structures discrétes et modulaires:
par ,multistructures discrétes et distributives*, le théoreme ne reste pas vrai.

2. Si nous supposons que les multistructures S et S’ sont des ensembles filtrants, le
théoreme (A) reste vrai pour les multistructures discrétes et distributives.

3. Le théoreme (A) ne reste pas vrai si S et S’ sont des multistructures discrétes,
modulaires et filtrantes.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I, FASC. IV-VI MATHEMATICA 1956

0 niektoryeh vztahoch medzi integralmi
navzajom adjungovanych lineirnyeh diferencidlnych rovnie
tretiche radu a o jednom okrajovom probléme

Dr. M. GREGUS

(Venované k 75. narodeninam prof. dr. J. Hronca)

Praca je rozdelena na dve dasti. V prvej asti si opisané niektoré vzajomné
vztahy medzi integralmi diferencidlnej rovnice -

y'+ 24y + (4" +b)y =0 (a)
a integralmi diferencidlnej rovnice k nej adjungovanej
y' + 24y + (4" —b)y = 0. (b)

V druhej ¢asti je rozrieseny uréity okrajovy problém tykajuci sa integralov
diferencidlnej rovnice (a) toho druhu, Ze k uréitej postupnosti hodnét para-
metra A existuje postupnost systémov funkeii tej vlastnosti, ze kazda funkecia
zo systému je integralom diferencidlnej rovnice (a) a pritom- splita, urdité
okrajové podmienky. Problém je rozrieseny na zaklade vysledkov odseku I
a na zaklade zndmych uz okrajovych tloh [1].

I.

Uvazujme o diferencidlnej rovnici (a). O koeficientoch 4, A’, b predpokla-~
dajme: .

Nech A(z) > o2, (0*konstanta), A'(x), b(x) > 0 st spojité funkeie z € (— oo, o).
Nech b(z) sa nerovnd nule v Ziadnom ¢iastoénom intervale z intervalu
(— o0, o0). '

Pre integraly diferencidlnej rovnice (a) plati tzv. integrdlna identita

z
: y.y — é—y’2+Ay2+fby2dx:konét., (1)
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kde a € (—oo, oo0) je pevné &islo. Integrialna identita pre integraly diferen-
cidlnej rovnice (b) je tvaru

'z
yyl/ - _;_ ylz _|_ Ay2 = fbyz dz = konst. (2)

Je zname [2], Ze z kaZdého bodu a na ¢iselnej osi vychadza zvizok integralov
diferencialnej rovnice (a), ktoré mozeme pisat v tvare y = ¢,y, + c,y,, kde
Y1, Y, s integraly diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti y,(a) = yi(a) = 0,
Ys(a) = yi(a) = 0, pritom integraly zvizku pre x > a osciluji a vyhovuja
diferencidlnej rovnici druhého radu tvaru

1,7 24 o’
[;;?/]—F[m +m y =0, (c)

kde w je integralom diferencialnej rovnice (b) s dvojnasobnym nulovym bodom
v bode a, ktory nemd napravo od e ziadny nulovy bod, ¢o vyplyva z integralnej
identity (2).})

Samoadjungovand diferencidlna rovnica tretieho radu je tvaru

Y+ 24y + A’y = o. (@)

G. Sansone [3] dokazal tzv. porovnavaciu vetu. Uvedieme ju v Specialnom
zneni pre porovnavanie rovnic (a) a (d).

Nech 4'(x) a b(x) = 0 st spojité funkcie z € << a, b >. Nech y(x) je inte-
gralom diferencialnej rovnice (a), ktory spliia v &isle @ podmienku

y(@) . y"(@) — 5 o) + Ala) . y2(a) < 0. (3)

Nech a < x < < b. Nech z(z) je integralom diferencidlnej rovnice (d),
ktory ma v éislach «, f dvojnisobné nulové body nasledujice za sebou.
Potom y(x) ma v («, #) asponi jeden nulovy bod.

Porovnavacia veta plati aj v pozmenenom tvare. Namiesto b(x) = 0 pred-
pokladajme b(z) <0 pre z€ < a,b > a nech y(z) spliia podmienku (3)

- v &isle b. Vsetky ostatné predpoklady nech ostanii nezmenené. Tvrdenie naSe]
vety plati aj za takto pozmenenych predpokladov. Dokaz takto pozmenenej
porovnavacej vety je totoiny s gékazom povodnej vety.

G. Mammana [4] dokazal tato vetu:

Nech u(z), v(x) st dva nezavislé integraly diferencialnej rovnice

‘ 1
w4 §Au = 0. (e)
Potom %2, v%, u . v tvoria fundamentalny systém diferencidlnej rovnice (d).

1) Podobné zviizky vytvéraju integraly diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti y’ (a) = 0
alebo y” (@) = 0. Ale tieto zvidzky nemusia oscilovat pre x > a. V préci [2] je tvrdenid
vo vete 6 vztahujuce sa na tieto zvizky nespriavne.
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7 tejto vety vyplyva, Ze kazdy jednoduchy nulovy bod integralu « je dvoj-
nasobnym nulovym bodom u2, t. j. integralu diferenciilnej rovnice (d).

Veta 1: Integrdal w(x) diferencidlnej rovnice (b) s dvojndsobngm nulovym
bodom v &isle a osciluje nalavo od a.

Dokaz: Nech u(z) je l'ubovolnym integralom diferencidlnej rovnice (e).
u(x) zrejme osciluje v celom intervale (—oo, o0), nakolko A(x) > ¢* pre
& € (— oo, 0o). Nakolko b(x) = 0 podla predpokladu, je preto —b(z) = 0 pre
& € (— oo, 0o) . w(x) spliia v ¢isle a podmienku (3), a teda osciluje pre x < a,
nakolko medzi kazdymi dvoma nulovymi bodmi u* existuje aspon jeden
nulovy bod integralu w(xz). Tym sme vetu dokazali.

Veta 2: Nutnow a postatujicou podmienkou pre to, aby niektory integral
diferencidlnej rovnice (a), s dvojndsobnym nulovym bodom malavo od a, pre-
chddzal bodom a, je, aby jeho dvojndsobny nulovy bod leZal v mieste niektorého
nulového bodu integrdlu w(x) diferencidlnej rovnice (b), ktory md v isle @ dvoj-
‘ndsobnyj nulovy bod.

Doékaz: 1. Nutnd podmienka.

Nech y() je integrdlom diferenciilnej rovnice (a), ktory prechadza bodom «
a mé dvojnisobny nulovy bod v bode z < a.

Nakolko patri do zviizku v bode @, mdzeme ho pisat v tvare y = ¢,y + Co¥s,
kde y,(¢) = yi(a) = 0, ys(a) = ys(a) = 0. '

V bode z < a ma byt:

(%) + cayp(®) = 0,

e y1(®) + coys(x) = 0.

Existencia takych c,, ¢, roznych od nuly, aby posledné dve rovnice boli
splnené pre < a, vyzaduje, aby v tych dislach z bolo:

!i?/l(x)a Ya(®) | 0
yi(@), yx(2)|

Ale je zname [4], Ze tento determinant je rieSenim rovnice (b), ktoré ma
v &sle a dvojnasobny nulovy bod a ktoré podla vety 1 osciluje nalavo od
disla @. Teda ak y(z) ma dvojnisobny nulovy bod nalavo od a, tak ho ma
prave v mieste niektorého nulového bodu integralu w(zx).

2. Postadujica podmienka.

Ukazme, %e z kazdého nulového bodu w integralu w(x) vychddza integral
diferencidlnej rovnice (a) s dvojnasobnym nulovym bodom v bode z, ktory
prechddza bodom a.

Vskutku, nech # je Tubovolny nulovy bod integrdlu w(z) nalavo od a.
Potom integral y diferencidlnej rovnice (a) s dvojnasobnym nulovym bodom
v bode Z moZeme pisat v tvare:

Y = 1Yy + Co¥Yp + CsYs;

kde ¥y, s, ¥s je fundamentélny systém rieSeni diferenciadlnej rovnice (a)
vlastnosti: -

wla) = yi@) = 0,  ysla) = ¥ala) =0,  yi@) = yi(a) =0

a ¢, ¢y, ¢; st kontanty, ktoré treba vhodne volit.
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Ma byt:
€1Y1(%) + Coyx(T) + CsYs(x) = 0
Y1) + cya(x) + cays(x) = 0
Y1 (®) + coya(®) + cays() = k =+ 0.

Z toho pre ¢, c,, ¢y vyplyva, zZe

¥1(2) ya(2)
k| yi(2) ya()

Yo ) ys(%)
k| ys(@) ys(x)

Y1(%) ya()
—k| yi(z) y5(®)

Cp = €3 =

Wz T W (z) : Wz)
kde W(x) je wronskianom fundamentalneho systému diferencialnej rovnice (a).
. | %(®) Y x)
Ale ¢; = 0, pretoze 1) ‘ =w(x) = 0 podla predpok]adu Preto y(x),
Y1

ktory ma v bode z dvo;nasobny nulovy bod, je tvaru y = ¢, Jl + ¢Y., a teda
prechidza bodom a.

Veta 3: Nutnou a postalujicou podmienkou pre to, aby inlegrdl y(x) diferen-
cidlnej rovnice (a), ktory v miektorom bode < a spinia podmzenku y(r) =
= y"(x) = 0, prechddzal bodom a, je, aby x bol nulovym bodom w'(x), t.7.
derivdcie integrdalu w(x) diferencidlnej rovnice (b) s dvojndsobniym nulovym
bodom v bode a.

Dékaz: 1. Nutnd podmienka.

Nech y(z) je integrdlom diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti y(a) = 0,
y(x) = y"(x) = 0, kde Z < a. Z vlastnosti y(a) = 0 vyplyva, Ze patri do
zvizku v bode a, teda ho mézeme pisat v tvare y = ¢,%, + ¢,¥,, pritom ¢, ¢,
treba uréit tak, aby

Y1) + CYp(%) = 0
& Yi(T) + cyy5(x) = 0.

Ale posledné dve rovnice maji len vtedy riefenie rézne od nuly, ak je

w) yz (%) |
"/1 x i

t. j. ak w'(z) = 0. Teda 2 musi byt nulovym bodom derivacie integralu w(z).
- 2. Postadujica podmienka.

Nech # < a je Iubovolnym nulovym bodom derivacie integralu w(x). Potom
integral y(x) diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti y(z) = y"(z) = 0 je tvaru
Y = 1Y + C1Ys + C3Ys, kde y,, ¥, y; je fundamentalny systém ako vo vete 2
a konstanty c,, ¢,, ¢, treba volit tak, aby bolo

G Y1(®) + CYe(T) + c3ys(x) = 0
Y1) + cy5(®) + c3ys(x) = k =+ 0
6,9 (Z) + co¥s(T) + cgys(w) = 0.
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Z toho pre ¢,, ¢,, ¢ vychadza

Yo Y3 Y1 Ys | Y1 Yo
o — —klv93] _klyiys o, —kluie
1 Wz) ? W(z) ° & W)

#i() y,()
(@) ye(x)

Podobnym spdsobom, ako vety 2 a 3, mézeme dokdzat nasledujicu vetu:

Veta 4: Nutnou a postatujiicou podmienkou pre to, aby integral y(x) diferen-
cidlnej rovnice (a), ktory pre @ < a splia podmienku y'(¥) = y'(x) = 0, pre-
chddzal bodom a, je, aby x bol nulovim bodom funkcie w* 4 24w, kde w je
integralom diferencidlnej rovnice (b) s dvojndsobnijm nulovijm bodom v bode a.

Poznamka 1: Vetu 2 mézeme pozmenit v tom smere, ze z kazdého nulového
bodu # > @ integralu y, diferencialnej rovnice (a), ktory ma v &isle a dvoj-
nésobny nulovy bod, vychidza jeden a len jeden integral diferencialnej rov-
nice (b) s dvojnasobnym nulovym bodom v bode %, ktory prechidza bodom a.
Podobnym spésobom moézeme pozmenit aj vety 3 a 4.

Ale ¢, = 0, pretoze

= w'(x) = 0. Teda y(x) prechadza bodom a.

1.

0 koeficientoch diferencidlnej rovnice (a) predpokladajme:

1. Nech A = Az, ) > 0, (% Az, 2), b(x, =0 si spojitymi funkeiam

premennejx € (—oo, 00) a A€ (A, Ay).

2. Nech A(w, 3) je rasticou funwkciow parametra A€ (Ay, A;) pri kaZdom

x € (—oo, o) a mech lim A(x, 1) = +oco pri kaZdom x € (—oo, o). Nech sa
J=> Ay .
edte b(x, A) nerovnd nule v Ziadnom Ciastotnom intervale pre x € (— oo, o0).

V praci [1] sme dokéazali nasledujici okrajovy problém:

O koeficientoch diferencidlnej rovnice (a) nech platia predpoklady 1, 2 tohto
odseku. Nech @ < b € (— oo, oo) pevné &isla. Potom existuje nekone¢ne mnoho
hodnot parametra A € (A, Ay): Aw Ayiys Augas « oy Apips -+ -, KU ktorym patri
postupnost funkecii: ¥,, Yur1s Yures - o Yvips ++ - €] vlastnosti, Ze Y,i, =
= y(x, 4,.,) je integralom diferencidlnej rovnice (a), ktory spiiia okrajove
podmienky :

3/((1, )"n'+p) = y,(a> A 'y-p) = ?/(b, Al’er) =0

a ma v intervale (a, b) prave » -~ p nulovych bodov.

Ak predpokladéme b(z, 1) < 0 namiesto b(x, A) = 0, potom veta plati pre
pripad a > b. '

Pozniamka 2: Ak s splnené predpoklady 1,2 tohto odseku a pritom
a > b, potom uvedena veta plati pre diferencidlnu rovnicu (b), pretoze je
—b(z, 1) < 0.

Pomocou tejto vety a vety 2 odseku I dokézeme nasledujicu vetu:

Veta 5: Nech koeficienty diferencidlnej rovnice (a) spliaji predpoklady
1, 2 tohto odseku. Nech a < b € (—oo, co) pevné Cisla.
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Potom existuje nekoneéne mnoho hodnét parametra A € (A, A,):

Ds Dyits enos s e ,

kw ktorym patri postupmost systémov funkcii:

(Ho1s Umps: =« o Yooir)s (Wrgaae Yoiiigs = -5 Undawan)s «» ¢

v ey (y’f-p.ly yv+p.2’ v ey ym+p.v+p i—l), QG

takych, Ze Yyipy1 = Y1(2, A,y)) je integrdalom diferencidlnej rovmice (a), ktory
sphia okrajové podmienky:

yl(a'r lv+p) = y;(a7 lvv-f—p) = .y](b’ }W+p) =0
a dalej

yv oot = yi(x: A‘l’—{-p)) 7’ = 2: 37 LEOR ) v + p + 1’

je integralom diferencidlnej rovnice (a) vlastnosti y,(b, A,.,) = 0 a y,(x, 4,.,)
md v (@, b) prdve jeden dvojndsobny nulovy bod.

Doékaz: Za predpokladov 1,2 tohto odseku z poznamky 2 vyplyva, zZe
existuje nekoneéne mnoho hodnét parametra 1€ (A, A,) : 4,, Appy, ..,
Avip, - - -, Ku ktorym patri postupnost funkeii: w,, w,y, ..., w,,,, ... takych,
Ze w,,, = w(z, A,;,) je integralom diferencidlnej rovnice (b), ktory spliia
okrajové podmienky

w(a, Ayyp) = w(b, A,4,) = w'(b, A1yp) = 0

a ma v intervale (@, b) prave » + p nulovych bodov.

Podla vety 2 odseku I z kazdého nulového bodu integrilu w(z, 4,,,) vy-
chddza prave jeden (okrem linedrnej zdvislosti) integral diferencidlnej rov-
nice (a) s dvojnasobnym nulovym bodom v tomto bode, ktory sa anuluje v b.
Ak si oznad¢ime integraly vychadzajice z nulovych bodov integralu w(zx, 4,.4,):

(y'l'+p.1 > Yvip2s e Yo tp, v 1—p-|~])a

dostaneme Ziadany systém funkeii patriaci k parametru 4,,,. Tym sme vetu
dokazali.
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O HEKOTOPHIX COOTHOINEHMAX MEMKJY MHTerpajaMy B3aMMHO
CONPAMKEHHBIX JUHENHBIX A depeHnualbHbIX ypaBHEHMIA TPETHEro
OpAKa M 00 ONHO KpaeBoii mpodJieme

Munxann 'perym

Pabora pasjieiieta Ha jise 4acTu. B rlepnoﬁ YacTH TOBOPUTCSI O HCROTOPLIX COOTHONICHMAX
MeJIy pelieHimsiMu ,'ll’l(I)(I)(‘pCHTIﬂa.T[I)}IOI‘O YpaBHeHUsI

y" 4+ 24y + (47 +b)y=0 " (a)
n permenuszt juihdepeniiaibHoro ypasHenis
Y+ 24y + (A’ —b)y =0, (b)

cOnpsKEeHHOTo ¢ ypasuenwex (a). Tlpnrom npeanomaraeres, uto A(x) > g%, A’(x), blzx) =
= 0 menpephBHbIC QyHRIME A & € (—o0, o). :

PesynbraThl HAXOAATCA B CJIeAyIOMel Teopeme:

HeoOXO0UMBIM I JOCTATOUHLIM YCJOBMEM JUIS TOT0, 4To0bl pemenne y(x) puddepennn-
asIpHOTO ypaBHeHust (a), ob6Iafaioniee HEKOTOPHIM U3 CJICILYIOIMX CBORCTB

1. y(z) = ¢'(x) =0,

2. y(;) = y’(z) = 0, wm

3. y'(w) =y’ () =0, rme z<a,
IPOXOMIAIIO TOUKOH @, ABIsETCA T0, 4TOOBl TOUKA T OhIa HyJeBO# TouKOH QyHKUME

1. w(x), ann

2. w'(x), mim

3. w’(x) + 24 (x) w(x),
rjie w(®) SBIACTCH PCHICHICM auddepennuanbHOro ypasHeuns (b) ¢ AByXKpaTHOR HyJieBoi
TOYKOM B TOUKE a.

IBI MPYTOil HacTH paspenicHa cirejylomas Kpaesast npobiema:

yeTh

)

1. A=A(x, 1) >0, A" = «é;A(m, A), b(x,A) =0 mnenpepnBubie ¢ynxkimn s x €
€ (—o0, 00) 1 A€ (A, Ay).

2. A(x, 1) pospacraomias QyHKUMs mapaMerpa A € (A, 4,) m uyers lim A(z, 1) = +oo

N A1,

VIS RasKAoro x € (—oo, 00). Ilyerh jmasiee b(x,A) He paBuo HYJO B HHKAKOM YaCTHYHOM
WHTEpBase i T € (—oo, 00). IlyeTs @ < b & (—oo, oo).

MotoM cymecTBYeT 0CCKOHCUHOE MHOMKCCTBO 3HAYEHMIT napaserpa A € (Ay, A,):

}'l" }*I’*‘l’ ey }"l"'T)’ ceey
K KOTOPLIM HPHHAIC/KIT TI0CJAeN0BATEIBHOCTE cHcTeM yHRITmi:
(yr,ls Yp, 20 + oo 3 Py 1)’ (yiﬂ 1,1 Yp+1,25 <= 0» Yyi1,n ‘2)’
cee (?/wp.ly Ypip, 25 + o Yytp, p+p+1l)s =+

TAKOI'0 CBOMCTBA, YTO ¥, p 1= Y1(®, A, +p) sBAgeTCA peurenneM Anddepennuaabaoro ypas-
HeHus (a), KOTOPOe BLITOJIHSIET KPaeBble YCJIOBHS

ya(a, A, p) = yila, }WH')) = ¥Y1(b; Ayip) =0
M JAanee Yyip,i = Yil@, Ayip)s ©=2,3, ..., v+ p + 1, apaacres perenneM puddepeniur-

anbHOro ypasHenus (a), kKotopoe obmnamaer cBoucTBOM Y(b, A,1p) = 0 1 yi(x, 4, p) HMeeT
B MHTepBajle KaKk pas OJIHY JBYXKDPaTHYIO HyJIeBYIO TOUKY.
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Uber einige Zusammenhiinge zwischen der Integralen
der gegenseitig adjungierten linearen Differentialgleichungen
der dritten Ordnung und iiber ein Randwertproblem

Michal Gregus

Zusammenfassung

Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt. Der erste Teil behandelt einige Zusammenhiénge
zwischen den Integralen der Differentialgleichung

y' + 24y + (4" +b)y =0 (a)
und den Integralen der Differentialgleichung
y' 4 24y" 4 (A" —b)y =0, (b)

welche zu der Differentialgleichung (a) udjungiert ist.

Dabei wird vorausgesetzt, dall A(x) > g2, A'(x), b(x) = 0 stetige Funktionen
von x € (—oo, oo) sind. Das Ergebhnis ist im folgenden Satz zusamm"naefaBt

Eine notwendige und gemigende Bedingung dazu, dal ”"Imegra] Y( 1) der Differential-
gleichung (a) mit der Eigenschaft

1. y(x) = y'(x) = 0, oder

2. y(x) = y"(2) = 0, oder

3. y(@) = y'(x) = 0,
wo a < @, durch den Punkt a gehe, ist, da = eine Nullstelle der Funktion

1. w(z), oder

2. w'(x), oder

3. w(x) + 24(x) w(x) ist.

Die Funktion w(x) ist eine Losung der Differentialgleichung (b), welche in der Zahl e
eine Doppelnulistelle besitzt.

Im zweiten Teil ist das folgende Randwertproblem bewiesen:
Es seien

1. A = A(x, 1) > 0, A’:%A(w, A, bz, ) =0

stetige Funktionen von @ € (—oo, co) und 4 € (4, 4,)
2. A (z, 1) eine steigende Funktion des Parameters A € (A4,, 4,) bei jedem & € (— oo, o)
und es sei im 4 (x, 1) = + oo bei jedem x € (—o0, co). Ks sei weiter b (2, 1) nicht gleich
iy
Null in keinem Teilinterval von x € (~—o0, o). Es sei @ < b (—o0, o0).
Unter diesem Beadingungen existieren unendlich viele Werte des Parameters
A€ 4, A,):

/‘vl'a ny+1, ey ]\]v+]) oleivy

zu welchen die Folge der Systeme der Funktionen gehort:

(?/‘1',1, Yv,gs <) s yvv,v+1), (7Jr+1,1, Yv+1,20 -+ o ?/1'+1,‘1-'r2)»
AYvipas Yvipas o oos Yo, ,,,,,”1)

WO Yyip,1 = Y1 (%, Avyp) ein Intergal der leferentla,lglelchung (a) ist, welcher folgende
Randbedmcrunoen erfullt:

Y1(@s Aoy p) = Y@, Avip) = Yy(b, Avyp) = 03
weiter 1st

Yvepyi == Yal®, Apsp) 1 =2,3, ..

. ein Integral der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft
yi(b, Av+p) = 0, welcher im (a, b) genau eine Doppelnullstelle hat.

272



Akademiker Jur Hronec — 75 jihrig

Akademik er Jur Hronec wurde am 17. Mai 1881 in Gobovo geboren. Er be-
suchte das Gymmasium in RoZliava, wo er auch maturierte. Jur Hronec studierte
an der Universitit in Cluj (Rumdnien), wo er im Jahre 1906 seine Studien
beendete. In diesem Jahre wurde er Professor am Gymmasium in Kefmarok, wo
er bis zum Jahre 1922 wirkte. Im Jahre 1912 wurde ihm von der Universitdt
in Giessen das Doktorat verlichen, elf Jahre danach habilitierte er sich an der
Karlsuniversitit in Prag. Schon im Jahre 1924 finden wir thn an der Tsche-
chischen technischen Hochschule in Briinn als auperordentlichen Professor.

Die kénigliche Tschechische Gesellschaft der Wissenschaften ernannie Prof. Hro-
nec im Jahre 1926 zu ihren Korrespondenten. Im Schuljahre 19281929 wurde er
Dekan der Fakultit fir Bauingenieure an der T'schechischen technischen Hoch-
schule in Brimn, zu dieser Zeit schon als ordentlicher Professor. Im Jahre 1936
wurde er zum ordentlichen Mitglied der Mdahrisch-schlesischen naturwissen-
schaftlichen Akademie ernannt. Professor Hronec ist Begrinder der Slowakischen
technischen Hochschule, wo er dreimal zum Rektor gewihlt wurde. Auferdem ist
er Begriinder der Handelshochschule in Bratislava, Vorsitzender der Komission
filr Organisation der Forst- und Landwirtschaftlichen Hochschule in Koéice,
Organisator und erster Dekan der pidagogischen Fakultdt der Slowakischen
Universitit, Prasident der Matica Slovenskd, Prasident des Kunst- und Wissen-
schaftsrates, Prasident des Slowakischen Museums, Doctor honoris causa der
pidagogischen Wissenschaften der Slowakischen Unaversitit, Doctor der mathe-
matisch-physikalischen Wissenschaften.

Far seine Verdienste erhielt er im Jahre 1927 den Staatspreis und im Jahre 1948
den Nationalpreis. AupPerdem wurde er im Jahre 1955 mit dem Orden der Arbeit
ausgezeichnet. :

Derzeit ist er Professor und Leiter des mathematischen Lehrstuhls der nabur-
wissenschaftlichen Fakultit der Komensky-Universitdt in Bratislava.
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