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PREDSLOV

Mnohi, ktori nepoznaji Zivot na Pnrodovedeckey fakulte UK, spiyjtaji sa, & je
potrebné obnomt vyddvanie periodického éasopisu ,,Sbornik prdc Przrodovedeckey
fakulty UK.

Fakultnd rada PFUK mnoho wvatovala o tejto veci a prifla k dsudku, Ze vydd-
vanie tohto Casopisu je velmi potrebné, a to z hladiska fakulty, univerzity, Slo-
venska a celej nasej republiky. Prirodovedeckd fakulta pocas svojho 15-roéného
‘jestvovania neobyéajne vzrdstla tak odborne, ako aj ideologicky, v 8pbsobe vijchovy,
v ideologickom zdklade svojej vedecke; Ginnosts, v roz&ireni vedngch odborov.
Usiluje o intenzivny ro2voj a vysokd roves, ktorou by sa déstojne zaradila medzi
popredné vysoké §koly doma i v zahraniéi. Prirodovedeckd fakulta UK chce zinten-
zivnit svoje styky s nasimi aj zahraniénymi vysokymi Skolams a vedeckyms mé'tz-
tidciams.

Pri vdetkyjch nedostatkoch uZ aj doteraz sme dosiahli mnoho uspechov, ktoré si
0 to cenmejdie, %e len pred 15 rokmi sme zalinali z nidoho a bez tradicie.

Dnes je uz vo vsetkych vedniyjch odboroch nadej fakullty mmnoho hodnotngch ve-
deckych prdc. Tieto vysledky boli viac rdz hodnotené a déleZité je to, Ze v posledniyjch
rokoch intenzivne rastieme. Dnes md fakulta 16 profesorov a docentov a 33 odbor-
nych asistentov, ktori sa snaZia zverejnit svoje vedecké a praktické prdce. Publi-
kaéné moZnosti Elenov fakulty vdak merdstli “imerne so zintenzivnenim vedeckej
prace na fakulte, ba naopak, zrudenim pévodného sbornika velmi sa obmedzilz,
preto jedinou sprdvnou cestou vo vyjvine nadej fakulty je vyplnit tito medzeru.

Sbornik bude pomdhat vedeckym pracovnikom a spolupracovnikom fakulty
a bude wverejriovat prileZitostne aj vysledky vynikajicich diplomovyjch prdc, pri-
padne Studentskijch vedeckyjch krifkov a Studentskej vedeckej spoloénosti. Podet
samostatnijch diplomovich prdc, vhodnyjch pre uverejnenie, neprestajne rastie.

V sborniku sa budid wverejriovat aj dbleZité zprdvy zo Zivota fakulty, zprdvy
z domdcej a zahranitnej odbornej literatiry. Sbornik bude zachytdvat obraz Zvota
na nadej fakulte a bude dokumentdciou rastu jej Elenov. '

Styk so zahraniénymi vysokyms fkolami, vedeckymsi indtitiiciams a pracovnikms
mobZeme dosiahnut len tlmfy teda vyddvanim tohto Sbornika. Preto ho chceme za-
sielat na vymenu do zahmmcza aby sme takto ziskali vedecki literatdru zo zahra-
nitta. Mnohé zahraniéné vysoké 8koly a vedecké indtiticie priamo poniikaji alebo
Ziadaji vymenu vedeckej literatiry.

Pri osobnom styku so zahraniéngmi vedeckyms pracovnikmi pri takejto powuke
basto sa dostdvame do velmi meprijemmej situdéie, pretofe mevieme poniknut
ndhradu, a tak fakulta strdca cenné vedecké prdce. Takdto okolnost nijako me-

" podpori pocit sebadbvery nadich vedeckych pracovnikov. V ymena je velms potrebnd
aj preto, Ze ngdostdvame dostatok valit pre zahraniéné ndkupy.



Vysoké skoly, fakulty v zahraniéi, ba aj doma, vyddvaji svoje periodické vedecké
Casopisy. Aj my sa choeme tymio prispbsobit, a nie zaostdvat na vedeckom a vY-
skumnickom poli. Choeme intenzivne vedecky pracoval, nase vyjsledky wverejriovat,
a tak dvihat u nds droves; odboru matematiky o prirodnyjch vied.

Casopis bude vychddzat kaZdy mesiac okrem jila a augusta. Bude mat pdit
8érit, a to matematickd, fyzikdinu, chemicki, botanicki a zoologickai.

Bratislava 3. novembra 1955.

Redakénd rada



ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
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Sur la théorie du systéme différentiel général a coefficients
variables

J. HRONEC, membre de 1’Academie slovaque

I. Quelques théorémes sur les systdmes différentiels

1. Soit le systéme différentiel

d n
(1) P— Y yan  k=12..,n,
_ ‘ r=1
dont le systéme fondamental est

(yik)9 ’5,7(7:1,2,...,71,.

Si nous écrivons ce systéme différentiel & 1’aide des matrices, nous avons

(ddya;k) = (Yu) - (@e)-

On en tire
dy.
(20) e = (),
c’est & dire que nous avons
_ . D, dyu A
(2) A = “'D—d—x, ’b,k——-l,2,...,’n, \
y=1

ou les D,, sont les mineurs, relatifs aux éléments y,,;, du déterminant D =

= ||%al]-
La connaissance du systéme fondamental permet, d’aprés (2) de déterminer le
systéme différentiel qui lui eorrespond.

2. 8i on donne le systéme fondamental (1), le systéme 'fond'amental est
(Ya) = (Cax) - (ar),

ol les ¢, sont des constantes arbitraires choisies de telle maniére, que ||c;;|| == 0.
Si on les porte dans (2a) on obtient

(@x) = ()™ . (dqnf) )



c’est & dire que les boeﬁicients du systémie différentiel sont tnvariants par rapport
‘aux différents systémes fondamentauzx.

3. Le systéme différentiel (1) a n solution indépendantes et n seulement, car,
g’il en avait » 4 1, on aurait

n
dyilc _ 'i=l,2,...,n—|—1
T dz +Zyuau—0, k=1,2 ...

© A=1

Mais alors, nous devons avoir

dy.

.Eyz‘_k > Y1, ’ ?/m

(ji.y .................... — D(yn—l-l.k’ yik) = 0,
nk

_d—;’ nls b yrm [ 8

d

-—%Lk ) yn-l—],l, o0&y yn-H-n

c’est & dire que le systéme difiérentiel

n
d DEs
———*!ﬁ‘:'k -+ Z '1;1 2 Yutra =0,

A=1

est vérifié, D = ||y,|| étant le déterminant fondamental et les D®, 1les
mineurs relatifs aux eléments y,,,; du déterminant D(y,,,:, ¥i) avec A =
=1,2,...,n, si bien que les y,,,, sont des fonctions des n solutions ¥,
t=12...,mk=12,...,n.

4. D’apreés ce dernier théoréme, si on donne le systéme fondamental (y,;),
le systéme différentiel gui lui correspond sera

y;k)‘yll: cees Yun
a - ] seseemsensie e e .
(3) Dd—z;:k -+ Z lelh =l e s | = D(y, Ya) = 0,

- A=1 y;lki Ynis oo o5 Ynn
Yer Y15 ooos Yn

ol ¥y désigneg(—%_’-‘, D étant le déterminant fondamental affecté du signe
(—1)" et '



(4a) Diyg = A0=IP | wunrcnmnvsmeammascnmniasnmns =

------------------------------

’
Ynks> Yn1s++ o5 Yna—1s Ynat1s oo o Ynn

.............................

.............................

’
Ynise o o> Yni—1 Ynks yk.;.+l: coos Ynn

Si I;ous comparons les formes (1) et (3) du systéme différentiel, nous obtenons

D
(4) Q= _-Di.

I1. Conditions nécessaires pour que le systéme différentiel n’ait pas de points
d’indétermination

Si le point # = 0 est un point singulier du systéme différentiel, mais non un
point indéterminé, les solutions du systéme différentiel relatives & ce point
singulier sont

(5) Yo = 2Tk, (), n,k=12,...,n.

Si, comme nous le supposons, le point singulier z = 0 n’est pas un point
de ramification, alors les r,;, sont des nombres entiers constants et les @;(z)
des fonctions holomorphes au point z = 0. Leur développement en série
au voisinage de ce point est

]
() = Zoc$%’x”,
’=

ot les ¢ sont des constantes. Les singularités, c’est & dire les péles de la solu-
tion proviennent donc du facteur z"ir.
D’aprés (4a), on tire de (4), pour A =k

...............................

...............................

D

s0it, si nous tenons compte de (5), ce qui donne

, T - ’ ro_
Yip = T &, @y + Tk @y, Pie = gz *



Yus oo Yre—15 ™Y Yue+1s+ 005 Yin
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R I A N N N N S Y

1 Ynrs oo o Ynk—1> "nkYnks Yniet1s -+ o5 Yun +
‘” D

Qi

r /’
Yus e o o5 Yrr—1s T Qs Yigrase e oy Y1

D T T

D T T T T S ..

7, ’
Yna, - - ".yn.k—l’ T'nk Pk > yn.k+1’ coes Ynn

D

Ioi, tant au numérateur qu’au dénominateur apparaissent ces mémes puis-
sances

(6) Pt R

ol «; désigne le i-iéme élément de la permutation de & nombres 1, 2,...,m,
le nombre de ces puissances étant n! Parmi elles, il en existe une au moins pour
laquelle

(M 2T

a la plus petite valeur. Si nous simplifions par cette puissance, nous obtenons
au numérateur comme au dénominateur une fonction holomorphe qui, au point
# = 0, a une valeur constante non nulle: c’est pourquoi les coefficients a,,
ot k prend les valeurs entiéres de 1 a n inclus doivent avoir un péle simple au
point z = 0. \ '

Pour A4 %, on a

. ’
Yiis -5 Yra-15 Y1k Yiat1s 0005 Y

I T T T

o
Ynts ooy Ynia—1s Ynks Yniat1s+ s Ynn
B = =

D

Yais e oo Yri-1s "¥ie> Yra+1r -+ 05 Yin

D I T T S

® 8 5 0 600 0000 s s e s s st e et e ss e o

Ynis«oos Yni—1s TneYnes Ynit1seoos Ynn

D

1
x

L+



’
Yuase oo Yri1s TPy Yrarrseees Yin
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7, ’
Yn1r oo Ynia—1> T Qs Ypat1s oo o5 Yna

D

Au dénominateur interviennent & nouveau les puissances (6), parmilesquelles,
il y en a au moins une dont I’exposant (7) a la plus petite valeur. Si nous la
mettons en facteur, il restera au dénominateur une fonction holomorphe ne
s’annulant pas pour z = 0.

De méme, dans les différents termes du numérateur, apparaissent les puis-
sances (6), & cette différence prés que dans I’ expos&nt (7), «; & 2 fois la méme
valeur, a savoir quand ¢ = 1 et ¢ = k, c’est-a-dire qu’au lieu de ®; on trouve
encore une fois «; et que le nombre A ne se présente jamais comme indice.

Si parmi les puissances du dénominateur, ¢’est justement

”
Z 7%
=1

la plus petite valeur, alors la plus petite valeur de ’exposant au numérateur est

710, + "o, + e + 'rﬂ.—l,a;___l + rkak + rl+].ﬂ2‘+1 + ... + r,m",

car la partie

rl.ll + rﬁ,’l, + cee + rl—],l;'_l + Tl+]1“l+1 + LR + rﬂun

est aussi au numérateur la plus petite valeur et qu’a cette partie appartient
encore le terme ry,,.

Si nous mettons en facteur au numérateur cette puissance de plus petit
exposant, il y reste une fonction holomorphe ayant au point = 0 une valeur
constante non nulle.

Il vient alors
A = x'kuk—’lal_l zp;,k(x), Z. 4= k

ot y(x) est une fonction holomorphe, qu1 prend au point z = 0 une valeur
constante non nulle.
Notons

(8) Tia; — rlcak + 1 =s8u, A+ k

Les 14, €t 71, étaient des nombres finis quelconques, il en est donc de méme de.s
S et on a
z
A = -?;L.SJT) 5 A =f= IC..
Il en résulte que, si les solutations du systéme différentiel (1) n’ont pas de

point indéterminé au point z = 0, les coefficients du systéme différentiel doi-
vent étre de la forme




ou les 8y, = 1 pour © =k et sont des nombres entiers finis quelconques pour
v % k, les y,(x) étant des fonctions entiers rationnelles ou transcendantes.
8i les coefficients a;, du systéme différentiel (1) ont des points singuliers
4y, @y,. .., @, quine soient pas des points d’indétermination, ils doivent étre
de la forme
() -
e % = To()e

ol g(z) = (x — ay) . (x — a,) ... (x — a,), les s, étant égaux a 1 pour ¢ = k
et & des nombres entiers finis quelconques pour ; < k. Les G.(z) sont des fone-
tions entiéres rationnelles ou transcendantes. Mais dans ce cas les fonctions
Gi(z) de méme que les coefficients a; ont encore une singularité au
point & = oo. Ce point non plus ne doit pas étre un point d’indétermination.
Pour étudier dans quelles conditions il ne sera pas point d’indétermination,

1 :
posons & = ?et nous sommes ramenés & chercher quand le point £ = 0 ne

sera pas un point d’indétermination.
Pour qu’il ne le soit pas, il faut que le systéme différentiel soit de la forme

n

dy, _ 1
3 —221 Ya 'FI;A“@)’

ol les s;; sont égaux & 1 pour A = k et & des nombres entiers finis quelconques
pour 4 == k et ol les 4,,(£) désignent des fonctions holomorphes. :

Si on y fait la substitution 2 = ':F , le systéme différentiel (1) se présente sous

dyk__ - 1 1 3'_
@-*;ylm-au (?)-flk ot

la forme

De la comparaison des 2 formes du systéme différentiel il résulte, que nous

avons
o (%) = — Au() . Em,

c’est-a-dire que les coefficients a;; —51—) = a;i(x) doivent avoir au point £ =0,

donc au point # = oo un zéro de degré (2 — 8:x), mais il résulte de (9) que les
G () dotvent étre des fonctions rationnelles entiéres de degré an. plus égal & (o +
+1).8:—2=1p;.8i¢=Fk, alors py; = o — 1.

IIL. Les conditions necessaires sont aussi suffisantes pour la résolution d’un
systtme différentiel n’ayant pas de point d’indétermination

Soit le systdme différentiel

d
(l) 'd_:l;k= Z‘ylalk, k= 1, 23' ERPN (5



ol on a

_ G;_),(x)
T ()’

o1 les &, sont encore égaux & 1 pour A = k et pour 4 & k & des nombres entiers
finis quelconques. .

a =12 ...,m,

La forme normale de ce systéme différentiel relative au point singulier '
z = a, est

d n
(10) (x—ax)Pokd_?f;‘=Zy1Pu, E=1,2 ...,
=l '

, olt, en désignant par m, la plus grande des valeurs sz, 4 =k, on a

Py = [p(2)]™ kG (),

ce qui entraine que les Py, sont des fonctions rationnelles entiéres de degré au
plus égal & om; — 1 = g, et les P;; des fonctions rationnelles entiéres de degré
au plus égal & om; + 81 — 2 = qu. Sion a A =k les P, sont des fonctions
rationnelles de degré au plus égal & om, — 1 = ¢;. Dans le cas ou n =2,
pour k = 1,2, P,, et P, sont de fonctions rationnelles entiéres de degré au
plus égal & gs;; — 1 = ¢, et les Py, 2 & k, des fonctions rationnelles entiéres
de degré au plus égal & (o 4 1) 830 — 2 = qu.

Les développements en série des fonctions Pok(:é) et P;i(x) au voisinage du
point singulier z = a, du systéme différentiel sont

9% %k

(11)  Py= b8 (@ —a)s, Pu= b @@—a) i+k
k=0

Ak
BE=0

9% ]
Po =2, bi’:}k(w — )%,
0k=0
ol by, b®, b ne sont pas nuls. ‘

Si le point singulier » = a, n’est pas un point d’indétermination, de la
solution du systéme différentiel, au. voisinage de ce point singulier la solution
et sa dérivée sont

Ge= (@ — )k (@ —a)s, k=12 ...,n
0

2 ‘l’k=

d ' it A

-—d-.y;k ——— (z e al)'k 2 (rk —~l— 'yb)ci’l'k) . (z _— al),yk,_l,
% vk-O €

ot les ¢{¥ ne sont pas nuls. :



8i nous portons dans (10) nous avons

© %
(z—ar 2. 2 [0 + w03, — b,] . oz — a)est e =
Y=Y =

n—1 © q).ﬂk
= ;1 (x — al)'zlzo Zobg’;zkcg“k) (2 — ay)Hitr, Ak
¢ = =0 =

Pour simplifier nous poserons

(12) [(re + 92)b83, — bR, Jefw = ADE,  b® 0w = BR:A,
alors on a ’ N
© [§2 - n—1 © 4:.3
(@ — a2 2 AWk (z — a)eartne = 2 (z — ay)i D, D, B®A,
vp=0 g,=0 KK i1 vy=0 pp=0 Ak

(x — a))metva, Ak~

Si nous écrivons cette identité pour les valeurs k = 1,2, ...,7n et les 4 —

= 1,2, ..., n, correspondants et si nous effectuons ensuite le produit, nous
obtenons
. ' n

n
Zrpn o % 2 (et
@—alT T 5 > AP — oyt =
k=1 wk=0 =0
n n -
Y rpn— 0 et Xy

1 n 9k
=(@—ap=t 2 (@I 2 2 Bi(z—a)f=t =1 4
=1 i=1 ;=0 pp=0 *

YL
+ (& — -

ol 5 T o gptdn

[0 3 5o
el N n o Gk S g+ 3 el
A Vil

=1 A=1 vp=0 p;=0

k=12, ..., m,
ou A % k. Les e out les valeurs 0,1,2, ..., 7 — 1, mais de telle maniére
que

n
S =n
A=1

et 7, ou »; se répetent autant de fois qu’il a d’unité dans le nombre e,
A=1;2,...,n. Dans le premier terme du second membre, les », sont diffé-
rents, c’est pourquoi le nombre de termes dans la premiére sommation y de-
meure 7 — 1. Dans le deuxiéme terme, au contraire, les »;, pouvent se répéter
et cela jusqu’'a (n — 1) fois, mais certains autres »;, disparaitront, ce qui
entraine que le nombre des termes dans la premiére sommation du 2¢ terme
du 2¢ membre est ' ' '

(n —1)* — (n — 1) = N.

Dans ce 2¢ terme, les sommations relatives & un certain nombre »; se présentent
autant de fois, qu’il y a d’unités dans le nombre e. '

10

£



Si nous divisons cette identité par

I % r2
(x —a)=1 = (x —a)*-! ,

nous obtenons

: n
% 3 (ep+ry)

f[ i > A(k),k(x_al)k=l =
=0

YOk

n n
n—1 n w Gk S+ oy

=2 @I 2 2 BYL.(z—a)p=t 4 4

n ) n n n
S-S X © Tk 3wt S ey

Fe—ap = eI S Y Bz —arr

8=1 A=1 v;=0 p;=0

Dans le second terme du second membre, dans les sommations particuliéres,
les v, se répétent, c’est-a-dire que parmi ces v;, le méme est pris autant de
fois qu’il y a de e, et dans chaque groupe il y a autant de termes qui, sont les
mémes que d’unités dans e; pour ;.

Ordonnons maintenant cette identité suivant les puissances de (x — a,).
Pour cela posons g, + v, = x,, il vient alors

”

@

= xk
53 Ag‘g;;(m Capto3 S APE_ (2 — ay)
;=0 ¢z=0 nb—o =0

et alors, si nous posons

’Z. O+ 7)) = 21"): )

|
on a
. 3
n oo oty @
IO 3 2 AfKz—a)t =2 Oz —a)" =
k=1 v,=0 gz=0 ¢ =0
n—1 n—1 n—1
o— 2 %j o— 2 %j — 2 %
o =2 i=1 My dm
= Z sere Z 2 Z 2 slzz —i.
0,=0 %,=0 —=0 t =0 t,n_ i,=0 raT

AP A

n—‘l &
n—1 ¥n—1 1- ip 201 —131 %5 — i”(x =y al) 1,
De méme, si nous posons

n

z.“k-l'}."z—-—dz:

A=1

11



nous obtenons
) o DNk

(s) H Z Z B(k)i. e O(s) —

A=1 ;=0 =0

“El nzl ”El
03— 2 % % %3
) j=2 ! i—1 g % nn_,_ 2 ‘
= 2 2 2 Z Z B, 4 e
%,=0 x” 1=0 i, =0 % v
Bﬁ::;),,‘n_l —,_ Bf: > oy -_jl‘.l xj— iy

De méme, si nous posons
n n
2. e+ 2 e, = ofp,
k=1 i=1

nous avons. au second membre dans le second terme de l’identité

-),5:' 2 ¢ i (3) 2. %j ag’) —’-lilx,- .
® Nk j=2 Tog=1"
@I 5 5B —cp— 3 )

Vit :
A=14)=0 p—0 M =0 %yg=0 =0

(c) z v
*n-1 j=1

> > B®, u) ... B® @-1 B®,® () "t —y
'.”_21;0 im0 %1 In—1 ¥p—1"In—1 3 7_1
ol parmi les »,, ... et parmi les iy, ..., i, le méme se répéte autant de
1 ), #¥p—1 €L P 1 P

fois qu’il y a de e{) et ou dans chaque groupe il Y a autant de termes égaux
que e; a d’unités.

Alors I’équation obtenue prendra la forme
'
n—1 oo -

(13) | 3 Oya—ayn— 3 5 Ol — ay)es +

0,=0 8=1 0,=0
YR
+ Z Z C)x — ay) a1 k=1
8=1 g3=0
Jusqu’a la plus petlte valeur de. 2, q; et Z Qw, A=1,2,...m, A%k, on

- al oy et méme ensulte ce résulta,t subsxste et on a

n—-l ) N 2 y
(14) z Oa,(x — g)o — Z Z O"”(x s al)o, = 2 Z 0(:) )a;(;)+R$,)
8=1 g3=0 8=1 0y4=0

avec

R = Z e, — 2 e F 0.




Si nous avons, par exemple

n n
Efﬁéthb 2':192"'-3”) }'4:]0:
k=1 k=1

et si nous posons
0 =o0,+ Q.= 0y,

\

ou '
Q= an- ZQI:’
k=1 k=1

nous obtenons l'identité (14).

Si g, = 0, alors o; = O aussi, mais si o3 = 0, o, n’est pas encore nul. Si
o, = 0, ’exposant au second membre de (14) est R’ quin’est pas nul. Si pour
une certaine valeur de A, on a ‘

o, = 03+ R(f),

les coefficients correspondant a cette valeur de 4 au 1% et au 2¢ membre comme
coefficients de puissances égales sont égaux.
Pour ¢, = 0, on doit donc avoir

n n—1 n
(152) IL At~ > T BRI=0, 2+ &,

ou, si nous tenons compte de (12), il vient

n n—1 n
II b — 880 — 3, 1T 8] docg, ... o0 0.
Etant donné que ¢, ¢, ..., ¢ sont les premiéres valeurs de la solution du
systéme différentiel (1), on a ' ‘ "
¢, ..., 00 =0
et ainsi il vient
n n—1 n
(15) IO (rb® — b)) — > IL bR =0, 4=k
k=1 i=11=1 '

Pour n = 2, cette équation devient

(16) (rb® — B) (r,b@ — bB) — BEHE = 0
et pour » = 3, on a ‘ o i
(17) (b — bE) (r:b@ — b)) (rsbE — bY) — (BROPBE + bELIFHR) = 0

mais la relation (8) s’applique encore & 7,, 73, ..., 7,

(18) r,— 1+ 1 =8u, Ak - : _
oll 7, et r, appartiennent au méme groupe « de la permutation des éléments
,2,...,n auquel appartiennent aussi les r,,7,, ..., 7, de 'équation (14).

Si dans le systéme d’équations (18) nous considérons les n — 1 équations

r,—r+1=3ay,, A=2,3,...,1,

13



en leur adjoignant 'équation (15) écrite pour r;, nous obtenons une équation
algébrique de degré », qui donne n valeurs pour r, ‘

*
115 T215 <« «5 Thas

valeurs qui peuvent étre distinctes ou confondues. Supposons d’abord qu elles

soient toutes distinctes. Si dans le systéme (18) nous choisissons les n — 1

équations , '
’r;,‘.—'1'5+1=812, 121’37---,"') ;,:*:2,

en leur adjoignant ’équation (15) écrite pour 7, nous obtenons une équation
algébrique de degré =, qui résulte aussi de léquation algébrique qui précéde
par permutation deés indices 1 et 2. Elle donne pour r, n valeurs

Pz, Tagy ey Trge
Et ainsi de suite. Finalement si on choisit dans (18) les n — 1 équations
r,— 1, + 1=s,,, A=12 ...,n—1,

en leur adjoignant I’équation (14) écrite pour r,, on obtient une équation
algébrique de degré », qui résulte aussi de 1’équation pour r,_, par permu;
tation des indices » —.1 et ». Elle donne pour r, n valeurs

T]”, TSn’ 5O "rnn'

Ces équations algébriques de degrés n, au nombre de n, sont les équations

déterminantes pour r,,7;, ..., r, & partir desquelles on peut calculer r,, i,

k=12 ...,n. '
Sisuy=1,onar,=r,A%+k k=12 ...,n,cest-d-dire que pour chaque

valeur définié de A, onar, =7, = ... = r, = r et on tire de (15) une équation

déterminante de degré n.
Pour n = 2, ’équation
ra— 1+ 1=3sy

jointe & (16) donne pour r, I’équation déterminante
(19) ribbR — ri[— (s — 1O + bEOD + b{YbE] —
— (sn — BB -+ HIHE — B =0
et I’équation ety b ] = g
jointe de méme & (16) donne pour r, 'équation déterminante
(19a) . bR — rof — (5,0 — 1)B{BE + bIYOR + bEPBR] —
~ (o0 — LIBHER -+ B0 — o8 = 0.
. Le discriminant de-1’équation (19) est
Dy = [(on — DBRYS — BBYR + HHET + 4L
et le discriminant de ’équation (19a) s’e;l déduit par substitution de s, & s, .

Examinons maintenant les termes (14) pouro, = 1, 2,3, ...,0,=1,2,3, ...
et o;=1,2,3,... %

14



Les coefficients du systéme différentiel (10) sont des fonctions analytiques
et ont donc au moins deux pointe singuliers. D’oll ¢ est au moins égal & 2.
En outre on a g = o .m; + 8, — 2, ou m,; est la plus grande valeur des
Sk, A= k et ainsi g 0, A = 1,2, ..., n. La plus petite valeur des ¢, peut
étre 1, mais pour ¢ = 2, ¢, a aussi cette valeur. La grandeur du nombre
¢u n’a d’effet que sur le nombre de termes du facteur par lequel sont multi-
plieés les puissance (z — a,)% et (x — a,)%, nombre qui est normalement o, 4 1,
parfois o; 4+ 1, mais en tout cas jamais supérieur & g, + 1.

Nous avions supposé provisoviement que les racines des équations détermi-
nantes étaient toutes distinctes. Supposons maintenant que deux quelconques
d’entre elles ne difféerent pas d’un nombre entier, donc que les R, sont des
nombres com lexes. Alors de I'identité (14) on tire ’équation

(20) 2 Co (@ — a)) — Z 2 CY(z — ay)n =0,

0,=0 ~ =1 gy=0

ou, compte tenu des valeurs C; et C) ou I'on fait ¢, = 0,

?
k=1 ‘w%a &

w 0= By xa n n—1 n
>, 3 > [n apr . ~ 2 O1 Bﬂ*%,&“_ia] @ —a) =0,

ou dans la seconde sommation on a x = 1,2, ...,7 — 1,
- n—1
ﬂ.x = Z %5, j=i= *,
i=1

de telle sorte que la sommation relative a x, représente » — 1 sommations;
ensuite dans la 3¢ sommation ona x = 1,2, ..., n, si bien que la sommation
relative & ¢, représente » sommations ot pour « = % on a

n—1
-2 %

=1

Cette identité est vérifiée pour chaque valeur de z, ce qui entraine

=By %y n n—1 n
@y fe=3 3 [Maps -S @I =0
%,=0 1,=0 8=1 A=1
olonac=0,=12 ..., A%k .

En faisant dans cette équatlon o = g, = 0 on obtient I'équation (15a). Et
de (12), on tire

—1

k), — k), —
H Asa)”‘a. g ;Zl (s) H Bsu)’ %yl

e P (CE RS B 0% | £ . 7
=1

15



__Si maintenant on pose -

n ¢ n—1 nv
(22) knl [re+ 1) bg)x“—fa - bgf)xa—tal — 2 (& I1b ,f)xu—{ =
= 8=1 A=1 %

A=

b,8gs et

xl—‘ll,...,xn_l-‘,,_l, o — ﬂn —

(21) donne

a-—ﬂl d—-pn_l %y ”n:l -8, . . n
@) f=2 .. 3 2. X 3@y ] e
%, =0 %y =01i =0 ty =0 i,=0 S L e

= G000 ... o0 4 QR0 0ePeP) L o® 1 .. 4
+ G0:% 5 el . ... ¢@,00 -

e R =P
‘1"2"""” (i ) (i ) (i v
+ E Z E 2 EG(_- ; i 611Cy2 ... ¢lin' =0
‘« . , X1V e Ay iy, 0B —ipg 1T V24 . e n ’
#,=0 *p1=0 4=0 'p—1=01,=0

olton & 4,4y, ...,0, =0, 0 =1,2,3, ...
Pour ¢ = 1 et 2, cette équation est
L L ST R S
+ G0 VePe) . oD 4 [G0;: 0, R N T N[ L I U2
o= GE05:00000 . o0 4 G2 O o 4.
G IR S
+ G0N OePePed .. 6O + ... + GO, Rt I R R
FIOT 0 + OLL i + A GRO 0D . N+ .. 4
OO0 + OB O o
F G200 + 0%+ o+ P+ GO0+ G0+
+ G 1] 0 . L 6@, ete.

Pour n = 2, (23) s’écrit

< o %, 0—x

(t5,1g) i) (i
(23a) f=2 2 3 G, . divey =
"1=° i1=0 i'=0

o "1 o~x1

e ,0)(6) (0 0, a) (0 5 (t4,1g) i Y0

=GR + OPele) + 2 3 3 G, e,
1 1 2 )

11, 13 &+ o.

Les r,, en tant. que racines des équations déterminantes de degré n ont en
genéral pour chaque valeurde k(k = 1, 2, .. . n),nvaleursr,;1=1,2, ..., n.
8i nous les substituons & 7, dans I'équation f, = 0, nous obtenons 7 systémes
linéaires de chacun n équations, lesquelles s’écrivent.

[fl]'kn"'l: _=.,(1"’k) =Y i: k= i: 2: ceey M.

"
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Nous pouvons en tirér les ¢, si toutefois les déterminants des systémes linéaire
ne sont pas nuls. -
D’aprés (22) on a da.ns ce cas
G250 = [(r; + 1) b6 — b)(r, bR — B) - .. (r, bR — o) —
2 n
n—1 n :
B 121 z];[lvb% = G&g: '.','_’,?,)’ e

On en tire que le déterminant d’un systéme linéaire est de la forme

G(IO ...,G(‘;i’o""’o'l)

ol,o0,. 10, ..¢,0
1,0, . (©,0,..-,0,1)
Gono o Go ,0,-++,0

D’aprés (15), ce déterminant est nul si les racines de I'équation determinante
ont pour différence 1. Mais nous avons exclu cette possibilité, done c{}) peut
toujours étre calculé.

Quand on connait ¢, & 'aide de
[fa]fk=f = O’

on peut calculer ¢ siles racines des équations détermmantes n’ont pas 2 pour
différence.
Ainsi, & l'aide des systémes linéaires

[fe)

on peut calculer successwement c9, o = 34, ..., si les racines des équations
déterminantes ne différent pas de nombres entiers réels g, €O que nous avons '
exclu; donc les équations

c=23,4, ...

=T

(24) (/2] c=12,...

k=" k

donnent des systémes lméa.lres récurrents pour le calcul des coefficients de la
solution

Y
Y= (x — a,)x Z (x —ay)s. .
'l‘k=0

Mais puisque pour les r,, nous obtenons des valeurs r;,, donc pour cf’» des
valeurs c{{¥', nous obtenons aussi, ainsi, pour le systéme différentiel (1)n solu-
tions qm 8’écrivent

]

Y = (x — ay) 2 efP(z — a,)%
‘VE-O

2 Matematicky sbornfk ‘ ) : 17



‘et elles forment un systdme fondamental du systéme différentiel (1). La solu-
tion général du systéme différentiel (1) est alors

n

n,,=z Ci¥iks k=12 ...,n,

i=1

ol les ¢; sont des constantes arbitraires.

Les yu,i=1,2, .. ., m, comme il résulte du calcul des c® ont ces mémes
valeurs premiéres ¢ qui ne sont pas nulles. )

Cas ou des racines des équations déterminantes ont pour différence un nombre
entier. Dans ce cas, on a RY < 0, of) peut toujours étre choisi tel que

o)+ RP = 0= 0, = 0,
alors on a

. ¥ O—8; %3 n n—10—8, %, n
(28)  fp=2 2 ILAPE_, — 5 3 > ()1 BP; , —
%=04,=0k=1 "¢ ® 0 S T0i=0 1-1 ‘w¥ &
a*R‘)—-ad %y, n

N
- Z Z Z (s) II Bﬁk)nlﬂ =0.
i=1 a’ o (3

8=1 *%,=0 ig=0

Tant que 0 < | R, |, | R, | désignant la plus petite valeur de | RY |, on
a constamment of) = 0 et (24) est vérifiée: on en tire systémes linéaires
de chacun n équations, permettant de calculer P, v=12,..., | Ry | — 1,
puisque le déterminant de ces systémes n’est pas nul, car on a i, < RY.

Mais quand on a o > | B% |, alors les of) correspondants sont égaux
41,2 3,... et cela de telle sorte que '

j . o.ga) + -RS.’) =0,
Alors on tire de (25) ’

0—8g %y n n—1 n
T Kk k), 2
(258‘) fa - “EO "az=0 [kgl Asa, Xg g 32:1 (8) ;:I=Il .B,'w Ko lg

N n .
i e Z (s) IT ikz’xl—i ].= 0.
=1 i=1 @®7¢ e
D’aprés (12), on a ‘

-

n n—1. n N n
(0N 2 (O SN (B |
ILa@k Zl ) IL B s, — 2, (o) 0 BR: .,

” " n—1 ’
={n[<r.+‘ia)bf>,,_.. T T T e . T
. kal ('3 o a [13 '=1 1=1 Lt § (' 3
i : N n n
e g
v g=1 a=1 LA =0
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Posons alors iy

n 7n—1 n
(26) I [(ry + i) b®, & —b®, 1= 2, (s) IL &Y, ; —
. k=1 o SO e=1 a=1 e e

N ~ v
- Z () IT b()"‘)x = Qv iz in
8= g )

1 1 a ‘e *1% """n—l-‘n-pﬂ—‘fn_in'

Si nous portons dans ’équation (25a) nous obtenons une équation analogue
a (23) et si nous y faisons r, = r,, nous avons pour ¢, v = | R, H, | B, | + 1,
| B, | + 2, ... des systémes linéaires récurrents dont, d’apres (15) les éléments
des déterminants d’une méme ligne ou d’'une méme colonne ne sont pas tous
nuls, méme si les racines des équations déterminantes différent entre elles d’un
nombre entier réel.

Dans ce cas d’équations déterminantes & racines multiples, le calcul des
coefficients ¢ peut se faire de la méme fagon que lorsqu’elles différent. de
nombres entiers réels. Il suffit que considérer zéro comme un entier réel.

(A SUIVRE)
(Regu le 1 novembre 1955.)

Nutné a postatujice podmienky, aby diferencidlny systém nemal hody
neurcitosti

Akad. J. Hronec

V 1. %asti odvodim niektoré vety o diferencidlnych systémoch; tak v odseku 1 uréfm
koeficienty pomocou fundamentélneho systému; v odseku 2 ukéfem, %e koeficienty st
invariantné vzhladom. na fundamentéine systémy, v odseku 3, je urfeny dif. systém
determinantom. ’

V II. Sasti vyjdeme z fundamentélneho systému nemajticeho body neurgitosti na zé-
klade predodlych viet uréime nutny tvar koeficientov dif. systému a dostdvame ich vo
tvare (9), kde sy = 1, i = k & 8 (¢ % k), st TubovoIné. Gix(x) si racionslne funkcie
celistvé najviac stupha (o + 1)six — 2, kde o je potet singulérnych bodov v koneéne.

V III. 8asti uké¥eme, %e tieto nutné podmienky st aj postadujice. Pri tomto dékaze
vyjdeme z normélneho tvaru dif. systému (10) a uréime determinujtci systém (15) a (18).
V ‘dalfich vzorcoch su dané rekurentné vzorce pre urenie koeficientov a riefenia.
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HeoGxonumele # locTaTounbIe yexoBus, 9To6H y MuddepennmarsHolt
CHCTeMbI He GBLIH TOYRHM Heolpe/eISHHOCTH

Axagemux . I'pomen

Pezome

B 1 wactH BHBOKY HEKOTODHE TEOPeMH O nupdepennHaNbLHEX cHCTeMaX, Tak B 1 omn-
pefienio koaddunEenTH NOCPEACTBOM AE(ePeRNHAILHON CHCTEMEL.

B 2 noxasy, 4T0 K09 (HIMEHTH WHBADHAHTHEL OTHOCHTEJBHO nuddepernnanbHEIX
cucreM. B 3 ompenenena nmfdepennmansHas cucTeMa ompegesHTeNeM.

B I1 mcxoma m3 QyHmaMeHTaNbHOM CHCTEMEI, HeMMyN[eHl, TOYeK HeonpefeJéHEHOCTH,
Ha OCHOBAHMA NPEILyMHAX TeOpeM ONpefeluM HeoOxonumbiid BHX Kodddummentos mud-
- epeHEANEHOE CHCTEME M TOMyIMM HX B BEie (9), Thae S = 1, e =k, me(s =+ k)
npomn3BosibHEE. Gix(r) paguoHaJILHEIE (%yu}mnn IjeJIkle, CTeleHM MaKCHMadbHO (0+1) .
. 8 — 2, I'le ¢ HPEJICTABJIAET YUCIO OCOOEIX TOUEK B KOHEYHOCTH.

B III' noxaemM, 9T0 5TH HEOGXONMMEIE YCJIOBHS SBIAIOTCA TOMe NOCTATOYHKIME. B aToM
HOKaaaTe/bCTBE MCXOUM M3 HOPMaJIbHOTO BuAa Auddepennunanbsuoi cucrems (10) m ompe-
HeJlEM BO TEePBHIX [eTePMUHYIOMYIO (OIpPeelAIONTyio) cucremy (15) m (18). B manmpHe#mmx
dopmMysax maHE! peKypeHTHHIe QOPMYJIE IS OMpe/esIeHAS K0dPPUIIIEHTOB pelieHAs.
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ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. 1, FASC.L MATHEMATICA - - 1956

K niektorym vztahom medzi krivostami krivky v E,
Doc. Dr. M. HARANT

1. Vo svojom pojednani [1] O. Borivka zapodieval sa pri §tiudiu parabo-
lickych pléch vo Stvorrozmernom priestore Specidlnymi krivkami, ktorych
vietky krivosti s konitantné. Tieto krivky nazval nadkruznice. M. Sypték
jeho vysledky pre R,, zovieobecnil a v euklidovskom (2p + 1)-rozmernom
priestore analogicky studoval krivky a konstantnymi krivostami, ktoré nazval
nadzavitnicami [8], [9], [10]. M. Sypték studuje v dalsich pojednaniach
[6], [7] &pecidlne krivky v tzkom vztahu k nadkruZniciam a nadzdvitniciam.

V tomto pojednani odvodime najskér dve relécie pre (n — 1)-via (n — 2)-hd
krivost krivky v E,, ktoré aplikované na krivky vo 8tvorrozmernom euklidov-
skom priestore E, ddvaji jednoduché vzorce pre vypodet krivosti krivky, a to
len pouZitim derivécii polohového vektora x danej krivky x = x (s). Tieto
reldcie upravime aj pre pripad vieobecného parametra w.

V dalej asti definujeme Specidlne krivky v E,, tzv. spaddové na dkrivky,
ktoré majt ti charakteristickd vlastnost, Ze pomery ich krivosti (po dvoch)
st konstantné. Dalej majt ti vlastnost, Ze ich existencia je viazand na prie-,
stor dimenzie n = 2p + 1. Ako ¥pecidlne spadové krivky st vieobecné nad-
zévitnice. : ‘

2. Uvafujme o n-rozmernom euklidovskom priestore E,. Nech vektory

v

il9 i2 (3 BXLIKIE) in
tvoria ortonormélnu bazu, t.j. spliuji vztahy
0, ak k=1
(1) ik . ik = <
' 1, ak k=1.

Krivka v tomto priestore pri s (oblik), o parametri, je danéd vzfahom
(@) X = x(8),

pridom o zlozkach z,(s), @(8), ..., 4(8) polohovych vektorov bodov krivky
¢infme predpoklady: : ‘ '
a) Funkeie z; (s) st spojité funkcie parametra s v uritom otvorenom inter-
vale, ktoré tam maji prvych n-derivicii. ‘
b) Matica || 2;(s), 5($), . . ., ;(8) || mé hodnost » = 1. o
Potom ka?dému bodu P(x) krivky x = x(s) je priradeny Serretov sprievodny
n-hran, kiorého ortonormalnu bazu tvoria vektory ,

no: nl: njs ULRLE n;!-—l’
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vektory nultej, prvej, ..., (» — 1)-vej normédly nadkrivky. Nultd normalu
m, =t nazyvame aj tangentou krivky. Priestor T(n,, n,, ...) tvoreny tan-
gentou a v8etkymi normalami parnych indexov nazveme dotykovym prie-
storom, priestor N(n,, ny, ...) zasa normélovym priestorom. Obidva
' priestory st navzdjom totélne kolmé. Pri n = 2p je dimenzia obidvoch P,

pri n = 2p + 1 je dimenzia dotykového priestoru p -+ 1 a dimenzia normélo-
vého priestoru zasa p.

Predpokladajme, %e krivka K nie je priamkou, alebo krivkou v priestore
o dimenzii < n.’

Potom ak k,(s),s = 1,2, ..., n — 1,84 po rade prva, druhi, .. o (m— 1)-v4
krivost krivky K, pridom k,(s) st skaldrne, nie nulové funkcie oblika s krivky,
platia tzv. Frenetové reldcie. :

X' = n,
n, = kyn,
n; = —kn, +kany
n; = —ksn, +ksng
(3)
n, ;= —k,_n, 4 +k,_m,_,
n;t—l = ' Ky, o

‘Frenetovs relécie st zékladom pre skiimanie vlastnosti kriviek v okoli daného
bodu. Ak st dané vektory ortonorméilne; bézy, vieme ich pouZitim uréit
krivosti. Obratene, ak st dané vedla x = x(s) krivosti krivky, vieme urdif po-
stupne vektory m,, m,, ... n,_, danej krivky. V dalfom si véak v&imneme
'~ iné vlastnosti kriviek, najmé niektoré vztahy medzi krivostami.

3. Veta 1: Nech m je nula alebo celé nezdporné &islo spliiujiice podmienku
m < n — 1ak, krivosti krivky v n-rozmernom euklidovskom priestore, priéom
k, = 0, potom pre i-té derivdcie polohového vektora x — x(8) bodu krivky podla
parametra s platia vztahy ‘

X = n,
x* = kn
.
¥ i—1
(4) . - X = Z‘Amnm pre 3§.'i§n,
m=0 .

kde e
g '.Am = kmi—lAm-‘l L A S km+1i+1Am+2'

. Dékaz vety vykondme vypoditanim prisluinych derivécii x® pri pouZitf
_* Frenetovych vzorcov. : .
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Veta 2: Pre (n — 1)-vid krivost krivky v n-rozmernom euklidovskom priestore
platt reldcia '

. [x.’ X X ey x(n)]
(8) b = k1, kg-ﬂ,’. L k2l

(kde k, &= 0, pre r=1,2, ...,n — 2) a symbol[x’, X, ..., x™] je determinant
n-tého stupha, ktorého riadky st zlofky vektorov i-tyjch derivdcit polohového vektora
bodu krivky K. :

Dékaz: Vydislime determinant

[x, x*, ..., X®] = [n,, k;ny, °4,ny, *4;n,, . .. ey ™, 1,1, 4] ="
= kl . SA, . 4A3, c e ey . nAn—l = k71‘—‘.l . k’zl_z,- cey e k;z‘._’ . kn——l'
Ak uvézime, Ze A, =k,_,"14, ,,

z uvedenej relécie je tvrdenie zrejmé.
Veta 3: Aby krivka K lefela’ v E, priestore, i.j. nebola priamkou alebo
krivkou v priestore niZdej dimenzie, na to treba stali, aby
[X', XX x(n)] :i: 0,
pridom k,, ks, ..., k,_o st krivosti — veli¢iny rézne od nuly.
Tvrdenie je désledkom predchiddzajicej vety.
Veta® 4: Stvorec vektora

il’ ig, ) i”
n n n,
(6) [1’ n()) nl, “eey nn _2] — 01> 02 on

MNp—2,15 Mp—2,25+ + +» Ny—g,n
, .
sa rovnd jednotke.

Dékaz: Uvedeny vektor je jednotkovy vektor normély m,; & pre tento
plati (n,,)* = 1. '
Veta 5: Pre krivost k,_, plati reldcia

(7) 2, = [1, X, X7, .. x(n—1)]z
n-2 T J20n—-2) | 2n—3)
1 LR 3 o

vy . k:_.a '
Dékaz: Vyéislenim determinantu [1; x, ... x*7] dostaneme

[, x,x, ..., x* 0] =[1,ny, k, my, °4sn,, .. ., 14, n, .=
=k, .34,, ...," 24, 5. [1,05, 0y, ..., 10, ]
=2 k2 .., k2 kg My,

z %oho po umocnen{ a pouZiti vety 4 dostaneme uvedeny vysledok.
4. Pre krivku K vo &tvorrozmernom euklidovskom priestore E, plati:
Veta 6: Krivosti krivky v E, spliuji reldcie ‘

by=|x|, -
. .. e ]2
® i =l
. . cee wld)
ka_lx |[§,x x-, x9]



Doékaz: Z relicie n; = kyn, = x* vyplyva hned prvé tvrdenie.
.'Z vety 5 mame
- l,x', x..,x...]z
k% = [“r |
a po dosadeni za k, z predoslého vztahu dostdvame druhw reldciu.
Pouzitim vety 2 dostaneme
k _ [x.’ x..’ x--.’ x-.u]
, ¥ k. k2
a po dosadeni predchidzajicich vysledkov dokdZeme aj platnost poslednej
reldcie. - '

Uvedené vysledky mozno vhodne upravit pre vypoget krivosti kriviek v E,,
ak je jej rovnica x = x(u), ked je w vieobecny parameter. Potom ‘

, }
X dz ds
X =— kde 2’ = == 8§ =
8' H du 9 du’
x”  x's
=T
xIII 38' » (3811 —_ 8'8’”) ;
r=m gl X,
x-.-- x"” Gs”xlll
8t g’
& pretoZe
’ ” v
x x X 1 _—
[l)x:x:x =[l,?,?,§,—3]3,—‘[1,x,x,x’”],
. .o cee ene | — 1 ’ ” m nw
[x, x, x, x ]—m[x,x,x,x 1,
,
plati: !

Veta 7: Ak je krivka vo 4-rozmernom priestore dand rovnigow x = x(u), kde
je w véeobecny parameter, potom jej krivosti mono vyjadrit vo vztahoch:

_ ¥ —x's"|

kl 8’3 ’
‘ 1, x', x", X"t
81 2 __ [ ’ ’ )
( ) kz 'x”a"‘—' x;lap|4’
k . I alx' " xl'gl ’[x[’ x”, xm’ x',]
3 " .

&[1, x', x", x"]?

- 8. Medzi krivky v E,, u ktorjch medzi krivostami platia zaujimavé vztahy,
- patria spddove krivky zavedené.

Def. 1: Krivky v E,, ktorgjch tangencidine priestory T zvieraji 8 petmym
nenulovym vektorom a kondtaning whol (=¢= %, 0), nazyvame spddové krivky.

24,,



Podla uvedenej definicie st teda aj uhly w; vektorov bézy T-priestoru s vek-
torom a kon$tantné, rdzne od% alebo 0. Pre tieto krivky plati:

Veta 8: Spddové krivky v priestoroch E,, nejestvujii. Ak dno, je krivka v prie-
store mepdrnej dimenzie < 2p, ponorenom do E,,. Pre krivosti spddovyjch kri-
viek v Eyy,,, plati reldcie L

k;_y  cos w; .
(9) ki B cos Win ’ 1= 2, 3’ e ’ 2P’
t. j. pomer krivosti je konstantny, a teda aj
By dog. .. gy '
10 13 2221 — konkt.
(10) ky Ky .. Ky

Dékaz: UvaZujme najskor o priestore parnej dimenzie E,y,. Podla definicie
spadovej krivky platia vztahy - 2

(11) a.n; = cos w;, 1=20,2,4,..., 2p — 2.
Derivovanim tychto reldcii dostaneme '
(12) a.n =0.
Odtial po uvaeni Frenetovych relicii mdme Specidlne pre ¢ = 0
a.k,.n, =0,
ale pretoze podla predpokladu je k, = 0, plati
3) . - a.n, =0,

t.j. vektory a, m, st navzéjom kolmé. Derivovanim (13) a pouZitim (3) a (11)
dostaneme . :
a.n; =0,

a(— kny + kany) = 0,
— ky . cos w, + ky cos wy = 0,

odkial
(14) k,  cos w,

ks cosow,
Ak ¢ = 2, dostaneme zasa zo vzfahu (12)

a(— kyn, + ksny) = 0,

ale vzhladom na (13)
' akn, = 0

a pretoze podla predpokladu je k; == 0, je
(15) : an; = 0,
Size vektor a je kolmy na vektor n;.



1

Dérivovanim (15) a poutitim (3) a (11) dostdvame
(16) ! ks cos o,

, k,  cosw,’
Vieobecne teda platia relacie ,
(17) C amy, =0,

t.j. vektor a je kolmy na vektory m,, n,, ..., Ny,
UvaZujme o predposlednej z relacif (17), t. j. o vztahu

a.ng, 3 = 0.

Jej derivovanim, pouZitim (3) a (11), dostaneme ,

(18) - kyp_s __ 008 wy,_4
t kap_z co8s w’p_‘ :

.Teraz uvdZme posledni z reldcie (17), t. j.
a.n,, , =0.
Jej derivovanim a zasa pouZitim Frenetovych reldcii a vzfahu (1 1) méame
— kgpy . cOB@My, 3 =0, A

%o je len tak mo#né, ak k,,_, = 0, t.’j. krivka sa nenachédza v priestore E,,,
ale v priestore o jednu dimenziu menfom, teda v E,, ;.

Pristipme teraz k urdeniu vztahov pre spaddové krivky, ak tieto sa nachddzaja
v priestore E,,,,. Pre tieto je potom reldcia (11) splnend pre i = 0, 2, 4, ...,
2p — 2, 2p. Dostdvame zasa vysledky podobné, aké sii vyjadrené vztahmi (14),
(16), 18). ]

VEimnime si v8ak posledni z relécif (17) -

a.n,, , = 0.
Jej derivovanim a pouzitim (3) a (11) dostévame:

(19) . klp—l — ‘CO8 Wap .
[  COBwy,

Stidasne sme dokézali aj dal¥iu vlastnost spadovych kriviek vyjadreni 9. vetou.
Veta 9: Vektor a, s ktorym T-priestory zvieraji konStaning wuhol, je kolmy

na normdlové priesiory spddovej krivky. ' :
Dékaz vyplyva priamo zo vztahov an, = 0, an, = 0, . . ., any, ; = 0. Uve-

dené veta v porovnani s vysledkom M. Syptéka (8), str. 38, ukazuje, fe nad-

‘zévitnice, ktoré skimal, sii pecidlne spddové krivky. Vektor a je vo smere
osi nadzévitnio. ‘

(Dodané do redakeie 1. XI. 1955.)
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K reroTopbIM oTHOIIEHHAM Me:ly KpMBH3HaMy KpuBoii B E,
Jd-p M. Tapanr

Pesiome

0. Bopysra [1] M. Cunrax [6]—[10] 3anmmamuch cmenmanpHeMa KpuBuiME E,, xa-
PAKTEPH30BAHHHMH TeM CBOHMCTBOM, YTO MX KPHBH3HEI IOCTOAHHEL. [{1A 2p — pasMepHoOro
IPOCTPAHCTBA OHH HA3BAJIA 3TH THUNEPKPHBHeE ,,THOEPOKPYKHOCTAME', a Aag
(2p + 1)-pasMepHOro IpOCTPAHCTBA — FMIOEPBUHTOBEHMHY JIMHAAMH.

Ecaun paccmarpuBath n——Melﬁ)noe npoctpadcTBO En, B KOTOPOM BEKTOPH iy, dy,..., ia
COCTABJIAIOT OPTOHOPMAJIBHEIA 0asuc M IHNEPKPHBYI0 ypaBHeHHA (2), NPHYEM JJIA KOM-
NOHEHTOB &i(8) pajuyc-BeKTOPOB TOUYeK TI'HIEPKPHABOM MCHOJHEHH COOTHOIIEHAA a), b),

TO KaKIOH TOYKe I'MIEPKPHBOH NPHHAJIEKAT BEKTOPH Ny, My, ..., Ny, COCTABJIAKIHAE
OPTOHOPMANIBHHN 0a3HC COMPOBOKIAIONIEr0 N-TPAHHAKA.
Ecmun ky(s), ¢ = 1,2, ..., k-1 ABnA0OTCA CKAJIADHHIMA KPMBH3HAMH, TO B 3TOM CjIydYae

HIMEI0T MeCcTO COoOTHolreHuA ¢peHera (3). ) )

Jl714 NpOM3BONHKIX PAfNYC-BEKTOPA X TOUKHM I'MIIEPKPABOX MMEIOT MECTO COOTHOMIEHAA (4),
g (n—1)-0if KPNBH3HEI — COOTHOIIEHMeE (5), AsA (n — 2)-0i KpABA3HEI — COOTHOHIeHHe (7).
9TH peaysIbTaTH, NPAMEHAEMEIe A IHnepkpuBoits B E,, naior cuenuanbHbie COOTHOUIGHUS
(8), ectm X = X(8) ABNAETCA ypaBHeHHWEM T'MIeDKpUBo# (rfe 8 obosHagaer Ayry), a COOTHO-
umeHHe (8,) B TOM cayuae, ecu X = X(u). '

I'mnepkpmBrie HaMOOJIBIIETO 'CKATA, ONpefesieHHLHIe TeM, 49TO HX KacaTeJbHEE nEo—

7

crpasctea T(ny, Mg, ...) 3AKJII0YAIOT ¢ HEHYJIEBRIM BEKTOPOM @ MOCTOSHHEIN yro?x ( %+ 7) 5

XapaKTePU3YIOTCA TeM, 4TO UX CYImIeCTBOBAHME 3aBHCHT OT IPOCTPAHCTBA HEYETHOI'O pasmepa
(He4ETHOH MMMeH3WH), NPHYEM V1A MX KPMBU3HeHd HMMeIOT MeCTO COOTHOmIeHHA (9), mim-me
(10), m mx HopMaybpHEe mpocrpaBcTBa N(Imy, Mg, ...) NEPHEHAMKYIAPHE K BEKTOPY A&,
CJIeOBATEILHO NAPAJVIENIBHEL ¢ ONPefe]éHHOR THIIePIIIOCKOCTHIO.

K runepkpmBeIM Ham0oMbIIEro CKaTa NPHHAAJIEKAT TAKMXKe I'MOEPKPHUBHE JIMHAH, HC-
ciaefosanarle M. CHnTaxoM. )



Sur quelques réolations entre les courbures de courbe a E,,'
' k Dr. M. Harant

Résumé

M. O. Bortivka et M. M. §ypték avaient étudié les courbes spéciales caractérisées par
les propriétés d’avoir les courbures scalaires constantes. Dans l'espace euklidien a 2p-di-
nzt;lnsions sont appelées hypercirconfererices, et dans 1’espace a 2p + 1-dimensions hyper-
hélices. ,

8i nous considerons dans 1'espace euklidien a 7n-dimensions, dans lequel les vecteurs
1, 4, ..., 1, forment in base orthonormale, une courbe donnée par I’équation (2) — les
coordonnées radiusvecteurs satisfaisant les rélations a), b), puis a chaque point. de la

courbe correspondent les vecteurs ny, n;,. .. D,—;. qui forment in base orthonormale de
repére de Serret. ’

8i ky(s), = 1,2, ..., n — 1signifient les courbures scalaires, puis les rélations de Frenet
sont (3). . !

Pour la dérivation de radiusvecteur x d'un point d’une courbe sont valables les réla-
tions (4) et pour la courbure scalaire d’ordre (n — 1 la rélation (5) et pour celle (n — 2)
la rélation (7). '

Ces résultats étant a;pp]iqués & une courbe dans E, forment les rélations (8) pourx = x(s)
(s signifie ’arc ) et (8") ‘f;our X = X (u) (u signifie un parameter).

Les courbes de pente définies par la proprieté que leurs espaces tangentiales T(n,, n,. . .),

forment avec un vecteur fixe a un angle constante (:i: k—; ,k=0,1, ... })sant caractérisées

qu’elles existent seulement dans I’espace & nombre de inpairs dimensions. Pour leurs

courbures scalaires sont remplies les rélations [9], resp. [10]. Et leurs espaces normauc N(n,,

ng, ..:) sont orthogonaux au vecteur a et pour cela paralles avec une hyperplan fixe.
Les hyperhélices forment donc un cas spécial de courbes de pente.



ACTA FACillTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. I, FASC.L . MATHEMATICA : , 1936

-

Afinnf Klasifikace nadkvadrik

Doc. Dr J. SRB

V &lanku ,,Autopolérné normalni jehlany polarnosti n-rozmérného prostoru‘’
(Casopis pro péstovini matematiky a fysiky, rod. 72, str, 49; v dalsich cito-
véno A) jsem syntheticky dokézal n&kolik v&t o autopoldrnych normélnich
jehlanech poldrnosti n-rozm&rného projektivniho prostoru a pomoci nich
jsem v ném provedl projektivni klasifikaci téchto polarnosti a tedy i nad-
kvadrik tohoto prostoru. V nasledujicim dopliuji v &isti I zminéné véty
o autopoldrnych normélnich jehlanech nékterymi vétami daldimi a pro-
vadim pak klasifikaci nadkvadrik n-rozmérného afinniho prostoru tak, Ze
v 84sti IT stanovim podminky kolinedrnosti dvou soustav nadroviny a nad-
kvadriny a v 8asti 111, po ztotoZnéni nadroviny obou soustav s absolutni nad-
rovinou afinnfho prostoru, vyjadiim podminky kolinedrnosti obou nad-
kvadrik pro grupu kolineaci s invariantni nadrovinou prvky neabsolutnimi,
pokud jimi nebyly vyjadieny. jiz v ¢asti IL.

L.,

O autopolarnych norméilnich jehlanech nadkvadriky n-rozmérného projek-
tivniho prostoru plati: '

1.1. Spoleény vrchol dvou autopoldrnijch normdinich jehlant téZe nadkvadriky
n-rozmérného projektivniho prostoru je v obou jehlanech tého% druhu, t.j. potet.
hran prochézejicich. spoleénym vrcholem obou jehlant, na nichZ je nadkva-
drikou, indukovén stejny druh involuce harmonickych péld, je v obou jehlanech
stejny. ‘

Dikaz. Budte J =[4,, ..., 4,.), J'=[4,, B, ..., B,,] auto-
polarné normélni jehlany nadkvadriky V2_, n-rozmérného projektivniho pro-
storu S,. Nale#i-li vrchol A4, prostoru dvojnych bodi nadkvadriky, je po-
dle 4, II, 3*) v&ta spravné. Necht tedy 4, neleZi v prostoru dvojnych bodd

*) Cit. Sasopis str. 55, v&ta 3: Autopolérny normélni jehlan polérnosti n-rozmérného :
prostoru mé nejvyde t¥i rizné druhy vrchold, & to: k(0 =k =<n + 1) vrchold, jimi%
prochézi k — 1 hran s indukovanou eliptickou ) (0 <! <n + 1) hran s indukovanou
hy};(erbolickou a n— (k +'1—1) hran s indukovanou parobolickou involuei harmo-
nickych péli; I vrchold, jimi¥ prochézi I — 1 hran s indukovanou eliptickou, & hran s indu-
kovanou hyperbolickou a n— (k + ! —1) hran s_indukovanou parabolickou involuci
harmonickych péli & n.— (& 4 [ — 1) vrcholt, jimi% prochézi k -+ ! hran s indukovanou
p_ara.bc;li;}mu involuef harmonickych péli a n — (k- !) hran, jejich% viechny body jsou
Slllgul . » s 5
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nadkvadriky V2_,; necht pak plati: 4, = B, proi = 2, ...,n; 4,,, = B,.,.

- Le#-li vrchol 4,,, v k-rozmérném (0 < k¥ < n — 1) prostoru dvojnych bodu
nadkvadriky VZ_,, lezi v ném i vrchol B,,,, protoZe tento prostor je vidy
urden % + 1 vrcholy autopolirného normélniho jehlanu; potom je na hrang
(4,, 4,,,) jehlanu J i na hrané (4,, B,,,) jehlanuJ’ indukovina nadkvadrikou
parabolicka involuce harmonickych pélu; protoze hrany (4,, 4,) jehlanu J
jsou pro ¢ = 2, ..., n totozné s hranami (4,, B;) jehlanu J’, je 4, v obou
jehlanech téhoZ druhu. Necht tedy nelez{ vrchol 4,,,, a proto i vrchol B,,,
v prostoru dvojnych bodu nadkvadriky V2_,; potom jsou nadroving (4,, ...,
A,) = (4,, B,, ..., B,) polarné ptidruzeny dva body 4,,, = B,,,, tedy nej-
méné jednorozmérny prostor (4,,,, B,.,) a VZ_, mé alespoii 0-rozmérny pro-
stor dvojnych bodl, ktery protind ptimku (4,,,, B,.:) v bods O tak, Ze jé
A, =0 =% B,,,. PHimky p svazku v roving (0, 4,, 4,,,) = (0, 4,, B,.1)

- 8 vrcholem v bodé O a piimky p’ tého% svazku, ve kterych protne rovinu po-
lérné nadrovina bodu L == O pfimky p, tvoii dvojice involuce, kterd protini
hrany (4,, 4,1;) & (4,,B,,), jez bodem O neprochdzeji, v involuci harmo-
nickych péli, tedy v involuci téhoZ druhu. Involudni projektivnost dvojic p, p’
je vidy uréena, protoZe kazdému bodu L = O piimky p, ktery tedy nenalezi
prostoru dvojnych bodit nadkvadriky, koresponduje taz urdité polarns nad-
rovina svazku s basi (4,, ..., 4,) = (B,, ..., B,) takovou, Ze m4 s rovinou
(0, A,, A,,) pouze bod O spoleény. Z téhoz divodu jako v predchézejicim pii-
padé je tedy vrchol 4, téhoZ druhu v J i J'.

Necht je nyni 4, =B;prot=2,..:,n—1, A, B, proi =mn, n + 1.
Le#i-li vreholy 4;, B;,1=mn, n+ 1 v prostoru dvojnych bodii nadkvadriky ¥2_,,
je na hranédch (4,, 4;) jehlanu J i na hrandch (4,, B;) jehlanu J’ pro : = n,
n + 1 indukovéna parabolickd involuce harmonickych péld, pro s =2, ...,
n — 1 jsou hrany obéma jehlantim spole¢né; je tedy 4, opét v J i J’ téhoz
druhu. Necht tedy bod 4,,, le#i, bod A4, neleif v prostoru dvojnych bodi;
pak pti vhodném oznadeni bod B, ., lezi, bod B, nelezi v tomto prostoru; podle
drivéjstho vysledku je potom vrchol 4, tého% druhu v jehlanech J = [4,, ...,
A,.1] & [4,, ..., 4,, B,,,], které maji jediny vrchol rizny a z téhoz diivodu
i v jehlanech [4,,...,4,, B,,,]a[4,,...,4,,, B,, B,,;] =[4,, B,, ...,

v B,,] =J', tedy i v jehlanech J a J'. Necht tedy Z4dny z bodi 4;, B;, 1 = n,
n 4 1 nelezf v prostoru dvojnych bodi nadkvadriky V2, a necht viechny
_tyto &tyfi body leZi na téze pfimce p; potom je p prisednice roviny (4,, 4,,
A,.,) = (4,, B,, B,,,) s poldrnou nadrovinou bodu 4,, kterd timto bodem
neprochézi. Podle véty 4, 1,1 jsou polarné trojihelniky 4,, 4,, 4,,, a 4,,
B,, B,,, téhoi druhu, protoZe maji spoleény vrchol; na strand (4,, 4,,,) =
= (B,, B,s,) je indukovdna taZ involuce harmonickych péld, je tedy pii
vhodném oznateni na strandch (4,, 4,) a (4,, B,) indukovéna involuce harmo-
nickych péli stejného druhu, praveé tak jako na stranéch (4,, 4,,,)a (4,, B,..),
- . hrany (4,, 4,) jehlanu J jsou pro ¢+ =2,...,n — 1 totoZné s hranami
- (4,, B) jehlanu J’, je tedy 4, tého% druhu v J i J'.
Necht je nyni obeend A4, &= B;,+ =2, ...,n + 1. Vrchol 4, neleZi podle
predpokladu v prostoru dvojnych bodu nadkvadriky V2_,, neprochézeji jim
. proto hrany jehlant J a J' se v8emi singuldrnimi body; necht jim prochézf &
(0=hsn—1)hran (4,,4,),i =2, ...,h + 1, jehlanu J s indukovanymi
parabolickymi involucemi harmonickych péli; V2_, mé pak (b — 1)-rozmérny
prostor dvojnych bodt a na & hranich jehlanu J’, pti vhodném oznadenf na



hrandch (4,, B),+ = 2, ..., h + 1, je indukovdna také parabolické involuce
harmonickych péli; (n — h)-rozmérny prostor S,_,, uréeny body 4,, 4; a tedy
také body 4,, B;, 1 =h + 2, ...,n + 1, protne V2_; v nadkvadrice V2_, ,
bez singuldrnich bodu tak, Ze jehlany J, = [4,, 4,44, ..., 4411] 8 J; = [4,,
B4, - .- B,y jsou jeji autopoladrné normalni jehlany a bod 4, na ni nelezi.
Polarnad nadrovina (4,.q, ..., 4,41) = (Basas - -+, Buyy) bodu 4, vzhledem
k V2Z_,_, protne tuto nadkvadriku v hadkvadrice V2_,_, bez singuldrnich bodu
tak, e jehlany J, = [4,11, ..., A1) 8J5 = [Byyy, ..., B,ya] jsou jeji auto-
poldrné normélni jehlany. Podle diukazu véty 4,1, 3 existuje potom fada
(n — b — 1)? autopoldrnych normélnich jehlant nadkvadriky V2_,_,, jejimZ
prvym &lenem je jehlan J,, poslednim jehlanJ; takova, Ze jeji kazdé dva sou-
sedni ¢leny maji nejvyse dvé dvojice navzajem riznych vrcholi a tyto dvojice
lezi na' téze ptimce. Podle predchazejiciho vysledku, je tedy vrchol 4, téhoz
drphu v kazdych dvou autopolérnych jehlanech nadkvadriky V3_,_, uréenych
vrcholem A, a vreholy dvou sousednich jehlant fady, tedy i v jehlanech . J, a J;.
Vrcholem A, tedy prochazi tyZ podet hran s indukovanou hyperbolickou invo-
luci harmonickyeh péla v jehlanu J a J’ jako v jehlanu J, nebo J, tyZ podet
hran s indukovanou eliptickou involugi jako v J, nebo J; a & hran s induko-
vanou parabolickou involuei j. b. d.

2. Druhem bodu vzhledem k nadkvadrice nazveme uspofiddanou
tvefici disel (A, e, p, d), kterou podle véty 1.1 prifazuje nadkvadrika kazdému
redlnému bodu projektivniho prostoru, jemuz nalezi, takto: &isla 4, e, p, d znadi
po fadé podet ptimkovych hran libovolného autopolarného normélniho jehlanu
nadkvadriky s vrcholem v tomto bodé, na nichz je nadkvadrikou indukovana
hyperbolicka, elipticka, parabolickd involuce harmonickych péli a podet hran,
jejichz viechny body- jsou dvojné body nadkvadriky; reguldrnim bodim nad-
kvadriky, které nemohou byt vrcholy autopolarnéh® jehlanu, nalezi pa
druh (0, 0, 0, 0). Potom plati: .

2.1. Druh bodu vzhledem k nadkvadrice jé invariantni pii reguldrnich redinych
kolineacich projektivniho prostoru, jemu? nadkvadrika ndlei. Vzhledem k dané
nadkvadrice existuji nejvyde Etyfi rizné druhy bodi.

Dtkaz. Druh involuéni projektivnosti je invariantni vzhledem k reguldrnim
redlnym kolineacim. T¥i druhy bodi, které mohou byt vréholy autopoldrného
normalniho jehlanu téze nadkvadriky, jsou uréeny vétou A, II, 3; body, které
nemohou byt vrcholy autopoldrného jehlanu, majf druh (0, 0, 0, 0).

3. O autopoldrnych normélnich jehlanech, které maji alespoti na jedné ptim-
kové hrané hyperbolickou involuci harmoniekych péla, plati:

3.1. Prochdzi-li nékterym vrcholem autopoldrného mormdiniho jehlanu nad-
kvadriky m-rozmérného projektivntho prostoru k (1 <k < n). hran 8 induko-
vanow hyperbolickou, 1, (0 <l<n— 1) hran 8 indukovanou parabolickou
a n—k — 1 hran 8 indukovanou eliptickou involuci harmonickych pdli, md
jehlan pro | =0 a k = 1/2 (n + 1) vdechny vrcholy téhoZ druhu, pro I'= 0
a k = 1/2 (n + 1) md jehlan dva druhy vrcholi, z nichZ na kaZdé hrané 8 hyperbo-
lickou involuct harmonickgjch pdle je jeden vrchol jednoho, druhy druhého druhu,
prol=+=0ak =1/2 (n — | + 1) md jehlan dva druhy vrcholé z nich% na kaZdé
hrané s indukovanou hyperbolickou involuct harmonickijch pdli jsou oba vrcholy
stejného druhw,uréeného vrcholem jehlanw, jém% neprochdzi Zédnd hrana se véems
singuldrnimi body,prol &= 0a k == 1/2 (n — I + 1) md jehlan véechny ¥ druhy
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vrcholi, z nich% na kaZdé hrané s indukovanou hyperbolickou involuci harmonic-
kyeh poli vreholy obou druhi, wréenyjch vrcholy jehlanw, kterymi neprochdzi Zddnd
hraria se viemi singuldrnimi body. )

Dikaz. Na hrang (4,, 4,,,) autopolarného normélniho jehlanu [4,, ...,
A,.,] nadkvadriky n-rozmérného projektivniho prostoru bud indukovéna
hyperbolick4 involuce harmonickych pélt. Na hranach (4,, 4,) budte pro
i=1,"..., 1, (0= !<mn—1) indukovany parabolické, pro 1 =141, ...,
! 4+ k — 1 hyperbolické a pros =1 + k, ..., n — 1 eliptické involuce harmo-
~ nickych péla. Podle 4, I 1 jsou polarné trojihelniky 4,,.,,4,,4,proi=1, ...,
ltypu —00, pro¢ =1+ 1, ...,n — 1typu + — —, t. j.na hranich (4,.,,4,)
jsou pro ¢+ = 1, ..., ! indukovany parabolické, pro ¢ =1+ 1,...,14+k —1
eliptickéa proi =1 + k, ..., n — 1 hyperbolické involuce harmonickych péli.
Tedy vrcholem A4, prochézi I hran s indukovanou parabolickou, ¥ hran s hy-
perbolickou a n — ! — k s eliptickou, vrcholem A4,,,7 hran s parabolickou,
k — 1 hran s eliptickou an — I — k 4 1 hran s hyperbolickou involuci harmo-
nickych péli. Vrcholy 4, ., a 4, jsou stejného druhu jen v piipadé, kdyz je
n—1l—k=k—1, t.j. k=1/2(n — 1+ 1). Bud I = 0; nadkvadrika je
nesingulérnf a podle A4, II, 3 méa proto jeji autopolérny jehlan nejvyse dva
druhy vrchold; podle uvedeného poétu hran prochazejicich vrcholy 4,, 4,4,
jeprok = 1/2 (n + 1) vrchol 4, jednoho, vrchol 4., druhého druhu, pro &k =
= 1/2 (n 4 1) jsou 4, a 4, ., stejného druhu; protoze v druhém piipadé mize
mit jehlan pouze vrcholy toho druhu, jakého jsou vrcholy 4, a 4,.,, md
v tomto piipad® viechny vrcholy téhoz druhu. Bud ! 4= 0. Nadkvadrika mé
alespoii jeden singuldrni bod; tedy alespoii jeden vrchol kazdého autopoldr-
ného. jehlanu le#i v prostoru dvojnych bodi, v ném# nelezi body 4, a 4,.,,
které jsou tedy jiného druhu nez tento vrchol; podle 4, II, 3 mé autopoldrny
norméalni jehlan nejvy¥e t¥i druhy vrcholii; podle uvedeného podtu hran pro-
chézejicich body 4, a 4, ., jsou pro k == 1/2 (n — I 4 1) vrcholy 4,,, a 4,
riznych druhidi, mé v tomto pi{padé jehlan vSechny tfi druhy vrchold. Pro
k=1/2(n —14 1) jsou 4, a 4,,, stejného druhu, jehlan viak nemize mit
vrcholy dalsfho druhu, mé tedy vrcholy pouze dvou druhti. ProtoZe vhodnou
zéménou oznadeni vrcholi miZeme docilit-toho, Zze 4, a 4,., jsou vrcholy na
kterékoliv hrané jehlanu s indukovanou hyperbolickou involuci harmonickych
- péli, je tim véta dokazana.

4.0 andkvadrikéch s prostorem dvojnych bodu plati:

4.1, Véechny body prostoru poldrné sdruzeného s nadrovinou vzhledem k nad-
kvadrice n-rozmérného projektivniho prostoru, které nele{ v prostoru dvojnijch
boda nadkvadriky, jsou vzhledem k nadkvadrice stejného druhu.

Diikaz. Bud S, (d > 0) d-rozmérny prostor polérné sdrueny s nadrovi-
nou 8, ; vzhledem k nadkvadriceV2_, , S,_,prostor dvojnych bodi nadkvadriky.
Lezi-i 8; v 8,,, jsou viechny body, které néle#i prostoru §,, ne viak S,_,,
reguldrni body nadkvadriky, tedy druhu (0, 0, 0, 0). Necht S, nelezi vS,_;;
jsou-li potom 4, B dva body z8,, ne viak z 8, ;,a jeliJ =[4,4,,...,4,]
autopolérny normalni jehlan nadkvadriky VZ_,, jeJ' =[B, 4,,..., 4,] také
jeji autopolarny rtormalni jehlan, a podle 4, I jsou oba jehlany téhoz druhu.
Podle 1.1 jsou 4,, ..., 4, vrcholy téhoZ druhu v J i J’ jsou tedy i vrchol 4
v J & vrohol B v J’ stejného druhu; podle 1.1 jsou tedy 4 a B stejného druhu
vzhledem k nadkvadrice. - :
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II. Kolinearné soustavy nadroviny a nadkvadriky

1. Budte (iS,_;, ‘V2,), ¢ = 1, 2, dv& soustavy nadroviny a nadkvadriky
téhoz nebo dvou raznych n-rozmérnych projektivnich prostord.

a) Pak jsou mozné tyto pipady: «) neexistuje, §) existuje alespoii jeden pél
nadroviny fS,_, vzhledem k nadkvadrice ‘V;_, soustavy i = 1, 2. ProtoZe
kolineace transformuje pél a jeho polarnou nadrovinu v pél a jeho polérnou
nadrovinu, nemohou byt kolinedrné soustavy (i, «) s (i, B) t.j. kolinedrné
mohou byt pouze soustavy 1. (i, x) pro ¢ = 1, 2, nebo 2. soustavy (i, f) pro
1=1,2.

b) Pro a) 2. pak mohou nastat tyto pfipady: Nadroviné ‘S, _, je pFidruZzen
«) vice neZ jeden, 8) jediny pél vzhledem k nadkvadrice ‘V,_,'(: = 1, 2) sou-
stavy. Pro jednojednoznaénost nesingularni kolineace nemohou byt kolinedrné
soustavy (4, x) s (i, B) pro 1+ = 1, 2, t. j. kolinedrné mohou byt pouze sou-
stavy 1. (¢, &) pro s = 1, 2,nebo 2. (3, 8) pro+ = 1, 2.~ i _

¢) Pro b) 1. mohou nastat tyto p¥ipady: VSechny pély nadroviny °S, ,
vzhledem k nadkvadrice ‘¥2_, ) padnou, 8) nepadnou do této nadroviny.
Pro b) 2. mohou nastat tyto p¥ipady: Pél nadroviny *S,_, vzhledem k nad-
kvadrice ‘V2_, soustavy y) padne,d) nepadne do této nadroviny. ProtoZe
kolineace zachovava incidenci, nemohou byt kelinedrné soustavy (i, x) s (¢, f)
nebo (i,y) s (¢, %) pro ¢ = 1, 2, t. j. kolinedrné mohou byt pouze soustavy:
1. (i, x) pro s = 1, 2,nebo 2. (3, 8) pro ¢« = 1,2, nebo 3. (¢,y) proi=1,2,
nebo 4. (¢,d) pro ¢ =1, 2. ;

2. Jednotlivé ptipady soustav, které mohou byt podle rozboru 1. koline4rné,
budeme v daldim vySetfovat v tomto pofadku: 1. (c, 4), 2. (c, 3), 3. (c, 2),
4. (c, 1), 5. (a, 1).

2.1. Podminka nutnd a postacujict, aby existovala redind kolineace, kterd trans-
formuje soustavu nesinguldrni nadkvadriky, jeji¥ pdl vzhledem k madkvadrice
v této nadroviné ndleZi do stejné soustavy dané v tém% nebo jiném n-rozmérném
projektivnim prostoru, je: Pély nadrovin vzhledem k nadkvadrikdm svijch soustav
jsou vzhledem k témto nadkvadrikdm body tého¥ druhu. ‘

Dukaz. Podminka je nutnd; redlnd kolineace, transformujici jednu sou-
stavu v soustavu druhou, transformuje i pél nadroviny vzhledem k nadkva--
drice soustavy jedné v pél nadroviny vzhledem k nadkvadrice soustavy druhé
a podle 1.2 je druh bodu vzhledem k nadkvadrice invariant této kolineace.
Podminka je i postadujici; je-li splnén predpoklad, existuje podle véty I,1.1,
v jedné i druhé soustavé autopolérny normalni jehlan, jehoZ jeden vrchol je
pél nadroviny vzhledem k nadkvadrice soustavy takovy, %e tento vrchol je
v obou jehlanech tého# druhu a neni bodem nadkvadriky; podle 4, II, 5 tedy
existuje realna kolineace, kters transformuje jehlan a nadkvadriku jedné sou-
stavy v jehlan a nadkvadriku soustavy druhé. ;

2.2. Podminka nutnd a postabujici, aby existovala redlnd kolineace, kierd
transformuje soustavu nadkvadriky a jeji uréité rediné teéné nadroviny v sou-
stavu nadkvadriky a jeji uréité rediné teéné nadroviny, danow v tém# nebo jiném
n-rozmérném projektivnim prostoru, je: Ob& nadkvadriky jsou kolinedrné. g

_ Dikaz. Podminka je zfejm& nutnd, je viak i postadujici. Budte (%S,_,, ‘Vi_y),
i = 1, 2, obd soustavy, ‘S,_, redlné teéné nadroviny, 1¥Z_, & 2V3_; kolinedrné.
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", Jsou-li vechny body nadkvadriky 1V2_, a tedy i 2V2_, singuldrni, je podminka
zlejmé postadujici. Necht tedy nejsou viechny body nadkvadriky 1V2_, proto
i *V}_, singulérni; potom existuje alespoii jeden realny bod P spoleény nad-
roving ‘S, _, a nadkvadrice ‘V2_,, ktery nenf dvojnym bodem nadkvadriky;
existuje pak autopolirny normalni jehlan J¢, jehoz jedna hrana je libovolné
piimka p‘, kterd prochézf{ bodem P* a nelezi v nadroving iS,_,; podle 4, I
a I, 2.1 jsou jehlany J! a J? tého# druhu. Jsou-li 4%, Bf vrcholy jehlanu J¢
leZicf na ptimce p’, je A* == P &= B’ a involuce harmonickych pélt na hrand
(4%, B') je hyperbolické; podle I, 3.1 jsou bud pak vrcholy A%, 42 nebo vrcholy 41,
B? v jehlanech J?, J2 tého% druhu a podle 4, II, 5 pak existuje realnd kolineace,
ktera transformuje jehlan J1v jehlan J2anadkvadriku1¥2_, v nadkvadriku 2 vz,
transformuje tedy.i bod P! v bod P2 a nadrovinu tednou 1S,_, v bod& P! v nad-
rovinu te¢nou 2S,_, v bode P2,

2.3. Podminka nutnd a postalujici, aby existovala redlnd kolineace transfor-
mujici soustavu singuldrni nadkvadriky a nadroviny prochdzejici prostorem dvoj-
nych bodw nadkvadriky tak, Ze prostor s madrovinou vzhledem k nadkvadrice
poldrné sdrufeny do této madroviny mepadne v stejnou soustavu, danou v téms
nebo v jiném n-rozmérném projektivnim prostoru, je: Libovolny bod prostoru
poldrné sdruZeného s nadrovinou vzhledem k nadkvadrice, kteryj neni bodem nad-
kvadriky, je v jedné soustavé vzhledem k madkvadrice tého¥ druhu, jako libovolny
bod prostoru poldrné sdrueného s nadrovinou vzhledem k nadkvadrice, ktery mend
bodem této nadkvadriky, v soustavé druhé. ‘

Dikaz. Podminka je nutné, protoZe reslna kolineace, transformujici jednu
soustavu v soustavu druhou, transformuje i prostor s nadrovinou polérnd
sdruZeny vzhledem k nadkvadrice v soustavé jedné v prostor polarné sdruzeny
8 nadrovinou vzhledem k nadkvadrice v soustavé druhé a podle I, 1.2 je druh
bodu invariant této kolineace. Podminka je i postadujici; je-li 4 bod vyhovu-
jici podmince 2.3 v soustavé jedné, B v soustave druhé, mize byt bod 4 vrcho-
lem autopolérného normalniho jehlanu J*v soustavé prvnf, B autopolérného
normélntho jehlanu J’ v soustavé druhé; podle I, 1.1 je pak A vJ a B v J'
téhoZ druhu. Existuje tedy podle 4, II, 5 redln4 kolineace, kters transformuje
JvJ', Av B, nadkvadriku soustavy jedné v nadkvadriku soustavy druhé,
tedy i prostor urdeny bodem A4 a prostorem dvojnych bodd nadkvadriky
8 jeho polérnou nadrovinou soustavy jedné v prostor uréeny bodem B a pro-
:(sltrc‘)lrem dvojnych bodi nadkvadriky s jeho poldrnou nadrovinou v soustavé

hé. :

i

2.4. Podminka nutnd a postadujiei pro kolinearnost soustav (c, 1) rozboru
v 1. je vyslovena v 2.2. :

2.5. Podminka nutnd a postalujici, aby existovala redind kolineace transformu- *
jici soustavu singuldrni nadkvadriky a nadroviny, kterd neprochdzi prostorem
dvojngjch bodid nadkvadriky, v stejnow soustavu danow v tém¥% nebo jiném projek-
tivném n-rozmérném prostoru, je: (n — 2)-rozmérné nadkvadriky, v nich¥ protinaji

‘nadroviny nadkvadriky své soustavy jsou kolinedrné.

Dikaz. Podminka je nutné, protoZe redlns kolineace, transformujici jednu
soustavu v soustavu druhou, transformuje i spoleény ttvar nadroviny a nad-
kvadriky soustavy jedné v spoledny ttvar nadroviny a nadkvadriky soustavy
druhé. Podminka je i postadujicf; budte 1V2_,, 2V2_, nadkvadriky, ve kterych
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protinaji nadroviny nadkvadriky svych soustav.1V2_, a 2V2_, jsou kolinedrné,
existuje proto podle A I,1a A, 11, 5 v libovolném autopolarnim normélnim
jehlanu Ji=[4},..., 4}] nadkvadnky 12, a Ji=[4},..., A%] nadkvadriky
2P2_, alespoii ]eden vrchol ktery nelezi v prostoru dvo;n)"ch bodt své nad-
kvadriky a je stejného druhu v J* i J2; necht je to A4}, resp. AZ. ProtoZe nad-
rovina soustavy neprochazi dvojnym prostorem nadkvadriky soustavy, exi-
stuje v kazdé soustavé alespon jeden bod A},,, A%, ktery je dvojnym bo-
dem nadkvadriky soustavy a nelezi v nadroviné soustavy (41,..., Al), resp.
(43,..., 42); je tedy J} =[41,..., A%, Al.,] autopolarny normélni jehlan
soustavy jedné, J? =[42,..., A2, 4%2.,] soustavy druhé. Vrchol A}, 42
nenaleii prostoru dvojnych bodi nadkvadriky své soustavy, na hranich
(4y, 4}) jehlanu J*, tedy i J{ a na hranéch (43, A}) jehlanu J2, tedy i J§ je pro
t=1...,n—1 indukovéna mvoluce harmonlckych péla tého# druhu, na hrané
(AL, ,,H) a na hrané (42, 42,,) involuce parabolicka, je tedy vrchol Al v J}
a 4% v J% téhoz druhu a podle 4, II, 5 existuje realnd kolineace, ktera trans-
formuje jednu soustavu v soustavu druhou.

ITI. Klasifikace nadkvadrik n-rozmérného afinniho prostoru

V tomto odstavei piedpoklidame afinni n-rozmérny prostor s absolutni
nadrovinou %8, _; a nazyvime:

Stfedem nadkvadriky neabsolutni pél absolutni nadroviny vzhledem
k nadkvadrice bez dvojnych bodi; o-rozmérnou osou nadkvadriky ne-
absolutni o-rozmérny prostor (o0 == 0) polarné sdruzeny s absolutni nadrovinou
vzhledem k nadkvadrice, jejiz (o — 1)-rozmérny prostor dvojnych bodi lezi
v absolutni nadroving; (0 + 1)-rozmérnym primérem nadkvadriky libo-
volny neabsolutni (o + 1)-rozmérny prostor, ktery prochézi o-rozmérnym
prostorem polarné sdruZzenym s absolutni nadrovinou vzhledem k nadkvadrice,
a ktery leZi v absolutni nadroviné.

Tétivou nadkvadriky redlnou (imaginarni) pi"imku na které nadkva-
drika indukuje hyperbolickou (eliptickou) involuci harmonickych p6li; primeé-
rem nadkvadriky redlnym (imagindrnim) tétivu redlnou (imagindrni),
kters prochézi sttedem nadkvadriky nebo protind jeji o-rozmérnou osu.

Souhrn n — oreélnych a lma,gmarnich pramért nadkvadriky, které jsou hra-
nami téhoz autiopolarného normalniho jehlanu nadkvadriky prochdzejicimi
jednim jeho vrcholem pro o = 0 soustavou z sdruzenych praméru, pro
0+ 0 soustavou n —o primérd sdruzZenych s o-rozmérnou osou nad-
kvadriky; souhrn n — o0 —1 redlnych a imagindrnich t¥tiv nadkvadriky,
které jsou hranami téhoZ autopoldrného norméilniho ]ehla,nu nadkvadriky
prochazejicimi jednim vrcholem jehlanu, ktery leii v (o 4 1)-rozmérné ose
nadkva,drlky, soustavou m —o — 1t&tiv sdruzenych s (o + 1)-rozmér-
nym primé&rem nadkvadriky, lezi-li zbyvajici hrany v priméru.

1. Nadkvadriky sti-edové Stfedovou nazveme nadkvadriku, ktera mé,_
stfed. Potom plati:

1.1. Dvé (n —1)-rozmérné nadkvadriky stfedové jsou aﬂnm tehdy a jenom
tehdy, je-li podet redlnych praméri libovolné soustavy n sdrufenych praméres
nadkvadriky jedné rovny poctu redinych priméri libovolné aoustavy n admienych
priméri nadkvadriky druhé.
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. Ditkaz, Podle I, 1.1 jsou sttedy obou nadkvadrik body tého# druhu vzhle-
dem k nim; absolutnf nadrovina je polarné nadrovina obou stfedt vzhledem
k jejich nadkvadrikdm, Kters t&mito stfedy neprochézi; podle II, 2.1 je tedy
splnéna nutné a postadujicf podminka, aby existovala redlns kolineace s inva.
riantn{ absolutnf nadrovinou, kters, transformuje jednu nadkvadriku v druhou.

1.2. Polet afinn® riznych sttedovych nadkvadrik obdriime podle 4,11, 3
a A,1II, 3’ takto: Autopoldrny normalni jehlan nesingulérni nadkvadriky mé4
nejvyse dva druhy vrcholu. Vrcholem jednoho druhu prochézi k (0 <k < n)
hran 8 indukovanou hyperbolickou a # — % hran s indukovanou eliptickou invo-
lucf harmonickych péli; vrecholem druhého druhu prochézi » — k + 1 hran
8 indukovanou hyperbolickou a £ — 1 hran s indukovanou eliptickou involuci
harmonickych péli: Jehlany s jedingm druhem vreholu tedy obdrzime pouze
prok=0aptik=0prok=n—k+1,t. j. pro k = 1/2 (n + 1). ProtoZe
jsou k a n celd kladnd &sla, nastane posledni ptipad pro nadkvadriky. prostoru
8 lichym podtem rozmért. V n-rozmérném redlném projektivnim prostoru je
pro sudé n celkem 1/2n + I projektivng riznych nesinguldrnich nadkvadrik,
je tedy v tomto p¥ipadd celkem 2 x 1/2n + 1 = n + 1 afinng réznych nad-
kvadrik. Pro liché # je celkem 1/2(n + 1) + 1 kolineédrng réznych nesinguldr-
nich nadkvadrik, je tedy v tomto piipadé celkem 2 X [1/2. (n + 1) — 1] + 2=
= n + 1 afinné rtznych sttedovych nadkvadrik. Dostdvame:

1.2.1. Polet raznych stredovijch nakdvadrik n-rozmérného afinntho prostoru
jen + 1.

2. Paraboloidy. Paraboloidem nazveme nesinguldrni nadkvadriku, jejiz
te¢nou nadrovinou je absolutni nadrovina. Potom plati:

2.1. Dva paraboloidy n-rozmérného afinniho prostoru jsou afinni tehdy
a jenom tehdy, je-li v libovolné soustavé n — 1 tétiv sdruZengch s libovolngm
primérem paraboloidu jednoho polet redingch tétiv bud rovny poltu redlnijch tétiv
nebo rovny poltu imagindrnich tétiv libovolné soustavy n — 1 tétiv sdruZenijch
8 libovolnym pramérem paraboloidu druhého.

Dikaz. Paraboloid mé vidy (jednorozmé&rny) primér, ktery je redlny; necht
jsou 4, B vrcholy libovolného autopolérného normalniho jehlanu J, které
leZ{ na tomto priméru a necht vrecholem A prochdzir (0 < r < n — 1) redlnych
tétiv; je-li » +141/2(n + 1), existujf na tomto priméru podle véty I, 3.1
oba neéjvyse mo#né druhy vrcholu v J; podle 4, II, 3 pak tedy prochézi vrcho-
lem A4 r t&tiv redlnych a n — r — 1 tétiv imaginarnich, vrcholem B n — r — 1
t&tiv redlnych a r tétiv imagindrnich; je-lir + 1 = 1/2 (n + 1), jsou vrcholy 4
& B téhoZ druhu v J, Je-li tedy splnéna podminka 2.1, jsou podle 4, IL, 5 oba

- paraboloidy kolineérni a podle TI, 2.2 je tedy splnéna podminka nutné a posta-
dujici, aby existovala redlnd kolineace s invariantni absolutni nadrovinou,
kterd transformuje jeden paraboloid v paraboloid druhy. LT

2.2. Podet riznych paraboloidii n-rozmérného afinniho prostoru zjistime

- takto: Podet kolinedrné réznych nesinguldrnich nadkvadrik je pro sudé n
rovny 1/2n + 1, pro liché n rovny 1/2 (n + 1) + 1. Podle 4, II, 3 je v kai-
dém z téchto podtt pravé jedna nadkvadrika, (typ +...+), kterd neindukuje
na Z4dné hrané autopolérného jehlanu hyperbolickou involuci harmonickych
pélu. Plati tedyt - "

2.2.1. Polet razngjoh paraboloid n-rozmérného afinniho prostori je pro sudé n
-rovny 12 n, pro liché n rovny 1/2 (n + 1). 3

. 3.6
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3. Valce osové. Singuldrni nadkvadriku, jeji# prostor dvojnych bodu le¥
v absolutni nadroving, nazveme valcem. Ma-li vilec osu, nazveme ho vélcem
osovym. Potom plati:

3.1. Dva osové wilce n-rozmérného afinniho prostoru jsou afinni tehdy a je-
nom tehdy, je-li polet redlniych praméri libovolné soustavy n — o praméri -
sdruZenijch s o-rozmérnou osou vdlce jednoho rovny poétu redlniyjch priméra libo-
volné soustavy n — o praméri sdrufenych s o-rozmérnou osou vilce druhého.

Dikaz. Prochézi-li bodem A osy vilce r redlnych primérd sdrufenych
s osou, neni tento bod bodem valce a v autopolérném jehlanu s vrcholem A
a 8 hranami v primérech prochézi bodem 4r hran s hyperbolickou,n —r — o 41
hran s eliptickou a 0o — I hran s parabolickou involuci harmonickych péld;
podleI, 1.1 je druh bodu vzhledem k vélci (r,n —r — 041, 0 — 1,0); podlel, 4,1
je to druh kaZdého bodu osy, ktery neni bodem vélce. Plati-li 3.1, je podle
I1, 2.3 splnéna podminka nutné a postadutici, aby existovala afinita, kters
transformuje jeden valec ve vilec druhy. /

3.2. Podet afinné rtiznych (n — 1)-rozmérnych vilet zjistime takto: P¥i
o-rozmérné ose je podminka véty 3.1 pravé podminka véty 1.1 pro prostor
(n — 0)-rozmérny. Podle 1.2.1 je tedy proo = 1,...,n — 1 tento podet rovny
n4+m—1)4... +2=1/2(n — 1) (n + 2), tedy:

3.2.1. Pocet riznyjch osovyjch vdlct n-rozmérného afinniho prostorw je rovny
12(n — 1) (n + 2). ;

4. Valce parabolické. Valec, jehoZ teénou nadrovinou je nadrovina abso-
lutni, nazveme vélcem parabolickym. Potom plati:

4.1. Dva vdlce parabolické n-rozmérného afinniho prostoru jsow afinni tehdy
a jen tehdy, je-li polet redinyjch tétiv libovolne soustavy n — o — 1 tétiv sdru-
Zenyjch s Libovolnym (o + 1)-rozmérngm primérem vdlce jednoho rovny bud
poltu redlnyjch mebo poltu imagindrnich tétiv libovolné soustavy n — o —1 tétiv
sdruZenyjch s libovolnym' (0 + 1)-rozmérnym priamérem vdlce druhého.

Dikaz. Je-li bod 4, ktery nalezi (o + 1)-rozmérnému priméru ne viak
valei, vrecholem autopolérného jehlanu s hranami v tétivach soustavy sdruZe-
nych tétiv, prochézi jim vedle téchto hran jedt& o hran s indukovanou parabo-
lickou & jedna hrana s hyperbolickou involuci harmonickych péhi. Dikaz pak
je jako dikaz vé&ty 2.1 pro (n — o)-rozmérny prostor, ve kterém je podet
hran jehlanu J prochézejicich body A a B zvéten o ¢ hran s parabolickou
involueci harmonickych péld. . , ‘

4.2. Podet afinné riznych (n — 1)-rozmérnych véled obdriime takto: Pro
(0 + 1)-rozmérny primér (o = 1, ..., n — 2), je podminka 4.1 pravé podminka
2.1 pro prostor (n — o)-rozmérny. Je tedy afinnd riznych valci parabo-
lickych pro sudé n: 127 +1/2(n — 2) +1/2(n —2) + ... + 2+ 2+ 1 =
= 1/4(n — 2) (n + 2),prolichén:1/2 (n — 1) +1/2(n — 1) 4 1/2 (n — 3) +
+12n—3)=...+24+2+1=1/4(n— 3).(n + 3) + 1, tedy: ,

4.2.1. Polet ruznych parabolickych vdlew n-rozmérného afinnitho prostoru
je pro sudé m rovny 1[4 (n — 2) (n + 2), pro liché n rovng I/4(n — 3)
(n+3) + 1. : 4

5. KuZely. KuZelem nazveme nadkvadriku singulérni, jejiZ prostor dvoj-
nych bodd nelezi v absolutni nadroving. ProtoZe v pfipadé kuZelt nenf abso-
lutnf nadrovina prvkem polérnosti kuZelem indukované, musime rozifit pojem
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autopolérného normélntho jehlanu tak, aby tato nadrovina byla prvkem
tohoto roziffeného pojmu.

Necht mé kuZel V_; d-rozmérny prostor S, dvojnych bodi; necht libovolny

(» — d — 1)-rozmérny prostor S,_,_,, ktery nems s S, spoleény bod, protne V2_,
+ v nadkvadrice V:_, ,, kterd tedy nemé singulérnich bodé a necht je J, =
=[4,,..., 4, ;] sutopolérny normélni jehlan nadkvadriky V2_,_,. Potom
nazveme hranami autopoldrného (n — d)-hranu kuzele V2_,n — d pro-
stori 'Sy, = (84, 4;),4 = 1,...,n — d; (d 4+ 2)-rozmérné prostory #i,, , =
= ("8441, 8441 ), i F 4,4, j=1,...,n — d jeho sténami a involuéni pro-
jektivnost svazku (d 4- 1)-rozmérnych prostori, kterymi se promité z S, invo-
luce harmonickych pélt na hrané (4, 4,) involuci indukovanou kuze-
lem ve strané /8,,, . Na autopolarny (n — d)-hran se daji snadno rozifit
viechny véty, které plati o autopolirném norméalnim jehlanu nadkvadriky bez
singulérnich bodii a o druzich vrchold a bodi. -

Nazveme-li sténu (n — d)-hranu redlnou (imaginarni), je-li v ni kuelem
indukovédna hyperbolicks (eliptickd) involuce, systémem sdruzenych
(@ + 2)rozmérnych stén, stény téhoz (n — d)-hranu, které prochszeji jed-
nou jeho hranou, plati:

5.1. Dva kuZely m-rozmérného afinniho prostoru jsow afinni tehdy a jen
tehdy, je-li polet redingch stén libovolného systému sdrufemgch (d + 2)-roz-.
mérnych stén kuZele jednoho bud rovnyj poltu redinyjch stén nebo rovny poétu ima-
gindrnich stén zvétdenému o jednu libovolného systému sdruzengch (d + 2)-roz-
mérnyjch stén kuZele druhého. -

Dukaz. KuZely budte ‘V2_, , jejich Fezy s absolutni nadrovinou V2,
+ = 1,2. Systém sdruZenych (d + 2)-rozmérnych stén kuele ‘VZ_, je profat
absolutni nadrovinou v systému sdruZenych (d + 1)-rozmérnych stén nad-
kvadriky ‘V2_,; libovolny 8, , , absolutnf nadroviny, ktery nemé s prosto-
rem dvojnych bodi Zédny spoleény bod, protne tento systém v autopolarném
normélnim jehlanu Ji ¥ezu ‘S, , , s ‘V2_,; podle 4,II, 3 jsou jehlany J!
a J} téhoz druhu; autopoldrné normélni jehlany nadkvadrik 1V2_, a 2V2_,, je-
jichZ vrcholy obdrzime, kdyZ vrcholy jehlanu J¢ doplnime d dal§imi vrcholy,
které jsou libovolnou skupinou linedrn® nezavislych bodd, urdujicich prostor
dvojnych bodi této nadkvadriky, jsou tedy opét stejného druhu a nadkvadriky
1754 aV3_, jsoupodle 4, II, 5 kolinedrné; podle II, 2.5 je tedy v&ta spravnd.

5.2. Podet afinné riznych kuZelt zjistime takto: Tento podet je rovny podtu
projektivné riznych nesinguldrnych nadkvadrik prostoru (n — d — 1)-roz-
mérného pro d =0, 1,...,n — 2. Podle 4,11, 3 je tedy pro sudé = rovny
120 +1412m—2)+14+12n—2)+1+...+1/2.24+1+ 1/2.
241+1/2.24+1=1/4n(n + 4) — 1, pro liché n rovny 1/2 (n — 1) +
+14+12m=1)4+14+1/2(n—3) +1+ ... +1/2.2+14+1/2.24+
4+ 1=1/4(n — 1) (n + 5). Tedy: ,

5.2.1. Pocet razngjch kufelts n-rozmérného_prostoru afinniho je pro sudé n
rovny 1/4.n (n 4 4) — 1, pro liché n rovny 1[4 (n — 1) (n + 5).

Tim jsou vyderpany viechny. p¥ipady plynoueci z rozboru II, 1; v III, 1.—5.
jsou tedy uvedeny viechny afinn® rtizné nadkvadriky n-rozm&rného afinntho
prostoru. .. N R ‘
; (Dodéno do redakee 1. XI. 19556.)
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Adppunnasi kraccupuranua runepRBa PR
ponernt J-p Ax Cp6

Peswome

B crathe ,,ABTOMOJIADHEIE CHMIUIEKCH IOJAPHOCTH N-pasMepHOro HPOCTPaHCTBA''
(Yemcknid ;ypHaI: ,,KypHaI Ayia KyJbTHBUPOBAHMA MaTeMaTHKH ¥ ¢uamkm'‘, ropx mana-
BuA 72, crpaEuna 49), A CHHTETHYeCKHM NOKA3aJ HECKOJBKO TeopeM, KacalomuXcd aBTo-
NOJIAPHHIX CHMILIEKCOB NOJAPHOCTH N-Pa3MePHOro IPOEKTUBHOTO IPOCTPAHCTBA M NOCPeA-
CTBOM HHX A TIPOBeJl KJIacCHYMKANUIO STHX NOJAPHOCTEH, ClIef0BAaTeNLHO M I'HIEPKBAPHK
8TOr0 IpocTpaHCTBA. B 5TOM Tpyde A NONOJHAI NpPHBeJeHHbHIE TeOPeMhHl HEKOTODHMH
JanbHEHIIIMHA TeOpeMaMH M NPOBOKY apPuuHYyI0 KilaccHPIKanUio TUNepPKBaPHK, KOTOPYIO
MOKHO Pe3IOMHDPOBAaTh CJIeLyomnM 06pasom: '

Raxpoit runepxsajpnke V;_;, n-pasMepHoro ag@uHHOr0 NPOCTPAHCTBA COOTBETCTBYET
XapaKTepHCTHKA :

[a(o + b, 7, %)],

npmaeM 0 +b +7r+t=mn,r4+¢>0, rme a, b, o, 7, ¢
MOTYT NPHHAMATH SHAYEHHI:

a=21;0=1,0maa=2;b=1mmaa=1,0=0,..., n—1;7r,¢=0, ..., n,

a UX reOMeTpHYECKOe 3HAYeHHE CJeaylonee:

Ecsm S3_,, abcomorHas TUNepPIIOCKOCTh ONOJHEHHOro apPuHHOrO IPOCTPAHCTBA, TO 0
sIBJIieTCA Pa3MepoM IPOCTPaHCTBA S, , NOJAPHO CONPSIIKEHHOro ¢ Si_, oTHOCHTENBHO Vi,
KOTOpOe He cofepKuTcs B Sy, (masa o = 0 So siBaserca meatpoM, s o > 0 S, Asngerca
0-pa3MepHO# 0cCbhI0); o + b ABIAercsa pasMepoM HPOHBBOJBHOIO S,y ((0 + 1)-pasMepHEIE
AuamMeTp) He MHIOHMIEHTHOrO ¢ Si_; M TMPOXOSIIEro n-pasMepPHLIM NPOCTPAHCTBOM NOJAPHO
ConpsMKeHHbIM ¢ S4,, KOTOPOe MPHHAMISKAT Sp_;.

Ecnu a = 2, To 7(¢) mpexcraBiser 4mcsI0 INPSAMOJIMHEMHHIX pefep TOro e CaMoro
ABTONOJIAPHOTO CHMIUIEKCA TMIEPKBAAPMKHE VI ;, Ha KOTOpHX HHAyKOBaHa rumepbom-
vecKas (sJIMNTHYECKAA) MHBOJIONHA NapMOHMYECKUX INOJIOCOB M KOTOPHE INPOXORAT TOM
e BePUIMHON CHMINIEKCA; 9TOH BepIUnHOM Ay o = 0, b = 0 ABnserca Touka S, (cucTema n
CONpPsKeHHBIX AuaMeTpoB), A1a o = 0, b = 0 mpoMsBoJIBHAs TOYKA IPOCTPAHCTBA S,,
KOTOpas He NPUHAIJIEKHUT I'HNepKBajpmKe Vi, (cHcTeMa n — o JMAMETPOB CONPHAKEHHBIX
¢ 8o (, mia b = 1 mpomsBosibHAA TOYKA NPOCTPAHCTBA So4y, KOTOpPas He NPHHAJIEHKHT
runepksajgpuxe Vi, (cumcreMa n — o — 1 XopH, cOnpsyKeHHBIX € Soi;). '

Ecim a = 1, To S, ABIAercA NPOCTPAHCTBOM MBOWHKIX TOYeK TMIOEPKBagpHKE Vi,
KOTOpoe He cofiepskuTCcA B S5y ; ecm Vi_o—, ABJIsIeTCA cedeHNeM I'ANePKBaipAKA Vs, ¢ mpo-
A3BOJILHEIM Sy—o—;, KOTOpOE He HMeeT ¢ Sy oOmeit TOYKH, TO 7(i) IpeACTABIAET IACIIO PO~
CTPaHCTB Sy 4+, KOTOPHIMU U3 .S} IPOEKTHPYIOTCA NPAMOJIMHEAHEe pedpa IPOU3BOIABHOTO aBTO-
TIOJIAPHOTO CHMILIEKCA TMIEPKBAJPUKA V2, 5 KOTODHE NPOXORAT TOH Ke BEPIIMHOHR CAM-
IleKca ¥ Ha KOTODHIX MHIYKOBAaHA rumepGosmdecKad (31MNTHYECKAs) MHBOJIOLNHUA rapmo-
HUYECKAX IOJIIOCOB (CHCTEMA 7 — 0 — 1 CONMPSKEHHRIX IPOCTPAHCTB).

Bee appmano pasHmle runepKBagpEKH, M IPA TOM KamKAyl0 W3 HAX TOJBKO OJHH pa3,
nosyymm ciegyromum oGpas3oM: ’

I. @ = 2; runepxBajipEKA He KOHMYECKHe;

1. b = 0; o = 0; runepKBafipuKu HeHTpaibHue; 7 = 0, ..., N
B IOJIHOM vHcye n + 1;

u3 Hux [2(0 4+ 0, 0, n)] ABNAeTcA rHNEPKBAJPHKOR MHAMOM,
[2(0 + O, n, 0)] — siuncompoM, a ocTaJbHEE — rAnepGoTOHIaMH.
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2, b=1, 0 = 0; (n — 1) -pasmeprusie napaBoOALL; I TETHOTO 7

r=1, ..., 1/2 . n, B nonsHOM uymcsie 1/2 . n; [IA HedeTHOro n
r=1, ..,1/2(n 4 1), B nonnom umcie 1/2 (n + 1).

.b=0,0=1, ..., n—1; (n — 1) -pasMepHEIe OCEBHe IEAJIAHADH;
aar=0,..., n—o, B noaHOM uncie 1/2 (n — 1) (n + 2).

+b=1, 0=1,..., n—2; (n—1) -pasMepHHe napabosHueCKHe MHIHHIPH;
mmar=1,...,1/2(n— o + 1), ecim n — o HederHOE, .

r=1, ..., 1/2(n — 0), ecnu n — o "erHOe,
B NOJHOM aHciie 1/4 (n — 2) (n + 2) oA geTHOTO 7,
al/d(n—3)(n+ 3)+ 1 ana He4eTHOro 7.

II. @ = 1; runepronycH.-
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1.b=1,0 = 0, ,.., » — 2; KBajpaTHYecKie TI'MIEPKOHYCH; mad 7 =0, ..., 1/2
(n — 0 — l)v .
ecian — o — 1 gernoe, mia r = 0, ..., 1/2 (n — o),
eciE n — o — 1 HedeTHOe, B NOJHOM uHCHe 1/4 . n(n +
+ 4) N 11

ecam n 9etHOe, 1/4 (n — 1) (n + 5), ecim n HeuerHoe.



ACTA FACULTATIS RERUM NATURALIUM UNIVERSITATIS COMENIANAE
TOM. L, FASC. L MATHEMATICA 1956

Diferencidalna rovniea treticho radu tvaru
¥y +24y +(A4 +b)y=0
so vSetkymi integralmi oscilatorickymi

Dr. M. GREGUS

G. Mammana [1] vyslovil domnienku, %e ka%d4 linedrna diferenciédlna rovnica
homogénna tretieho radu ma aspoii jeden integrél bez nulovych bodov.
G. Ascolli [2] v8ak podal priklad diferenciédlnej rovnice tretieho radu, ktorej
kazdy integrdl mé aspoii jeden nulovy bod. G. Sansonemu [3] sa podarilo
skonstruovat diferencidlnu rovnicu tretieho rddu tvaru

(A) Y +Qy +Qy=0,

ktorej kazdy integrdl md na urditom konednom intervale vopred stanoveny
pocet nulovych bodov. :

V préci [4] st uréené podmienky, za ktorych kaZdy integral diferencidlnej
rovnice (A) ma v intervale (—oo, co) nekoneéne mnoho nulovych bodov.

V tejto prici st urlené podmienky na koeficienty diferencidlnej rovnice
tvaru :

(a) '+ 24y + (4" +b)y =0,

za ktorych kaZdy jej integrdl mé nekoneéne mnoho nulovych bodov v inter-
vale (— oo, o0).

I.
UvaZujme o linedrnej diferencidlnej rovnici tretieho ridu tvaru (a), v ktorej

4" = A'(z), b = b(x) nech st spojitymi funkciami € (— oo, o).
Diferencidlna rovnica adjungovana k rovnici (a) je tvaru

(b) Y + 24y’ + (4’ —b)y = 0.
Samdadjungova.né diferencidlna rovnica tretieho rddu je tvaru
(c) Y+ 24y + A'y=0.

41



Integrdly diferencidlnej rovnice ((a) spliiajt tav. integralnu identitu (Mam-
manova identita)

(1) | vy — ';‘!/'2 + Ay* + fby2 dt = konﬁt.,

kde a € (—oo, o0) pevné, x € (—oo, oo) IubovoIné &islo. Ak namiesto b do-
sadime do (1) —b, dostaneme integralnu identitu pre integrily diferenciélnej
rovnice (b).

G. Sansone [3] dokézal nasledujicu tzv. porovnavaciu vetu:

Nech A'(z) a b(z) st spojitymi funkciami z € < a, b >. Nech b(x) = 0 pre
x € <a, b>. Nech y(z) je integralom diferencidlnej rovnice (a), ktory v &isle a
splita podmienku

ORI ¥(@)y'(@) — 5 ¥(0) + A(@) $(0) < 0.
Nech .
(d) 2"+ 242 + Aiz=0

je samoadjungované diferencidlna rovnica tretieho radu, kde 4;(x) je spojitou
funkciou z € <a, b>. Nech pre z € <a, b> je A(x) = 4,(x) a nech z(z) je
integralom diferencidlnej rovnice (d), ktory m4 v é&islach «, 8, kde @ < &« <
< B < b, za sebou nasledujice dvojnidsobné nulové body. Potom y(z) ma
v («, B) aspoil jeden nulovy bod.

Uvedena veta plati aj v pozmenenom tvare. Namiesto b(z) = 0 predpo-
kladajme b(z) < 0 pre € < a, b > a nech y(x) spliia podmienku (1) v &isle b.

Vietky ostatné predpoklady nech ostant nezmenené. Za takto pozmenenych
" predpokladov plati aj tvrdenie nasej vety.

Dokaz takto pozmenenej vety je totozny s dékazom pévodnej vety, okrem
toho, Ze namiesto a v8ade v dokaze treba pisat b.

G. Mammana [1] dokézal tito vetu:

Nech u(z), v(z) st dva nezavislé integraly diferencidlnej rovnice

(e) ‘ u” + %Au = 0.

Potom 2, v?, uv tvoria fundamentilny systém diferencidlnej rovnice (c).
Z tejto vety vyplyva, Ze kaZdy jednoduchy nulovy bod integralu « je dvoj-
nésobnym nulovym bodom #2 t. j. integralu diferenciédlnej rovnice (c).

M. Zldmal [5] dokézal nasledujicu vetu:

Nech v rovnici

(f) Y +p@)y +q(x)y=0
p’(x); g(x) st spojité funkcie pre z = a. Nech p(z) je nezdporné a nech plati
x _
M= limsupl)-(——l< oo, m = lim sup Jzq(x) < 0
| & i

TR

a nech p'(z) — 2¢(z) = 0.
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Ak y(x) je netrividlne rieSenie diferencidlnej rovnice (f), potom je bud osci-
latorické pre x = a, alebo diverguje do + oo rychlejiie nez urditd mocnina z.

Ak vo vete platia uvedené predpoklady pre z < a, okrem pripadu, Ze pred-
pokladdme m > 0, namiesto Yz piteme }—z a p'(x) — 2¢(x) < 0 pre z < a,
potom Tubovolny integral diferencidlnej rovnice (f), y(z) je bud oscilatoricky
pre z < a, alebo diverguje do oo rychlejiie ne# uréitd mocnina z. ~

‘Dokaz takto pozmenenej vety je podobny dbkazu pdvodnej vety, preto ho
nebudeme uvadzat. ‘

II.

V tomto odseku si dokdZzeme nasledujiicu vetu:

Veta. O koeficientoch diferencidlnej rovnice (a) predpokladajme:

1. Nech A'(z), b(x) st spojité funkcie x € (— oo, o).

2. Nech b(z) = 0 pre x > a, b(a) =0, b(z) < 0 pre z < a, nech bla + z) =
— — b(a — x)anech lim b(x) = 4 oo. Nech dalej A(x) > o* pre x € (— o0, 0),
kde 02 je konStanta, ; nie:h A(z) je symetrickd vzhladom nma priamku z = a.

3. Nech lim sup —%f—) = lim sup A_(i) < oo a mech lim sup Jz[4'(z) —

) x Z—>—® ]/ —x Z—>0

— b(x)] = — lim sup V—=z[4'(x) — bx)] < O.

Potom ka%dyj integrdl diferencidlnej rovnice (@) md nekoneéne mnoho nulovych
bodov v intervale (— oo, 0o).

Dokaz: Kvoli jednoduchosti budeme predpokladat a = 0. Nech y,, ¥, ¥s
st integralmi diferenciédlnej rovnice (a) vlastnosti:

1(0) = 9i(0) = 0, u,(0) = 95(0) = 0,  y;(0) = ¥;(0) = 0.

Takto volené integraly tvoria fundamentélny systém diferencidlnej rovnice (a).

Uka¥eme, %e #, osciluje nalavo i napravo od zatiatku. Porovnajme totiZ
diferencislnu rovnicu (a) s diferencidlnou rovnicou (c), samoadjungovanou.
Nech u je lubovolny integrél diferencidlnej rovnice (). Z predpokladu 2 vy-
plyva, %e u osciluje v (—oo, co). Z uvedenej vety v ods. I od G. Mammanu
vyplyva, Ze y = u? je integralom diferencialnej rovnice (c), so vSetkymi nu-
lovymi bodmi dvojnasobnymi. Integral y, spliia v ¢isle 0 podmienku (2), a teda
podla porovnaivacej vety od G. Sansoneho medzi kazdymi dvoma nulovymi
bodmi integralu y lezi aspoii jeden \nulov;’r bod integralu y, .

Vieobecny integral diferencidlnej rovnice (a) je tvaru

Y = 1Y + CYa + C3Ys-

UkéZeme, %e y mé nekonetne mnoho nulovych bodov nalavo alebo napravo
od zadiatku.

_ Povedzme, Ze y nem4 #iaden nulovy bod v (— oo, 0). Ak by totiZ mal aspoii
jeden, z porovnavacej vety Iahko zistime, Ze ich mé nekoneéne mnoho.
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Utvorme si podiel:

¥\ _ Yz — Y1Ys) — Cs(¥1Y5 — Y1¥s)
(3) y - yz . *

Oznadme w, = 4195 — Y1¥s, W = ¥1Y3 — Y1Ys-

Je zndme [1], Ze w,, w, sl integrdlmi diferencidlnej rovnice (b). Lahko na-
hliadneme, Ze w,(0) = w;(0) = 0, w,(0) = w;y(0) = 0.

Z integré,lnej identity (1) upravenej pre diferencidlnu rovnicu (b) Iahko
zistime, Ze w, nemd Ziaden nulovy bod ani nalavo, ani napravo od zadiatku.
Kvaéli ]ednoduchostl predpokladajme w,(z) > 0 pre z = 0. Diferencidlna rov-
nica (b) je tvaru (f). Koeﬁclenty diferencidlnej rovnice (b) spliiajii predpoklad 3
naSej vety, a teda si splnené predpoklady vety od M. Zlamala, uvedenej
v ods. I. Preto w,(x) diverguje do 4+ oo pre kladné i zaporné .

Pre w,(z) si mozné dva pripady:

1. wy(z) nemé napravo ani nalavo od zaéiatku nulové body, alebo ich ma
koneény ten isty podet nalavo i napravo od zadiatku.

2. wy(x) osciluje nalavo i napravo od zadiatku.

UkéZzme, Ze integral w,(z) diferencidlnej rovnice (b) ma tu vlastnost, Ze
wy(z) = —wy(—x).

Vskutku je

() wy () + 24(z) wy(z) + [A'(z) — b(z)]wy(z) = 0,
—wy(—2z) — 24(—2) wy(—2z) + [4'(—2) —b(—x)]wy(—=x) = 0.

Poslednii rovnicu mozno pisat v tomto tvare:
() —wj(—2) — 24(z) wy(—2) — [4'(x) — b(a)] wy(—2) = 0.

Porovnajic rovnice (x), (6), ak berieme do uvahy skuto¢nost, Ze wz(x)
a —wy(—=x) st urdené tymi istymi za.éla.toényml podmienkami, v1dime Ze
Wy(2) = —wy(—2).

Pomocou vzfahu (3) teraz ukdZeme, Ze v pripade 1 pre w,(«) existuje aspoii
jeden nulovy bod integralu y diferenciélnej rovnice (a) nalavo alebo napravo
od zadiatku.

1. Nech wy(z) nemd nulovy bod pre z =+ 0, alebo nech ich mé koneény, ten
isty podet nalavo i napravo od zadiatku. Nech z Z,,, T_,, 80 posledné nulové _body
integrdlu w,(z) napravo, resp. nalavo od zadiatku. Nech pre z >z, je
wy(z) > 0. Potom w,(z) < 0 pre z.< z_,

Mbzu nastat dva pripady:

a) 8gn cy = 8gn Cy. ‘

Ak integrujeme v tomto pripade rovnost (3) medzi I'ubovolnymi dvoma nu-
lovymi bodmi z, < z,, kde z, > %,, integrdlu y,, vznikne spor. Teda inte-
grél y mé aspoﬁ jeden nulovy bod napravo od zadiatku.

b) sgn ¢, <= sgn c,.

Ak integrujeme v tomto pripade rovnost (3) medzi I'ubovolnymi dvoma
. nulovymi bodmi integrdlu y,, men&imi neZ z_,,, dostaneme opif spor. Teda
aj v tomto pripade mé integril y aspoii jeden nulovy bod nalavo od zadiatku,

§

4



Z porovnavacej vety lahko zistime, Ze i v pripade a), i v pripade b) ich mé
nekoneéne mnoho napravo, resp. nalavo od zadiatku.

2. Nech w,(x) ma nalavo i napravo od zadiatku nekoneéne mnoho nulovych
bodov.

Ukéazme, zZe v tomto pripade integral y osciluje napravo i nalavo od zadiatku.

Staéi ukazat, Ze y osciluje napr. napravo od iaéiatku? pretoZe pre z nalavo
od zadiatku je dékaz podobny.

Nech teda 2, < z, < ;< ... < 2, < ... s@ vSetky nulové body inte-
gralu w,(z) napravo od zadiatku. Potom si mo#né tieto pripady:

a) l f wy(z) d I < I lez(x)dx I pret=1,2 ...,
Tim i - :
z Tir1 )
b) | f wy(x) dx ’ = l f wy(x) dx l prei1=1,2, ...
xi—l zt

k1 X
c) Urdit4 diastoéns postupnost z postupnosti{ | | w,(z)dx | } je rastica.
%k

Fr+1
d) Uréita konednéd ¢&iastoénd postupnost z postupnosti {I f wy(2) dxl}
“k

je rastiica a v8etky ostatné &leny su klesajiice.
. Tri
e) Z postupnosti { | [ w(x)dw | }sa d4 vybrat viac klesajicich postupnosti.
Tk

Ukézeme, Ze nikdy nenastane pripad a) a c). V tychto pripadoch by toti%
] b(x) . wi(z) dz s rasticim x vzrastal na vietky medze. Z integrilnej identity
0

pre wy(x) viak vyplyva .

3 0@ =g ui0) — [ bo)ui(a)da,
: 0

¢o vsak je spor pre dost velké ;.

z z
V pripade b) maxims funkeie f w, () dz klesaji s rastteim z, pritom f wy(z)dz
0 0

8 rasticim x rastie nad v8etky medze. Ak integrujeme rovnost (3) v intervale
<0, z,>, kde z, je dost velky nulovy bod integrélu y, napravo od zadiatku,
dostaneme op#f spor. Teda i v tomto pripade mé y(z) aspoit jeden nulovy
bod napravo od zadiatku. ' ‘

Podobne by sa dokézal i pripad e).

.V pripade d) stadi integrovat rovnost (3) medzi vhodnymi nulovymi bodmi
ntegrilu y,, ktoré si viidsie ne% z,, t. j. posledny nulovy bod integrélu wy(z),
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2

pre ktory je | Jwy(x)de | poslednym &lenom kone¢nej rasticej postupnosti,
- z

r~1
z postupnosti . {1 [ ‘ wy(x)dz | }.
zi—l

Teda i v tomto pripade zistime, %e y(z) musi mat aspoii jeden nulovy bod
napravo od zadiatku. PouZijic i v tomto pripade Sansoneho porovnéavaciu
vetu zistfme, %e ich mé nekonetne mnoho. Tym sme vetu dokézali.

Poznimka. Z ddkazu vety vyplyva, Ze ak sa d4 zostrojif diferencidlna
rovnica tvaru (b), ktorej koeficienty budi spltiat predpoklady naSej vety
a ktorej integral w,(z) bude oscilovat v celom intervale (—oo, co), potom
vetky integraly diferencidlnej rovnice (a) budi oscilovat nalavo i napravo
od zadiatku.
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Nagdepennuamsioe ypaBHeHHe TpeThero NOpAaKa, ¥Y" + 24y + (4" +
4+ b)y = 0, co BceMH MHTerpaJaMH KoI'e(IOI{HMHCA B HHTepBaje (— oo, 00)

IO-p M. I'perym

BEIBOAK

Ha ocHoBannA HeKOTOPHX peayntatos T. Cascona n M. 3namasna paspemeHa npo6iema,
coflepKamascA B CleNyIOmieil Teopeme: ‘
Teopema: O xoapdunmentax nuddepeHNUanIHOr0 ypaBHEHMU

¥+ 24y + (A" + by + 0 (a)
TIpefnoJIaraeTcs: ‘
1. Mycts A’(z), b(zr) HenpepsiBEEe PyHKOAM x € (—00, ).
2. Tlycers b(z) = 0 paa'z > a, b(a) = 0 7 b(z) = 0 s & < a W TyCTh ba+ 2=
= —ble — ) m limb(z) = + oco. Mycts mamee A (z) > ¢* pun @ € (—o0, o0), TAe @
Z=>4 © =

nocroaRHaA u nyctb A(x cﬁume‘rgnqua OTHOCHTeJIbHO K TPAMOH z = a.
A A =
3. Iycrs lim sup -—(zz) = lim sup _(f_)_ < oo u lim sup |z [4’(z) —b(z)] = —- lim sup
T+ Vx Z—>—®© V-— x >0 T——

V==14’ () — b=)1 < 0.

MlotoM Kammuii mATerpan aufidepeRnmanbHOro ypaBHeHHA (a) HMeer Ge3KOHEIHOE
. MHOeCTBO HyJIeBHX TOYeK B HHTepBajyie (—oo, o).

P]
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Die Differentialgleichung der dritten Ordnung %" + 24y’ 4 (4’ 4+ V) y = 0,
mit allen oszillatorischen Lgsungen

Dr. M. Gregus

Zusammenfassung

Mit Hilfe einiger Ergebnisse von G. Sansone und M. Zlamal ist in dieser Arbeit das
Problem geldst, unter welchen Bedingungen simtliche Losungen der Differentialglei-
chung

(a) y' + 24y + (4" +b)y=0

im Interval (— oo, oo) oszillatorisch sind, oder, unter welchen Bedingungen jede Losung
der Differentialgleichung (a) im Interval (—oo, oo) unendlich viele Nullstellen hat.
Folgender Satz enthilt dieses Ergebnis: )
Satz: Von den Koeffizienten der Differentialgleichung (a) setzen wir voraus:

1. A’(x), b(x) seien stetige Funktionen von x € (—oo, o).

2. Sei b(z) = 0 fiir x > a, b(a) =0 und b(x) <0 fir z < a und sei b(a + z) =
= — b(a — ). Es sei weiter lim b(x) = + oo und A(x) > ¢* fiir € (—oo, o0), wo @*

T3
eine Konstante ist und A(x) sei symmetrisch in Bezug zur Geraden z = a.

A A =
3. Es sei lim sup —(ﬁ) = lim sup —.(i)— < oo und lim sup Jz [4'(x) —b(x)] =
T Vx ZT—>—00 V——-x T—>©
= —lim sup J=—= [4'(x) — b(z)] < O.
T=—>— 0
Dann hat jede Losung der Differentialgleichung (a) im Interval (—oo, co) unendlich
viele Nullstellen. '

Zpravy katedry matematiky University Komenského

Studentska vedecka konferencia. Diia 10. méaja 1956 prebiehala na Prirodovedeckej
fakulte UK Studentskd vedecké konferencia. Na tejto konferencii bola zaloZené Stu-
dentské vedecks spoloénost, ktord mé za ciel viest Studentov k samostatnej vedeckej préci.
Do tejto spoloénosti z matematikov boli zvoleni: Jur Bosék, IV. ro¢nik, Jozef Gruska,
Viliam Chvé4l a Milo$ Franek, posluch4gi III. roénika. Tito predniesli aj prednésky, a to:
Bosék: O zobecneni metédy tplnej indukeie; Gruska: O vytvorujucich rozkladoch na
algebrach; Chval: O axiomatike na niektorych algebraickych systémoch; Franek; O nor-
mélnych komplexoch na grupoidoch.

Publikéeia. V aprili vysla kniha od akademika Jura Hronca: Diferenciélne rovnice,
1. diel, Oby&ajné diferencislne rovnice. Vydavatelstvo: Slovenské akadémia vied, Bra-
tislava, 1956, 370 velkych strén. 31,6 hérkov. Cena knihy je 30,80 K&s. Kniha mé tieto
Gastky: I. Uvod, II. Diferencidlne rovnice prvého rédu, III. Specidlne diferencidlne -
rovnice druhého rédu, IV. Existenéné dbkazy rieSenia, V. Diferenciédlne rovnice n-ho
rédu, VI. Okrajové \;)odmienky diferenciélnej rovnice druhého réddu, VII. Linedrne dife-
renciélne systémy, VIIL. Pohyby o nezévislych volnostiach s kinetickou a potenciélnou
energiou, danou kvadratickou formou, IX. Diferenciélne rovnice s premennymi koefi-
cientmi, X. Pevné singulédrne body nelinearnych diferencidlnych rovnic, XI. Diferenciélne
systémy s premennymi koeficientmi, XII. Polokonvergentné alebo semikonvergentné
rady, XIII. Riefenie diferenciélneho systému v okoli podstatného singulérneho bodu,
)%IdV. Numerické riefenie diferencidlnych rovnic a sistav diferenciélnyc%\urovnic prvého
radu. 5

Jubileum. Katedra matematiky UK v tzkom kruhu oslévila 17. méja 1956 jubileum
75-tych narodenin svojho vedtceho, akademika Jura Hronca a dala do tlafe Styri
¢isla ¥asopisu k ucteniu tejto pamiatky. '
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