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SUR UNE APPLICATION DES INTEGRALES SINGULIERES
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

par GEORGES KARAPANDJITCH, BEOGRAD

Dans un article antérieurement publié nous avons montré la possi-
bilité d’utiliser les intégrales singulieres des équations différentielles [1]
pour obtenir les quadratures.

Il s’agissait de I’équation de Clairaut, ainsi que d’une équation plus
générale que celle de Clairaut, dont nous allons nous occuper aussi dans
cet article. Les interprétations théoriques, d’un autre point de vue sur ce
sujet, ont été données par B. Rachaisky [2] dans un article récent. Tout
d’abord nous allons esquisser d’une maniere abrégée la méthode dont il
s’agit. Partons de I'équation différentielle

y=N(x,y). (1)
Comme il est bien connu, le systéeme
dN (x,y
y=N(x,y), *—a(y,y—)=0, (2)

définit l'intégrale singuliere — si elle existe; par élimination de y' des
deux équations on obtient y=rt(x) qui doit satisfaire '’équation (1).

En cas d'intégrale singuliere les quantités x, y, y’ ont les mémes
valeurs pour chaque point d’enveloppe ainsi que pour les courbes appar-
tenant a lintégrale générale. On obtient de la deuxiéme des équations (2)
la rélation

y'=k(x), ©)
d’oit par intégration nous avons

y=fk(x)dx+c; (4)
d’autre part, en utilisant les relations (1) et (3) il est facile d’établir la

relation
y=N[x, k (x)]. (5)
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Cependant, de la relation (4) pour C=0, et au moyen de (5) nous pou-
vons obtenir

f k(x)dx =N [x, k (x)]. (6)

La relation (6) nous fournit des quadrdtures par une voie algébrique: la
substitution de y* de 1'équation (3) dans I’équation (1) nous donne la
quadrature requise.

Remarquons que nous avons appliqué la méthode citée dans le cas
de I'équation de Clairaut ainsi que dans un autre travail en manuscrit [3]
pour deux équations différentes de celle de Clairaut. Nous utilisons les
transformations du contact car elles offrent la possibilité de former un
grand nombre d’équations dont nous pouvons obtenir les intégrales géne-
rales sans difficulté, d’out nous pouvons démontrer I'existence d’intégrale
singuliére.

Maintenant, utilisons une équation plus générale que celle de Clai-
raut dont nous nous sommes occupés antérieurement [1]. Cette équation
est de la forme suivante

y=2y=1(Z) ™
? ¥
ot ¢ désigne une fonction quelconque de variable x.

Il est facile de vérifier que les deux expressions

Xy="—, y1=y—3iy’,
®

sont en involution. On obtient I'intégrale générale de I'équation (7) (La-
grange) en posant x,=C (c’est-a-dire y'=C-.¢) dans I'équation méme,
a savoir
J(X, Y, C)EY—CCP—]‘(C)=0-

C’est ce qui présente l'intégrale générale de I'équation (7).

Pour examiner l'existence de I'intégrale singuliére utilisons [4] les
conditiones nécéssaires
Jx Jy
-Ixc ch

D= =‘Cq>' 1

¢ 0

l =—¢=0, Jee=-1"(c)=0. ®)

Les deux conditiones étant remplies (sauf pour ¢ =const et f=a-C+B) —
nous avons l'intégrale singuliére.

En différentiant la relation (7) d’aprés y’ nous obtenons

—<p=f'(qy7,'), ©
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d’ou pour ‘les différentes formes de fonction f’ on peut obtenir une série
d’intégrales d’apreés la méthode que nous venons d’indiquer. Citons un
cas pour illustrer nos assertions. Soit

LASIPE
(ch)L' _/,(y)’

(P,

-¢ =

d’ott on a (en tenant seulement le signe +)
V= —o9'+¢ o +1. a)
Comme il est
(y')z 1
’ ' ' 7 ’ "2 '
f(%)=ff'(%)d(i)=f 9 d(y_)=L(L) LY o
P ? @' 9V ¢’ 4\¢'/ 2 ¢
¢l

et en utilisant I'équation (7) et les relations a) et b) il est facile d’établir

f(p'(-qJ—i- V<p2+1_)dx=cpA+i—Az——;—lnA, (10)

A= -+ |o?+1.

De cette maniére nous avons obtenu une quadreture par une autre voie,

utilisant parmi les autres opérations les quadratures tout a fait élémentaires
comme celle en b). La méthode exposée est d’'un caractére algébrique.

Cependant si on compare les quadratures obtenues avec les résultats

d’intégration par parties on obtient un certain nombre d’autres nouvelles
quadratures. Pour illustrer cela considérons la quadrature (10) obtenue au

moyen de la méthode exposée — A savoir
—_— 2 S
[ Vor+Tdx= - o relereT+
1 ———yg 1 ——
+ (et 1) - —in(—o+ Vo7 +1);

cependant, d’aprés l'intégration par parties on obtient

f<|>'\/<p"+1 =pVei+1 - fv 4 2 dx,
Vor+1
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d’oit en comparant les résultats obtenus au moyen des deux méthodes
nous avons

2 ! 9
J’\%F_T“’:dx=?2——%4=+%lm, : (11)

Prenant les fonctions diverses pour la fonction dérivée figurant dans la
méthode d'intégration par parties — on peut obtenir plusieurs quadratures;
par exemple citons encore

' R o 9 2

J'(p— cp Vo?+ldx=9 Vo2 +11ing - flncpf‘:”—__F __lcp'dx,

¢ [or+1
d’out d’une maniére analogue il suit par comparaison avec (10) — la qua-
drature qui se trouve a la seconde partie de la derniére relation.

Soit
1

7o

une formule des transformations du contact d’ol suit, en intégrant cette
rélation a titre d’une équation difiérentielle, par la methode de V. P. Er-
makof — la deuxiéme formule

YO, e
vy
Formons une équation différentielle
L20) N [ ! } 19
W (y)y' Nvor ) s

ot f désigne une fonction quelconqu. On obtient lintégrale générale de
cette équation d’une maniére analogue 2 celle du cas précédent

"(x>ya C)Ec\lf—x—f(C)=0.
Les conditions 8) nous donnent .

~1 Cc¥y O |_
0 'y (.V)l

Ces conditions étant remplies (sauf ¢@=const et f étant une fonction
linéaire) nous démontrent I'existence d'une intégrale singuliere. Prenons

Je Jy
-lxc ch

D= -V F0 Je=-f()=0.
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la fonction f' de la forme suivante

1 2
o 1
— y — f
= - = u y u= C
(1 Y" (@ vy )
vy
d’on1 on a o :
u“+ u-—
= ! = d = I .
f (u) ff(u)du fuz—l u u+nu+1
On peut tirer de la formule c)
Y 2} )

vy Vv=1

et on a enfin par intégration

x= f\]r'\/%’;___}_dy. e)

En utilisant d) et e) on a au moyen de la relation 12)

[v T e (T L S (13)
-1 V41 +Vy—1
La relation (13) nous donne une autre quadrature différente de celle que
nous avait donnée la relation (10).
La comparaison du résultat de notre méthode avec ceux qui donnent
Pintégration par parties nous conduit aux autres quadratures tout a fait

analogues 2 celles du cas précédent.
Enfin citons les plus simples formes de la fonction f, a savoir:

2
f':u :i:l’ " 2 uk , k=l,—1,i
2 ku u?+1
f= TA(”);E T (u) = sin® u, cos? u, tg* u, f= !
2 kT (1) <. u(u+l)
'=au+Bu+ty, '=o+ : '=at o,
f Buty f 14 u? f V1 4+ u?
ptEl , Wb ]
url’ utFl

u étant un argument quelconque. Grace a ces derniéres formules de la
fonction f il est possible d’obtenir un certain nombre de quadratures.
L'usage de chaqune dépend de la nature des transformations du contact.
Les considérations exposées donnent les expressions d’une série de qua-
dratures. Il est tout naturel de poser la question suivante. Etant- donné
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une fonction quelconque il s’agit d’appliquer la méthode exposée pour en
avoir la quadrature de la fonction donnée.

Il faudrait donc pour cela composer 1'équation différentielle corres-
pondante, dont I'intégrale singuliére allait donner la quadrature requise.

Ce probléme est aisé a résoudre du point de vue théorique car il
s’agit du probléme de I'inversion des fonctions. Or, du point de vue pra-
tique on peut rencontrer des difficultés purement algébriques. Pour les sur-
monter on n’aurait qu’a établir une certaine classification des quadratures.

Donnons en un exemple. Prenons I'intégrale

fl \/sz-f—_] dx.

x Yinx—1

Si nous voulons appliquer la méthode que nous venons d’indiquer —
nous avons tout de suite des difficultés. La plus simple équation diffé-

rentielle que I'on doit utiliser dans ce but — celle de Clairaut n’offre pas
la possibilité d’appliquer notre méthode — car I'inversion de la fonction

1 Inx+1

x Mx-1

’

oit on doit exprimer x par y’, présente une difficulté insurmontable.
Cependant si, nous possédons une classification des diverses quadra-
tures il est facile de constater que notre intégrale appartient a la classe
que définit la relarion (13) pour ¥ =/n x.
Malgré des difficultés du caractére algébrique qui peuvent s’intro-
duire — néanmoins la méthode exposée permet d’établir une classification
des quadratures de certaines fonctions.

Il est intéressant d’insister sur la méthode en question du point de
vue gnoséométhodologique, en profitant de la théorie d’équations diffé-
rentielles dans un autre domaine d’analyse mathématique.
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