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PROPRIETES ASYMPTOTIQUES D’UN SYSTEME
D'’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par T. PEYOVITCH, BEOGRAD

Le but de cet article est d’exposer quelques propri€tés asymptotiques
du systeme (1) en utilisant la méthode des approximations successives de
Picard, qui donre les résultats les plus efficaces.

Soit donné, pour abgréger I'écriture, un systéme de deux équations

d

E}—;-=any+0122+f1 (x)+Fy (x,¥,2),
(1)

dz ,

dﬁxza“ y+a2tf, (X)+Fy(x, ), ),

ol a; sont des constantes, f;(x) et F; (x,y,2) des fonctions définies et
continues pour |y|<A,|z|<<A et pour la variable réelle x >x,>0,
satisfaisant aux conditions

lim f, (x)=b;, Fi(x,0,0)=0,
o le - -
IFi(X,y,Z)—F,-(X,y,Z)‘gL[ly—yl+[2—2”,

A et L étant des nombres positifs et fixés et b; des constantes finies et
déterminées.

Le systeme (1), par la transformation linéaire a coefficients constants

U=0ay y+0a,2 y=Bg u+Pfi2v,
3

ou
V=0g J+ 0y 2 2=Pg U+BsaV,

dont les déterminants |ox|# 0,|Bx| # 0, peut étre ramené a une forme
canonique dépandant de la nature de I’équation caractéristique

ay—r a2

4) ' D(r)= =0.

ayy Qgo—T
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A la racine double (r,=r,) correspond en général le systeme d’équ-
ations de la forme

d
——l{—:fl u+(pl (X)+¢1 (xa u, V) )
dx

()
dv
—=r v+ u+g, (x)+ Py (x,u,v)
ax

avec

@ (x)=0a;, fy (x)+ i, fa(x)
b, (x,u,v)=a; Fy(x, Bx:”+312V,Bzxu+Bsz)+

+ 0y Fy (X, Byt + Bya v, Bag t+ 8.2 V).

Il est évident que les fonctions «; (x) et @, (x,u, v) sont, d’aprés (2) et
(3), définies et continues pour |u|<B, |v|<B et pour la variable réelle
x > x, > 0, satisfaisant au conditions

lim ¢, (x)=4d,, ®, (x,0,0)=0,
(6) e o _ _
b, (x,u, v)—P; (x, u, v) < K[|u—u|+|v=-v]],
B et K étant des nombres positifs ef fixés et d; des constantes finies et
déterminées.
Cherchons les solutions des équations (5) par la méthode des ap-
proximations successives.
Sait, pour x> x,>0,u, et v, un systtme de solutions asympto-
tiques bornées des équations®

d
2l =ry g+ P, (x),
dx
(7 v
—2 =1y Vo g+ 9y (%),
dx
c’est-a-dire
(8) | e (x) | KM, | vo (x) | <M pour x = xo >0,

auquel correspond, d’aprés (3), un systéme de solutions asymptotiques
bornées y, et z, des équations

d

=4 =0y Yo+ 0842 2o + fi (%),
dx

dz

—2 =y, Yo+ 893 20+ f2 (X).
dx

1) C'est-a-dire les solutions, pour x> x, >0, qui tendent vers des limites finies et
déterminées, lorsque x augmente indéfiniment.
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En partant des solutions u, et v, de systeme (7), on peut déterminer
deux suites de fonctions

Uy, Usy sy Uy 550y
Vi, Vay eouy V

comme les solutions des équations

du,
a =r Up+ Py (X)+ P, (X, Un—y, Vn—y),
%9
dv,
71; =Ty Vot + Py (X)+ Py (X, Up—y, Va—y) -

Les équations intégrales correspondant aux équations ci-dessus sont

x x
u, =e't"(f e~ "X, (x)dx + C,>+ e'l"fe—’!" D, (%, Up—q, Va—y) dx,
X X ‘
x x .
Vp=en* (fe"’l‘ P, (x) dx+ fe*'t‘u,. dx+C2> +
X X

x
+- e'i"f e x Py (x,Up—y, Va_y) dX,

Xo

ou
x x
Up= e’“‘(fe-’!x Py (X) dx + C,)+e’1‘fe—’l” b, (x,u,—y, V) dx,
%o %
x x x
v,=enx { fe—’i" P, (X) dx + fdx[ ’-e"l" Py (x) dx + C,] + C,}+
%o O

x x X
+e""[fe“’*"¢z (X, Un—y, Vn—y) dx + [dx fe“"" D, (%, Un-1; V1) dX]-

Xo Xo Xo

Nous allons distinguer plusieurs cas:

10, r, est un nombre réel négatif ou complexe a partie réelle néga-
tive p <CO.
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Dans ce car on aura, d’aprés (7),
x
U, =Uy+enx fe—’i" D, (X, Up—y, Vp—y) dx,
X0
x
(10) v,,=v,,+e'x"[fe—"l"¢,(x, Un—y, Va—y) dx +
X
x

x
+ | dx fe—"x"d), (X, Un—y, Va—y) dx] .

L x

Xo

Pour n=1 les équations ci-dessus, d’aprés (6), donnent
s~y | < KeP® [e=Px [ g | 4| vy ] d,

X0

lvl—vo|<KeP*lfe-w[ly.mv.,udx+fdxfe—~~[|uo|+[voudx]
Xo X

Xo

ou, d’apres (8),

g -y | < 2KM - < 21\’M{—1~+-l—),
lp] lel lel?
(11) i y
|v,—v°|<2KM(—+——2).
lel el
Pour n=2 les équations (10), d’aprés (6), donnent
|u3—u,|<KeP‘fe—P‘[|ul—-uo|+|v,—v°|]dx,
vz—v1|<Ke9‘[fe—P"[|u,—uo|+|v,—vo|]dx+

Xo

+fdxfe-9*[tu,—uol+|v1—vo|]dXI

6 X
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ou, d’aprés (11),

1,11 L, 1y
= | < QKR M (— 4+ )= < @K M ~+-——) ,
t o1t oo “plmP

1 1 1 1 1 1 \2
1vy—vy | < (2 K)zM(—+»-—--)(—+f) < (2K?M (—+—) .
S ol lel/\lpl [oP) lp| Ipl®
Continuant ainsi de suite, on obtiendra

| ta—ttn_, | < (2K)~M(—1 +—1—)".

le| lef?
1 1y
.|v,,—v,,_1|<(2K)"M(—+—2).
_ lel lp]
Si l'on a
1 1 1
(12) 2K(7-+ 2)<1, M < B,
el el 1_2K(_+ )
lel Ip]?

les séries

%
u=tg+ 3 (Un—ln—y),
n=1

(@ -
v="vo+ ¥ (Vn - Va—y)

n=1

convergent uniformément pour x>x, >0 et représentent les solutions
des équations (5).

A. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x=>x,>0, un
systéme de solutions asymptotiques bornées dépendant de deux paramétres
arbitraires (constantes d’intégrations), sous les conditions (2) et (12).

2° r, est un nombre réel positif ou complexe a partie réelle posi-
tive p > 0.

Dans ce cas les €quations (10) deviennent
( 0
* u,,=u0—e'1"fe—’l" D, (X, Up—y, Vn—y) dx.

X

@

(13) ﬁm=%—w{frm¢4n%ﬂmwou—

X

@® 0

— fdx fe"l" D, (X, Un—y, Vn—y) dx]
J :

X

\

BecHHK MaTemaTHYapa H (m3Huapa : 2
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avec
x

X

x X
v, =enx [fe"ix @, (x) dx + fdx fe*’t" P, (x) dx].

@®

Pour n=1 les équations (13), d’aprés (6), donnent
|y =g | < Ke™ [=0= o] + | d, -

lvx—vol<Ke"‘Ue*P‘[Iuo|+|vol]dX+deIe‘-”‘[luoHlvoI] dx]

ou, d’apres (8),

g—t, | CIRM 2KM(l+iz),
P PP
(14)
1 1
|v,-v.,1<2KM(—+—;).
p P
Pour n=2 les équations (13), d’aprés (6), donnent

Iu,—u,|<Kep‘fe_px[lu‘-—uo|+|v,—vol]dx,

X

vy = v, | << Keo* f‘e—“uu,—uomv,-voudx+

X

+fdxfe—9‘[|u,—uol+|vl—vo|]dxl

X

ou, d’apres (14), v . 9
=, | < 2K M l,)i<(z;<)zM(L+Lz)g
p pP/P p P

PEARCITC R
p P



' 1 1\n
\ =t | < @K M (s 2T,
P
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Continuant ainsi de suite, on obtiendra

p

1,1y
Iv,,—v,,_1|<(2K)"M(—+—2) :
p P

Par conséquent, les séries (a) convergent uniformément pour x >x, >0

sous

la conditions (12) et représentent les solutions des équations (5).

B. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour 'x>x. >0, un sy-

stéme de solutions asymptotiques bornées, sous les conditions (2) et (12).

(15)

avec

3% ry est nombre imaginaire r,=0i ou égale a zéro (6=0).

Dans ce cas les équations (13) deviennent

( ®

x
@
Vn =vo_eeix[fe—ei" b, (X, Un—y, Vp—y) dX—
x
-]

= f dx fe—eix D, (x, Un—y, Vn—y) dx:, )

\ X X

X

g = eb™x fe—eix Py (x) dx,

@

X x X

V= eef"[fe—e"" P (x) dx + fdxfe—e"" @, (%) dx] :

@®

Pour n=1 les équations, d’aprés (6), donnent

|ul—uo|<l<f{luo|+|voi1dx=l<e‘i'(x>,
X

IV:—V0|<K[f[luol+lvol]dx+fdxfﬂuoHlvoHdX} =Ke% (x)

x
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avec
M (1)
1 (x)-0, ez(x)-0 pour x - oo,

sous la conditions
fdxf[|“o|+lvo|]dX=0(1) pour X -oo.

Soit €™ (x) une fonction positive et continue pour x > x, >0, satis-
faisant aux conditions

P () <eW(x), Q@ <LeWx)  pour x>x>0,
avec e® (x)-»0 pour x- oo, on aura
(16)  |uy—u| < KeM(x), |v—1o| <KeM(x), pour x=>xo>0.

Pour n=2 les équations (15), d'aprés (6), donnent

|ua—u1|<Kf[lu1—uo| + | vi—vol] dx,

|Vz‘vxl<K{j?[|”1—”ol+lVn‘—vo”dx"' fdxf“"l—”olJf‘vn_Vol]dx]

ou, d’aprés (16),

luy—u, | <<2K2eR (x), [vy-v, | < 2K eF (x)
avec

X0

lim €9 (x) =lim fe“) (x) dx=0,
X9

@ ®

lim €% (x)=1lim [fe(‘) (x) dx+ fdxfe“) (x) dx] =0,
X9)®

x>
X X

sous la condition

0o

fdxfe(')(x) dx=o0 (1) pour x —> oo.

X
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Soit &® (x) une fonction positive et continue pour x > x, > 0, satis-
faisant aux conditions

e () <e®(x), R () <D ()  pour x> x>0,
avec €®(x) = 0 pour x —> oo, on aura
luyg—uy | <2K2e® (x), |vy—v, | < 2K?2e@(x) pour x > x, > 0.

Continuant ainsi de suite, on obtiendra
1
=ty | < o QKPS (1), 900 | < @K) e (),

ot M (x), (n=1,2, ...) est une suite de fonctions positives et continues.
pour x >>x,> 0, satisfaisant a la relation &€ (x) =0 pour x — oo sous
la condition '

17) fdxfs("—’)(x)dxzo(l) pour x> oo, (n=1,2,...)

X

et qui doit converger uniformément pour x > x, > 0.

La suite de fonctions & (x), a cause de la relation & (x) =0 pour

x —> oo est bornées pour x > x, > 0, c’est-a-dire
e (x) <M pour x >x, > 0, (n=1,2,...).

Si I'on a

(18) ok<1, M=K <B

1-2K
les séries (a) convergent uniformément pour x >x, >0 et représentent
les solutions des équations (5), sous la condition (17) et si la suite de
fonctions €™ (x) converge uniformément pour x> x, > 0.

C. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x> x, >0, un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées, sous les conditions (2), (17), (18)
et si la suite de fonctions €™ (x) converge uniformément pour x > x4 > 0.

40, r, est un nombre réel négatif ou complexe a partie réelle négative
py < 0 (1°), ry est un nombre réel positif ou complexe a partie réelle po-
sitive py >0 (2°.).

Dans ce cas les équations (5) et (9) deviennent

A ut g (X)+ Dy (%, 1, 9),
dx

() 1
av
— =TIy V+ @y (X)+ D5 (x, 4, v);
dx
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du,
—d;"':'l Un+ @y (X)+ P, (X, Un—y, Va—y),
(19) 4
v
; =l Vn+ @, (x)+¢2 (x, n—y, Vn—l),
d’ott ’'on a
X
Up=Uy+en* fe— " @, (X, Up—yg, Va—y) dX,
X
(19) 1
Vp=Vo—e* fe"»* P, (X, Un—y, Va—y) dx
x
avec

X
U= e’l"(fe—'x" Py (x) dx +C,) ’
X0

x

Vo= e f e~ g (x) dx.
Pour n=1 les équations (19), d’aprés (6), donnent

x
|ty —u, | <Kewfe-f>nx[| o |+ vo |] dx,

X0

oo

|v.—vo|<1<ewfe—w[|u.,|+|v.,ndx

ou, d’aprés (8),

2K 2K
|ug =t | <M ——, [vy=vo | KM
|pl| |Pz|
ou
2K K
(20) luy - | <M, o —v <u 2K
iPx| |Pl|
1

sous la condition, par exemple, <—.

lpal ~ |pyl
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Pour n=2 les équations (19), d’aprés (6), donnent
lug —uy | < KePl"fe"Pl‘[lu,-—uo]-\L{ vi— Vo] dx,
X

@
lvz—v,|<Kepzxfe—f>xxuu1—uol+lvl—voldx

x

ou, d’aprés (20),
(2K)*
lps[?
Continuant ainsi de suite, on obtiendra
u K" 2K)"
lpy I [Py |

@ 2K

| sl

les series (a) convergent uniformément pour x>x, >0 et représentent
les solutions des équations (5').

ey <M ZKS oy CK)

|u.—u,|<M S T
| Py Psl [Py |

Iun"un—lls;
Si l'on a
<1

D. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x >x,>0, un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées dépendant d’un paramétre arbitraire
(constante d’intégration), sous les conditions (2) et (21).

8% ry est nombre réel négatif ou complexe a partie réelle négative
p:1 <0 (1°), ry est nombre imaginaire ou zéro (8,=0) (3°).

Dans ce cas I'équations (19’) deviennent
x

u,.=uo+e’1"fe—'l"¢, (x, up—y, va-y) dx,

Xo

(22)

Vo =Vo— e92""fe“92"’“ D, (X, Up—y, Vo—y) dx

x

avec
x

U, = e’tx(fe—’-"cp, (x) dx +'C,>,

Xo
x
Vo = efeix f e %% @, (x) dx.

@
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Pour n=1 les équations (22), d’aprés (6), donnent

|u,~uo|<l<ewfe—w[|uo|+lvoudx=l<e‘i’ (x).

Xo

v, - vo | < K [[1u0|+|vo|1dx=1<e‘é’(x),

(1)

avec €1 (x)~0, €2 (x)~0, sous les conditions
(23)  1(x)~0, Vo (x) -0 pour X - oo,
(24) [“"ol""vol] dx=o (1) pour x - oo.

Soit €7 (x) une fonction positive et continue pour x > xo > 0, satis-
faisant aux conditions

e} (x) < eM (x), e® (x) <&M (x) pour x >x>0
avec €1 (x)»0 pour x-»oo, on aura
(25) Juy—ue | < Ke®(x), [y —vo | <K e (x).

Pour n=2, les é}quatibns (22), d’apres (6), donnent
[t | < Ke [ e[y =g+, - vl 5,

X0

Ivz—val<Kf[lu1—uol+|v1—vo|]dx

ou, d’apres (25),

x
| ug —u, | < 2K? epx"fe—mx g (x)dx= 2 K2 8(%) (x)
Xo
| vg—vy | < 2K‘fe(l> (x) dx =2 K? €2 (x),
ave¢ &P (x) =0, ef (x) =0 pour x — oo, sous la condition
fe“)(x) dx=o0(1) pour x — oo.

X
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Soit €® (x) une fonction positive et continue pour X > xo > 0, satis-
faisant aux conditions

D<@ (x), P )<e®(x)  pour x>x,>0,
avec €® (x) = 0 pour x — oo, on atura
Lty —uy |[<<2KPe® (x), | va—v [<2K2e® (x).

Continuant ainsi de suite, on obtiendra

1 1
|t =~ ttny | S o (2K)" e (x),  [Va=Vnmr | < 2KY e (x),

oit e (x), (n1=1,2,...) est une suite de fonctions positives et continues
pour x >>Xx, > 0, satisfaisant a la relation g™ (x) >0 pour x —> oo, sous
la condition

(26) _fe("")(x)dx=o(1) pour x — o0, (n1=1,2,...)

et doit converger uniformément pour x > x, > 0.

La suite de fonctions &™ (x), a4 cause de la relation &™ (x) =0 pour
x — oo et bornée pour x > x, > 0, c’est-a-dire

em(x) <M pour x>x,>0, (1=1,2,...),

Les séries («) d’aprés (18), convergent uniformément pour x = x4 > 0
et représentent les solutions des équations (5'), sous les conditions (23)
et (26) et si la suite de fonctions €™ (x) convergent uniformément pour
x>xy>0.

E. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x =>xo >0 un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées dependant d’un paramétre (constante
dintégration), sous les conditions (2), (18), (23) et (26) et si la suite de
fonctions €™ (x) converge uniformément pour x Z>xo > 0.

Remarque. — Si I'on remplace les conditions (2) par les conditions
limf; (x)=0b,, Fi(x,0,0),

2) e - = -

Fi(x,p,2) -Fi(xy,2) < X)) [ly-yl+]2z-2]],

oit A (x) est fonction définie, positive et continue pour x> x>0, satis-

faisant a la condition lim (x)=0 ou bornée les démonstrations des théo-
X-2x®
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rémes précédents peuvent étre un peu modifiées®. Dans ce cas les condi
tions (6) deviennent

X300

lim ¢, (x)=d;, ¥, (x,0,0)=0
(6" {

| Fi(x, u, v)—¢,(x,E, ;)|=Kl(x)“u_zi+lv_;“'

Considérons, par exemple le 3° cas. Dans ce cas les équations (15),
pour n=1, d’aprés (6'), donnent
( ® @®
=t | K [200) [y |+ o | dx =M 2K [ (x) dx =M, ()

.

(26) |v,—-vol<K[fx<x)uuo:+lvoudx+fdxfx(x)dxuuo[+|voudx]<

gM?K[fk(x);ix+fdxf)\(x)dx]=Me,(x),

\

avec &, (x)+0, €;,(x) 0 pour x- oo, sous la condition
amn) fdxfl(x) dx=o0 (1) pour x - oo.

Soit e (x) une fonction positive et continue pour x> xo>0 satisfaisant
aux conditions

g (x)<Ce(x, €, (x) < € (x)*¥, €(x)-»0 pour x - oo,

les inégalités (26) deviennent

(27) { luy—up | SMe(x) < Me,

[vi—vo| SMe(x) < Me,

avec
e=Max € (x) pour x >x,>0,

*) Dans ce cas on peut obtenir les théorémes analogues aux théorémes des équations
linéalres [1).

**) Pour la fonction € (x) peut &tre prise la fonction e, (x).
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Pour m=2 les équations (15), d’aprés (6'), donnent

\u.—u,|<fo(x) [ty —to] +| v, — vy ] dx.
Vz—vl|<KU’}\(x)[|"1—”o|+l Vt_volldx+

+ fdxfl(x) [l uy—ty |+|vi—vo ” dx]
x X
ou, d’apres (27),

|u,-u,|<Me2fo(x)dx=Mea, (x) < Mee(x) < Me?,

|v2—v,|<M82K[f)\(x)dx+fdxf)\(x)dx]:

X
=M ee, (x) < Mee (x) < Me
Continuant ainsi de suite, ou aura

|up =ty [ KMen—te, (x) SMerte (x) < Men,

| Va—Va—y | < Men—1 g, (x) < Men—te (x) < Men.
Si I'on choisit x, assez grand pour que l'on ait

(28) e=Maxe(x) 1 pour x >x,>0,

les séries (a) convergenant uniformément pour x> x, > 0 et représentent
les solutions des équations (5) sous la condition (17’) et le théoréme C
alors devient

C'. Les équations (1) admettent, d'aprés (3) pour x>x4>0, un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées, sous le condition (2'), (17') et (28).
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Il est facile a voir que le systéme

.

%:p“ (X)y+pu(X)Z ‘i‘fl (x)+Fl (X, Y, Z) ’
Z—;_zpn (X) Y+ Pas (X) 2+ f2 (x) + Fy (x,9,2) .

ot pix(x) sont des fonctions continues, pour x>>x, >0, satisfaisant aux
conditions lim py (x)=ay, admet les mémes propriétés que le systeme (1).
X9 ®
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