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COLLOQUE SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
tenu de 16 a 21 décembre 1957
a BEOGRAD
organisé par I'Union des Sociétés des Mathématiciens et Physiciens
de YOUGOSLAVIE






INTRODUCTION

La Comission de I'organisation des recherches scientifiques et relations
avec I'étranger de I'Union des Sociétés des Mathématiciens et Physiciens
de Yougoslavie a organisé le Colloque sur la théorie des équations diffé-
rentielles a3 Beograd, de 16 a 21 décembre 1957.

Les travaux du Colloque ont été inaugurés, dans les auditoires de
I'Université de Beograd, par les discours de M. G. Kurepa, président de
I'Union des Sociétés, de M. S. Grozdani¢, doyen de la Faculté des Sciences,
au nom de Recteur de I'Université 4 Beograd, de M. S. Stankovi¢, pré-
sident du Conseil des Académies Yougoslaves et de M. N. Saltykow,
président de la Comission de I'organisation du Colloque.

La liste des participants au Colloque et les titres de leurs commu-
nications:

A. Denjoy, Membre de Ilnstitut de France: Solutions stables des
équations différentielles ordinaires;
T. Peyovitch, Professeur a I'Université de Beograd: Sur les propri-

€tés asymptotiques des équations presque linéaires a coéfficients presque
constants;

I. G. Petrowsky, Recteur de I'Université de Moscou, Membre de
I'’Academie de I'U.R.S.S.: Sur le nombre des cycles limites de I'’équation
dyldx=P (x,y)/Q (x,y), P (x,y) et Q(x,y) étant des polynomes (Commu-
niqué par S. L. Soboleff);

V. Glaser, B. Jakchitch, I. Soupek, professeurs a 1'Université de Za-
greb: Principe variationnel et équations différentielles de conductibilité des
metaux a températures basses;

F. Tricomi, Directeur de I'Institut d’Analyse Mathématique & 1'Uni-
versité de Turin, Membre de I’Academie de Lincei: Les problemes actuels
dans la théorie des équations différentielles ordinaires;

D. Markovitch, Professeur a I'Université de Beograd: Sur les pro-
priétés communes des solutions d’équations différentielles du 1-er ordre;

G. Karapandjitch, Professeur a I’'Université de Beograd: Sur les inté-
grales singuliéres des équations différentielles ordinaires;
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J. Leray, Professeur au College de France, Membre de I'Institut de
France: Le probléme de Cauchy dans le cas linéaire analytique;

M. Arsenovitch, Assistant a I'Université de Beograd: Sur I'intégration
d’équations aux dérivées partielles du second ordre et d’ordre superieure;

N. Saltykow, Membre de I’Academie Serbe des Sciences: Intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre;

S. L. Soboleff, Professeur a I'Université de Moscou, Membre de
I’Academie de I'U.R.S.S.: Les méthodes de I'analyse fonctionelle dans
la théorie des équations aux dérivées partielles;

B. Rachajsky, Docent a I'Université de Beograd: Sur les systémes
d’équations aux dérivées partielles du second ordre & plusiers variables
indépendantes reductibles a celles de Charpit;

M. Bertolino, Assistant a I'Université de Beograd: Procédés de l'en-
cadrement des solutions des équations différentielles;

L. Collatz, Professeur a I'Université de Hambourg, Directeur de I'ln-

stitut Mathématique: Applications des méthodes de I'analyse fonctionelle
a la resolution numérique des équations différentielles;

K. Orloff, Professeur a I'Université de Beograd: Applications prati-
ques des spectres mathématiques a la solution des €quations différentielles
ordinaires.

Le but de ces conférences était de présenter les sujets des re-
cherches dans les domaines différents des équations différentielles. Les
problemes importants des équations différentielles ordinaires ont été trai-
tés dans les rapports sur les questions de stabilité des solutions, sur
les propriétés asymptotiques des solutions, sur les problemes topologiques
d’encadrements des solutions, sur les propriétés différentes des solutions
et leurs rapports mutuels, sur la théorie générale d’équations différentielles
ordinaires d’ordre superieur au premier et sur les questions pratiques
d’intégration. La théorie des équations aux dérivées partielles du premier
ordre a été présentée par I'exposé des méthodes modernes de leur inté-
gration.

Dans la théorie des équations aux derivées partielles d’ordre supe-
rieur ont été étudiés les probleémes de leur intégration en termes finis,
les problémes de la Physique mathématique, les rapports entre les pro-
priétés des équations des différents ordres, les théories analytiques et
topologiques des solutions, les méthodes et les idées de I'analyse fonc-
tionelle et leur application au calcul numérique.

Les questions soulevées par les rapports présentés ont été vivement
discutées concernant l'organisation des travaux scientifiques dans le do-
maine mathématique, pour assurer leurs développements et progrés.
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Toutes les conférences ont été suivies de la part des nombreux repré-
sentants des Sociétés des mathématiciens et physiciens de 1'Union, des
membres de corps enseignant des Universités et d’autres hautes écoles
de la République de Yougoslavie, ainsi que d’étudiants avancés dans les
sciences mathématiques et physiques.

Les travaux du Colloque ont été terminés par un banquet offert de
la part des membres de 'Union des Sociétés des mathématiciens et phy-
siciens de Yougoslavie.

N. S.
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SOLUTIONS STABLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU PREMIER ORDRE

par ARNAUD DENJOY, PARIS

Il s’agit d’'une équation
(1) dé/dd=A (P, 90)
la function A (®,0) étant continue periodique, de periode 2= en 8 et @,
telle de plus que, par tout point (®,,8,) il passe une intégrale et une
seule. Par exemple, A satisfait en & 2 une condition de Lipschitz. Ou plus
précisement 0A/d9 existe et est continue. L’integrale est

(2) 0 (d)) = 6 (d), d)o ) e0)'

Le point (&, 6) peut etre figuré dans un plan divisé en carrés de coté 2n.
A deux points N (&,8), N'(®’,8) congruents mod. (2w, 2x) correspond
la méme valeur de A.

Cette équation, étudiée par Poincaré, lui fourmt la notion et le premier
exemple du principe ergodique: (8—8,)/(®—®o) tend vers une limite a
quand ‘@ croit indéfiniment, par valeurs positives ou négatives.

Plus precisément, ici |6 -0, - a (P —P,)| est borné indépendamment
de ®,, 6,, P. '

On peut également représenter le couple @, 6 et tous les couples
congruents, par un point unique M sur un tore de révolution non traversé
par son axe de rotation, les ¢ constants définissant les demi-méridiens,
les 8 constants les paralleles. Alors, @ parcourant tout le champ du con-
tinu, le point M (®,8) coupe une infinité de fois le cercle méridien @ =P,
soit C, choisi une fois pour toutes. Dés lors nous désignons les points M
de C par le seul arc 6; M=M (8). AMy=M (8,) correspond le n-éme point
de rencontre de la traJectmre de M avec C: M, =M (8,), 6, étant 6 (Py+2nm,

Py 6o).
On trouve
3) —Bn <O —Q—=2nma Yn,
avec 0 Bm <Yn Batva<2nm
6,—8,, quand B varie de 02 2, prend au moins deux fois la valeur

2 n na.
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Si « est rationnel, certaines trajectoires sont des cycles fermés, et
réciproquement.

Si « est irrationnel, les trajectoires tournent indéfiniment autour de
Jaxe du tore sans jamais se fermer. La réciproque est évidente.

Dans ce second cas, Poincaré a établi ce fait: I'ordre des trois po-
ints M,, M,, M, sur le cercle C est le méme que l'ordre des trois extré-
mités d’arcs 2pra, 2¢gma, 2rmo sur le cercle trigonométrique I. Et cela
indépendamment de 6,.

D’autre part, I'ensemble d’accumulation des M, pour n indéfiniment
grand, soit positiv, soit négativ, est indépendant de M,. Cest un ensemble
parfait J. Ou bien J est identique a C et les points M, sont partout denses
sur C; toute trajectoire passe une infinité de fois au voisinage de tout
point du tore. Ou bien J est parfait totalement discontinu.

On dit qu'une trajectoire est stable si elle passe une infinité¢ de fois
dans tout voisinage de chacun de ses points.

Dans le cas de a rationnel, si toutes les trajectoires ne sont pas des
cycles (cas extréme de stabilité) toute trajectoire non cyclique tend vers
un cycle, et elle est non stable.

Si a est irrationnel, et J discontinu, seules les trajectoires passant
par les points de J sont stables. Les autres sont instables. Dans quelles
conditions ce second cas est-il impossible?

En supposant simplement la continuité de A (8, @) et la détermi-
nation unique de la trajectoire passant par un point quelconque du tore,
on forme aisément une équation différentielle pour laquelle I'instabilité est
réalisée avec un ensemble J indifféremment donné.

Avec la condition de continuité de dA/d6 on peut encore réaliser
linstabilité. Mais alors I’ensemble J est soumis a des restrictions tres
précises. En poussant un peu plus loin on aboutit a I'impossibilité des
solutions instables.

D’aprés 6, =0, (8,) =0 (Py+2m, Py, 6,), on trouve

%+2n
09 ’ )

Po
d9,/d8,=e

oi1, dans Pintégrale 6 est remplacé par 6 (®, Py, 8,); P, étant fixe. SidA/00
est continue, d0,/d6,=e"®, h(8,) étant continue en 6,. En conséquence

@) d40,/d0,= et CTRE)T - - - +hCn—) oo g
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Supposons réalisable le cas instable. Soit i, un intervalle contigu a J.
Ses transformés i, =0, (i;) sont contigus 2 J, tous distincts et rangés sur C
dans l'ordre des points 2 nma sur I. Or

: db, . _h(no)
iy=|-—'d0=ige ',
1 J’deo 0 0 :
n, étant un point de lintervalle i,. Donc pour n=>1

=iyt )

fo=i_n M (_dth_py )+ - oy
la seconde formule se déduisant de la premiére en prenant pour intervalle
originel i—, au lieu de i,.

m étant un entier positif, sur le cercle I" plagons les point: p,, py,. ..
... pm @’arguments w;=2kna. Ces points divisent I en arcs dont la lon-
gueur posséde un minimum réalis¢ par un couple pg, piyr avec 0k <k+

+r<m; 2rra=2pn+d et |8|<1; |8| est la longueur de I'arc p pi+r;
m

mais si k > 0, cette longueur est aussi celle de py— Px—y+r et de p, p,. Donc
ce dernier arc est inférieur en longueur a tous les arcs séparés par les
points p, pour 0 <k < r—1. Donc, tous les arcs p i +r pour ces diverses
valeurs de k seront disjoints. Les points pgr s’intercaleront entre les points
px de maniére que les points des deux collections alternent sur I.

Il en est de méme quel que soit I'entier p, avec les collections .,

Bisr S p<CkSp+r—1, se déduisant des précédentes (p=0) par la ro-
tation 2 pra de I. Faisons p= —r. Les collections

Bory Beordgs cooene P-1
oy Pareveecenns Vr-1

alternent sur I'. 11 en est de méme des collections de points ng, ne4r pour
—r<<k<-1. On en conclut d’aprées

=1 r~1
Z h(ne) Z h(na)
iofi =", i/i,=e

r—1
. = A (qe) —h (ne—r)]
I l_, 0 .
2
Iy

Supposons la variation totale de h (6,) finie. Soit V sa valeur:

—y e
eV — eV,

o
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La premiere inégalité conduit a une absurdité, i, et i_, tendant vers zéro
quand r croit. ‘

Les nombres r sont, on le voit immédiatement les dénominateurs des
réduites P,/Q, du développement de « en fraction continue. Il n’est pas
étonna .t que ces nombres aient un role A jouer. « en est extrémement
voisin. Or si a était rationnel, les cycles apparaitraient.

Nous écrivons:
a=(a,,a,,...a,...)+1/(a,,a,,..a,,...)
a, €tant entier quelconque, a, entier >1 pour i>>1. La réduite
(@, 0y,...a,)=P,/Q, est donnée par P,=a,P,_ ,+P, .,
Qu=0g Qpn-y+Qu_q, et P_i=1, Q_,=0; Py=a,, Qy=1;
@ =(Cp Pm—y + P 2)/(0n Qn—y+Qun_3) Si am = (G, Ay, -..);

a-ﬁ’"— =(=1)m18,/Qm,, avec 05, < 1.

mn

Pn et Q, étant premiers entre eux, la partie fractionnaire de kP, /Q,,
prend pour 0<Ck < Q,-1, une fois et une seule toutes les valeurs
PIQm, pour 0 p < Qn—1.

Donc

ka=p/[Qu+ (=1)m"8,/Qm-,  (mod. 1)
et 0<6'k< 1.

. Les points 2k na sont répartis a raison d’'un et d’un seul sur chacun
des arcs o, [2pn/Q,, 2(p+1)%/Qm] (m impair, et o,_, pour m pair)
pour 0 p<L Qp—1.

Transformons C en I" de facon que si 8 correspond a w, 6, (@) cor-
respond a w +2na. Il suffit de réaliser la correspondance (O, 2 & na)
pour une suite de points 64 (8,), 6, étant choisi indifféremment, et de
compléter par continuité. Si J est totalement discontinu, aux points de
seconde espece de J correspond un point propre w. Un méme point w’
correspond a tout un segment contigu a J. En prenant 6, sur i, les points
2 k ma correspondent A i, et particulierement A ny.

h (8) continu en @ deviendra une fonction g (w) discontinue aux seuls
points dénombrables correspondant aux contigus 2 J; g (w) est intégrable
[au sens de Riemann].

QQC"»fg(w)dw -est’ un nombre XA, compris entre le maximum et le
T

L)
Op

minimum de g (w) sur o,; o, contenant le point w=2k na transformé de



143

ne, | g (2 kna) =2, |=|h (ne) =X, | est inférieur a I'oscillation de g (w) sur o,.

Donc
Qm—‘

Q”'fg(w)dw— > h(m)‘

k=0

est inférieur a la variation totale de g(w) ou de £ (8) sur I' ou sur C, soit

1 2n
|=— w)dw.
21Jg( )
0

. ; ml+dnV
sz/tozeQ +om ¥ (&% <1)
et aussi la méme formule pour ip/i _, , 8, étant remplacé par §n On
en conclut /=0 et i, /iozea”’ V, ce qui est impossible.
n
D’apres
2n
Sh(s de,
ds, [do=e () et d——-deo-—2r

8n V
2 (6.11 = 6m (6) < 1)'

Consulter mes Notes aux Comptes Rendues 2 1'Académie des Sciences
de Paris groupées dans Un demi-siécle de Notes communiquées aux Aca-
démies (p. 575 a 585 et observation, p. 88) et mon mémoire du Journal
de Mathématiques reproduit dans Articles et Mémoires, 1I, p. 881—923.

on trouve bien /=0 et deQ [d8,=¢
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PROPRIETES ASYMPTOTIQUES D’UN SYSTEME
D'’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par T. PEYOVITCH, BEOGRAD

Le but de cet article est d’exposer quelques propri€tés asymptotiques
du systeme (1) en utilisant la méthode des approximations successives de
Picard, qui donre les résultats les plus efficaces.

Soit donné, pour abgréger I'écriture, un systéme de deux équations

d

E}—;-=any+0122+f1 (x)+Fy (x,¥,2),
(1)

dz ,

dﬁxza“ y+a2tf, (X)+Fy(x, ), ),

ol a; sont des constantes, f;(x) et F; (x,y,2) des fonctions définies et
continues pour |y|<A,|z|<<A et pour la variable réelle x >x,>0,
satisfaisant aux conditions

lim f, (x)=b;, Fi(x,0,0)=0,
o le - -
IFi(X,y,Z)—F,-(X,y,Z)‘gL[ly—yl+[2—2”,

A et L étant des nombres positifs et fixés et b; des constantes finies et
déterminées.

Le systeme (1), par la transformation linéaire a coefficients constants

U=0ay y+0a,2 y=Bg u+Pfi2v,
3

ou
V=0g J+ 0y 2 2=Pg U+BsaV,

dont les déterminants |ox|# 0,|Bx| # 0, peut étre ramené a une forme
canonique dépandant de la nature de I’équation caractéristique

ay—r a2

4) ' D(r)= =0.

ayy Qgo—T
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A la racine double (r,=r,) correspond en général le systeme d’équ-
ations de la forme

d
——l{—:fl u+(pl (X)+¢1 (xa u, V) )
dx

()
dv
—=r v+ u+g, (x)+ Py (x,u,v)
ax

avec

@ (x)=0a;, fy (x)+ i, fa(x)
b, (x,u,v)=a; Fy(x, Bx:”+312V,Bzxu+Bsz)+

+ 0y Fy (X, Byt + Bya v, Bag t+ 8.2 V).

Il est évident que les fonctions «; (x) et @, (x,u, v) sont, d’aprés (2) et
(3), définies et continues pour |u|<B, |v|<B et pour la variable réelle
x > x, > 0, satisfaisant au conditions

lim ¢, (x)=4d,, ®, (x,0,0)=0,
(6) e o _ _
b, (x,u, v)—P; (x, u, v) < K[|u—u|+|v=-v]],
B et K étant des nombres positifs ef fixés et d; des constantes finies et
déterminées.
Cherchons les solutions des équations (5) par la méthode des ap-
proximations successives.
Sait, pour x> x,>0,u, et v, un systtme de solutions asympto-
tiques bornées des équations®

d
2l =ry g+ P, (x),
dx
(7 v
—2 =1y Vo g+ 9y (%),
dx
c’est-a-dire
(8) | e (x) | KM, | vo (x) | <M pour x = xo >0,

auquel correspond, d’aprés (3), un systéme de solutions asymptotiques
bornées y, et z, des équations

d

=4 =0y Yo+ 0842 2o + fi (%),
dx

dz

—2 =y, Yo+ 893 20+ f2 (X).
dx

1) C'est-a-dire les solutions, pour x> x, >0, qui tendent vers des limites finies et
déterminées, lorsque x augmente indéfiniment.
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En partant des solutions u, et v, de systeme (7), on peut déterminer
deux suites de fonctions

Uy, Usy sy Uy 550y
Vi, Vay eouy V

comme les solutions des équations

du,
a =r Up+ Py (X)+ P, (X, Un—y, Vn—y),
%9
dv,
71; =Ty Vot + Py (X)+ Py (X, Up—y, Va—y) -

Les équations intégrales correspondant aux équations ci-dessus sont

x x
u, =e't"(f e~ "X, (x)dx + C,>+ e'l"fe—’!" D, (%, Up—q, Va—y) dx,
X X ‘
x x .
Vp=en* (fe"’l‘ P, (x) dx+ fe*'t‘u,. dx+C2> +
X X

x
+- e'i"f e x Py (x,Up—y, Va_y) dX,

Xo

ou
x x
Up= e’“‘(fe-’!x Py (X) dx + C,)+e’1‘fe—’l” b, (x,u,—y, V) dx,
%o %
x x x
v,=enx { fe—’i" P, (X) dx + fdx[ ’-e"l" Py (x) dx + C,] + C,}+
%o O

x x X
+e""[fe“’*"¢z (X, Un—y, Vn—y) dx + [dx fe“"" D, (%, Un-1; V1) dX]-

Xo Xo Xo

Nous allons distinguer plusieurs cas:

10, r, est un nombre réel négatif ou complexe a partie réelle néga-
tive p <CO.
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Dans ce car on aura, d’aprés (7),
x
U, =Uy+enx fe—’i" D, (X, Up—y, Vp—y) dx,
X0
x
(10) v,,=v,,+e'x"[fe—"l"¢,(x, Un—y, Va—y) dx +
X
x

x
+ | dx fe—"x"d), (X, Un—y, Va—y) dx] .

L x

Xo

Pour n=1 les équations ci-dessus, d’aprés (6), donnent
s~y | < KeP® [e=Px [ g | 4| vy ] d,

X0

lvl—vo|<KeP*lfe-w[ly.mv.,udx+fdxfe—~~[|uo|+[voudx]
Xo X

Xo

ou, d’apres (8),

g -y | < 2KM - < 21\’M{—1~+-l—),
lp] lel lel?
(11) i y
|v,—v°|<2KM(—+——2).
lel el
Pour n=2 les équations (10), d’aprés (6), donnent
|u3—u,|<KeP‘fe—P‘[|ul—-uo|+|v,—v°|]dx,
vz—v1|<Ke9‘[fe—P"[|u,—uo|+|v,—vo|]dx+

Xo

+fdxfe-9*[tu,—uol+|v1—vo|]dXI

6 X
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ou, d’aprés (11),

1,11 L, 1y
= | < QKR M (— 4+ )= < @K M ~+-——) ,
t o1t oo “plmP

1 1 1 1 1 1 \2
1vy—vy | < (2 K)zM(—+»-—--)(—+f) < (2K?M (—+—) .
S ol lel/\lpl [oP) lp| Ipl®
Continuant ainsi de suite, on obtiendra

| ta—ttn_, | < (2K)~M(—1 +—1—)".

le| lef?
1 1y
.|v,,—v,,_1|<(2K)"M(—+—2).
_ lel lp]
Si l'on a
1 1 1
(12) 2K(7-+ 2)<1, M < B,
el el 1_2K(_+ )
lel Ip]?

les séries

%
u=tg+ 3 (Un—ln—y),
n=1

(@ -
v="vo+ ¥ (Vn - Va—y)

n=1

convergent uniformément pour x>x, >0 et représentent les solutions
des équations (5).

A. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x=>x,>0, un
systéme de solutions asymptotiques bornées dépendant de deux paramétres
arbitraires (constantes d’intégrations), sous les conditions (2) et (12).

2° r, est un nombre réel positif ou complexe a partie réelle posi-
tive p > 0.

Dans ce cas les €quations (10) deviennent
( 0
* u,,=u0—e'1"fe—’l" D, (X, Up—y, Vn—y) dx.

X

@

(13) ﬁm=%—w{frm¢4n%ﬂmwou—

X

@® 0

— fdx fe"l" D, (X, Un—y, Vn—y) dx]
J :

X

\

BecHHK MaTemaTHYapa H (m3Huapa : 2
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avec
x

X

x X
v, =enx [fe"ix @, (x) dx + fdx fe*’t" P, (x) dx].

@®

Pour n=1 les équations (13), d’aprés (6), donnent
|y =g | < Ke™ [=0= o] + | d, -

lvx—vol<Ke"‘Ue*P‘[Iuo|+|vol]dX+deIe‘-”‘[luoHlvoI] dx]

ou, d’apres (8),

g—t, | CIRM 2KM(l+iz),
P PP
(14)
1 1
|v,-v.,1<2KM(—+—;).
p P
Pour n=2 les équations (13), d’aprés (6), donnent

Iu,—u,|<Kep‘fe_px[lu‘-—uo|+|v,—vol]dx,

X

vy = v, | << Keo* f‘e—“uu,—uomv,-voudx+

X

+fdxfe—9‘[|u,—uol+|vl—vo|]dxl

X

ou, d’apres (14), v . 9
=, | < 2K M l,)i<(z;<)zM(L+Lz)g
p pP/P p P

PEARCITC R
p P



' 1 1\n
\ =t | < @K M (s 2T,
P

151

Continuant ainsi de suite, on obtiendra

p

1,1y
Iv,,—v,,_1|<(2K)"M(—+—2) :
p P

Par conséquent, les séries (a) convergent uniformément pour x >x, >0

sous

la conditions (12) et représentent les solutions des équations (5).

B. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour 'x>x. >0, un sy-

stéme de solutions asymptotiques bornées, sous les conditions (2) et (12).

(15)

avec

3% ry est nombre imaginaire r,=0i ou égale a zéro (6=0).

Dans ce cas les équations (13) deviennent

( ®

x
@
Vn =vo_eeix[fe—ei" b, (X, Un—y, Vp—y) dX—
x
-]

= f dx fe—eix D, (x, Un—y, Vn—y) dx:, )

\ X X

X

g = eb™x fe—eix Py (x) dx,

@

X x X

V= eef"[fe—e"" P (x) dx + fdxfe—e"" @, (%) dx] :

@®

Pour n=1 les équations, d’aprés (6), donnent

|ul—uo|<l<f{luo|+|voi1dx=l<e‘i'(x>,
X

IV:—V0|<K[f[luol+lvol]dx+fdxfﬂuoHlvoHdX} =Ke% (x)

x
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avec
M (1)
1 (x)-0, ez(x)-0 pour x - oo,

sous la conditions
fdxf[|“o|+lvo|]dX=0(1) pour X -oo.

Soit €™ (x) une fonction positive et continue pour x > x, >0, satis-
faisant aux conditions

P () <eW(x), Q@ <LeWx)  pour x>x>0,
avec e® (x)-»0 pour x- oo, on aura
(16)  |uy—u| < KeM(x), |v—1o| <KeM(x), pour x=>xo>0.

Pour n=2 les équations (15), d'aprés (6), donnent

|ua—u1|<Kf[lu1—uo| + | vi—vol] dx,

|Vz‘vxl<K{j?[|”1—”ol+lVn‘—vo”dx"' fdxf“"l—”olJf‘vn_Vol]dx]

ou, d’aprés (16),

luy—u, | <<2K2eR (x), [vy-v, | < 2K eF (x)
avec

X0

lim €9 (x) =lim fe“) (x) dx=0,
X9

@ ®

lim €% (x)=1lim [fe(‘) (x) dx+ fdxfe“) (x) dx] =0,
X9)®

x>
X X

sous la condition

0o

fdxfe(')(x) dx=o0 (1) pour x —> oo.

X
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Soit &® (x) une fonction positive et continue pour x > x, > 0, satis-
faisant aux conditions

e () <e®(x), R () <D ()  pour x> x>0,
avec €®(x) = 0 pour x —> oo, on aura
luyg—uy | <2K2e® (x), |vy—v, | < 2K?2e@(x) pour x > x, > 0.

Continuant ainsi de suite, on obtiendra
1
=ty | < o QKPS (1), 900 | < @K) e (),

ot M (x), (n=1,2, ...) est une suite de fonctions positives et continues.
pour x >>x,> 0, satisfaisant a la relation &€ (x) =0 pour x — oo sous
la condition '

17) fdxfs("—’)(x)dxzo(l) pour x> oo, (n=1,2,...)

X

et qui doit converger uniformément pour x > x, > 0.

La suite de fonctions & (x), a cause de la relation & (x) =0 pour

x —> oo est bornées pour x > x, > 0, c’est-a-dire
e (x) <M pour x >x, > 0, (n=1,2,...).

Si I'on a

(18) ok<1, M=K <B

1-2K
les séries (a) convergent uniformément pour x >x, >0 et représentent
les solutions des équations (5), sous la condition (17) et si la suite de
fonctions €™ (x) converge uniformément pour x> x, > 0.

C. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x> x, >0, un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées, sous les conditions (2), (17), (18)
et si la suite de fonctions €™ (x) converge uniformément pour x > x4 > 0.

40, r, est un nombre réel négatif ou complexe a partie réelle négative
py < 0 (1°), ry est un nombre réel positif ou complexe a partie réelle po-
sitive py >0 (2°.).

Dans ce cas les équations (5) et (9) deviennent

A ut g (X)+ Dy (%, 1, 9),
dx

() 1
av
— =TIy V+ @y (X)+ D5 (x, 4, v);
dx
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du,
—d;"':'l Un+ @y (X)+ P, (X, Un—y, Va—y),
(19) 4
v
; =l Vn+ @, (x)+¢2 (x, n—y, Vn—l),
d’ott ’'on a
X
Up=Uy+en* fe— " @, (X, Up—yg, Va—y) dX,
X
(19) 1
Vp=Vo—e* fe"»* P, (X, Un—y, Va—y) dx
x
avec

X
U= e’l"(fe—'x" Py (x) dx +C,) ’
X0

x

Vo= e f e~ g (x) dx.
Pour n=1 les équations (19), d’aprés (6), donnent

x
|ty —u, | <Kewfe-f>nx[| o |+ vo |] dx,

X0

oo

|v.—vo|<1<ewfe—w[|u.,|+|v.,ndx

ou, d’aprés (8),

2K 2K
|ug =t | <M ——, [vy=vo | KM
|pl| |Pz|
ou
2K K
(20) luy - | <M, o —v <u 2K
iPx| |Pl|
1

sous la condition, par exemple, <—.

lpal ~ |pyl
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Pour n=2 les équations (19), d’aprés (6), donnent
lug —uy | < KePl"fe"Pl‘[lu,-—uo]-\L{ vi— Vo] dx,
X

@
lvz—v,|<Kepzxfe—f>xxuu1—uol+lvl—voldx

x

ou, d’aprés (20),
(2K)*
lps[?
Continuant ainsi de suite, on obtiendra
u K" 2K)"
lpy I [Py |

@ 2K

| sl

les series (a) convergent uniformément pour x>x, >0 et représentent
les solutions des équations (5').

ey <M ZKS oy CK)

|u.—u,|<M S T
| Py Psl [Py |

Iun"un—lls;
Si l'on a
<1

D. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x >x,>0, un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées dépendant d’un paramétre arbitraire
(constante d’intégration), sous les conditions (2) et (21).

8% ry est nombre réel négatif ou complexe a partie réelle négative
p:1 <0 (1°), ry est nombre imaginaire ou zéro (8,=0) (3°).

Dans ce cas I'équations (19’) deviennent
x

u,.=uo+e’1"fe—'l"¢, (x, up—y, va-y) dx,

Xo

(22)

Vo =Vo— e92""fe“92"’“ D, (X, Up—y, Vo—y) dx

x

avec
x

U, = e’tx(fe—’-"cp, (x) dx +'C,>,

Xo
x
Vo = efeix f e %% @, (x) dx.

@
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Pour n=1 les équations (22), d’aprés (6), donnent

|u,~uo|<l<ewfe—w[|uo|+lvoudx=l<e‘i’ (x).

Xo

v, - vo | < K [[1u0|+|vo|1dx=1<e‘é’(x),

(1)

avec €1 (x)~0, €2 (x)~0, sous les conditions
(23)  1(x)~0, Vo (x) -0 pour X - oo,
(24) [“"ol""vol] dx=o (1) pour x - oo.

Soit €7 (x) une fonction positive et continue pour x > xo > 0, satis-
faisant aux conditions

e} (x) < eM (x), e® (x) <&M (x) pour x >x>0
avec €1 (x)»0 pour x-»oo, on aura
(25) Juy—ue | < Ke®(x), [y —vo | <K e (x).

Pour n=2, les é}quatibns (22), d’apres (6), donnent
[t | < Ke [ e[y =g+, - vl 5,

X0

Ivz—val<Kf[lu1—uol+|v1—vo|]dx

ou, d’apres (25),

x
| ug —u, | < 2K? epx"fe—mx g (x)dx= 2 K2 8(%) (x)
Xo
| vg—vy | < 2K‘fe(l> (x) dx =2 K? €2 (x),
ave¢ &P (x) =0, ef (x) =0 pour x — oo, sous la condition
fe“)(x) dx=o0(1) pour x — oo.

X
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Soit €® (x) une fonction positive et continue pour X > xo > 0, satis-
faisant aux conditions

D<@ (x), P )<e®(x)  pour x>x,>0,
avec €® (x) = 0 pour x — oo, on atura
Lty —uy |[<<2KPe® (x), | va—v [<2K2e® (x).

Continuant ainsi de suite, on obtiendra

1 1
|t =~ ttny | S o (2K)" e (x),  [Va=Vnmr | < 2KY e (x),

oit e (x), (n1=1,2,...) est une suite de fonctions positives et continues
pour x >>Xx, > 0, satisfaisant a la relation g™ (x) >0 pour x —> oo, sous
la condition

(26) _fe("")(x)dx=o(1) pour x — o0, (n1=1,2,...)

et doit converger uniformément pour x > x, > 0.

La suite de fonctions &™ (x), a4 cause de la relation &™ (x) =0 pour
x — oo et bornée pour x > x, > 0, c’est-a-dire

em(x) <M pour x>x,>0, (1=1,2,...),

Les séries («) d’aprés (18), convergent uniformément pour x = x4 > 0
et représentent les solutions des équations (5'), sous les conditions (23)
et (26) et si la suite de fonctions €™ (x) convergent uniformément pour
x>xy>0.

E. Les équations (1) admettent, d’aprés (3), pour x =>xo >0 un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées dependant d’un paramétre (constante
dintégration), sous les conditions (2), (18), (23) et (26) et si la suite de
fonctions €™ (x) converge uniformément pour x Z>xo > 0.

Remarque. — Si I'on remplace les conditions (2) par les conditions
limf; (x)=0b,, Fi(x,0,0),

2) e - = -

Fi(x,p,2) -Fi(xy,2) < X)) [ly-yl+]2z-2]],

oit A (x) est fonction définie, positive et continue pour x> x>0, satis-

faisant a la condition lim (x)=0 ou bornée les démonstrations des théo-
X-2x®



158

rémes précédents peuvent étre un peu modifiées®. Dans ce cas les condi
tions (6) deviennent

X300

lim ¢, (x)=d;, ¥, (x,0,0)=0
(6" {

| Fi(x, u, v)—¢,(x,E, ;)|=Kl(x)“u_zi+lv_;“'

Considérons, par exemple le 3° cas. Dans ce cas les équations (15),
pour n=1, d’aprés (6'), donnent
( ® @®
=t | K [200) [y |+ o | dx =M 2K [ (x) dx =M, ()

.

(26) |v,—-vol<K[fx<x)uuo:+lvoudx+fdxfx(x)dxuuo[+|voudx]<

gM?K[fk(x);ix+fdxf)\(x)dx]=Me,(x),

\

avec &, (x)+0, €;,(x) 0 pour x- oo, sous la condition
amn) fdxfl(x) dx=o0 (1) pour x - oo.

Soit e (x) une fonction positive et continue pour x> xo>0 satisfaisant
aux conditions

g (x)<Ce(x, €, (x) < € (x)*¥, €(x)-»0 pour x - oo,

les inégalités (26) deviennent

(27) { luy—up | SMe(x) < Me,

[vi—vo| SMe(x) < Me,

avec
e=Max € (x) pour x >x,>0,

*) Dans ce cas on peut obtenir les théorémes analogues aux théorémes des équations
linéalres [1).

**) Pour la fonction € (x) peut &tre prise la fonction e, (x).
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Pour m=2 les équations (15), d’aprés (6'), donnent

\u.—u,|<fo(x) [ty —to] +| v, — vy ] dx.
Vz—vl|<KU’}\(x)[|"1—”o|+l Vt_volldx+

+ fdxfl(x) [l uy—ty |+|vi—vo ” dx]
x X
ou, d’apres (27),

|u,-u,|<Me2fo(x)dx=Mea, (x) < Mee(x) < Me?,

|v2—v,|<M82K[f)\(x)dx+fdxf)\(x)dx]:

X
=M ee, (x) < Mee (x) < Me
Continuant ainsi de suite, ou aura

|up =ty [ KMen—te, (x) SMerte (x) < Men,

| Va—Va—y | < Men—1 g, (x) < Men—te (x) < Men.
Si I'on choisit x, assez grand pour que l'on ait

(28) e=Maxe(x) 1 pour x >x,>0,

les séries (a) convergenant uniformément pour x> x, > 0 et représentent
les solutions des équations (5) sous la condition (17’) et le théoréme C
alors devient

C'. Les équations (1) admettent, d'aprés (3) pour x>x4>0, un sy-
stéme de solutions asymptotiques bornées, sous le condition (2'), (17') et (28).
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Il est facile a voir que le systéme

.

%:p“ (X)y+pu(X)Z ‘i‘fl (x)+Fl (X, Y, Z) ’
Z—;_zpn (X) Y+ Pas (X) 2+ f2 (x) + Fy (x,9,2) .

ot pix(x) sont des fonctions continues, pour x>>x, >0, satisfaisant aux
conditions lim py (x)=ay, admet les mémes propriétés que le systeme (1).
X9 ®
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0 YUCJIE NPEJEJbHbIX LUKJI0OB OBbIKHOBEHHOI'O
AUPPEPEHLIUAJIBHOTO YPABHEHMSI,
Y KOTOPOro NnPABASI YACTb ECTb
OTHOILUEHME [IBYX MHOTO4YJIEHOB

M. TETPOBCKHUM, MOCKBA

MeHsi uHTEpecoBasia OUEHKa CBEpXY 4HCJaa npejenbHbIX IHUKJIOB ypa-
BHEHUSA

d P(x,

dy _ P(xy) (1)
dx Q(x,y)

rae P(x,y) u Q(x,y) — MHOrou/eHsl n-0ff CTeNneHu ¢ AEHCTBMTELHBIMAU

K03 PueHTaMu.

Korma craBuTCs 3ajauya 06 OTbICKaHMM BepxXHeil rpaHu 4ucia Heict-
BUTEJbHbIX KOPHEHl MHOrouieHa WIM 4duc/ia JeHCTBUTENbHLIX KYCKOB, W3
KOTOPBIX MOXET COCTOsiTh MJOCKas anreGpanyeckas KpuBas n-ro nopsixa,
KaK XOpOLIO HW3BECTHO, OuYeHb MOJNE3HO ObIBAeT nepeiiTd B KOMIJIEKCHYIO
06aacTb. I MOMbITaJNCSd MEpeHecTH STOT METOJA W ]/ OUEHKM yuc/aa rnpe-
JIeNLHBIX UMKJIOB ypaBHeHust (1).

IMox KOMIMEKCHbIM peuienneM y= ¢ (X) ypasuenus (1) mbr Gynem no-
HUMaTh MOJHYIO AHANUTHYECKYIO QYHKIMIO (aHAMUTHUYECKOE MPOAOJKEHWE
no Beflepmrpaccy snemenrta pewenus). Eciu monoxuTs

X=x*¥1ix® g y=pyEpiytE,

rae x* u x*¥, y* n y¥* — neficTBUTENbHBI, TO KaXJOMYy TaKOMYy DEIICHUIO
6yneT COOTBETCTBOBAThL HEKOTOPas AByMepHas IOBEPXHOCTH ¢ B yeTbIpéxme-
pHOM npocTpaHcTBe (x¥, x**, y¥*, y*¥). Kpome 06BbIKHOBEHHBIX TOYEK Mbl Oy-
JeM MPUUACAATh K @ MOMIOChl U TOYKM BETBJIEHMST KOHEYHOTO MOPsiaka
¢yukuuu @ (x). Ho mbl He OyneM NpUYMCIATE K & ocobble TOYKM YypaB-
nenns (1), rxe P(x,y) n Q(x,y) o6pamatorcsa B 0. Mb1 Gynem npeanonararb,
yTO paccMaTpuBaemble JIedCTBUTE/bHbIE 3aMKHYTHIE WHTErpajibHbIE JIMHAH
HE NpOXOJAT yepe3 0coOble TOYKH yDPaBHEHUS (1).
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Kaxnas neiicTBuTenbHAs 3aMKHYTas WHTErpajbHasi JHUHUSI ypPaBHEHHsI
(1), B yacTHOCTH nNpeJenbHbI LMKJ, €CTh 3aMKHYTas OJHOMEpHas JHHHS
(Tomosoruyeckas OKpyIKHOCTb), Jiexalllast Ha OJHOM M3 TAKHMX KOMIJIEKCHbIX
pewennit. Takylo 3aMKHYTYI0 OJHOMEPHYIO JIMHWUIO Mbl GyZeM Ha3bIBaTh
LHKJIOM.

KomnaexcHoe nsymepHoe npoctpaHcTBO (X,y) Mbl GyxeM cuuTaTh
NPOeKTHBHbIM.

Mbl HCKMIOYMM M3 pPacCMOTPEHMs] HEKOTOpble 0CO6Gble ypaBHEHus,
KOJIMYECTBO KOTOPBIX MaJi0 MO CPaBHEHWIO CO BceMu ypaBHeHusiMu (1). Ecau
u306paxarh ypaBHEHMS] TOUKaMM B NMpOCTpaHcTBe K KO3(D(PHIMEHTOB MHO-
rouneHoB P(x,y) n Q(x,y), TO 3TH MCKIIOYEHHUS COCTABAT MHOXECTBO M,
KOTOpoe He pa3buBaer npocrtpancTBa K. 51 6yay roBopuTk, 4TO Mbl GyaeMm
paccmatpuBaTh dowiliu Bce ypaBHenus (1) uau obujee ypaBHEHue TaKOro
BuAa. B uckalouuTenbHOe MHOXECTBO M mMONMaiyT B 4acTHOCTH BCE Te
ypaBHeHusl, KOTOpble MMEIOT O6eCKOHeYHO MHOr0 3aMKHYThIX JHeHicTBHTe-
JbHBIX MHTErpaJbHBIX JMHUA. B Hauane paccMOTpeHust HaM NPUAETCS BKJIO-
YUTh B STO MHOXECTBO M el HEKOTOpble JPyrue ypaBHEHHsI, HO MOTOM
OKa3bIBA€TCsl BO3MOXHBIM P3ICNPOCTPAHUTL HAlly OLEHKY 4Yucaa JeifcTBu-
TeJbHbIX NMpeJeJbHbIX LMKJOB Ha BCAKOE ypaBHeHue (1) ¢ nelicTBUTENbHBIMH
K03} uurenramu, umeollee ML KOHEYHOE YHCJIO 3aMKHYTBIX pelleHHl.

Jlemma 1. Y obuiero meicTBuTeNbHOrO ypaBHenusi (1) mpermeabHbI#
LMKJ SIBJSIETCH IMKJIOM HErOMOJIOTHYHBIM HYJIO Ha COOTBETCTBYIOLLeH KOM-
MJIEeKCHOH MHTerpaabHON KpHBO# .

HJokasalienscifio. Mu roBopum, 4To nuka C rOMOJIOTMYEH HYJIO Ha
IBYMEPHO# NMOBEPXHOCTH @, €C/M HAa 3TOM LMKJE MOXHO HATAHYTBH NIEHKY
1, cocToAlYyI0 TOJLKO M3 BHyTpPeHHMX Touek P. Tak kak koapduuuenTsr
ypaBHeHus (1) Mbl npexanonaraeM ceifyac JeiCTBUTENLHBIMH, TO TOYKH KOM-
NJIEKCHO-conpspkénnble ¢ ToukaMu [1 Takxke npuHaanexar . Onu o6pa-

3yIOT HOByl0O MAéHKy [I, xoTopas Takxe HatauyTa Ha C. [lnénkm [T u il
BMecTe 06pa3yloT, OYeBHIHO, BCIO NOBEPXHOCTh P. 3HAUUT, BCS MNOBEPX-
HOCTb ¢ COCTOMT TOJbLKO M3 OObIKHOBEHHHX TOYEK KPUBOH y = ¢ (x), €& noJio-
COB M TOYEK BETBJEHMsI KOHEYHOro mopsinka. Orcioja caenyer, yto QyHk-
uus y=%(x) — anre6panueckas. Ho HeTpyJZHO noOKa3aTh, YTO ypaBHEHHS
Buza (1), umeompue anre6panueckue peienus, B npocTpanctse K 06pasyior
MHOXECTBO (KOMIIJIEKCHOI) pa3mepHOCTH, yeM K. M notomy 8TO MHOXE€CTBO
He pa36uBaeTr K M Mbl OTHeCéM ero Kk M.
AHanorH4YHO JNOKa3blBaeTCs CJenylolas

Jemma 1. Y obuiero neicTBuTeabHOro ypaBHenus (1) msa meicTBu-
TEJAbHBIX NpPEeNeNbHBbIX IMKJA, Jexalide Ha ONHOH M TOH xe KOMNIeKCHOH
MHTErpanbHO# KPUBOH, HErOMOJOrMYHbI MEXAY CO6O0I0.

OxaseiBaercs, uto kaxcaoe nuddepenuuanbHoe ypasnenue (1) umeer
GECKOHEYHO MHOro KOMIJEKCHbIX pelleHuil, Ha KOTOPBIX MMEIOTCS LHKJBI
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HeroMoJIOruyHble Hymo. Ho Te HmUK/b, KOTOPHbIE [OMOJIOTHYHBl JeHCTBH-
TeNbHBIM NpeJebHbIM LMKJIaM ypaBHeHus (1) ¢ peiicTBuTeNbHBIMH K03 DH-
YeHTaMH, 06JafaloT CJAeAYIOUIMM 3aMedaTeJbHbIM CBOHCTBOM.

PaccmoTpHM npoekuuio 1ukiaa C, Jexauero Ha KOMIJIeKCHOW HHTerpanb-
HOU KpuBO#H P, Ha KaKylO-HUOYIb KOMIIEKCHYIO NpsiMylo [. 9Ta npoexkuus
o6pa3yer Ha ABYMEpHOH NeACTBUTENbHOM MIOCKOCTH, COCTOSILLEH M3 TOYEK
/, HEKOTOpYI0 3aMKHYTYIO, BOOGIE rOBOPs, CaMONEPeCeKaoulyoCsi KPUBYIo
S. Ilyctb p* — ecTb 4MCJIO TOYEK camonepeceyenus 3Toi npoeknuu. O603-
HayuM depe3 p — MUHHMYM 4YHCea p* IS KJacca FOMOJIOTHYHBIX MEX<Iy
c06010 1uka0B C. MOXHO MOKa’3aTh, YTO p HE 3aBUCHUT OT Bbl6Opa [ M 4TO
y HAelcTBUTENBHOTrO ypaBHeHWs (1) AAS NHMKJOB, FOMOJIOTHYHBIX HEHCTBU-
TeJbHOMY MNpelfeJbHOMY IUKJY, JEXallMX HA COOTBETCTBYIOU(EH KOMMIeK-
CHOM uHTerpaabHoil kpuBoil @, Bcerna p=0. Mpl Gyaem roBOpPuTh, UTO
unka C npuHamiexuT K kaaccy C,. 3HAUMT, AeHCTBUTEJbHbIE NpefeabHble
LIMKJAbl NpuHaniexar kK kaaccy C,.

MockoBckuil matematuk EBrennift MuxailnoBuu Jlauguc nokasana ciae-
Jyiollee 3ameyaTeqbHOe YTBEPXJAeHHe, KOTOpoe siBisieTca (yHIaMeHTalb-
HbIM JIJI1 W3/1Iara€Moro MeToJa ¥ KOTOpOe s JOJro, HO 6e3yCneHo NbITaacs
J0OKa3aTh.

Jdemuma 1ll. YUucna nuxaoB Cp, MMEIOIIMXCS y BCEX pelieHuil ypaBHeHHs
(1), onnHaKOBBI MOYTH AJS1 BCEX TaKUX yPaBHEHHM.

B uacTHOCTHM, yucaa MKJIOB C,, COOTBETCTBYIOUIMX NeHCTBUTENbHbIM
npejesbHbIM IMKJaM, OJWHAKOBbl MOYTH y BCEX TakuX ypaBHenuil. Orciona
crenyer, 4TO NOCTAaTOYHO ONPENENUTb YHMCIO0 UMKAOB C, y peweHu#t ox-
HOT0 TAKOro ypaBHeHHH OOLIEro BHAA M Mbl NOJY4YUM OLEHKY IJIS1 4YucJia
JeHCTBUTENbHBIX MPeNeNbHBIX MKJIOB U MOUTH BCex ypaBHenuit (1). K coxa-
JIEHMIO, STOT0 HeJb3s CAenaTh, PACCMAaTPHUBas HEMOCPEACTBEHHO OJHO Kakoe-
HUOYAb U3 06IKX ypaBHeHH# (1). STO NMPOMCXOAUT MOTOMY, YTO TOMOJOIH-
yeckas CTPYKTypa 061uero KOMIUIEKCHOTO pemenusi obuiero ypasHenus (1)
ropasiio CJOXHee, 4eM TOMOJOrHYecKas CTPYKTypa pelleHuid, npeacraB.is-
eMbIX npocrefiuMu QYHKIHUSIMH, KaK 8TO ObIBaeT, KOTJa ypaBHEHUE HHTe-
rpupyercs.

Ho s pewua 3ty 3amauy Ajas cayuyas n=2 cCaefylomuM o06pa3om.

$I paccmoTpen ypaBHeHue

dx x(x=1)"

KOTOpOE, KOHEUYHO, SIBIseTCs 0COObIM, MPHHAIJIEXKAIUM MHOXECTBY M, KO-
TOpOE MbI MOKa MCKJIOYaau U3 paccMoTpenus. Obuiee peunleHue 3TOro ypas-
HeHusl naércs GpopmyJoi
c(x-1)
y=——".

X=C

©)
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Ha kax oM M3 3TuX pelweHuil umeercss 6ECKOHEYHO MHOrO LMKJOB HEro-
MOJIOTMYHBIX HYJIO, €C/IM TOUYKH

x=0, y=0; x=0, y=1; x=1, y=0; x=1, y=1,

He CYMTATh MNPHHAAJMENKAUMMH KOMIJIEKCHbIM JMHUAM (3), TaK Kak 3TH
TOUKH SIBASIOTCA 0COObIMM /sl ypaBHerusi (2). TouHo Takke Mbl He OyneMm
CUMTATh NPUHALJIEKHAM KOMIIIEKCHbIM JHHUAM (3) GECKOHEYHO ylaJeHble
ocoGble TOYKH ypaBHeHus (2).

MOKHO MOKa3aTh, 4TO y BCAKOro 6GJM3KOro K (2) ypaBHEHHs: BHAA
(1), B TOM yucae y HeocOo60ro ypaBHEHMs, MOXET CyLleCTBOBATL KOMIJIEK-
CcHOe pemeHue uMelollee LMKA Kaacca C,, TOJLKO B TOM Cayuae, eClH
3TOT LMKJ OJM30K K HEKOTOpoMy uukay [ kmacca C, Ha COOTBETCTBYIOLLeH
kpuBoil (3). Orcojga nonyuyaercs: CAeAylOUMA METOL OnpeJe/eHust 4ucia
uukaoB C, y o6uero KOMIJIEKCHOro ypaBheHusi (1) u TeM cambiM s
OLEHKHM YMCJ/Ia TNPeNenbHbIX LHUKJIOB y AefiCTBUTENBLHOrO ypaBHEHHs TaKo-
ro BHAA.

PaccmMoTpuM 3amMkHyTylo KpuByio [ kiaacca C, Ha KakOM-HHOYIb
KoMmiaekcHoM peuenuu (3). [lpoBapbupyem ypaBHenue (2), TO-eCTh, pac-
CMOTpUM ypaBHeHusi, Giu3kue K Hemy. Toraa noayuum

ddy _ _{Y(Yfl)]’ gy, MY X GDAM (Y-
dx x(x--1) ]y v+ XE(x—1) (4)

rae 8y (x) — Bapuauusi y(x), @ My (x,y) u My(x, y) — npou3BOJIbHbIE MHO-
rouseHbl BTOPOH cremeH. ,

[lycts § ecTb npoekuusi UuMKaa [ Ha KOMIVIEKCHYIO IJIOCKOCTH X-OB,
He uMmelouias camonepeceuenuit. Torga saTomy uukay GyaeT COOTBETCTBO-
BaTh LMKJ Kjaacca C, mas 6an3kux K (2) ypaBHenuit Buga (1), B TOM, M
TONBKO B TOM CJayuae, ecau npupauienue 8y (x) npu o6xome KOHTypa S
6yzner paBed 0. [lns 3TOro HeO6XOAMMO, KaK JeErko BHIETb, BbINHUCHIBAs
GopMyay Aas peleHHs: AMHEHHOro ypaBHEHus MepBoro nopsaxa (4) orHo-
cuTeabHo 8y (x), 4T06bI GHIIO

(x-C x(x—-DM, (x, ) +y(y=DM(xy) , . g
Sx(x—l) CoxP(x—1p (®)

Orciona caepyer, 4yTo AJsl TOro, 4ToObl OLEHHWTb CBEPXY YMCJO LMK-
J0B Knaacca C, y obuiero ypaBHeHus (1), HaM HaZl0 paCcCMOTPETh 3aMKHYTbIE
KpuBble S, OXBaTbiBalouue pasiauuHble Kom6Gunauuu Ttouek 0, 1, C u oo Ha
MIOCKOCTM X-OB M HaliTh uncao 3HaueHuit C, npu KOTOPBIX IS KaxAO#
M3 3TUX KPHUBbIX, BBINOJIHAETCS PABEHCTBO (5). ITOT MOACUET JIerKo MpOHM3BO-
JINTCS, YUUTBIBas, YTO BbIYETH MOJAMHTErPaNbHOR QyHKUMKM (5) CYTh pauuo-
HanbHUble QyHKUMM OTHOCHTENbHO C. [1pou3BOAst 3TOT MOACYET M yUHMTHIBAs
TaKKe pelienust ypasuennit (2), He Boweamue B obuiee pewenue (3), Mbl Haxo-
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JMM, UTO BCErO Ha PeLIeHHUsIX ypaBHeHHs (2) MoxeT ObITh 14 KPUBBIX, C1yXKa-
WuX npemenamMmd UMKaoB kjaacca C, aas ypasHenu#t ob6mero suaa (1). Ho
yepe3 KaxAyio 0co6yl0 TOYKY ypaBHeHus (1) 3a UCKIIOUEHMEM MHOXEeCTBa
ypaBHEHMH, MMEIOIMX pPa3MEPHOCTb HAa OAHY (KOMIUIEKCHYIO) eXHHHIly
MEeHbIE, UeM )y MHOXeCTBa BceX ypaBHeHuil (1) npoxoaut 2 ocob6bIx peuie-
HMs, AJS KOTOPbIX 3Ta TOUYKA siBJgeTcs OGHIKHOBEHHON. Ha kaxxaom Ttakom
peuleHnd B OKPECTHOCTH OCOGOM TOUKH JIEXKMT IMKJ, FOMONOrHYHBIN HYJIIO,
HO OXBaTbIBalOWMH 9Ty TOuky. YpaBHenue (1) umeer 7 ocobbix Toyek: 4
KOHEuHbIX M 3 GeCKOHEeYHO-yHanéHHbIX. OXHO M3 0COOBIX pelweHul, Npoxo-
JSALIMX Yepe3 Kax Ayl 6eCKOHeuHO-yAanéHHYI0 0CO0YI0 TOUYKY, ecTh 6ecKo-
HEYHO yIanéHHas npsMas. 3aMKHYTble JIMHUM HAa pElIeHusiX ypaBHeHu# (2),
npejenbHble s 3TMX LMKJOB, He Jexaluue Ha OeCKOHEYHO yJanéHHOM
npsiMOMi M OXBaTbIBalolHe 0co6bl€ TOUKH, TAKIKE OKAXYTCHd B yucie HalméH-
HbIXx Hamu 14. CiemoBaTesbHO, M3 9TOrO uMcaa 14 Hamo uckaLuuThL 11
3aMKHYTBbIX KPUBBIX, COOTBETCTBYIOLIMX IMKJIaM TOMOJOrHYHbIM HymO. [To-
Jy4dM, YTO YUCJIO IMKJOB HETOMOJIOTHUHBIX HYJI0O W APYr APYyTry, He
6onbuie 3.

C npyro#t croponsl, ropbkoBckuit matematuk II. [1. BayTun, Hameén
ypaBHeHue Buna (1) ¢ Tpems npenenbHbIMHM NuKAaMu. Takum 06pa3om Haia
oleHKa AaJsi caydast, koraa Q (x,y) u P(x,y) MHOrouseHbl BTOPO# CTeneHw,
SIB/SICTCSI TOYHOM.

Bo Bcex mpempInyIIMX pacCyXIeHHsIX, Mbl IPDUHHMAJMH, YTO YpPaBHEHHE
(1) ectb o6iiee ypaBHenue. Ho, mpenenpHbIiM nepexonoM OT STOro Orpa-
HUYEHHS] MOXHO M36aBUTBHCSA. BaXXHO TOJNBKO, YTO 3TO ypaBHEHHUE HMEJO KO-
HEYHO YHCJIO 3aMKHYTBIX AEHCTBHTENbHBIX MHTErPalbHbIX JIHMHHMH.

MeTobl, KOTOPbIMM Mbl OLI€HWBAJH YMCJAO LMKJIOB Kaacca C,, y ypas-
HeHust (1), MpUMEHUMbI M /IS OLEHKH KOJMYeCTBa LMKJOB JIO60ro Kjaacca
Cp y TaKux ypaBHEHHH.

Cuenyer 0co60 OTMETHTh IHKJbI, COOTBETCTBYIOUIMX TaKUM JIMHHAM
S Ha MJOCKOCTH X-0B, Y KOTOPbIX CyMMa 00XOJ0B BOKPYT KaxJO# u3
touek 0,1, C, paBHa 0. Takum auHUSIM S COOTBETCTBYyeT HEKOTODbIi Hero-
MOJIOTHUHbBIA HYJIO LMK/ HA KAJCAOM DPEIUeHWHM y MOUYTH BCEX YpaBHEHHH
(1). Takum 06pa3oM TaKUX LHUKJIOB Yy KaXXJOrO TAKOrO yPAaBHEHHUS HUMeEET
KOHTHUHY Y M.

MeTobl, KOTOPBIMUA MBI NOJB30BANUCH [/ OL€HKH 4MCJa MpPeaeNbHbIX
UMKJOB y AeHCTBUTENBHOrO ypaBHeHus (1), korga creneHd MHOTOUYJIEHOB
P(x,y) u Q(x,y) paBubl 2, mbl ¢ E. M. JIaHZMCOM NpPUMEHHJHN U K O6LLEMY
cayvalo, Korjga MHorousneHsl P (x,y) u Q(x,y) B mpaBoil yacTu ypaBHe-
HuSl UMEIOT MO6YIo cTeneHb. Mbl U3y4uaM TaKUM 06pa3oM TONOJIOTHYECKYIO
CTPYKTYPY peluenuil fowiiu y Bcex ypaBHeHuHd, Tuna (1), T0O-eCTh — 3a UCKJIIO-
YeHWeM MHOXECTBA YpaBHEHUil, KOTOPbIX KO09((OUIHEHTbl MHOTr0Y/JEHOB

Becunk maTemaTHuapa W ¢H3Wuapa 3
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P (x,y) u Q(x,y) B IpOCTPAaHCTBE BCeX KOI(P(PUIMEHTOB 3TUX MHOrOUJIEHOB
06pa3yloT MHOXECTBO HHU3LIEH PasMepHOCTH.
Mbl nOAyuMAM TaKMM 0GPa3oM CJeiyloiiue OLEHKH yucia d NedCTBU-
TeJbHbIX NpeieabHbIX LUKJIOB y TaKUX ypaBHEHHH
9n* +n*—6n+46

d< 5 , NpH HEYETHOM N M

9n® —4n2—27n+ 14
d<< 3 ) npu 4ETHOM 7.

B ortauuue oT caywas n=2, 3TH OLEHKH, NOBMAMMOMY, HETOYHBIL [Toxa
UMEIOTCA npumepbl ypaBHeHuit Buaa (1), y KOTOPBIX HHCJO Mpeae]bHbIX
LUMKJOB MOpsiika n2.

TpyanocTv npu usyuennn ypashenus (1), xorma n>>2, cocrosau B
ClIe Ly IOLeM.

Bo3bMéM Kakoe-HUOYAb ceMefiCTBO KOMILIEKCHbIX anreGpanyeckux
KPpuBbIX:

M(x,y)+¢c N(x,y)=0 (6)

rie ¢ — TMOCTOSIHHBbI KOMIJEKCHbIH napamerp. 9TO ceMeiiCTBO aHAJOTHUHO
cemefictBy (3). Bosbmém kakoif-nu6ynb umka C Ha OJNHOW M3 KPHMBBIX Ce-
melictBa (6) u OyneM ero HenpepbIBHO ne(OpMHUPOBAThH, KOrAa TOYKA X
ONMUCHIBAET 3aMKHYTYIO JHHUIO HA KOMIIEKCHOM Ma0CKOCTH. Kak u3BecTHo,
Gaarojgaps u3BecTHbiM paGoram CosomoHa AJiekcaHJpoBHYa Jledwena,
uuka C npu 3ToM 06x0xe He nepeinér, Boo6ie roBops, B LUK/ rOMOJO-
ruyHbli nepexoxHomy. COOTBETCTBEHHO 3TOMY Mpu n>>2 MHTErpasbl aHa-
noruunble unrerpany (5) He GyAYyT yXKe DaUMOHAJbHbIMH (QYHKUHMIMH C.
[M0STOMY HaM NpPHUIIOCH BMECTO MPOCTOro cemeficTBa (3) MCXOAMTL M M3
6oJsee ca0XHOroO cemeiicTsa (6), Koraa o6uas JMHMs 9TOrO ceMeHcTBa HMeeT
0CO6EeHHOCTH.
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LE PRINCIPE VARIATIONNEL ET EQUATION
DIFFERENTIELLE DE CONDUCTIBILITE DES
METAUX AUX TEMPERATURES BASSES.

par V. GLASER, B JAKSIC, | SUPEK, ZAGREB

Résumé

11 s’agit d’'un probléme de mouvement des électrons libres dans le métas
soumis 4 I'influence d'un champ éléctrique exterieur. A cause de I'interaction
reciproque des éléctrons, les vibrations de réseau (phonons), I'impureté
dans le métal etc. on arrive a un état stationnaire. On peut définir cet
€tat par une équation integralle pour des fonctions, qui donnent en verité
Pampleur de déviation des électrons et des phonons, d’une repartition
thérmodinamique. On déduit un principe variationnel général pour la méme
équation integralle.

Nous considérons a part le cas de linteraction exclusive éléctron-
phonon, qui est d’'une grande importance dans le métal, parce qu’elle donne
la dépendance de la témperature. Chez des témperatures basses dans ce
cas, on voit que I'’équation intégralle se réduit a une équation diff érentielle
partielle sur une surface énérgetique de métal.

L’équation se résout simplement pour des surfaces rotationnelles symé-
triques.

Pour des surfaces moins symétriques il est plus difficile d’obtenir une
solution. Elle sera tout de méme plus simple que la solution d’une équa-
tion intégralle.
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LES PROBLEMES ACTUELS DANS LA THEORIE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

par F.G. TRICOMI, TURIN

I. Orientation

Le programme de ce ,colloque“ donne déja quelques indications sur
les problémes actuels dans la théorie des équations différentielles ordi-
naires: par exemple on y trouve des conférences sur des questions de
stabilité et sur des questions asymptotiques qui sont des problemes tout
a fait a l'ordre du jour.

Mon rapport n’aura aucun caractére exhaustif, mais je cite seulement
une suite d’exemples, car je n’ai fait aucune analyse systématique de
I'énorme littérature du sujet dans ces derniéres années, mais seulement
des recherches. On pourrait méme dire, en empruntant le mot de la sci-
ence minéralogique, que je n’ai fait rien d’autre qu’une prospection du
territoire récent de la théorie des équations différentielles ordinaires.

Toutefois je ne crois pas me tromper en disant que la grande majo-
rit€ des centaines de travaux qu’on publie annuellement sur les équations
différentielles ordinaires, traite I’étude qualitative — soit asymptotique soit
non — des solutions de nos équations. Une minorité concerne des problemes
- d’autre genre comme, par exemple, les suivants:

1) Les recherches de M. H. L. Turrittin [1] sur les équations linéaires
avec des points singuliers irréguliers, qui, dans certains cas permettent
de remplacer les représentations asymptotiques classiques des solutions
avec des séries convergentes dans le sens ordinaire du mot.

2) Les contributions appréciables de M. D. S. Mitrinovitch [2] tendant
au perfectionnement du traité bien connu de Kamke qui énumeére plus de
1500 équations spéciales importantes.

3) Les recherches de M. H. T. Davis[3] sur deux des six équations
algébriques du second ordre avec points critiques fixes qui — contrairement
aux autres quarante équations et plus du catalogue célebre de Painlevé
— ne sont pas intégrables au moyen des fonctions classiques.
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A coté de la prédominance des questions qualitatives, on remarqe
une prédominance des équations non-linéaires sur les linéaires. Ca ne
veut pas toutefois dire que I'étude des équations et des systémes liné-
aires soit épuisée ou presque épuisée et nous allons le voir tout de suite
mais seulement que I'étude de quelques classes d’équations non-linéaires
a été imposée par les applications, malgré la préférence bien compréhen-
sible des mathématiciens pour les problemes linéaires. En effet il y a
des questions capitales sur les systemes oscillants (mécaniques ou é€lec-
triques) et sur les servo-mécanismes - c’est-a-dire sur 'automatisation - qui
conduisent a des équations non-linéaires, qu’on ne peut pas linéariser sans
les dénaturer.

Une confirmation de cette prédominance actuelle des équations non-
linéaires est fournie par le fait que lorsque, récemment, mon ami G. San-
sone a voulu compléter son traité encyclopédique bien connu sur les
équations différentielles ordinaires par un livre concernant plus spécifique-
ment les équations non linéaires, il a d@ écrire (en collaboration avec le
Prof. R. Conti) un volume de 641[4] pages entiéres qui est maintenant

devenu un guide indispensable dans le labyrinthe des travaux récents sur
ce sujet.

Mais, avant de revenir sur cela, disons quelques mots sur les que-
stions actuellement plus vives dans le champ des équations linéaires.

2. Equations linéaires

Comme je viens de le dire, le champ des équations et des systémes
linéaires est loin d’étre épuisé. En effet, on rencontre bien des travaux
sur ’équation linéaire la plus simple possible aprés celles qui sont inté-
grables par quadratures, c’est-a-dire sur I’équation du second ordre:

¥+ ay=o0. (1

dx?
Il s’agit quelque fois d’amélioration des conditions afin que les solutions
aient un caractére oscillant ou non-oscillant, comme dans une partie des
recherches récentes de Ph. Hartman et A. Wintner[5] et de R. V. Petro-
pavlovskaya[6]; ou de I’étude, assez difficile, du comportement asympto-
tique des solutions non-oscillatoires sans hypothéses minimales sur le
coefficient A (x), comme dans certaines des derniéres recherches de mon
regretté collegue G. Ascoli[7]; ou encore d’améliorations de la limite in-
férieure, donnée initialement par De La Vallée-Poussin, de la distance
de deux zéros consécutifs d’'une solution oscillante [8].

Toutefois les recherches actuellement prédominantes ne sont pas
celles de ce genre, mais plutot, d'un coté, I'étude des systemes d'un
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nombre quelconque d’équations au moyen de la notation matricielle et,
d’autre part, I’étude des points de transition dans les représentations
asymptotiques.

En me limitant a dire ici quelque chose de la deuxiéme question
seulement,’ je remarquerai que, dans les conditions les plus simples pos-
sibles, elle prend naissance lorsque le coefficient A de I'équation (1) a
la forme

A (x)=q () +2r (x) )

A étant un parameétre ,trés grand“ et r(x) une fonction changeant de signe
dans l'intervalle consideré.

Puisque le signe de r(x) —et conséquement de A (x)-a une impor-
tance décisive pour le caractere (oscillatoire ou non-oscillatoire) des solu-
tions de (1) pour A oo, on appelle (en ce cas) points de transition les
zéros (avec changement de signe) de la fonction r (x).

Jusqu’a une époque récente, les mathématiciens ont évité ces points
génants, mais depuis une trentaine d’années, des applications ont obligé
a les envisager, et maintenant leur étude est assez avancée, au moins
dans les cas des équations du second ordre. Dans le rapport récent de
mon ami A. Erdélyi au Congrés International d’Amsterdam de 1954 [9] on
donne une bonne orientation générale sur la question, et la bibliographie
commentée du méme Auteur[l0] est un guide précieux dans la littérature,
déja assez ample, du sujet.

Toutefois, je me permets d’appeler l'attention aussi sur un petit
mémoire de moi sur ce sujet[l11] car je crois que la méthode de Fubini[12]
que j’'ai employée dans ce travail, n’est pas seulement un outil pour
traiter la question, mais l'outil le plus naturel dans ce but.

En supposant que le point de transition consideré (pour simplifier:
l'origine) soit simple, on montre que I'équation (1) peut se ramener a
la forme :

2 QW] 2=0 3)
dx2

et successivement, en posant
1

x=(31) 3¢,
a l'autre
2
d*z 1 -3
+ —tz=X\ *() z, 4
g Q* () )

Q et Q* étant deux fonctions régulieres dans I'entourage du point de
transition x=£=0.
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L’équation (4) = dont le premier membre, égal a zéro, donne I'équa-
tion différentielle des deux fonctions d’Airy A, (1) et A,(f) — est vraiment
idéale pour l'application de la méthode de Fubini, qui, sans aucun calcul,
montre que I'équation (3) a deux solutions linéairement indépendantes
Z, (x) et Z,(x) donées des représentations asymptotiques

, .-
3

Zn(x)=An 13N T x]+00 )

quon pourrait améliorer sans trop de peine, comme il est montré dans
mon travail cité plus haut.

Parmi les nombreux travaux tout récents sur ce sujet, je me borne
a rappeler ici un mémoire de R. W. Mckelvey [13] sur les points de transi-
tion multiples et un de R. Langer[14] sur les équations linéaires du
troisieme ordre.

3. Equation de van der Pol et ses généralisations

Dans I’énorme littérature sur les questions des équations différentelles
non-linéaires, une partie importante concerne 1'équation de van der Pol
(an 1926).

d2x dx
SN (x2=1)=+x=0 5
o ( )dt (5)

et ses généralisations successives, comme I'équation de Liénard (an 1928)

d*x dx
,4.._+'(|) X __._+(|)2x:0 6
dt? e )dt (©)

I'équation de Liénard généralisée

d*x dx

et g (=0 (7)
etc, oit les fonctions — coefficients f(x) et g (x) satisfont & des conditions
que nous n’allons pas rappeler ici.

Plus récemment, toujours sous la pression des applications, on a
commencé a étudier aussi les équations correspondantes non homogeénes
surtout lorsque la ,fonction perturbatrice“ au second membre est une
fonction périodique du temps t.

Dans I'étude de ces équations — qui dominent beaucoup de phénomenes
vibratoires dans les systemes avec un seul degré de liberté — ce qui inté-
resse avant tout, c’est I'existence ou la non-existence de solutions périodi-
qies, soit lorsque ces solutions sont désirées (systemes oscillants) soit
lorsque elles ne sont pas désirées (p. ex. mécanismes avec auto-régulation).
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Dans la recherche de ces solutions périodiques on peut quelquefois
se servir d’une méthode développée par Henri Poincaré a l'usage de la
mécanique céleste, mais plus souvent on est reduit a discuter si un sy-
steme autonome de deux équations différentielles du premier ordre, c’est
a dire un systeme de la forme

dx cﬂ: )
E;—P(Xay)a dt Q(\,}’) (8)

admet ou non des caractéristiques (c’est-a-dire des courbes intégrales)
fermées.

L’étude qualitative des caractéristiques d’un systeme autonome est
un probleme des plus classiques et je dois y revenir d’ici a peu. Il a donné
liew a des recherches celebres de H. Poincaré, J. Bendixson et autres,
qui - d’'une certaine maniére - marquent le passage de la théorie ancienne
des équations différentielles a la théorie moderne, dans laquelle il n’y est
plus question d’intégration ,explicite“ de '’équation, mais de la discussion
qualitative des solutions et des méthodes pour leur évaluation numérique.

Toutefois, tandis que ces études sont assez avancées en ce qui con-
cerne l'étude locale du champ vectoriel (ou du champ de direction) at-
taché a I'équation, elles sont moins avancées en ce qui concerne les
propriétés globales du champ, telles que I'existence d’une caractéristique
fermée qui, habituellement, est un cycle limite de I'équation, a savoir la
limite d’une infinité d’autres courbes intégrales.

Le probleme de la recherche de ces cycles-limites pour un systeme
de la forme (8) ou plus généraux est un des problemes les plus actuels
dans la théorie des équations différentielles ordinaires, et le livre cité de
Sansone—Conti est un guide précieux dans la forét des publications y
relatives. On connait une multitude de conditions soit nécessaires soit
suffisantes pour l'existence de ces cycles limites mais, a I'état actuel des
choses, un systeme du type (8) étant donné, il reste assez difficile de
décider s’il y a ou non des cycles-limites et combien. Par exemple, ce
n'est qu'en 1955 qu’un travail trés intéressant de 1. G. Petrovski et E. M.
Landis [15] a montré que — P (x,y) et Q (x,y) étant deux polynomes de deu-
xieme degré — le nombre maximum (effectivement atteint) des cycles —
limites du systeme (8) est trois.

Les difficultés sont encore plus considérables dans I’étude des oscil-
lations forcées, c’est a dire dans le cas d’équations avec de seconds mem-
bres périodiques. En effet, — a part le fait que pareillement au cas linéaire,
on peut avoir résonance ou non-résonance — il y a ici la difficulté que
les oscillations ,de régime“ du systéme n’ont pas nécessairement la méme
fréquence v de la fonction perturbatrice, mais on peut aussi avoir les
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oscillations ,superharmoniques* avec des fréquences multiples de v. Sur
ce sujet sont particulierement importantes les recherches de M. L. Cart-
wright et J. E. Littlewood, sur lesquelles vient de paraitre un gros mé-
moire dans les Acta Mathematica [16].

4. Points singuliers des systémes autonomes

En passant sous silence d’autres questions importantes — par exemple
les questions de stabilit¢ dont a parlé M. Denjoy — je vais m’arréter un
moment sur la discussion des points singulaiers isolés du champ vectoriel
attaché a un systéme autonome du type (8), en faisant I'hypothése habi-
tuelle que, dans le voisinage d’un de ces points — disons de I'origine O —le
systeme peut s’écrire

d d
§=Ax+8y+f(x,y), d—f=CX+DV+£'(x’V)’ ©)

oit A, B, C, D sont quatres constantes non toutes nulles a la fois et f
et g deux fonctions d’ordre de grandeur plus petite que les premiers
termes, c’est-a-dire telles que

f(x,y)=0(r), g(x,y)=0(r); r=Vx*+y%. (10)

Comme il est généralement connu, le probleme de la discussion
des caractéristiques du systéme dans les environs de O est assez €l¢é-
mentaire si le déterminant A=AD—BC n’est pas zéro. Précisément - ab-
straction faite d’une difficulté relative a la distinction du cas du foyer de
celui du centre — on sait qu’il n’y a que quatre configurations possibles des
caractéristiques: 1) noeud, 2) col, 3) foyer, 4) centre (voir les croquis
correspondants) qu’on peut distinguer les unes des autres en ayant égard
au signe du déterminant A et du discriminant (A - D)+ 4 BC.

- 300

Tout difiérent c’est le cas A=0, dans lequel ce que I'on savait jusqu’a
ce dernier temps n’était pas beaucoup, bien que certaines méthodes de
Bendixson, Frommer et d’autres fussent applicables méme dans ce cas. On
peut presque dire que I'on savait seulement que, a coté des quatre configu-

(1
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rations classiques précédentes, des configurations des caractéristiques tout
a fait différentes étaient aussi possibles.

Quelques travaux importantes qui viennent de paraitre apportent
beaucoup de clarté sur la question.

Le principal de ces travaux est un travail de 1955 de K. A. Keil [17],
auquel les Math. Reviews ne donnent que sept lignes mais qui est large-
ment condensé dans le cité livre de Sansone-Conti. Dans ce travail on
montre que, dans le cas considéré, le systeme peut étre ramené a l'une
on a l'autre des deux systémes canoniques:

dx dy
llA =X+ X, ) = X, H
(114) yT fi(x, ) - g (x,y)
dx dy
118 Z=yp+f(x,y), —=g&(x,
(118) i f2(x, ) 7 &:(x, )
suivant que A+D =0 ou A+D=0, ou les fonctions f;, ..., & satisfont

a des conditions analogues a (10).

La discussion du systeme (114) est la plus facile et on trouve que
si l'origine n'est pas un col ou un noeud, elle peut étre un noeud —
col, c’est a dire un point singulier ayant le caractere de deux comme le
montre le croquis (5) a coté.

La discussion du systeme (118) est un peu plus
difficile et les résultats de Keil sont moins complets.
dans ce sens que I'A. ne donne pas, en tout cas, des
conditions a priori permettant de dire laquelle des diffé-
rentes configurations possibles se vérifie dans un cas :)7{(\
donné. En plus, pour pouvoir étudier des possibilités
autres que les suivantes, il convient de renforcer les ©)
conditions (10) en supposant, par exemple, que les fonc-
tions du genre de f et g soient douées de dérivées des deux premiers
ordres continues.

Dans ces conditions on trouve que lorigine, si ce n’est pas un foyer
ou un centre, peut donner lieu a deux configurations nouvelles que j'ap-
pelerai respectivement promontoire (promontorio, Bergvorsprung) et col
mince (colle stretto, schmale Sattel) ou a deux configurations composées:
noeud-promontoire et noeud-col mince.

Dans la configuration du promontoire (dont j’ai déja parlé dans mon
livie de 1953, en y donnant un exemple trés élementaire) il y a une
caractéristique et une seule qui lie I'origine avec un point de rebrous-
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sement, pendant que les autres ont une allure comparable a celle des
courbes de niveau d’'une carte topographique dans les environs justement
d’un promnontoire (voir le croquis 6 a coté).

La configuration des caractéristiques dans un col mince ne differe
pas completement de celle bien connue du col, mais les deux séparatrices
sont tangentes entre elles. Elle rappelle (croquis 7) I'allure des courbes
de niveau dans les environs d’'un col reliant deux larges vallées a travers
une mince créte de montagne.

Enfin, le$ deux configu-
rations composées donnent
lieu a des figures du genre

>>>v/<<< des croquis (8) et (9) a coté.
% Comme on le voit, il y a
(6) M

neuf configurations de carac-
téristiques essentiellement dif-
férentes, tandis que dans un

- travail de A. F. Andreev[18]
N
V presque simultané a celui de
Keil —que je connais seulement
m\ a travers une analyse (de M.
8

S. Lefschetz) dans les Math

9) Reviews — on parle de huit

configurations. Probablement

M. Andreev devait trouver le cas (5) du noeud-col, parce qu’il considére

seulement (115) comme forme canonique du systéme en discussion. Pour

décider la question il faudrait étudier attentivement le travail original, ce

que je n’ai pas pu faire pour beaucoup de raisons, dont la premiere est

que je ne comprends pas le russe.

J'aime enfin a signaler un travail de R. M. Minc[19] sur I'allure des

caractéristiques du systéme des trois équations

i’_ZP(X,J’, Z), j’=Q(X,y, Z)) é’:R(X,_l’,Z)
ou le point désigne la dérivation par rapport a t et P, Q, R sont trois
polynémes des fonctions inconnues x, y, 2. Il s’agit donc, essentiellement,
de la discussion des courbes intégrales d’une équation du second ordre:
un sujet sur lequel il n’y a pas beaucoup d’études.

5. Proposition d’un ouvrage international
sur les équations différentielles

Je me permets de conclure ce rapport — qui n’a aucune pretension
d’étre complet — sur les problémes actuels de la théorie des équations
différentielles ordinaires, en exposant quelques réflexions que j'ai eu
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l'occasion de faire pendant sa préparation, en passant en revue (avec
l'aide essentielle des Math. Reviews) les centaines de travaux sur le
sujet publiés dans ces derniers temps.

La premiere de ces réflexions c’est que ces travaux ainsi que ceux
sur les équations aux dérivées partielles, I'analyse fonctionnelle etc —sont
si nombreux, qu'on peut légitimement se demander: A quoi bon les
publier, si bien peu de personnes peuvent jamais les lire? En effet, un
bon mathématicien, connaissant les sinq ou six langues modernes impor-
tantes qui voudrait suivre personnellement (c’est a dire ne pas se servir
seulement des résumés dans les Math. Reviews ou le Zentralblatt, quel-
quefois misleading) la littérature d’un de ces sujets devrait y consacrer
presque toute sa journée de travail; avec le résultat de ne plus pouvoir,
faute de temps, développer les connaissances si péniblement acquises!

On peut donc répéter, comme mon collegue G. Loria[20] le disait
déja en 1928: Quo vadimus? Ou allons nous?

Mon impresion est que nous nous trouvons dans une situation semblable
a celle d’il n'y a presque deux siecles, lorsque on a dfi se convaincre
que le systéme ancien de communication des découvertes scientifiques au
moyen de lettres privées entre savants ne marchait plus. Deés lors on a
commencé a publier dans les journaux scientifiques et dans les comptes
rendus des académies. Maintenant il faut créer quelque chose de nouveaux,
sans continuer 2 faire semblant de croire qu’on lira ce que presque per-
sonne n'aura eu le temps de lire!

~ L’expérience nous apprend que les difficultés dont je parlais dispa-

raissent - ou s’attenuent grandement - lorsque on a la chance de rencontrer
dans le domaine qui intéresse, un ouvrage encyclopédique récent (et
bien fait) du genre du livie de Sansone et Conti sur les équations non-
linéaires dont j'ai parlé au commencement.

Pourquoi ne pas tacher que cela soit la régle au lieu d’étre l'ex-
ception?

Dans ce but, il serait nécessaire que 'Union Mathém. Internationale
ou I'Unesco ou quelque autre organisation semblable nommat de petits
comités d’experts de tous pays, chargés de publier un aprés l'autre, une
disaine d’ouvrages du genre indiqué, et de les maintenir & jour par des
¢ditions successives, disons, tous les cinq ans. De cette manitre avec la
publication d’une couple de volumes chaque année (qu’on n’aura aucune
difficulté a colloquer) la nécessité de consulter les travaux originaux se
reduira, au pire des cas, 2 quatre ou cinq années, sauf des cas spéciaux
(études historiques, par exemple).

On peut ajouter quavec une organisation semblable se reduiront
grandement les inconvenients toujours croissants mais déja sensibles de
I’habitude (j'oserais dire de la mauvaise habitude) moderne de ces publi-
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cations scientifiques demi-clandestines, ayant forme de ,reports“ etc cyclo
styles, si répandus maintenant surtout dans les Etats Unis. Il suffirait,
en effet, de ces ,reports® qui seraient regulierement envoyés au comité
compétent qui-le cas échéant —les utilisera pour la prochaine édition de
I'ouvrage dont il est chargé.

Je ne sais pas s’il était posible d’organiser quelque chose de sem-
blable a ce que je propose, mais il faudra bien faire quelque chose si
nous ne voulons pas étouffer dans une mer de papier. Faute de mieux,
il ne restera qu'a recommander une espéce de birth controll, méme pour
les publications de mathématiques.
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UN MODE DE DETERMINATION DES INTEGRALES
PREMIERES QUALITATIVES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

par D. MARKOVITCH, BEOGRAD

I. Introduction. Plusieurs fois j’ai employé dans les diverses branches
d’analyse mathématique comme Iinstrument méthodique la propriété
connue de la moyenne arithmétique (dans la suite m. a.)

n
avb.
(1) m<—3';1,l—<M, M =Max {a..}, m=Min{a.},
. 2 b\- I<v<n

v=1

a, étant les quantités réelles, b, non negatives. Il faut remarquer que M,
respectivement m, ne dependent que des a..

Dans ce travail je vais donner une esquisse de l'application de la
propriété mentionée de la m. a. aux équations différentielles ordinaires
dont les ¢léments x, y, y’, y”, ... sont toujours réels. Autrement dit,
notre but est, d’indiquer a quelques formes (types) des équations différen-
tielles ordinaires assez fréquentes qu'on peut simplifier par la méthode
de la m. a. La simplification consiste en réduction d’une équation diffe-
rentielle

@) Fx,p,959" ..., y™)=0
a une autre plus simple
3) 0,959 s y™),

mais encadrée par deux fonctions M (x) et m (x).

Au point de vue de l'application de la méthode, on " distinguera
deux cas:
1° l'application directe, et

2’ Tl'application indirecte.



180

II. L’application directe. Pour simplifier I'exposition de la méthode,
considérons d’abord une équation du premier ordre dont la forme peut
étre exprimée par exemple par

N Ugtugp(y,y
*) f(x,y,y)=“—ﬁp}—y,)-
Vot vy (¥, )

Les fonctions u.-, v\- (v=0,1) sont réelles et continues, v,. encore positives
dans (a, b), et o (y, y') non négative pour toutes les valeurs réelles de y,
y'. Alors l'application directe donne

®) m(x) < f(x,p,9") < M(x),

ol

® M () =Max 22, 2} m=Minfe, .
0 Vy vo v,

La réduction (5), indépedante de ¢, est commune pour une famille des
équations de la forme (4) lorsque la fonction ¢ (y,)’) est soumise aux
restrictions enoncées.

Remarquons que M (x) est max si pour une valeur x,€ (a,b) est
M (XO) > m (xo)»

c’est a dire m(x) est min. Si cette inégalite est valable pour tout x€ (a, b),
alors on n'echange pas le role de max resp. min entre les fonction M (x)
et m(x). Mais en général ce role max et min peut s’echanger plusieurs
fois dans (a, b) ce que dépend des zéros réels de I'equation

M (x)—m (x)=0.

Quelques exemples montrent que les équations différentielles assez
compliquées peuvent étre réduites aux équations connues et simples d’out
il est beaucoup plus facile de déduire quelques conclusions pour les solutions
particulieres que de I'’équation donnée.

Ainsi par ex. I'équation
 Ug+uy yrk
Y] y=ﬁ—
se réduit aux équations différentielles comparatives trés simples
y'=M(x) et y'=m(x),
indépendantes de k entier.
De méme I'équation

Ay
®) y'+ya (x) =ttt e

b
Vot v, eN
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oil ) est réel, se réduit aux équations différentielles comparatives lin€aires

Y +ya (x)=h(x),
h(x) etant tantdt max tantdt min au sens qui est déja expliqué.
Il est intéressant de citer 'exemple suivant
_uptuy Ytk

— K entier
VoV, Y2k

)]
d’on il suit
m(x) <y < M(>x),

pour toutes les valeurs de y'. Les propriétés de I'intégrale y suivent im-
médiatement sans aucune intégration.
Concrétement 1'équation

(10) y=

donne

sin x + y'2
1+y'2

sinx Lyl

D’ott la conclusion: si les intégrales de I'équation (10) possédent les zéros
réels, ils peuvent se trouver seulement dans les intervalles ((2k—1)n, 2k =)
ol k est entier.

Les exemples (7), (8), (9) et (10) indiquent le role que joue la forme
commune des équations quelques fois tout a fait différentes.

Le raisonnement analogue au precédent peut étre appliqué a une
équation plus générale

' . Eou\?
(11) f(x,}): ')'—\_ T

E Vv Qv
=0
oil les fonctions uy, v\ et o. (y,¥) (v=0,1, ..., m) remplissent les mémes

conditions comme dans 1'équ. (4). Alors il suit

u\»] l)g( é’ ')<Max{v\}

Vs

(12) Min{

Donc, les équations comparatives sont indépendantes de o..

II. L’application indirecte. On a vu que les cas et les exemples ‘que
nous avons traité, exigent que ’équation donnée doit avoir, ou bien doit
étre ramenée, 3 une forme fractionaire. Mais si cette forme n’existe pas,
elle peut dans un grand nombre de cas étre effectuée. L’équation consi-
dérée peut étre comparé par un élément comparatif convenablement choisi.
Sans nuir la généralite du raisonement on peut considérer d’abord I'équ-
ation simple
(13) y'=uptuy ¥

BecHuk MaTeMaTHuYapa # ¢u3Huapa 4
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ot u,(v=0,1) sont les fonctions continues dans un intervalle (a,b).
Constituons maintenant [’é/ément comparatif au moyen de I’expression
(14) VotV y2 >0

dont les fonctions v, (v=0, 1) sont arbitraires mais positives dans (a,b).
Alors I'équ. (13) comparée par (14) donne

y' Uy + 1y Yt
- -,
Vot Vi y2 Vot v, P

d’ot il suit
(vo+v, y’)'m () <y < (vo+vy )M (x) )

M (x) et m(x) étant définies comme auparavant.

Il est vrai que la méthode conduit aux équations comparatives de
méme forme que I'équation donnée, mais le choix des fonctions arbi-
traires v, peut, dans beaucoup de cas, faire que les équations compara-
tives s’achévent ou par quadrature ou bien se reduisent aux équations
connues. Le cas le plus simple est celui ou les fonctions v, se reduisent
a ¢,>0 (c, constantes arbitraires) Remarquons que les cas plus généraux

y'= ﬁ Uy ou y'= 3 u,yv
v=0 v=0
ne font pas les difficultés a la méthode, sauf la restriction y >0 dans le
second cas.

Citons quelques détails concernant le choix de [’élément comparatif.
L’équation de Riccati (10) peut étre par ex. comparée par 1+y%. Or, de
I'équation (10) il suit

Min {u,, u,} < 4 3 < Max {u,, u,}.
I+y

De méme I'équation
V=t ytugytt o o o tim yim

peut étre comparée par

(1+y)m.
Donc
e < j;z)m <M (x)
ol
M (x) = Max {%] , m(x)=Min { (l?,) } .
L’exemple e

Y'2+yy fi ()42 fa(x)=f; (x)
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montre que pour y >0, ' > 0, elle peut étre comparée par
(V' +yg (x)),

ol g(x) est une fonction arbitraire positive dans un intervalle (a, b). Alors
on réduit I'équation donnée aux équations comparatives

fu (0
Fa <M
e Sl

_ RO RAL) i [y h) A
M(x)—Max{l, 2g(x)’ g'(x)]’ m (x) Mm{l, 2g(x)’ pr (x)]'

Les équations comparatives sont dans ce cas les équations linéaires.

Les procédés et les remarques que nous avons exposé en appliquant
la méthode aux divers cas des équations différentielles du premier ordre
sont applicables aussi et aux équations d’ordre superieur. L’exemple clas-
sique montre que I'équ. diff.

ol

yl:R(x), R (x)= iav X /zmjc\. xv
y

v =0 v=0

se réduit pour ¢, >0, x > 0 aux équations

”
m<E<l  A=Min {‘1_} )\,=Max[£"—],
y o<v<m \ Cy Cy
linéaires a coefficients constants.
La restrictions x >0 peut étre diminuée, par la représentation de

m m
R(0)= 3 a\ (x+a)"// S e’ (x+a) .
v=0 v=0
La méthode sera valable alors pour ¢,'>0 et x >-a, ot a désigne un
nombre arbitraire réel et positif.

IV. Dans cet article j’ai seulement le but d’indiquer un mode de
simplification dans le domaine des équations differentielles ordinaires sans
aller dans les détails de perfectionnement technique de la méthode. De
méme, j’ai laissé 2 coté maintenant aussi et I'analyse des intégrales parti-
culieres des équations données, c’est-a-direles recherches détaillés des
propriétés des intégrales particulieres, en considérant que cette question
doit étre étudiée séparément.

Ce travail unit méthodiquement le mode de determination des inté-
grales premiéres qualitatives d’une équation différentielle, d’aprés la défi-
nition suivante de M. Petrovitch [1]:

Dans un grand nombre de cas il existe pour une méme équation

F(x,y, 9, 9", ...,y™) =0
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une telle expression

Ly, Y Y ™)
qui varie seulement dans un intervalle lorsque on y remplace une intégrale
de I’équ. donnée. On exprime cela par

f=x
avec
A <A Ny

La forme (1), c'est-a-dire la forme de la m. a., dont les propriétés
nous avons employées comme un instrument méthodique, n’est pas la forme
unique, mais je la trouve la plus simple et la plus fréquente.

BIBLIOGRAPHIE

1] Petrovitch M.; Calcul avec les intervalles numériques, Beograd 1932, pp 163—164
(en serbe).
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SUR UNE APPLICATION DES INTEGRALES SINGULIERES
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

par GEORGES KARAPANDJITCH, BEOGRAD

Dans un article antérieurement publié nous avons montré la possi-
bilité d’utiliser les intégrales singulieres des équations différentielles [1]
pour obtenir les quadratures.

Il s’agissait de I’équation de Clairaut, ainsi que d’une équation plus
générale que celle de Clairaut, dont nous allons nous occuper aussi dans
cet article. Les interprétations théoriques, d’un autre point de vue sur ce
sujet, ont été données par B. Rachaisky [2] dans un article récent. Tout
d’abord nous allons esquisser d’une maniere abrégée la méthode dont il
s’agit. Partons de I'équation différentielle

y=N(x,y). (1)
Comme il est bien connu, le systéeme
dN (x,y
y=N(x,y), *—a(y,y—)=0, (2)

définit l'intégrale singuliere — si elle existe; par élimination de y' des
deux équations on obtient y=rt(x) qui doit satisfaire '’équation (1).

En cas d'intégrale singuliere les quantités x, y, y’ ont les mémes
valeurs pour chaque point d’enveloppe ainsi que pour les courbes appar-
tenant a lintégrale générale. On obtient de la deuxiéme des équations (2)
la rélation

y'=k(x), ©)
d’oit par intégration nous avons

y=fk(x)dx+c; (4)
d’autre part, en utilisant les relations (1) et (3) il est facile d’établir la

relation
y=N[x, k (x)]. (5)
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Cependant, de la relation (4) pour C=0, et au moyen de (5) nous pou-
vons obtenir

f k(x)dx =N [x, k (x)]. (6)

La relation (6) nous fournit des quadrdtures par une voie algébrique: la
substitution de y* de 1'équation (3) dans I’équation (1) nous donne la
quadrature requise.

Remarquons que nous avons appliqué la méthode citée dans le cas
de I'équation de Clairaut ainsi que dans un autre travail en manuscrit [3]
pour deux équations différentes de celle de Clairaut. Nous utilisons les
transformations du contact car elles offrent la possibilité de former un
grand nombre d’équations dont nous pouvons obtenir les intégrales géne-
rales sans difficulté, d’out nous pouvons démontrer I'existence d’intégrale
singuliére.

Maintenant, utilisons une équation plus générale que celle de Clai-
raut dont nous nous sommes occupés antérieurement [1]. Cette équation
est de la forme suivante

y=2y=1(Z) ™
? ¥
ot ¢ désigne une fonction quelconque de variable x.

Il est facile de vérifier que les deux expressions

Xy="—, y1=y—3iy’,
®

sont en involution. On obtient I'intégrale générale de I'équation (7) (La-
grange) en posant x,=C (c’est-a-dire y'=C-.¢) dans I'équation méme,
a savoir
J(X, Y, C)EY—CCP—]‘(C)=0-

C’est ce qui présente l'intégrale générale de I'équation (7).

Pour examiner l'existence de I'intégrale singuliére utilisons [4] les
conditiones nécéssaires
Jx Jy
-Ixc ch

D= =‘Cq>' 1

¢ 0

l =—¢=0, Jee=-1"(c)=0. ®)

Les deux conditiones étant remplies (sauf pour ¢ =const et f=a-C+B) —
nous avons l'intégrale singuliére.

En différentiant la relation (7) d’aprés y’ nous obtenons

—<p=f'(qy7,'), ©
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d’ou pour ‘les différentes formes de fonction f’ on peut obtenir une série
d’intégrales d’apreés la méthode que nous venons d’indiquer. Citons un
cas pour illustrer nos assertions. Soit

LASIPE
(ch)L' _/,(y)’

(P,

-¢ =

d’ott on a (en tenant seulement le signe +)
V= —o9'+¢ o +1. a)
Comme il est
(y')z 1
’ ' ' 7 ’ "2 '
f(%)=ff'(%)d(i)=f 9 d(y_)=L(L) LY o
P ? @' 9V ¢’ 4\¢'/ 2 ¢
¢l

et en utilisant I'équation (7) et les relations a) et b) il est facile d’établir

f(p'(-qJ—i- V<p2+1_)dx=cpA+i—Az——;—lnA, (10)

A= -+ |o?+1.

De cette maniére nous avons obtenu une quadreture par une autre voie,

utilisant parmi les autres opérations les quadratures tout a fait élémentaires
comme celle en b). La méthode exposée est d’'un caractére algébrique.

Cependant si on compare les quadratures obtenues avec les résultats

d’intégration par parties on obtient un certain nombre d’autres nouvelles
quadratures. Pour illustrer cela considérons la quadrature (10) obtenue au

moyen de la méthode exposée — A savoir
—_— 2 S
[ Vor+Tdx= - o relereT+
1 ———yg 1 ——
+ (et 1) - —in(—o+ Vo7 +1);

cependant, d’aprés l'intégration par parties on obtient

f<|>'\/<p"+1 =pVei+1 - fv 4 2 dx,
Vor+1
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d’oit en comparant les résultats obtenus au moyen des deux méthodes
nous avons

2 ! 9
J’\%F_T“’:dx=?2——%4=+%lm, : (11)

Prenant les fonctions diverses pour la fonction dérivée figurant dans la
méthode d'intégration par parties — on peut obtenir plusieurs quadratures;
par exemple citons encore

' R o 9 2

J'(p— cp Vo?+ldx=9 Vo2 +11ing - flncpf‘:”—__F __lcp'dx,

¢ [or+1
d’out d’une maniére analogue il suit par comparaison avec (10) — la qua-
drature qui se trouve a la seconde partie de la derniére relation.

Soit
1

7o

une formule des transformations du contact d’ol suit, en intégrant cette
rélation a titre d’une équation difiérentielle, par la methode de V. P. Er-
makof — la deuxiéme formule

YO, e
vy
Formons une équation différentielle
L20) N [ ! } 19
W (y)y' Nvor ) s

ot f désigne une fonction quelconqu. On obtient lintégrale générale de
cette équation d’une maniére analogue 2 celle du cas précédent

"(x>ya C)Ec\lf—x—f(C)=0.
Les conditions 8) nous donnent .

~1 Cc¥y O |_
0 'y (.V)l

Ces conditions étant remplies (sauf ¢@=const et f étant une fonction
linéaire) nous démontrent I'existence d'une intégrale singuliere. Prenons

Je Jy
-lxc ch

D= -V F0 Je=-f()=0.
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la fonction f' de la forme suivante

1 2
o 1
— y — f
= - = u y u= C
(1 Y" (@ vy )
vy
d’on1 on a o :
u“+ u-—
= ! = d = I .
f (u) ff(u)du fuz—l u u+nu+1
On peut tirer de la formule c)
Y 2} )

vy Vv=1

et on a enfin par intégration

x= f\]r'\/%’;___}_dy. e)

En utilisant d) et e) on a au moyen de la relation 12)

[v T e (T L S (13)
-1 V41 +Vy—1
La relation (13) nous donne une autre quadrature différente de celle que
nous avait donnée la relation (10).
La comparaison du résultat de notre méthode avec ceux qui donnent
Pintégration par parties nous conduit aux autres quadratures tout a fait

analogues 2 celles du cas précédent.
Enfin citons les plus simples formes de la fonction f, a savoir:

2
f':u :i:l’ " 2 uk , k=l,—1,i
2 ku u?+1
f= TA(”);E T (u) = sin® u, cos? u, tg* u, f= !
2 kT (1) <. u(u+l)
'=au+Bu+ty, '=o+ : '=at o,
f Buty f 14 u? f V1 4+ u?
ptEl , Wb ]
url’ utFl

u étant un argument quelconque. Grace a ces derniéres formules de la
fonction f il est possible d’obtenir un certain nombre de quadratures.
L'usage de chaqune dépend de la nature des transformations du contact.
Les considérations exposées donnent les expressions d’une série de qua-
dratures. Il est tout naturel de poser la question suivante. Etant- donné
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une fonction quelconque il s’agit d’appliquer la méthode exposée pour en
avoir la quadrature de la fonction donnée.

Il faudrait donc pour cela composer 1'équation différentielle corres-
pondante, dont I'intégrale singuliére allait donner la quadrature requise.

Ce probléme est aisé a résoudre du point de vue théorique car il
s’agit du probléme de I'inversion des fonctions. Or, du point de vue pra-
tique on peut rencontrer des difficultés purement algébriques. Pour les sur-
monter on n’aurait qu’a établir une certaine classification des quadratures.

Donnons en un exemple. Prenons I'intégrale

fl \/sz-f—_] dx.

x Yinx—1

Si nous voulons appliquer la méthode que nous venons d’indiquer —
nous avons tout de suite des difficultés. La plus simple équation diffé-

rentielle que I'on doit utiliser dans ce but — celle de Clairaut n’offre pas
la possibilité d’appliquer notre méthode — car I'inversion de la fonction

1 Inx+1

x Mx-1

’

oit on doit exprimer x par y’, présente une difficulté insurmontable.
Cependant si, nous possédons une classification des diverses quadra-
tures il est facile de constater que notre intégrale appartient a la classe
que définit la relarion (13) pour ¥ =/n x.
Malgré des difficultés du caractére algébrique qui peuvent s’intro-
duire — néanmoins la méthode exposée permet d’établir une classification
des quadratures de certaines fonctions.

Il est intéressant d’insister sur la méthode en question du point de
vue gnoséométhodologique, en profitant de la théorie d’équations diffé-
rentielles dans un autre domaine d’analyse mathématique.
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LE PROBLEME DE CAUCHY
DANS LE CAS LINEAIRE ANALYTIQUE

par JEAN LERAY, PARIS

Notations. — X est un espace affin; le point x de X a les coordo-
nées (x,,...,x). S est une hypersurface d’équation s(x)=0; «a (x’62>
x

est un opérateur différentiel, linéaire, holomorphe sur X, d’ordre m.
Le probléme de Cauchy consiste a trouver une fonction u(x) telle que:

a (x, %)u(x)=v(x);

u(x) et ses derivées d’ordres < m sont des fonctions holomorphes donées
sur S.

Notons & une fonction linéaire: §- x=§,+§, x,+ --- + & x;.- On nomme

solution unitaire U (§, x) de a la solution du probléme de Cauchy le plus
simple:

a (x, 50—) UE x)=1, U(§ x) s’annule m fois pour §-x=0.
X

'L’adjoint de a (x, —0—) est I'opérateur a* {—a—,x) ol
Ox \0x

a* (E) X)=a(X, _E)'

Par exemple l'adjoint de a, (x) 36— est I'opérateur — Ky a,, qui trans-
Xy Xy

forme u(x) en ——02— [ay (x) u (x)]. La solution unitaire de a est notée
Xy
U* (E) X)-
Résultats. — 1) Prés de S, la solution du probleme de Cauchy peut-
étre uniformisée: elle est la projection sur X d’une fonction holomorphe.

2) D’oit: quand x est fixé, U (E, x), considérée comme fonction de &,
peut étreuniformisée.
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3) U(x) s'exprime par une intégrale d’ordre 2/, dépendant de S
seulement, portant sur U* (§, x), v (x) et les donées de Cauchy; d’oil sin-
gularités de u(x): ce sont les caractéristiques tangentes a S et les caracté-
ristiques issues des singularités des données.

4) Si a (x,;)o—) est hyperbolique, sa solution €élémentaire s’exprime
x

de méme par une intégrale d’ordre /, portant sur U*(§, x); elle est holo-
morphe quand les deux points dont elle dépend ne sont pas sur une
méme bicaractéristique.

5) Si a(x,-o—

a) est a coefficients polynomiaux, son transformé de
X

Laplace A (— 0%’ E) a pour la solution unitaire homogene U* (§, x) a des

dérivations — :)a— prés. D’ot, quand a (x, 50—) est linéaire en x et homo-
0 X

geéne en—;—, la résolution par quadratures du probléme de Cauchy et
X

I'obtention par quadratures de la solution élémentaire de a supposé hyper-
bolique, une fois determinées les bicaractéristiques de a.

Bibliographie. — Cinq articles a paraitre au Bulletin de la Societé
mathématique de France. Les résultats 1), 2), 5) ont €été annoncés aux
Comptes rendus de ’Académie des Sciences (t. 245, p. 1483 et p. 2146);
une partie du résultat 3) également (t. 242, p. 953); les résultats 4) le
seront prochainement.
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SUR L'INTEGRATION D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
ET D’'ORDRE SUPERIEUR

par MIHAILO ARSENOVIC, BEOGRAD

Les équations linéaires avec les coefficients constants

I

Les équations a deux variables indépendantes.
I—1 Considérons I'équation

Ar+2Bs+Ct+2Dp+2Eq+Fz+G=0, A=0, F=0. (1)

Pour intégrer cet équation, il suifit de trouver encore une équation
telle que ces deux équations admettent une intégrale commune; c’est-
a-dire elles doivent étre en involution. Si nous partons de I'équation
F(t,s)=0 ou t+®(s)=0, il est bien facile démontrer que I’équation
cherchée nous pouvons prendre sous la forme

14c¢,s=0, (2)
c, étant une constante arbitraire.

En effet, en cherchant les dérivées des équations (1) et (2) par rap-
port a x et y; si-nous calculons les valeurs des fonctiens ds/0x et 0s/0y,

y . , d (ds\, O ([0S
on voit facilement que l'on a —(—):—(—), et que par conséquent

oy\ox/ dx\dy
les équations (1) et (2) sont en involution.

On peut écrire I’équation (2) sous la forme g—q+cl 9q =0, et on ob-

y 0x
tient I'integrale générale
z=f(x)+ o (x—c,))- (3)
Les fonctions f et ¢ nous devons déterminer de fagon que la fonc-
tion (3) satisfaite I'’équation donnée (I'équation (1)). De cette maniére
nous obtenons I'intégrale compléte de 1'équation (1) sous la forme

— — G
zzczeh(x CIY)+Cse?\2(x Cl}')+c4e}1|x+cse}"z"__’;, (4)
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ot My, et py, désignent les solutions respectivement des équations
(CC2-2BC,+A)\2+2(D - C, E)N+F=0, Ap*+2Dp+F=0. (5)
Il est facile de trouver I'intégrale complete aussi dans les cas F=0,

D=0 et F=0, D=0. Il ne reste que I'équation pour laquelle est A=0

et C=0, c’est-a-dire étudier I’équation de Laplace.
I—2 L’équation de Laplace

s+ap+bg+cz+d=0. A 5)
Dans ce cas I'équation auxiliaire nous pouvons prendre sous la forme
r—cit=0. (7)

On trouve facilement I'intégrale de cette équation sous la forme
z=f(y+eix)+9(y—c x). 8)

En substituant la fonction z et ses dérivées dans I’équation (6) on
trouve l'intégrale complete pour 'équation de Laplace sous la forme
2=y MO o OHaD Lo mo—an) | o hao—en)_ D )
c

Ay, , et n, , sont déterminées par les équations

¢y N+ (ac; +b6) A +c=0, ¢ pi+(ac, - b)) p-c=0. (10)

11

Les €équations a n variables indépendantes.
II -1 Supposons que I’équation
n41n41
E Aks Prs =0, Ags=Agy; Pk>n+1=Pks Pnass>n+1=2%, (11)

k=1 s=1

pouvait se ramener 2 I'ensemble des deux équations du premier ordre

P o+v-2 04 - -+l O+m0=0.
dx, axg axn
(12)
92 90z 9z ’
—+ + - o+ Vp-g—— +Ven_ =0,
ox‘ q,l ax2 ‘]”2" Saxn ‘I’z 1
on obtient, pour déterminer les valeurs de ¥ le systéme
Ay (Vak—s Var+Var 1 Vak) =2 Ay iy, 14y (13)

(k=0,1,2,...,n-1,n; r=kk+1,...,n; ¥y_, =1, Yo=1)
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Les conditions nécessaires et suffisantes de cette réduction sont
données par

Aal Aa, Aa\'
(Aai)API)AY\’)E Api Af}, ABV =0) (14)
Avi Ay; Ay

(8, Y bdyv=1,2, ...,a+1),
c’est a-dire tous les mineurs du troisieme ordre du déterminant
Ay v Arsny 1

D (15)

Il

A],n+1 e Au+1. n+1
sont égales a zéro. -

Pour démontrer que les conditions (14) sont nécessaires, partons des
équations (12). En y éliminant ® on obtient 1'équation de la forme (11),
ot les coefficients A,; sont déterminés aux relations (13). En les substi-
tuant dans le déterminant (15) sa valeur devient

I1+1 141 - « » 141
A“"+1 ‘1’14“]’2 ‘]’r*“l'a e v e ‘]’1‘*“"2

on+1

Von-1+Ven Vag—i+Van+ © - Vanoy+V¥en |,

d’ou il résulte que tous les déterminants du troisidme ordre sont égals
a zéro.

Pour démontrer que les conditions (14) sont suffisantes, considérons
dans le systeme (13) les équations correspondant aux valeurs k=a-1,
B-1, y—1, r=i-1, j-1, v—1. On obtient neuf équations avec douze
variables indépendantes; mais ce systéme se reduit A six équations A cing
variables indépendantes et ce dernier systéme nous donne les condi-
tions (14).

Si I'on suppose que les conditions (14) ont lieu, nous pouvons
maintenant déterminer les valeurs ¥; et il ne reste qu’intégrer deux équa-
tions du premier ordre de systéme (12). De cette maniére on obtient
I'intégrale générale de I'équation (11) sous la forme

=t f e xy L X Vs 1)+
(16)
—V2n—1 Xy
+ e 'v"(xa‘q/lxn---1xn'q’2n—axl)'
f et @ sont deux fonctions arbitraires de (n—-1) arguments, et o est la
la fonction définie.
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[1—2 Considerons I'équation (11) pour laquelle les conditions (14)
ne sont pas satisfaites. Dans ce cas cherchons une équation auxiliaire
d’une maniere analoque a I’équation (2). On voit immédiatement que
I'équation cherchée doit satisfaire deux conditions. Elle doit étre en
involution avec I'équation donnée et doit admettre la forme intégrable,
c’est a-dire elle a l'intégrale de la forme (16).

Prenons donc

z:f(uz,u,, LR ,Un)+<P(V2,Va, G0 C _,V'"),

(L=xi+Xx;; Vi=Xi—X; i:1)2'-- ,ﬂ).

(17)

En substituant cet intégrale dans I'équation (11) nous obtenons,
pour déterminer les fonctions f et ¢, deux équations du second ordre
linéaires avec (n—1) variables indépendantes, de la forme

2 n n 2
PYLJA RS S Y B
k=1 s=1 0 xg 0 k=1s=1 0 X 0 X

=0.

Appliquant les considérations analogues a chacune des équations (18)
diminuant successivement le nombre des variables, on arrive 3 I’équation
du second ordre a deux variables indépendantes.

11
Les équations du troisieme ordre.
La méthode exposée peut s’appliquer pour obtenir l'intégrale com-
plete des équations d’une ordre supérieur. Bornons nous & considé les
équations du troisieme ordre 3 deux variables indépendantes
A Priit A PasstAvg P112+A122Pn;+
+Ay, P+ A Piat AP+ A py+Ap+Az=0.

Pour trouver une intégrale compléte de 'equation (19) partons de

I’équation
z=f(xz+X;)+ 9 (xg — x;) +¥ (x,). (20)

En substituant z et ses dérivées dans I'équation (19), nous avons
I'intégrale cherchée sous la forme

(19)

3 X 6 ; 9 .
2 = 2 C,'e(x2+x1)}\’+ E C,'e(x’_x,]p"{" E Ciep‘ XI) (21)
v="T

i=1 i=4
ou les valeurs ;, p; et p; sont déterminées par les équations
(Agyy * Agga+ Ayya+ Ayge) M4 (Agy+ Aga+Ag) N+ (A + A)) A+ A =0,
(Agos — Asyy+Aja—Age) PP+ (A — A+ Age) p2 + (A,—A)p+A=0, (22)
Ay PP +Ay PP+ A p+A=0.

Remarquons que si l'on prend I'équation du cinqui¢éme ordre nous
arrivons a 1'équation algébrique "du cinqui¢me dégré.
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INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

par N. SALTYKOW, BEOGRAD
Introduction

Il s’agit de présenter, dans mon rapport, la théorie des caractéristiques
des systemes d’équations aux dérivées partielles. du premier ordre, en
involution, dans son é€tat actuel, aprés tous les perfectionnements que la
théorie considérée avait subis apres les Oeuvres de Jacobi et S. Lie et les
travaux recents.

Considérons le systeme des m équations aux dérivées partielles du
premier ordre d’une fonction inconue 2 des n variables indépendantes,
Xy, Xg,..., Xy, en involution:

F,(x,,x._,,...,x,,,pl,p._,,...p,,)=0} ()
(i=12...,m)

les ps désignant respectivement les dérivées partielles :z. Supposons
Xs

que le déterminant fonctionnel soit distinct de zéro

5 Bygus iy B
pl>p2)'-'1pm

AED( )zo, @)

de sorte que les équations données (1) soient résolubles par rapport aux
variables
Pl:PQ,---me- (3)

Les équations linéaires, aux dérivées partielles du premier ordre de
la fonction inconue, f, des variables

X1;X2w-,xn,px»Pz,--',Pn, (4)
considérées comme indépendantes,
(F:')f)=01 (i=l)2,""m) (5)

Becnuk maTemaTHuapa ¥ ¢u3ugapa 5
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engendrent un systéme d’équations en involution, dites linéaires des caracté-
ristiques du systeme (1)

Or, nous avions aussi étudié d’autres formes d’équations des caracté-
ristiques. C’est ainsi qu’en vertu de I'inégalité (2), le systéeme d’équations

linéaires (5), par rapport aux dérivées of; ; 9 , est résoluble par rap-

ox; Op,
port aux m premieres de ces dérivées et admet le systéme correspondant
d’équations aux différentielles totales de la forme

m 3 m 7
dxm+k=2 X:ﬂ‘f’k dxl) dps:‘E P; dxi)

i=l i=l1 (6)
k=1,2,...,n—m; s=1,2,...,n),

ot 'on vient de poser

A
an-{»k:—'fy P;——A-—,

Ay et A} désignant ce qui devient le déterminant A (2), sil’'on y remplace
les éléments de la i-eme colonne par les dérivées partielles des fonctions

F!1 F!) o sey Fm»

prises respectivement par rapport a la variable p,x et ps.

Les équations (6) sont dites équations des caractéristiques aux dif-
férentielles totales du systéme considéré (1).

Enfin, la troisieme forme d’équations des caractéristiques du systéme
(1) est dite aux dérivées partielles des variables paramétriques. Celles-ci se
présentent sous la forme d’équations de Charpit généralisées [1] qui
correspondent au systéme linéaire (5), & savoir:

m Qﬂ,gxm,’:k:;‘if_, (k=1,2, ..., n—m),
ve=1 op\' OX\- 0pm+k

n OF dps _ _ OF;

v =i OP\' OX\- ape

(M)
, (s=1,2,...,n).

Si 'on considére le systeme d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre impliquant explicitement la fonction inconue, z, les équations
de leurs caractéristiques généralisent respectivement les trois types cités
(5), (6) et (7.. (v. Mémor. des Sci. Math., Fascicule L, Chapitre VI) [2].
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Enfin, si les équations (1) sont données sous la forme résolue par
rapport & m dérivées du premier ordre:

Pk +f-lk (Xl, Xos oo s Xns Pm+ 1 Pmt 2y « - -»pn)zo} (8)
(k=1,2,...,m)

Les équations différentielles des caractéristiques du systéme (8) deviennent
respectivement linéaires, s’exprimant de la maniére suivante

ﬂ+n—m OHk Of _ OHk Bf )=0
Oxx v=1 0Wniv OXmaw 0 X 0Pm+v ’
(k=1,2,...,m);

les équations aux différentielles totales correspondantes deviennent

m 0H
dx = —— Xy,
my k=1 opm+v
n OHy b 9)
dpm = == = dxky
Y I.Z:l 0 Xmay
(v=1,...,n-m)

représentant la forme dite canonique aux différentielles totales.

De méme que précédemment, si les équations données aux dérivées
partielles impliquent la fonction inconnue, 2, explicitement, leurs équations
différentielles des caractéristiques sont aisément réductibles aux trois for-
mes typiques. Surtout celles qui admettent la forme canonique d’équations
aux différentielles totales, dont la théorie fut détaillement étudiée, depuis
1898 [3], jouent un role important dans la théorie moderne d’intégration
des équations aux dérivées partielles. Développant cette théorie je I’avais
exposé dans plusieurs travaux qui ont été publiés dans les Comptes rendus
des séances de I’Académie des Sciences a Paris dans le Journal des Mathé-
matiques pures et appliquées de Liouville, dans les éditions des Académies
des sciences de Belgiques et de Serbie, dans le Bulletin de la Société Mat-
hématique de France, dans les traveaux des Congrés Intérnationaux des
Mathématiciens a Rome, en 1908, et Cambridge en 1912, et dans les
Mémorials des Sciences Mathématiques [4]. Malgré cela, en 1955, M. [
S. Arzanyh avait réproduit dans le Journal ,Uspehi Matematitcheskih nauk*
(N.S.) 8, Ne 3, mes anciens résultats [3] dans I'article, qu’il avait publié,
en russe, sur l'intégration d'un systéeme canonique en différentielles totales,
sans allusion a leur ancienne origine.

On va insister, dans les pages qui vont suivre, sur les nouveaux
développements de la théorie étudiée.
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Chapitre 1

Méthodes modernes d’intégration d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre

Les problemes que nous allons étudier concernent les diftérents cas
ui se présantent pour l'intégration des équations différentielles de cara-
ctéristiques.

Si I'on connait n - m intégrales distinctes en involution du systéeme (5),

fhfzv"'afn—M7

distinctes des fonctions F;, n’importe qu’elles soient distinctes on non par
rapport aux variables canoniques de la seconde classe, l'intégration du
systéeme donné s’acheve par une quadrature.

Supposons, a présent, que I'on ne connaisse que quelques k, inté-
grales quelconques du systeme (5),

fisfor oo fao (k<2n-2m-1). (10)

Si I'on ne réussit plus d’obtenir de nouvelles intégrales des caracté-
ristiques (5), on pourrait, poursuivant le probléme d’intégration des équa-
tions (1), profiter de 'une des trois méthodes suivantes.

1°. La théorie des groupes fonctionnels des intégrales des caracté-
ristiques;

20, La théorie des éléments dites intégrables;

3% La théorie des groupes des invariants différentiels.

Observons qu il serait indispensable pour cela de ramener, tout
d’abord, les intégrales connues (10) a un groupe fonctionnel des inté-
grales. C’est a dire on va former les parenthéses de Poisson de chaque paire
des intégrales connues (10), ainsi que de celles qui en dérivent, moyennant
lesdites parenthéses. On appliquera ce procédé jusqu’a ce que I'on réuissit
d’obtenir les intégrales des caractéristiques jouissant de la propriété que
les parenthéses de Poisson de chaque paire des intégrales considérées
ne produisent que les intégrales de leur ensemble. Celui-ci offrira alors
le groupe fonctionnel requis des intégrales des caractéristiques.

Cela étant, supposons que les intégrales obtenues engendrent un
élément intégral, c’est a dire offrent un systeme des n intégrales en

involution; I'intégration du systéme considéré (1) s’achéve alors au moyen
d’'une quadrature.

Envisageons une autre hypotheése possible, supposant que les inté-
grales obtenues, n’étant pas en involution, offrent un élément intégrable;
cela veut dire que les intégrales considérées, étant au nombre supérieur
a n, le systeme d’équations données (1) et des celles qui s’obtienent, en
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égalant les autres intégrales du groupe considéré a des constantes arbi-
traires, rend la relation
n
dz=" ps dx
s—=1
une différentielle exacte.

Dans ce cas, l'intégration des équations s’achéve de méme par une
quadrature [5].

Or, si aucun des deux cas mentionnés n’avait point lieu, étudions
un nouveau procédé d’intégration que l'on dira des caractéristiques pro-
longées.

Supposons, a ce fait, que le groupe fonctionnel des intégrales se
présante sous la forme suivante:

fl;fw---:ff\" (N>k) (11)

Etudions, tout d’abord, la structure du groupe (11), pour en tirer
toutes les fonctions distinguées de ce groupe [6]. On dit fonctions distin-
guées les intégrales du groupe considéré qui soient en involution entre
elles, ainsi que avec toutes les autres intégrales du groupe (11).

Supposons que le nombre maximum des fonctions distinguées du
groupe (11) était M et que I'on va les désigner par

Dy, Dy, ..., Dy (12)

Il est bien entendu que l'on a
M > m,

car toutes les intégrales des caractéristiques
FysFas wnvsFm

font partie des fonctions distinguées (12). De plus il existe la relation [4]
(Mémor. des Sci. Math., Fasc.,, LXV, p. 29)

N—M=2p.
Cela étant, le groupe fonctionnel (11) prend la forme suivante dite canonique:
¢1’¢)27--')(DA’Vlvf/W+l!f:W+2)---)fN) (13)

les N—-M derniéres intégrales (13) pouvant étre prises a volonté parmi
celles (11), a condition que les intégrales (13) soient distinctes.

De cette maniere le probléme d’intégration du systeme étudié (1)
revient a l'intégration d’un nouvel systéme d’équations

b,=0, Pm4i=Cj,
(i=1,2; ceeym, j:1)2' ---;M_m)

C; étant des constantes arbitraires, et dont on connait le groupe des N
intégrales distinctes des caractéristiques (13).
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Si le nombre de ces derniéres €quations obtenues était supérieur a
celui, m, d’équations données, les difficultés de leur intégration diminuent.
I pouvait méme arriver que le nouveau probleme d’intégration était
achevé, dans ces nouvelles circonstances, dans I'une des hypothéses sui-
vantes:

1°. Si le nombre des intégrales des caractéristiques (13) était com-
plet, c’est a dire, si I'on avait

N=2n-M-1.

20, Si les intégrales connues des caractéristiques (13) offraient, n
intégrales en involution:
N=M=n.
39, Si les intégrales connues des caractéristiques (13) définiraient un
élément intégrable [4] (Mémor. des Sci. Math. Fasc. LXX, Ne 32, p. 50)

N> n, N=M+p.

Or, si aucune des hypothéses citées n’avait lieu, le probleme d’inté-
gration reviendrait a chercher une nouvelle intégrale des caractéristiques
du nouveau systéme

(@i, f)=0, (i=1,2,..., M)
dont on connait N intégrales distinctes (13).

Si 'on réussit de trouver une intégrale de ce dernier systéme, il
devient possible de renouveler les considérations qui vienent d’étre ex-
posées, car la nouvelle intégrale trouvée des caractéristiques produit, au
moins, une nouvelle fonction distinguée du groupe fonctionnel des inté-
grales des caractéristiques composé des anciennes intégrales (13) et de
celle que I'on vient d’obtenir que I'on pouvait désigner par fy,, ou, en-
core mieux, par ®p4+4.

Les circonstances deviennent favorables pour Iintégration, si I'on
était en état de prolonger le calcul analogue jusqu’ au moment, ot I'on
parvienne d’achever le probleme posé d’intégration.

Or, le plus d’importance présente le cas le moins favorable, oil les
considérations exposées ne nous donnent aucune possibilité d’augmenter le
nombre des intégrales connues des caractéristiques.

C’est alors qu’il nous reste de profiter d’'une nouvelle méthode dite
des groupes des invariants différentiels, dont on avait fait allusion 2 la
page 200, au point 3°.

Chapitre I
Caractéristiques prolongées et invariants différentiels
Revenons aux équations des caractéristiques
(9, ) =0, (=12, .c.c; M)
admettant le groupe des intégrales des caractéristiques (13).
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Complétons ce dernier systéme par les nouvelles équations aux dé-
rivées partielles linéaires, en considérant le nouveau systéme d’équations
que lon dira systéme prolongé des caractéristiques des équations données

(1) a savoir:
(@i, H=0, (fm+s, H=0, }
(=12, ... M; =12 .;:; N=M)

Ce systeme différe essentiellement des systemes que I'on considére dans
la nouvelle méthode de Jacobi.

(14)

En effet, dans la méthode Jacobienne, les premiers éléments des
parenthéses de Poisson figurant dans les premiers membres des €équations
linéaires des caractéristiques se trouvent en involution entre eux. Par
conséquent, les équations des caractéristiques correspondantes engendrent
un systéme d’équations linéaires en involution. Au contraire, les M premi-
eres équations des caractéristiques prolongés (14), seulement, jouiss-ent
des propriétés analogues d’involution, tandis que les premiers éléments
des N-M derniéres (14) n’engendrent qu'un groupe fonctionnel. Cela étant,
les M premiéres équations (14) sont en involution, tandis que les N-M
dernieres équations (14) engendrent un systéme fermé. Or, chaque équa-
tion du second groupe de ces derniéres équations est en involution avec
toutes les équations du premier groupe d’équations.

C’est pour cela, nous appelerons les équations du type (14) systeme
semi-normal d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre.

Leur théorie est importante, car elle s’impose forcement dans les
recherches modernes sur lintégration des équations aux dérivées partielles
étudices.

Considérons, par exemple, les équations cononiques du mouvement
relatif des deux corps, autour du troisieme, en variables de Jacobi. Le
systtme correspondant d’équations aux dérivées partielles admet trois
intégrales des aires et se raméne a l'un des systémes suivants:

(H,)=0, (f,f)=0, (i=123), (15)

(H’f)__‘O: (¢,f)=0, (flif)—'—-o: (f;}rf)=0, (16)

H désignant la fonction caractéristique du probleme et les f, étant les pre-
miers membres des intégrales des aires engendrant un groupe fonctionnel
des trois intégrales. Or, se dernier admet une fonction distinguée que I'on
a pris sous la forme suivante

ou bien

b =fi+ 1.

Chacune des trois dernieres équations (15) se trouve en involution
avec la premiere équation, mais les trois derniéres équations engendrent
un systéme fermé des trois €quations.
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Quant au systéme (16), ses trois premiéres équations se trouvent
en involution, cependant la derniére équation engendre un systéme fermé
avec les trois premiéres équations (16).

Les solutions des N-M dernieres équations (14) sont dites invariants
différentiels du systéme des M premiéres équations (14), les fonctions fu .,
étant les intégrales des M premicres équations (14).

Le role des invariants différentiels dans Pintégration des équations
des caractéristiques prolongées, (14), va ressortir de I'étude détaillée du
probleme d’intégration d’un systeme d’équations linéaires aux dérivées
particlles, et des équations aux dérivées partielles de la forme générale.

Chapitre 111

Systémes semi-normaux d’équations linéaires
aux dérivées partielles

.
La méthode Jacobienne d’intégration d’un systéme normal d’équations
linéaires aux dérivées partielles du premier ordre a une fonction inconnue
répose sur le théoréme suivant [7]:
Considérons le systéme normal des deux équations linéaires :

K .
x(n=3 x: % 20 (=12 (17)

! k=1 Oxk
les coefficients X%, aux deux indices, supérieurs et inférieurs, représentant les
fonctions des variables indépendantes x,, x,, ..., x,. Si la premiére équa-
tion (17), pour i=1, admet une intégrale f,, alors l'expression X*(f,), I'opé-
rateur de la seconde équation (17) pour i=2, de lintégrale f, représente de
méme lintégrale de la premiére équation (17).

Le théoréme cité s’étend sur un systéme normal d’'un nombre quel-
conque d’équations linéaires, a savoir,

Ayant lintégrale d’une équation d’un systéme considéré, Iopérateur de
chacune d’autres équations, du méme systeme, appliqué a la dite intégrale,
produit une intégrale de la premiére équation intégréc.

D’une maniére analogue, si I'on a une intégrale des plusieurs équations
d’un systéme normal, les opérateurs d’autres équations du méme systéme ap-
pliqué a lintégrale citée produisent les inlégrales des équations admettant
Pintegrale énvisagée.

Les résultats exposés s'étendent, d’une certaine maniére, sur les syste-
mes semi-normaux d'€quations linéaires aux dérivées partielles du
premier ordre. En effet, considérons un systéme fermé des m+m' équa-
tions linéaires aux derivées partielles du premier ordre a une fonction
inconnue, f, des n variables indépendantes x, x,,...,x, de la forme:

Xi(H=0, (i=1,2,....,m m+1,..., m+m), (18)
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l'opérateur du premier membre d’équations données étant désigné par

Xi(f)= le 9

K= 0 Xg

les coefficients Xj, aux doubles indces, i et k, représentant des fonctions
des variables x.

Supposons que les m premiéres équations (18) engendrent le premier
groupe d’équations en involution entre alles, ainsi que avec chacune des
¢équations du second groupe des m' €quations (18), a partir de la m+1—
ieme jusqu’a la m+m’, ces dernieres m’' équations formant un systeme
fermé d’équations.

Si le fonction,

@ (Xgy Xigy o 5 Xn)y

était une intégrale du second groupe des m’ équations (18), on a les

identités:
Xm+v (g) =0, (v=1,2,..., @) (19)

Il résulte des conditions de compatibilité d’équations (18) que les égalités,
XH(XmH(f)) — Xm+ (XE(f)) = 0, (20)
sont identiquement vérifiées de méme pour

f=e,

et pour toutes les valeurs des indices i, de 1 jusqu’a m, ainsi que, pour
les valeurs de v, a partir de 1 jusqu’a m. Alors, grace aux identités (19),
on a les idéntités

Xm+v (Xi (9)) = 0, (v=12...,m),

qui démontrent que les opérateurs X! () représentent les intégrales du
second groupe des équations données (18).

Supposonns, & présent, que la fonction,
‘If(xl,x:,...,x,,),

était une intégrale du premier groupe des m €quations (18), de sorte que
I'on ait les identités:

X(y) =0, (i=1,2,...,m).
1l résulte des identités (20) que l'on a les identités suivantes:
XX () = 0,
(i=12c.0,m; 1,2, ...;0).
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Par conséquent, les opérateurs
Xm+v (), (v=1,2,...,m"),
représentent les intégrales du premier groupe des m premiéres équations
du systeme (18).
Appliquons les théorémes démontrés a Pintégration des équations
linéaires aux dérivées rartielles du premier ordre.
Considérons, tout d’abord, le systeme semi-normal d’équations linéaires

Xi()=0,  (i=1.2,...,m m+1), (21)

introduisant I'hypothése que la premitre équation (21) soit en involution
avec chacune des autres équations (21), cependant, que ces m dernieres
€quations (21) engendrent un systéme fermé.

Supposons que ¢ soit une intégrale des m derniéres équations (21)
Il en résulte que I’expression,

X' (%),
représente de méme une intégrale de ces m dernitres équations (21);
désignons la par ¢,, et formons la suite des fonctions:

X'(@) =9, X' (@)=, X (v—D=0v, X' (Pv)=¢vs1, (22)

ot g4, représente une certaine fonction des intégrales qui précédent
a savoir:

¢\’+l:e((P’cFl'q)z»""‘p\')' (23)

Cherchons, pour intégrer la premiere équation (21), I'intégrale de cette
derniére sous la forme:

f:¢)((p){')lv(?2’---vq)v):

I'assujetant de vérifier la condition:
Y 0P
E ) 00k X" (90) =0, Po = .

L'égalité obtenue produit, grace aux relations (22) et (23), I'équation pour
définir le fonction @, sous la forme suivante:

0<1> 0P 0P 0P
—+ P —+ -+ — +0 (0 Py, Ppy vty 91)
a‘P Jp, 0y —y 0Py

=0. (24)

Cette derniére équation admet v intégrales distinctes que I'on désignera par

¢1,¢2, ...,¢\'-
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Ces fonctions obtenues, en les exprimant en anciennes variables, produis-
sent v intégrales

fosfar oo fv

non seulement de la premiere équation (21), mais, en méme temps, des
toutes les équations du systeme (21).

Il va sans dire que lalgorithme exposé réussit, si la suite (22) ne
g'arretait pas au premier membre. Il suffit, pour I'éviter, de prendre la
premiere équation (21) sous la forme résolue par rapport a I'une des dé-
rivées premieres que I'on éliminerait des autres équations du systéme (21).

Cela étant, si 'on avait

v<n—m-1,

alors, pour avoir les autres intégrales du systeme (21), qui manquent, on
pourra appliquer de nouveau I'algorithme précédent, en prenant pour point
de départ une nouvelle intégrale des m dernieres équations (21), et ainsi
de suite, jusqu’a ce que I'on ait établi le systeme complet des intégrales
distinctes du systeme étudié (21).

La méthode d’intégration exposée s’étend aisément sur les systemes
semi-normaux d’équations linéaires d’une forme plus générale suivante:

X (f)=0, (i=1,2, ...,mym+1, ..., m+m'), (25)

dont les m premidres équations sont en involution entre elles et avec
chacune des m’ dernieres équations (25), celles-ci formant un systéme fermé.
Par conséquent, les m premitres équations (25) representent le premier
groupe, tandis que les m’ dernieres équations (25) engendrent le second
groupe d’équations.

Supposons que l'on connaisse une intégrale ¢ du second groupe
d’équations (25) et qu’en appliquant a ¢ les opérateurs des premiers mem-
bres d’équations du premier groupe (25), on obtienne le groupe des inté-
grales distinctes

PPy, Py v ey Py (V<n—m'-—1).

Cela veut dire qu'on a les égalités suivantes

XU (@r) =0k (0, Pys P2+ » P )y } (26)

(=1,2;....m £=0,1,2, ... V)i $a =P,
les fonctions 0y étant définies par le calcul indiqué.

Cherchons, a présent, les intégrales du systeme de toutes les €qua-
tions (25) sous la forme suivante

f:d)((p, CP;;(PQ,, § 18 ey (P\‘)’
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la fonction @ vérifiant les conditions

A Koo B
~— X' (9£) =0,
k=0 ()’\Ok
(i=1,2, ..., m).

Grace aux relations (26) ces derniéres équations produisent le systéme
d’équations requises

X ob

> b (e Py o Py ) =0, l

K=o 0@k I (27)

(i=1;2, «uuymi).

Vu que les m premieres équations (25) sont en involution, les équations
obtennues (27) engendrent, en général, un systeme fermé d’équations.
Les intégrales du systeme (27) seront, de méme, les intégrales du sy-
stéme (25). De la maniere analogue, comme antérieurement, on va obtanir
le systeme complet des intégrales du systeme étudié (25).

Chapitre 1V.
Application des systémes semi-normaux aux équations
aux dérivées partielles de forme générale

Considérons I'équation
9F

F(xy,Xay ooty Xn, PyyPayenypn) =0, dpzo. (28)
Supposons que [Péquation linéaire des caractéristiques correspondantes
(F./)=0
admette le groupe fonctionnel des m’ intégrales distinctes,
fiofoseoes fme (m" < n—1), (30)

n'engendrant point des fonctions distinguées.

Le probleme de Pintégration de I'équation étudiée (28) se ramene
a la recherche de la solution du systéme fermé des équations représen-
tées par I'ensemble de I’équation (29) et des m’ équations linéaires suivantes

(fi, =0, (i=1,2,...,m'). (31)

Les fonctions (30) étant les intégrales de I'équation (29) celle-ci se
trouve en involution avec chacune des équations (31). Or, ces dernieres
€quations (31) engendrent un systéme fermé, car les fonctions (30) repré-
sentent un groupe fonctionnel. Cela étant, le systeme des m’+ 1 équations
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(29) et (31) offre un systéme semi-normal. Le premier groupe d’équations
est représenté actuellement par I’équation unique (29), tandis que le second
groupe d’équations est formé par les (31). Enfin, les intégrales de ces
derniéres équations offrent les invariants différentiels du groupe fonction-
nel (30). Par conséquent, nous sommes en état de formuler le résultat
obtenu, a titre du théoréme généralisé de Poisson, sous la forme suivante:

Les paranthéses de Poisson formées du premier membre d’une €quation
aux dérivées partielles non linéaire et d'un invariant différentiel du groupe
fonctionnel de I'équation des intégrales des caractéristiques de I'équation
donnée produisent un nouvel invariant différentiel du méme groupe d’inté-
grales.

Pour généraliser le résultat cité considérons le systéme normal des
m équations aux dérivées partielles:

F: (xl‘xzv vy Xny Pyy Pey ---vpn):O»
(i=1,2,...,m)
et le systeme correspondant des €quations linéaires aux dérivées parti-
elles des caractéristiques
(Fi, N=0, (i=1,2,...,m). (33)
Supposons que celui-ci admette le groupe fonctionnel das m' intégrales
distinctes

(32)

fisfer ooosfu!y (M <n-m) (34)

sans fonctions distinguées, car, dans le cas contraire, en les égalant a des
constants arbitraires, on va adjoindre les équations obtenues a celles (32),
en diminuant, en méme temps, le nombre des intégrales (34).

Cela posé, restant dans I'hypothése formulé antérieurement sur les
équations (32) formons le systeme des m' équations linéaires aux dérivées
partielles des invariants différentielles

(fis1) =0, (i=1;2,. . m'), (35)

Ce dernier systeme est fermé. Cependant chacune des équations (33) est
en involution avec les équations des caractéristiques (35). Par conséquent,
le systeme d’équations (33) et (35) est fermé, et il est possible de for-
muler le théoreme, généralisant sur le systeme (32), celui qui se comporte
a une équation aux dérivées partielles (28):

Les parentheses de Poisson formées par le premier membre d’une
équation quelconque d’un systéme normal d’équations aux dérivées parti-
elles et un invariant différentiel du groupe fonctionnel des intégrales des
caractéristiques du systéme normal considéré, produisent un nouvel invariant
différentiel du méme groupe fonctionnel des intégrales des caractéristiques.

Les théoremes cités se prétent a l'intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre (28) et du systéme (32).
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Chapitre V

Méthode des invariants différentiels d’intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre

Considérons I’équation

oF
F(xy,Xs, .o, Xn,PysPase.nsPn)=0, d—<0' (36)
Py
Supposons que I'équation linéaire correspondante des caractéristiques
(F,h=0 (37)
admette le groupe fonctionnel des m’ intégrales distinctes
flyf‘z»'--)fm' (m'<n—l) (38)

sans fonctions distinguées.

L'intégration de I'équation (36) se rameéne a I'intégration du systéme
complet d’équations linéaires formé par I'équation (37) et les suivantes

(/kvf)zoa (kzlyQy-o., m’). (39)

Alors, d’aprés le théoreme généralisé de Poisson le systeme (39) admet-
tra la suite finie des intégrales suivantes, ¢ désignant une intégrale du
systeme (39):

(qu’):q’n (F,p)=,, ..., (F, Pr1) =Py, (F,CP\-):(P\-H,

la fonction o, ,, représentant une fonction bien déterminée des autres
intégrales connues sous la forme

r{)\.+1:0(F, P, Pigi5 e 0y ‘P\-)-

Cela étant, cherchons les intégrales des caractéristiques de I'équation
donnée (36) de la forme suivante

o . fzd)(f:r:Py(PJ,...‘q-\-),
vérifiant la condition
L oPp
(F, ®)=3 9141 - =0, Py = .
j=0 ():FJ

Par conséquent, les fonctions requises représentent les intégrales de
'équation linéaire aux dérivées partielles

0P 0P od . 0P
Bt e e YT 0(h 00 220 (0)
Op 0p, 0pv_y 09,

la fonction F y figurant a titre d’un parametre constant.
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Supposons, d’abord, que I'équation (40) admette une intégrale seu-
lement

(bl (F! P, P1, ---,‘P\-).

Celle-ci évidemment, d’aprés sa définition méme, se trouve en involution
avec la fonction F.

D’autre part, &, étant une fonction des intégrales du systéme (39),
en est, de méme, une intégrale. Par conséquent, &, est en involution
avec les intégrales des caractéristiques (38), et le probleme se rameéne a
I'intégration du systéme des deux equations

F=0, &,=C, (41)

C, désignant une constante arbitraire, et ce systéme admet le groupe
fonctionnel des intégrales des caractéristiques (38), le méme que I’équation
primitive (36). De cette maniére le nombre des intégrales requises a di-
minué d’une unite.

Dans le cas particulier, ot I'on a n=3, lintégration s'achéve par
une quadrature. En effet, I'ensemble des équations (41) et de I'intégrale
unique, auquel se raméne le groupe (38), définit un élément intégral de
I'équation étudiée (36).

Passons a I'étude du cas, ot l'on tire de l'equation (40) plusieurs
intégrales:

D) (F!(‘Px({)lvq’z’ --->(P\')’

TECT I R, S P i

Il est évident, que chacune des fonctioﬁs (42) se trouve en involution
avec F et avec chacune des intégrales du groupe fonctionnel (38).

Supposons qu’il existe, parmi les intégrales (42), o' intégrales en
involution entre elles:

(42)

b, Dy, ..., Dy

On a donc les équations
b, =C;, ESS T NP i N (43)
formant ensemble avec 1'’équation donnée (36) u1 systéme des ¥'+1 équ-

ations en involution; ce systeme admet le groupe fonctionnel, des inté-
grales (38) des caractéristiques. Quant aux autres intégrales (42),

¢’;}.’+1 ) ¢;)1+2, ey q))\, (44)

les paranthéses de Poisson

((bj ’ (D\.) } (45)

(=1,2,...,8; v=9+1,9+2,...,})

produisent de méme les intégrales de I'équation (37).
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Supposons que toutes ces fonctions (44) et (45), ainsi que les inté-
grales (38) engendrent un groupe des p intégrales distinctes que I'on
désignera, pour unifier les désignations, par

q”l)“]@:"')‘l’)‘ (}1<2m—m'—1),

ces fonctions vérifient bien les conditions

(‘l’ly\l’k)selk (F$ qb].'(l)Z) . ')(p\‘)'; q’lv\l/‘_’,» .. 'aq,}l)y
pour toutes les valeurs distinctes des indices i et 4, a partir de 1 jusqu’a p,
les fonctions 6,, admettant les valeurs bien déterminées.
Cela posé, cherchons les solutions des équations
(®;,f)=0 (i=1,2,...,%)
sous la forme
f:' W (‘l’l ) w]”'.h s eom oy qfl‘-)‘

La fonction W sera définie par les équations

s oV . '
(@, W)= 3 0o, (i=1,2,...,9).

=07 0y
De cette maniére le probleme de I'intégration de I'équation (36) se ra-
mene a celui du systeme d’équations (36) et (43).

Il va sans dire que la méthode d’intégration d’une équation aux dé-

rivées partielles (36) s’étend aisémant sur ’intégration des systemes nor-
maux d’équations aux dérivées partielles.

L’avantage de la théorie exposée se manifeste immédiatement sur
I'exemple de V. G. Imschanetsky
F=(x,pi+x,py) X3 +apy (py+p3) = a,
a et a désignant deux constantes arbitraires.
L’équation linéaire correspondant des caractéristiques admet le groupe
fonctionnel des deux integrales

1 . 2
fi=(x +x3) (P +py), f.)EE (Pf“‘Pé),

que la théorie des groupes fonctionnels n’est pas en état d’utiliser, car
elle exige le minimum des trois intégrales.

Cependant, il saute aux yeux que ce groupe admet linvariant dif-
férentiel évident
= xg.

Par conséquent, composons la suite

(F, xg) =a (py—py) =4, (F, @)= xg (p, —P2)=PQ;;
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il en résulte, pour définir la fonction @, I'équation

2
o 0%,

et lintégrale requise s’obtient, sous la forme

ou bien

C désignant une constante arbitraire. De cette maniére I'intégration s’acheve
par une quadrature.
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®YHKLUMOHAJbLHBLIE METOAbl B TEOPUH YPABHEHUM
B YACTHBIX MPOU3BOHbIX

C. 1. COBOJEB, MOCKBA — HOBOCUBUPCK

B KOpPOTKOM J1OKJaJe TPYIHO OCBETWTh BCE BOMPOCHI, KacalolUMecs
npumeHennst GyHKIMOHAIBHBIX METOLOB B TEOPHH ypaBHeHuil B YACTHBIX
NPOHM3BOAHBIX. [109TOMY 5 OTPaHMYyCb JMUIb HEKOTOPHIMA BOMPOCAMH, KO-
TOpble MHE KaXyTCsi, Han6GoJiee XapaKkTepHbIMHM, HE MPETEHIys Ha MOAHOTY:

06’ equnsoONedl uaeeil a9 BCceX METOAOB pacCMaTpPUBAEMBIX HHUXKE

* HCTOPMYECKM CIYXKHMT njes 0600IUEHHbIX pereHui. B npouecce u3yueHus
pa3Ho06pa3HbIX 3ajay Ha OTbICKaHWe (YHKIui, YNOBJIETBOPSIOUIUX HEKO-
TOPbIM ypaBHEHMsIM B YACTHLIX MPOM3BOJHbBIX, OKA3AM0Ch MONE3HBIM MCIOJb-
30BaTh KJaacC (QyHKUuii, He 06JanalOUMX MOBCIOAY HENpepbIBHBEIMU MPOH-
380J(HBIMM HY)KHOTO NOPSJKA, HO SABJSIOUMXCS B HEKOTOPOM CMbIC/IE IMpE-
JeNbHbIMM J/IsL HACTOSIMX pemeHuil ypaBhenuil. Taxue 0G0OLIeHHDbIE
pelenysl MILyTCs, €CTeCTBEHHO, B Pa3NuuHbIX ()yHKIMOHANBHbBIX MPOCTPAH-
CTBaX, WHOTJA MOJHBIX, 4 WHOTAA CHEelHaJbHO MOMOJNHSIEMbIX MPH MOMOUILH
BBEJE€HUSI HOBBIX ,UAE€aNbHbIX JJIEMEHTOB.

OT MHAMBHAYaJbHOTO PELIEHMs HAyKa Mepemia K U3y4eHnio QyHKIM -
OHAJbHBIX NPOCTPAHCTB, OMEPATOPOB B HMX M TEX SJIEMEHTOB, KOTOpbIE
SIBJIIOTCST PEIIeHUSAMH.

Bonpoc 0 TOM, KOrja 9T 06G0O6IIeHHble peweHnst OyAyT pelieHHaMu
B KJACCHYECKOM CMbICJ€ NMPU TaKOM PaCCMOTPEHHH CTAHOBUTCSI OTAe/bHBIM
OT MepBoro.

Sl KOCHyCb B CBOeM HOKJaje CJeAyIOUIMX YeTblpeX METOJOB B TEOPUH
ypaBHEHHMHI B YaCTHBIX NMPOU3BOJHBIX:

1. BapuanuoHHbIE METOIBI.

2. MeTonpl, CBfI3aHHbIE C Pa3/JUUYHbIMU MOHSATHSIMH NpEJENbHOr0 nepe-
X0/la, UCMOJIb3YIOL[Me MOJHOTY HEKOTOPbIX ()YHKIHMOHAJbHBIX MPOCTPAHCTB

MIOHATHE KOMIMAaKTHOCTH.

3. Tomosoruyeckue MeTOAbl, OCHOBAHHBIE HAa FeOMETPHYECKHUX CBOIi-
CTBaxX B LEJOM DPa3JHYHBIX (G YHKIMOHANBbHBIX MPOCTPAHCTB.

4. MeToAbl, OCHOBaHHbIE HAa CBONCTBAX ABONCTBEHHBIX ()yHKIMOHAMLHBIX
NpPOCTPAHCTB.
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MeTonb!l 3TH TeCHO CBfI3aHbl MexAy coboil. B 3Tom cmbicae cTporo
paszesieHust UX NMPOBECTH HeNb3sl.

§1 BapnanuoHHble MeTOIbl B YpaBHEHHSAX
C YaCTHBIMH NPOU3BOJHBIMU

Bapuaumounnbliit MeTon B Teopuu ypaBHEHMII B YACTHHX IPOM3BOIHDLIX
MOXeT ObITh B OCHOBHOM CBEJEH K JIBYM 3ajauam:
a). Kpaepast 3ajaua 1/ ypaBHEHHS] B YAaCTHBIX [IPOM3BOIHBIX

bu=0 (M
B o6sacty Q npu ycJOBUSIX Ha rpaHulie 06JaCTH
qu/ . =0 (2)

(/IeByo uyactb ypaBHeHus (1) u ycaoBus (2), T. e. onepatophl @ u g Mbl
HE CYMTaeM OJHOPOJAHBIMH) MPUBOAMUTCS K 3ajade 06 OTBICKAHMM SKCTpe-
MyMa HEKOTOpOro (yHKUHOHAJIA

extr F(u) (3)

ONpEeNEJNIEHHOTO0 B COOTBETCTBYIOUIEM (YHKIMOHAJILHOM NpocTpaHcTBe X.
Ypasuenne Siinepa aus Gynkuuonana (3), BbIT€Kalolee U3 PABEHCTBA HYJIIO
nepBoil ero Bapuanuu W ecTb ypaBHenue (1).

['paHuyHble ycn0BUs yalle BCEro M3ydaloTCst ABYX BUAOB: 1) YcioBus
3aKpemnJeHus,, Tpebyloliee OT pelleHHsi, PaBHO KaK ¥ OT BCeX NOMYCTHUMBIX
K CPaBHEHMIO (DYHKIHMUl, BbIMOMHEHHS] HEKOTOPbIX HEOMHOPOAHBIX COOTHO-
WeHUH Ha rpanuie. 3TH YCJAOBHUS CYXKMUBAIOT MPOCTPAHCTBO, TI€ MUIETCSI
9KCTpeMyM. 2) Y ca0BUS,T. H. CBOGOIHOI Bapuallny, BbITEKAOIHE TPeGOBaHMUSI
obpaienuss B HyJb TFPAaHUYHON YACTH BapualMW WHTErpana. ATH YCAOBHUs
BBIIENAIOT QYHKUHMIO, HAIOILYI0 9KCTPEMYM, OT APYrMX, KOTOpbIE MOTYT
ObITb JONYILEHbl JO CPaBHEHHsL.

6) PaccmarpuBaercs 3afiaua 0 HaXOXJIEHWM BCEX pelleHuil ypaBHEHHs

Lu+22u,=0 (4)
C JIMHEHHbIM OJHOPOJHBIM ONEPATOPOM L NPH OJHOPOAHBIX YC/JIOBHUSX
lu) =
/,

BMeCTe C 3ajaueil OTbICKaHUsS BCeX TeX A, AJs KOTOPbIX TaKoe pelueHue
cywectByet. Tpe6yercs, KpoMe TOro, yCTaHOBUTb PsiJl CBOHCTB, MOMYYEHHbIX
peLIeHuii: UX OPTOrOHAJBLHOCTb, MOJHOTY MTI.

Sra Bropast 3anaua, ciefys Kypanty, pelaeTcs nps noMolu cBexeHus
ee K [OC/TeA0BaTeNbHbIM 3ajJayaM Ha YCJIOBHbIA skcTpeMyM QyHkuuonand

F(u)
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B MPOCTPaHCTBE X;, P YCAOBHM uTO Apyroi dynxuuonan P(u) coxpauser
3aJlaHHOe 3HaueHHe.

IIpocTpancTBa X; CTPOSITCH C MCMOJB30BAHHEM YK€ HailleHHbIX (YHK-
wuit u,, ty,... u,_,. YpaBieHue (4) Gyner cayxuTh ypaBHeHusM Jlarpanxa
AIs u3yuaemoit 3agauu. DTH (PAKTLI O6GIIEM3BECTHBI M HET HaZOGHOCTH
pacckasblBaTh WX MOAPO6HO. [10 OTHOWEHWIO K BapUalMOHHOMY METONY
Mbl OCTAaHOBMMCS JIMUIL Ha JIBYX HOBbIX BOIpOCaX.

1. B Hacrosiuiee BpeMsi, NMOMUMO M3YyY€HHUs KOHKDeTHbIX 3afad Ha
9KCTPEMYMbl Pa3/JMYHBIX (QYHKIMOHANOB, PaCCMATPWUBAETCs TaKxke 06uiasn
cxema pelleHHs BAPUALMOHHBIX 3aJay M MpPUBEJEHMst KpaeBbIX 3alay K
BapHalMOHHbIM. UacTHble 3afauu 6Y1yT BKJIIOYATHCSL B 3TY OOLLYI0 CXeMy.
BhIsicHsieTCs1 OGIMPHBI Kaacc caydaes, B KOTOPbIX 3afiada 00 OTBICKaHWH
pelleHusi HEKOTOPOTO YypPaBHEHMSl B 4aCTHBIX MPOM3BOAHBIX NPUBOAMTCA K
OTBICKAHHIO TAKOTrO sKcTpemMyma. Peub ujer 06bIYHO 06 OTBHICKAHWMW pelle-
HUSI yPaBHEHHUS

Au=f (1)

JJISl CHMMETPHUYECKOrO MOJ0XKUTeNLHOro [(Au, u)>>0] uan 1noJoxuTebHOr0
onpenenentoro: (Au,u) > c(u,u) oneparopa A. 3ajaya sTa pewaercs npu
MOMOUIM OThICKaHUsI MUHMMYyMa (QYHKIMOHAJA:

F(u)=(Au,u) = (u, f)—(f, u)
pMMEPHO B TOM € MJaHe KaK M NPX HENOCPeACTBEHHOM H3YyUCHHH (1.
Mbl He 6ynemM roBopuTb 06 9TOM Gosee A€TANbHO.

2. BuisicusiioTcst 6osee ray6oKO CBOUCTBA (QyHKUMHE, NMpUHAI/IEKAULMX
pasHbiM (YHKIMOHAIBHLIM MPOCTPAHCTBAM, BO3HHKAIOLIMM B BapHALMOHHBIX
3ajavax.

B 4aCTHOCTM M3y4€HO KaKWe 3HA4eHHs STH QYHKUMH MOTYT U JOJKHBI
NpUHMMATh Ha CPAHMUAX 06JACTH CyulecTBOBaHus. [losicHMM BHauane 3Ty
MLICIIb Ha MPOCTOM npumepe 3azauu Jupuxie.

[lycTb ulyTCA pelleHusi ypPaBHEHHS
—Au=f
C yC/J10BUEM
ulr=9(Q; Qel. ()]
Kak u3BeCTHO aTa 3aJaya MOXET ObITh UCCJse0BdAHA H. pemeﬂa npu NMOMOIILH
MWHUMH3alUK HHTErpaJa

D(u)=f[§i:(%—i)2 —2ul]dx ©)

cpeau GyHKumii, ynosaersopsiomux (8).
MHoraa npu STOM BHayaje IOJACTAHOBKON u=V- ¢ NPUBOLIT yCJIOBHA
(8) K OJHOPOMHBIM.
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B ToM u apyrom ciayuae BCTaeT BONPOC O TOM, AOCTHUIa€TCH ¥ MUHH-
MyM (9) Ha QyHKUMAX, yAOBAETBOPSOIUX (8).

MoxeT CAyuyuTbCA: WM, YTO HU I/ OJHOH (YyHKUMM, YIOBJIETBO-
psiollell 9TOMY YCJOBHIO, MHTErpas D He NPUHMMAeT KOHEYHOTrO 3HAaYeHHs;
MM JKe ellle, YTO HHXKHSASI IPaHb MHTerpasa D He JOCTUraeTcst U MocCjeno-
BaTeJbHOCTb Uy TAKHX, UTO

lim D (ug)=inf D (u)

k9>
HEe MMeeT NpeJeJbHOr0 9JEMEHTA U, KOTOPbIil yAOBJAETBOPSA Obl MOCTaB-
JIEHHBIM YCJIOBHUSIM.

OTO MOXET CJYYMTBCS, €CJM 3aMblKaHHe B COOTBETCTBYIOIEeH MeT-
puke, ompexnessieMoit uHrerpajom D, mHoxecTBa (yHKUuil, yIOBJIETBO-
paowux (8) cOAEPHHUT (PYHKUMH 3TUM YC/IOBHSAM He Y OBJIETBOPSIOUIKE.

B uyacTHOCTH, 3aMblKaHMe B 3TOIl MeTpPUKE MHOXECTBA (PUHUTHBIX
OGyuxumit (GyHkuuit paBubIX HYMO B NPUTPaHMYHON MOJOCE) BOBCE He GymeT
¥MMeTb B [peJeJie PaBHbIMM HYJI 3HAYEHUs Ha CpaHule [NPOMU3BOIHBIX
M060ro nopsuxa.

OTBeT Ha BONPOC O TOM, KaK BeAeT ce6si B CaAMOM JeJe Ha IPaHMIe
npejpeabHast B METPUKe uHTerpata Jlupuxjae ¢GyHKIuS AJs 10C/TI€10BATE b
HOCTH (DYHKUMHA PUHMTHBIX, JAETCS IPH NOMOIUHM, TAK HA3bIBA€MBIX ,TE€OPeM
BJIOXEHHS“ (PYHKIHMOHAAbHBIX MPOCTPAHCTB.

M3 Hux e BbITEKaeT HOBOE MOHMMaHMe rPaHMYHBIX ycaoBuil. Caenyer
OTMETHTb, YTO, KaK 3TO OyJAeT BUAHO M3 HaJbHEHRIero, npuBOAMMbIE HUKE
TEOPEMbl WIPAIOT BECbMa BAXHYI POJb M B METOHAX, OTJIMYHBIX OT BapH-
AlMOHHBIX.

Ha3osem npoctpancrBom W,(,/) (p>1, [ >0 nenoe) npocTpaHcTBO PyHK-
nuil ¢, 3ajaHHbIX B 061acTW Q n-MEPHOro 9BKJAMAOBA NPOCTPaHCTBA R,
3BE3/IHOU OTHOCHTEJbHO HEKOTOPOro wapa, ¢ rpanuieil I' v ¢ Hopmoii onpe-
aensiemMoii, Hanpumep, Gopmyaoii:

el = [ielra0s [| 3 @or [Fao (10)

(0o6o3nauenust Npu3BOAHBIX D* ¢ B3siThl Mo Garding’y).
I
[TpocTpancTso W},) He OyleT MOJNHLIM, €CJH NPOU3BOLHBIE MOHUMATh
B KJACCHYECKOM CMbIC/]E. Ero MOXHO CJIenathb MOJHBIM, PAaCCMOTPEB, TaK
HasbIBaeMble, 0GO0ILEHHbBIE NPOU3BOIHBIE, UK CIAGBIE MPOU3BOIHDIE ¢ yHk-
uuu VYo, YAOBJETBOPAIOIIHE YCJIOBUSM:

f(<puaw+(—1)'“iwq:a)d9=0 (11)

C MO6bIMU (QUHUTHBIMH @.
[Tonoxum
D% = Vo (12)
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Takyio D%¢ Mbl Gy1eM Ha3bBaTh 0G0GILEHHON npou3BOJHON. MOXKHO J10Ka-
3aTh, YTG BBE/LEHHbIA OnMepaTop 0606LIEHHOR MpPou3BOAHOM AJfA (YHKIMH
13 W(,? SBJSIeTCS CUJIBHBIM 3aMbIKaHMeM onepaTopa 06bluHOro nuddepen-
LMpPOBaHUsi B MPOCTPaHCTBE Lp Gynkuuit cyMMUpyeMbIX C p-Oif CTeNeHbio
MOAYJSL U C HOPMOH:

109l , = [1D=¢lr 4. (13)

Jlna cyiectBoBaHust 0G0GIIEHHON MPOU3BOJLHOM, Boo61uie rosops, He
Tpe6yercsi HempepbIBHOCTH (yHKIWM, TaK KaK ee 3HAYeHHs Ha MHOXECTBC
TOueK Mepbl HY/Ib MOTYT He NpMHMMAThCs BO BHumanue. (Hopma W na-
Baemast popmy.ioii (10), KaK MOXKHO JIerKO YCTAaHOBHThH, MOXET OBITH B pALC
clyyaeB 3aMeHeHa APYTWMM, WHOrJAa, Gosee yIOGHbIMM SKBHUBAJIEHTHBIMK
HOPMAMH, HO HAa STOM MBI OCTaHABIMBATHCA He Gynem).

Onpenenenne W mano rakum o6pasom aas ueasx L Jlas [ 1pOGHBIX
cyuiectByetr uHTepecoe o6o6menue C. M. HuKOIbCKOro v ero y4eHnKoB:
Mbl AJsl MPOCTOTHI OrPaHMYMMCS 3]€Ch LeJbIMHU .

YxaxeMm yeTbipe TeopeMbl: TeopeMbl BJIOXKEHHS:

Teopema I. Besikunit asnemeHT ¢(Q)e€ W(,? npu Ip>n ectb GyHKHMs
TOUKH Q, HENpepbIBHAs BIIOTH [0 TFPAHHMIbI (MM MOKET ObITh CIeJaHd
HeNpepoHIBHOM, ec/ly M3MEHNTb ee 3Ha4eHHWe Ha HEKOTOPOM MHOXECTBE TOYEK
Mepbl HyJb). CnpaBenuBO HepaBeHCTBO

el <KII<PHWL:) (14)

rage K Hekoropas nocrosiidast. Jloka3atenbCTBO 3TOfl TeOpeMbl MbI, MO
MOHSITHBIM MpUYHHAM, He OyleM NPUBOAUTH B KPAaTKOM HIOKJane.

Ha30BeM 0nepaTopOM BJIOKEHUS ONepaTop, KOTOPbIX NPUBOJAUT Kax 10
GyHKIUK @ K3 W a1y xe GyHKUMIO @ paccMaTpUBAaEMYIO KaK SJeMeH:
6osiee mWMPOKOro npoctpanctBa C. DTO HE TOXJIECTBEHHbIH omepatop, nbo
on neiicreyer u3 WY's C. Hepasenctso (14) roBopuT o TOM, uTO omepa-
TOD BJIOXEHHUS COXPaHSeT TOIOJOrHIO.

M3 cXoauMOCTH 9y B W‘,? crenyer u cxoaumoctb B C.

Teopema II. OnepaTop BI0XKEHHUA U3 W‘,,” B C npu Ip >>n SIBAsI€TCS BIIOJIHC
HeNnpepbIBHbIM, T. €. NPHUBOLUT B COOTBETCTBME BCAKOMY OrPAHUUEHHOMY
B W' muoxecTBy, MHOXecTBO KoMnakTHOe B C. ClipaBe/InBO HEPAaBEHCTBO

lo(P+AP)—¢(P)] <Kllely,on(ar) (15)
rae n(AP) crpemutcss K Hymo npu |AP|-0.

Teopema IlI. Beskuil aneMenT ¢ npocTpasHCcTBa WY npu Ip >n nmeer
ompejeseHHbI CMBICH Ha JIO6OM IOCTATOYHO IJaJKOM (HanpuMep, aHalnuTH-
YecKOM) MHOroo6pasuu X pa3MepHOCTH S, T'Ae

n-lp<<ls<n (16)
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h SBJISIETCA TAM 3JEMEHTOM TMNMPOCTPAHCTBA Lq, rae:

LN (17)

HHnaue roBopsi, 9TO 3HA4YWT, YTO W3MEHWB, €CJIH [OHAAODHTCS pa3 Ha-
BCerja 3Hauy€HHUs ¢ Ha MHOXKECTBE TOUYEK Mepbl HyJ/b, Mbl MOXEM ee mpe-
BPAaTHTh B TaKylo, IJIs1 KOTOPOH He CylecTByeT 0co6eHHoCTell ¢ HOCUTens MU
pa3MepHOCTH BblIE 11— Ip.

CnpaBex/IMBO HepaBeHCTBO

lell, o SKllel o (18)
-q Wp

()
Teopema siBIsieTCst CojepiKaTeNLHON U 1711 MHOro06pa3ust pa3MepHOCTH
n, TAe OHAa YTBEPXKIAeT CYMMUPYEMOCTb ¢ C 60Jee BBICOKOH CTENeHbIO He-
Heau p.
[TIpumMensiss TeopeMy K NPOW3BOLHHBLIM OT @ MOPSAAKA I HUXKE [, TONYIHM
UX MPUHALJENKHOCTh K L, (Z), rae
S0, (19)
q p
M3 (18) caemyer, uToO omepaTop BJOMXKEHUSI COXPAHSET TOIMOJOTHIO:
CXOAMMOCTh B W) Brewer 3a coGoii cxoaumoctb B L, [T0/M€3HO 3aMeTHTS,
4To ecau ¢* < q, T0 Lge C L, npuuem BJOXKEHHE TaKXKe COXPaHaeT TOMO-
JIOTHIO.
Takum o6pasom, Teopema Il ycranaBnuBaeT BJIOXKEHUE W”,) HE TOJbLKO
B L,(Z), HO u B Lge (2) ansa Bcakoro ¢* <gq
Teopema IV (Konpapawosa):
Onepatop Broxenust W) B Ly ecth onepatop Broase HenpepbIBHbIH,
T. €. NepeBOAMT JI060e OrpaHMYEHHOE MHOXeCTBO B KomnaxkrtHoe. CnpaBen-
JIUBO HEDPABEHCTBO

¢ (P+AP)=¢(P)[[Lge <KI|<PIIW£I) n(AP) (20)

rae n(AP)—0 npu (AP)—0.
(Kak wemaso ycTanoBun B.M. Ba6uu, oneparop Broxenus us W B L,
He SIBJsIeTCS BIOJIHE HENPEepbIBHbIM).

B npumeHeHuM K BapuHallMOHHBIM 3alayaM U3 TEOPEM BJIOXKEHMS BbITE-
KaeT psil CJaeICTBHIA.

¥Yxe Ha npumepe 3amaud J[upuxJe BHIHO, 4TO JJs BCako# QyHKIMH,
umerone xoneunslit maTerpan [lupuxie, T. e. npuHaaaexaulei WP, nme-
IOT CMbBIC/I ee 3HayeHHs Ha JI6bIX MHOroo6pa3usXx u3MepeHus §, TrIe
n-2<s<gn, T. e. Ha MHOroo6pasusax pasmepHocreit n u n- 1.
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Takum 06pa3om, NOCTAaHOBKA KpaeBoil 3ajgauu Jlupuxse oxasbiBaeTca
UMeIol[eil CMBICK W, K TOMY e, MMeIOUlM# CMbICA BCerxa AJst BCeX pelue-
auit u3 WP, Stu 3HaueHus, 0IHAaKO, MOTYT He ObITh HeNpepbIBHLIMHU
GYHKUMSIMM TOYKM DTOTO MHOro06pasusi.

Teopembl Il u IV yCTaHABAMBAIOT M XapaKTep CTpPeMJeHWs QYHKIHH
K CBOMM TpaHMYHbIM 3HAaueHusAM. Takoe cTpemJeHue, KaK OKa3biBaerca,
crnpaBenauBo B merpuxe L,*

n—1 n
:}:< ; —— = ———‘1
q q q 9
T. e. NpH
2(n—-1
q*<(—)’
n—2

ecJIM pacCMaTpUBaTh 3HaU€HHsl, IPHHMMaeMble GyHKIMeil Ha 6JM3KUX MOBEpPX-
HOCTSIX, KaK oJeMmeHTbl Toro e L,*. [lonnass nenpepnhiBHOCTb ONeparopa
BJIOXKEHMSI YCTAHABAWBAeT M TOT (DAKT, YTO B 3aMbIKAHMM MHOXeCTBa ¢u-
HUTHHIX QYHKIMH ¢ OXHOPOJHbIE KPaeBble 3HAUEHHMS ISt TeX NPOU3BOIHDBIX,
KOTOpbI€ yuyacTBYIOT B 3ajaye, B CaAMOM JeJie COXPAHSIOTCA NpPH Mpereb-
HoM mepexone. OCTaHOBUMCS €lle€ Ha OJHOM CJEACTBUH:

BapuaunoHHyI0 3ajady, a CJAeA0BaTeJbHO M ypPaBHeHME B YACTHLIX
NPOM3BOAHBIX, MOXHO pPacCMaTpuBaTh B 00/ACTsAX, rpaHdlla KOTOPbIX He
eaMKoM n—1 MepHa, a COLEPKHMT KYCKH APYTHX M3MepeHuil.

[ycts I' cocToUT U3 Iy ooy Tn—xseees T

Msyuast ¢yukunonan F(u) cOOTBETCTBYOULMil HEJMHEiHbIM 3ajayam
MAM 3aJlayaM C YPaBHEHWSMM BbICLIErO MOPSAJAKA, Mbl MOAYAC MOXKEM U3
cyutecTBoBaHus (yHkuMoHana F(u) 3aKJA0UMTH O €ro MNpHHa/IeXHOCTH
IPOCTPAHCTBAM W‘,’,’ TaKuMm, 4TO n—Ip < n—2 ¥ OLEHUTb HOPMY U B Ta-
kom W,

B arux cayuasx, Hanpumep, (QYHKLMIO peanusylouyio SKCTPEMyM
MOXXHO MOTYMHUTH eule YyCJAOBuSIM Ha [, _, UTAH.

a

u| = Py pwens 1| = Qg =gy DFU | =
ru— 2 n—s Tn—1 b=4

3aaBasi, Boo6lle TOBOPS, HECKOJBKO MPOM3BOAHBIX OT U HA MHOro06pasusix
HM3IWHKX pa3dmepHocTeil. Takue ycn0BHs COXPaHAIOTCS NPU Mpeae/bHOM nepe-
X0Jie OT MMHUMHM3MPYIOWEH 110C/1e/0BaTebHOCTH K MPeACIbHEIM ) YHKIHUsAM.
Mx cyulecTBOBaHMe W KOMIAKTHOCTH COOTBETCTBYIOUIMX MPOM3BOAHBIX
obecrneyuBaeTcsi TeopemMaMu BiOxeHUs. [IpemensHas QyHkuus A TaKoi
MUHUMHU3HMPYIOLIEH MOC/IeA0BaTeNbHOCTH, B caMOM jene, 6yAeT MpuHAMATh
3TU MpenedbHbIe 3HAYEHUS.

Tak, B 6urapmMoHnyeckoM ypasHeHun A2u=0 npu n=3 MOXHO 3axaTb
npejesnbHble 3HaueHusl Hem3BecTHOH (QyHKuMi u HA ABYMEpHbIX, OXHOMEp-
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HbIX M HYy/IbMEDHBbIX YacCTX rpPaHHLbl, a CPafMEHT U — Ha JBYMEPHbIX
4acTsX.

HanoMHuMm, 4yTO, Hanpumep MNpPH HAXOXKAEHWHU DeELICHUS ypPaBHEHUS
Jlansaca, XOTS Mbl U MOrJM Obl MOCTaBUTHb T€ Y€ YCJAOBUSI HAa MUHUMU3H-
pYIOILYIO MOCJEeL0BaTeNbHOCTD, B NpeaenbHol QYyHKIMHU BCe YCIOBHSA, JH-
IUHKE MO CPAaBHEHMIO C OOBIYHON 3ajzauell [lupuxse, npomanyr.

Takum 06pa3om, pasBuThIe METO/bl MO3BOJSIOT YCTaHOBHUTb, YTO IO-
Jy4yeHHble NPU PelIeHUH BAaPUALMOHHON 3afauu (YHKUMK HE TOJNBKO AAIOT
BKCTPEMYM WHTErpasa, HO U aKTHUECKH yHOBJIeTBOPsOT AuddepeHunans-
HOMY ypaBHeHMIO Jiinepa. AHAaJOrMYHBIM CNOCOGOM yJIaeTcsi yCTaHOBHUTD M
eIMHCTBEHHOCTb pelleHUs] ypaBHeHus: Dilmepa npu paccMaTpHBaeMbIX Kpa-
eBhIX YCJIOBHSIX.

C oroil neabl0 NOKa3bIBAeTCSH, Y4TO BCsKass (QYHKUMS 1, yAOBIETBO-
psiomas (pakTHYECKH BCEM MOCTABJEHHbIM KPaeBbIM YCJIOBUAM C HYJeBOR
npaBoif yacThiO, CAYXKHUT CJAAOBIM MpemesoM MJst JOMYCTHMBIX Bapuanui
M, 3HAUMT, IJ51 HEe BEPHO OObIYHOE HHTEerpasbHOE TOXAECTBO A/ Bapu-
anuid. Tlpu 3ToM GyHKIMS u+rn OKa3bIBaeTCsi NpUHAmJexalled K Kiaaccy
A0onycTUMbIX (PyHkuuit. M3 eIMHCTBEHHOCTH MHHMMyMa NPU 3TOM BhITEKaeT
€IMHCTBEHHOCTL PEUIeHHs COOTBETCTBYIOUHX ypaBHEHHH.

Heckonbko OT/IMYHO BapualMOHHOE PAaCCMOTPEHHE 3ajJay, CBSI3aHHBIX
co cBOOOJHOM Bapuauuel, K YuCJAy KOTOPbIX OTHOCATCS, Hanpumep, 3a1a4yu
Heiimana n Tperbs KpaeBas 3ajauya IJs ypaBHeHusi Jlansaca, T. e. 3amada
HAXOXJEHUSI PELIeHUs] YpPaBHEHHUS

Au=f
PU yCJIOBHUSX:

4-nu=g. ()
a/z
IdTa 3a1a4a NPUBOUTCS, KAK H3BECTHO, K 33/1aue O MHHUMYMe HHTerpaa

J‘E<~——) dQ+2 Jnu? dl'=F (u)

B KJacce npomuonbﬂmx byHkuuit (CBOﬁOllHZlH BapuaLmsl).

3xech Aa8 (PYHKIUM MOXKHO TOBOPHUTH HE O CHJLHOM, a JWIUL O CJa-
60M ynOBAETBOPEeHUH ycaoBusim (*). HccaenoBaHus TOro, KOrma us Takoro
»O000IIEHHOT0“ y10BICTBOPEHHs (¥) caeLyeT CPaBeIIHBOCTL 3THX yCJAOBHI
B CHUJBHOM CMbIC/I€ SIBISETC AONOJHUTEJIbHbIM BOIPOCOM, KOTOPOrO Mb
3JleCb KacaThCsi He Oynem.

Kak Mb1 yBuaumM HUXKE, TAKOrO Ke pojJa Pa3HHlUa B XapakTepe BbINOJ-
HEHHsl TPAaHUYHBIX YCJOBHil BO3HMKAeT W B psifie APYrUX (yHKUMOHANBHBIX
MeTOH0B. '

Bre nawero 0630pa ocTanquCh BONPOCHI TEOPUM HEJMHEHHbIX Bapua-
UMOHHBIX 3334 U COOTBETCTBYIOUUX 3aJay O COOCTBEHHbIX (QYHKIUAX.
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§2 Hcnonb3oBaHHe npejesibHOTO mepexoja
B ()yHKLMOHA/IbLHOM NMPOCTPAHCTBE
CxeMy pacCMOTPeHMH YKa3aHHOrO BuJa MpOlie BCEro MOSICHUTb HA
TEOPUM ypaBHEHMIl B YAaCTHBIX MPOU3BOIHBIX TMIE€PGOJIMUECKOro TUIa. Omna
OJMHAKOBA W [OJsd 3ajauyu Komwu u JJs1 CMEIIaHHBbIX 3ajad. nyCTb HaM
JaHO, HANpUMEpP, ypaBHEHHUE

Lu=f (23)
C HAYa/ibHbIMU YCJIOBHSIMHU:

{ ou
u }
ot
¥ NycTh MJIOCKOCTh {=0, HECyIlas Haya/bHble JaHHBIE, ABJSETCA MPOCTPAH-

CTBEHHOM.

Bynem paccmMaTpuBaTh HayaJbHbie JNaHHblEe, KdK 9JIEMEHT HEKOTOPOro
TOMOJIOTHYECKOr0 MPOCTPAHCTBA, HaNpumep:

1)
{ug, uy} G{W(z X Lo}
npl/l NOMOLLH, TAK HA3bIBA€MBIX 9Hepl‘eTquCKl/lx HepaBeHCTB MOXKHO yCTa'

HOBHTb, YTO MPH HEKOTOPOM OrpPaHHYEHHWU HA KO3(DDUUMEHTH A NI0OBIX

JIBa pa3a HenpepbiBHO nuddepenHuupyembix @ynknuil v cnpaBeiIHBHIX
OLIeHKH

= {ug, u,}

t=20

[P R o] l £
=T w® @m0t 1= 7 L@(m,n)
(26)
: 5
|2 2
v I +f Lv| dt
[” =0 wil) @onm coll L@ T @ ]
0
rae ||...|| w ), n 0603HauaeT HOpMy B 06JacTH 2 n- MEPHOil NAOCKOCTH
2 ’

t=const u Q(t, - nepemMenHass 064acTh CedeHusl HEKOTOPOro o6’ema 9TOM
MJI0CKOCTBIO.

O6’em j0/KeH ObITh BbiOpaH yObIBaOMMM OBICTpEE, 4eM CO CKOpO-
CTBIO BOJIH.

[lycTh ewe Ham yaanoCh yCTaHOBUTb KaKMM-HHUOYIb crnocobom pas-
pewnMocTh 3asaun KOmu npu NOCTATOYHO IMIaJAKHX YCJAOBHSX

{uf™, ™) (27)

06pa3yiolux B Wb )(n) X L4 (n) NJI0THOE MHOXE@CTBO M JOCTATOYHO [VIAAKHX F.
outm

13 nepaBeHcTBa (26) J€rko 3akjlOUMThL, 4YTO HOpPMaA “u(’"’(t), ¥0t—]‘

pemieHusi 3ajgaud B TOfl ke MeTpuKe OyAeT CKOJb YrOJIHO Mana MpH
manoit nopme uy”, u{™ n F.

9TO NM03BOJISET YCTAHOBUTH, YTO MOC/IEL0BATENBHOCTD QyHKIMI Gyaer
(yHAaMeHTATBbHON NOCAELOBATENLHOCTHIO TNpH JIOOBIX -t U Gyaer mnpu
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k +o0, B CHJy MOJHOTBI NPOCTPAHCTB WiY u L,, pagHOMepHO CXONHTBCH K
HEKOTOPON HenpepbIBHO 3aBucsilleidl OT [ TPAEKTOPDUU B MPOCTPAHCTBE
(WS (n) X L, (n)}. OTa TpaeKTOpus M pacCMaTPUBAETCSl KaK O0GOGIIEHHOe
peiuenve 3agauyd. TakuM 06pa3oM, cxema pelleHust 3ajauv Takosa: Mero-
JaMJd  aHaJM3a J0KAa3blBaeTCsl CYIIeCTBOBAHWE pELIEHHs IJIS HEKOTOPOTro
MII0KECTBA HauaJbHBIX yCaA0BuUil MI0THOrO B npoctpancTBe banaxa E. Jlomoa-
HUTEIbHO YCTAHABAMBACTCS HENPEPHIBHAS 3aBUCUMOCTh peLI€HHst OT Hada/b-
HBIX W KpaeBbIX ycaoBuil. [Ipn 9TOM M3 NMOJHOTBI PAacCMaTPUBAEMbIX MPO-
CTPAHCTB BBITEKAET HEOOXOAWMOCTbL CYIIECTBOBAHMS PEIUE€HUA MPH JMOOBIX
ycaoBusix u3 E.
Paccyxaenust mogoGHOr0 XapakTepa MOTYT ObITh NepeHeCeHbl W Ha
ypaBHEHHUs HeJuHelHble.
Paccmorpum, Hanpumep, 3agauy Kowwu aas KBa3uauHeHHOro ypaBHe-
HUSI B YACTHBIX NMPOU3BOAHBIX BHAA:
2 2
P854y @ du) FL__p (u, @) (28)
Oxo iy 0xy! 0x,0x, 00Xy
(K TakOMy BMAY MOXHO NPUBECTH Ji060€ HenuHeilHOe ypaBHEHWE [pH
nomoun auddepennuponanus). [Tycrs

3
"ot

[TonctaBuMm B KO3 @GHIMEHTH ITOTO ypaBHEHHUs U CBOGOAHBIN uieH F BMe-

={Pp P1}- (29)

=0

ou av
CTO U U e HEKOTOPYI0 3aJaHHYI QYHKIHUIO V M o Torma 3amaya npe-
Xk Xk

BPATUTCsI B JHHEHHYIO.
O603nauum uyepe3 A;; (x), /' (x) pesyabTaT TaKOi MOACTAHOBKH.
TeopeMbl BIOXEHUST MO3BOJAIOT OLEHUTh HOPMY (QYHKUMH U B MPO-
crpanctBax WY L_1 k-l / w
paHCT p )y FAE -;=~2 i yepes HOpMYy B mpoctpanctee W,"7 .
B cuny sTOro okaspiBaeTcsi BO3MOXHbIM MOCTPOUTH KJACC CJOXKHBIX
v
GyHKIMI MHOTMX NepeMeHHbIX <1>(x, v, F )HHBapHaHTHbIX N0 OTHOLIEHHUIO
, X;
K MOJCTaHOBKAaM BMeCTO v ¢ yHKIMii TOTO e Kaacca. Takum K1accom siBAaseTCst
KJacc GyHKOMHA, HENPepbIBHO 3aBUCALLMX OT V C IOCTATOYHLIM KOJHYECTBOM

. n
NPOM3BOAHBIX a MO X NPUHALJIEKAIULHMT Wz"), roe k= [_5} +2.

B sToM kn1acce HOPMbI ¢ OLEHMBAKIOTCA Yepe3 HOPMbI v. [Ipumensist aTu
co26paxKeHnsi Mbl MOJydYaeM CEepHIO OLeHOK Koaduiruentos A, u F:

HAIJH <|¢(flvf‘wm)|
2

B Pa3HbIX HOPMax uyepe3 HOPMbI V.

w()
p
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C npyro#f CTOPOHH, OGHIYHASI TEXHMKA 3HEPreTHYeCKUX HEePaBEHCTB B
COYETaHMM C TEOPEMAMH BJOKEHHUS JaeT BO3MOXHOCTH OLEHMTb HOPMbI
pelenus JuHefAHOro ypaBHeHus: yepes Koo duumnentsl. [lonydaem cucremy
HepaBeHCTB '

I
)
t="|| L2

[TonyueHHble ABE CHCTEMbl HEPABEHCTB MpPW MOMOIM, Hanpumep, METOAA
3ana3/ibIBAIOIIEr0 apryMeHTa, T. €. COOTHOLUEeHHWH

v(x, f)=u(x,t—n)

uau metona llaynepa-Jlepas, o KoTopom GyaeT peyb WATH HUXKE, O3BONAIOT
YCTAHOBUTb CYIECTBOBAHHE M €IMHCTBEHHOCTb peuleHuil ypasxenus (28) B

/ _ ‘ _lou
IIU“W;“ <\1’(| Aijl W’(”)’ Hull:()”wél)) ngf—

. n
TeX e YCJAOBUsIX (CyLlecTBOBaHWe MPOM3BOAHBIX MO MOPsAKa [E]+3 oT

HaYaJbHBIX JAHHBIX), 4TO M [Jsi yYPaBHeHu#l JnuHeiinbix. (Pasymeercs, peub
MIET O PELleHusiXx B MajioM).

§3 Tononoru4yecKHe MeTO[bl, OCHOBaHHbIe Ha TeOMETPHYECKHX
cBoMicTBax B 1[eJIoM 06’eKTOB (PYHKIIHOMAJIbHBIX NPOCTPAHCTB.

BapuauuoHHblii METOA MOCJYXKHUJA OTMPABHBIM MYHKTOM B BBIPaGOTKE
TOYKM 3PEHHs, NPU KOTOPOH JeBasi uacThb Au(¢depeHunasbHOro ypaBHeHUs!
paccMaTpMBAEeTCsl KaK ONeparop, CTaBflluii B COOTBETCTBAE (QYHKIMH u—
3/JIEMEHTy HEeKOTOPOro MpoCTpaHcTBa, Qyxkuuio Au=f sJeMeHT APYroro
(B0O611IE TOBOPsI, OTIMYHOrO OT MEPBOro) NPOCTPAHCTBA.

Bckope BBISICHMJIOCH, YTO LEJbI PsiJl 3ajay NMPUBOJAMT K MCC/IE0Ba-
HMIO yPaBHeHHsl, KOTOpOe, Gylyuu 3aMMCcaHO B OnepaTopHo#t ¢dopme, ume-
€T BUL:

ANAf=f. (30)
B aTOM Cayuae eCTeCTBEHHO pacCMaTpWBaTh ONepaTop Kak onpepeasiouni
oTo6paxieHue HEKOTOpPOoro mpocrpancrtsa K B ceds. Bompoc o paspeiuu-
mocti (30) CBOAMTCS K BONPOCY CYIIECTBOBAHMSI HEMOABHKHOI TOYKH CO-
oTBeTCTBYyOILEro oTo6paxenus. Korga A — snuneilnbiit oneparop, uayuenue
cBoiictB (30) B 3aBMCMMOCTM OT A SIBJSETCS NPEAMETOM KJACCHYeCKOi
CIeKTpPanbHOU TEOPWH, Ha YeM Mbl He Gyjaem ocTaHaBiuBaThcs. Hac uure-
pecyer cayyad A=1.

Ype3BblyaiiHO 06Ul KpuTepuil paspeminMOCTH ypPaBHEHHsI

Ap=¢ B G2Y
JaeT T. H. NPUHIMI CXKATbIX 0TOGpaXKEeHHIi:
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Ecan A peiicrByer B mape T MOJHOrO METPHYECKOrO MPOCTPAHCTBA,
npeo6pasys 3TOT wap B cebs, npuyem

A —Ap, || <allei—9.ll, 0L,
TO ypaBHenue (31) uMMEeT eQWHCTBEHHOE pelleHHe.
O611en3BecTHOe  J0K43aTeJbCTBO 3TOTO YTBEPXKJAEHHS HE Mpenrno-

naraeT JUHERHOCTM HU Y A, HH y MCXOAHOro npoctpanctsa K. Cam npuH-
LMN CJAYXMT OOIleil OCHOBO MeToJa MOCJeL0BATENbHBIX NPUO/IMKeHHH.

PoacTBeHHbI|, HO BO MHOTHX OTHOWIEeHMst OoJsee Oorarblif KpuTepuid
paspewnmocti (30) CBsi3aH C KOMOMHATOPHOU (Mbl Ha3biBaeM ee TaK B
OTJMYME OT YHUCTO METPUUECKOil) Tonosorueil OCHOBHOro npocrtpanctBa K,
npeanosaraeéMoro B 3TOM caydae OGaHaXOBBIM.

Hanomuum nexoropsie onpenenenus. Ecau B eaunuunom wape T KO-
HEYHO-MEPHOTO 9BKJMI0BA NMPOCTPAHCTBA JeiicTByer onepatop A, TO Ha
T MOXHO PaccMOTPeTh BEKTOPHOE MoJje: Kaxnoih Touke x€ T conocrapuis-
etcst BeKTOp (Touka) Ax. Crenenb OTOOpPaXKeHHs

Pix:= :

[l Ax]|
rpaHunbl wapa S Ha ce6sl HA3bIBAETCA BPAlUEHWEM BEKTOPHOrO MOJsl Ha
S. Ecau mose Ha S He COLEPXKMUT RYJNEBbIX BEKTOPOB M BpalleHHE €ero
%0, To nose BHyTpu T MMeeT HENOJBHXKHbIE TOUKH. [[Jsi POM3BOJILHOTO
HeMpephIBHOrO 0TOOPaXKeHUs] B 6aHAXOBOM NPOCTPAHCTBE MOHATHE CTENEHH
oro6pakeHusi MokKa He onpeneneHo. Ho mast otrobpaxkenus Buaa E—A,
rie A — BIOJIHE HeNpepbIBHbI, E — eJuHHuYHbIA OnepaTopbl U COOTBETCT-
ByIOI[Er0 BEKTOPHOTO MOJIS MOXHO ONpeneNuTb MOHATHE BpPALIEHMsT 3a
cyer anmpoxkcumanuu A W o6pa3a rpaHunbl AS KOHEUHOMEpPHBIMH 06’
€KTaMM.

1o no3soasieT cPopmyaupoBath T. H. npunuun Jlepsa — lllayznepa:

Ecan A BnosiHe HempepbIBHBI Omnepatop, ONpeneseHHBId 3a 3aMKHY-
ToM wape T 6aHaxoBa npoctpaHcTtBa, AS C T u nose E—A He MMeEeT Ha
S HyZeBHX BEKTOPOB, TO BHyTpu T CylllecTByeT, O Kpaiineii mepe oJnHa,
HEMOJABHIKHASI TOYKA STOTO MOJSs.

CdhopmyaupoBaHHblii NPUHLMN TaKKe He NpejnojaraeT JUHEHHOCTH
oneparopa A. [lpuBenemM HeKOTOpble NpuUMEPbl €ro MCNOJb30BaHHS, OCTa- .
BUB B CTODOHE NpHUMEHEHHe, CTaBllee KJACCMYECKMMH, K HeJIuHeHHbIM
MHTErpaJbHbIM ypPaBHEHUSIM.

PaccmoTpuM ypaBHeHHe

Au=f (32)

B KoTopoM A — nuddepennuansublit onepatop, ¢ KoadduuuenTamu 3aBu-
CSILMMH OT Heu3BecTHON (GyHKuuH u. 3axaBuwiuch HEKOTOPO#H ¢yHKuMel
Vv, NOJCTAaBUB e€e BMECTO u B KO09(duuueHTbl A W peluB NOJyd4eHHOe JH-
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Helinoe ypaBHeHue A (v)u=f, MOXeM pacCMaTpUBaTh NOJNYYEHHOE pelIeHHe
KaK pesysibTaT NpUMeHeHus k v (d3nemeHty banaxosa NPOCTPAHCTBA) HEKO-
toporo oneparopa B:Bv=u. Ecan nas npeo6pasoBanust B—E cymecTsyer
HeMmoABHMXKHAsi TOuka (HysneBOil BekTop), TO obGecneyeHo CyulleCTBOBaHHE
pemenust ypasHenus (32). CyliectBOBaHHE HEMOJBHIKHOA TOYKM rapaHTH-
pOBaHO, ecand B HempepbIBeH W OTOOpPax<aeT 'HEKOTOPOe BHIIYKJIOE MHOXKE-
ctBo BaHaxoBa MpOCTPaHCTBA B €r0 KOMMAKTHYIO 4acTb. Taxum 06pasom
PoTe ucciaenoBall HEKOTOPble HeauHeiiHble napaboanyecKue ypaBHEHUS.

HameueHHble BBIILIE TOMOJOrMYECKHE METOAbl Pa3pabOTaHbl MOKa He-
AOCTATOYHO, HO [EPCMeKTHBB MX INPUMEHEHHUsI SIBASIOTCS, MOBUIAUMOMY
MHOT006€e11 a0 HMH.

§4 MeToapbl, OCHOBaHHbIE Ha CBOHCTBaxX JBOHCTBEHHbIX
(hyHKIMOHANIBHBIX NMPOCTPAHCTB

[IpuBeneM CXeMy MCIOJNb30BAHMSI METOJOB, OCHOBAHHLIX Ha byunna-
MEHTaNbHON Maee (QYHKIMOHAJLHOTO aHanu3a — Mee CONPSKEHHbIX MPOo-
CTPAHCTB W COMNPSIKEHHBIX OMNEpaTopoB.

Jlnddepennnanbuplil onepaTop onpeaensercs, 0GhYHO, HA MHOKECTBE
raaakux QyHKOMid, AMEIMX AO0CTaTOYHO HENMPEepPBIBHLIX MPOM3BOAHBIX H
PaBHBIX HYJIO B HEKOTOPOM mpurpanuunom ciaoe. C QyHKUMOHANHONR TOUKH
3PeHMs 3ajlaua HAaXOXJEHWs pelueHuil ypaBHEHMit B YACTHBIX MPOU3BOLHBIX
COCTOMT B HAXOMIEHWM TAKHX Nap (QYHKUMOHANbHBIX MPOCTpaHCTB X (B
KOTOPOM pacroJioxeHa 061acTh ONpejenenus oneparopa L) u Y (B KOTO-

poM JexuT 061acTh 3HaueHuil L) ¥ TaKoro pacympenus L omeparopa L,
KOTOpoe OygerT WMeTb OrpaHWYeHHHIA OGpaTHbId ¢ 00/1aCThI0 3HAYEHHH
R[ == Y.

Huxe Mbl yKaxkem Dsifl MPUEMOB JJIsi PELIEHHs 3TOU 3ajauw, paspa-
6OTAHHBIX B JMTEPATyPe W OCHOBAHHBIX HA HECKOJBKMX MPOCTERUINX HIEAX.

B npunoxenusx OGbIBaeT yAOGHO CTPOWUTB PaclIMPEHUst OnepaTtopa L
paccMaTpuBasi €ro Kak M*, T.e. Kak CONMpSDKeHHblil K Apyromy Oreparopy
M, unu Kak npousBesenue M* Ha Kakue-1u60 Apyrue OnepaTopbl.

Kak M3BECTHO, CONMpPSKEHHbIA OnepaTrop CTPOHUTCS B CONPSKEHHOM
¢ yHKIMOHATLHOM NPOCTPAHCTBE.

[ycte L neiictByer u3 X B Y
xEX , Lx=y€Y
u onpezenen Ha mHoxectBe Q; CX. O6xactb 3Hauenuit R, CY.
ConpsikeHHbI oneparop 6yjaer onpejenen Ha MHOXECTBE QuCY*
(npuuem R« CX*) dopmynoii

(Lx,n) = (x, &) = (x, L*n). " (33)
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PaccmarpuBasi 3aflanHoe NMpocTpaHcTBO X WM Y MBI moJsy4aeM conps-
eHHoe mpocTpaHcTBO X* uanm Y* 4ucto aGCTPaKTHO.

OnHAaKO B MPHAOKEHHSX HEOGXO0AMMa KOHKDETHAs €ro peaausanws,
KOTOpasi MOXeT OGuTh, BOOOILLE TOBOPS, OCYUlECTBJIEHA CAMbIM Pa3/IMUHbLIM
o6pasom. Eciu npu 9TOM HMCXOJAMTh, HANPUMED, U3 MPEICTABJIEHHS BCIOAY
MJAOTHOTO B X MHOXeCTBa (DYHKIIMOHAJIOB B BMJE MHTErpaza

(v,u)=[vudQ, (34)
_TO MOJYUYUTCST KJAACCHYECKOE OMpejeseHue COMPSIKEHHbIX ONepaTopoB.
[Ipy apyrux onpeieneHusx pe3yJabTaT MOXET OKa3aTbCs APYTrHM.

o
. 1 I
[TosicHuM cKa3anHOoe Ha mpumepe mpoctpanctsa WY dynkumit us W
paBHBIX HYJIO Ha rpaHuue I’ o6mactu Q.

[To onpeneneHuio HOpMOR 6yneT B 3TOM NPOCTPAHCTBE
2
lull? yo={ (a—”) dQ. (35)
& b i Ox,

Kak Mbl yXe OTMedyajau, CONpSIKEHHOE MPOCTPAHCTBO, MOCTPOEHHOE
a6CcTpakTHO, BOOOLLE TrOBOPS, He OyldeT MNPOCTPAHCTBOM GYHKUMA Hiau
06061eHHMX (yHKuuil. OXHaKO BO3MOXHBI €ro M30(OpMHbIE peanu3anuu
pu MMOMOLLM Pa3JUYHBIX NPHEMOB.

PaccMoTpuM B KayecTBe nNprMepa JIBa M3 HHUX:
[1pumep nepBblid:
PaccmanuBamTca BCE€BO3MOXHbIE€ HHTErpaabl BHAA

* v}zfgﬂﬂ;m (36)

i ax,' OXi
Q

o
riae v — HenpepsisHo nuddepennupyemas yukums. dynkuuonaram 8 WY
6yAyT OTBeYaTh TaKue CKaJfpHble NPOM3BeAeHUs. MbI momydyaem ruabGep-

]
T0oBO mpocTpaHcTBO K,. O6mumit Bua nuneiinoro QyHxuuoHana B WY 6y-

xer (36), rae ve W4
[1puem BTOpOH:
PaccMaTpuBalOTCsl HHTErpasibl
(u, v):(_i’ude (37)

¢ raaakuMi Qyskiusmu v. JIlo6bIM TakumM ¥ GYAYT COOTBETCTBOBAThH (yHK-

LHOHanb. 3aMbikas xaiee B MeTpHKe compsikenHoi k WY oTo mHoro-
06pasue QYHKIHA, Mbl IPUIEM K MI€ATbHHBIM SJEMEHTaM, MPHHALIEKAILIAM
K HEKOTOPOMY KJacCy 0606uiennbix dynkuuit. HasoBem 5TO mpocTpaHcTBO
WY, wanpumep, npu nepsom cnoco6e uzomopdHORi peaansauuy.
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dyHKIHa
1 2
[(==5) +]
h—G—oprye 0 X0
v = (38)
l 2
4[(:: +—24) +y!]
- (x+2)%+y* i =<0
6yner naBaTh TOT ke (yHKIMOHaA, 4TO 0606uieHusT yHKIUN
v2:6(x)‘ " _”21 |

np¥ BTOPOM CNOCOO€ peanusanuu.
HasoBem onepaTtop, NpUBOISUIHI B COOTBETCTBHE KAXIOMY 3/JEMEHTY
o

V M3 CJHOI peanusanuu aOCTPAKTHOTO MPOCTPAHCTBA COMPSI)KEHHOTO K W<
COOTBETCTBYIOLMIl 9/I€EMEHT M3 JPyroif ero peaausauuu, ONepaTopoM H30-
Mop(dHOil nmepepeanusauuy.

Oneparop T, mnpeBpauiaoiuii v, COOTBETCTBYOlIMee MepBoil u3 yka-
3aHHBIX BbIIE ABYX peaJu3aluii, B COOTBETCTBYIOILIHI S1eMeHT BTOPOil pe-
alu3alMu, B JAHHOM ciydae OyaeT Ha TIJaAKMX QyHKUMAX .COBOAAaTh ¢
oneparopoM Jlanmaca.

B camom jgene, aasi TaKMX (QYHKLUHHA cripaBeIIMBO COOTHOIIEHHE:

fg Z” ‘;"*dg fuvde (40)
Xi 0x;

BepHOe st JI0ObIX (bym(unﬁ u u3 W”».
WHTerpupysl M0 4acTsiM BHIPAaXKEHME CJeBa, MOJYYAM OYeBUIHO

Ju(Av,—vy)dQ=0. '
o :

OTKyJa W CAeLyeT Halle YTBEPHKICHHE.

OTCioZia MeXIy NPOYMM BbITEKAeT, YTO OmepaTop W3oMOpQHOi mepe-
peanuaauun JACT pelienve KpaeBoil 3ajauu A 'ypaBHeHusi [Tyaccona

Au=f (42)

rae f o6o6wennas QyHKIMsI OPUHALICKAIIAT wi! -

JlelicTBUTENLHO, MYCTh TPeOyeTCst HAlTH PEIIEHHs] ypaBHEHHS (42) u3
W(;, obpamaouieecst B Hy/b Ha rpanune I' o6aactu Q.

Kak mbl BMJZuMM, OTBET Ha MOCTaBJEHHBI BONPOC AAaeT ONepaTop H30-
MopdHOil mepepeanusalmy: u=T, . (43)

West uCMOMb30BaHMsI Pa3NMUHBIX peaju3aluil BBEJEHA W CUCTEMATH-
yecku passuTa Bumukom, F'opmuurom, Jluoncom, Bpayzepom u ap.

BecHHk MaTeMaTHuapa ¥ ¢usmuapa 7
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B cayusae, korna peanusanms X* u Y# yxe BbiGpaHa, Mbl mosaydaem
MOCTAHOBKY KPaeBOil 3aJaud TEOPUM YPaBHEHHil B 4ACTHBIX NMPOHU3BOIHBIX.
Kak mp1 oTMeuasnn, 4acTo npu 3TOM peuleHWe YpPaBHEHWH CBOIUTCH K OThI-
CKaHui0 o6paTHoro oneparopa anas L* Tlpn 9TOM BaKHyl0 poJb Wrpaer
Bonpoc 06 o6sacTH 3HaueHuit L*. Jlns orpanmdeHHoro L oGaacThio ompe-
NeJeHusi CONpsKeHHoro oneparopa 6ymer Bcé Y# [lycth mMHoxkecTBO VCX
ecTh npoo6pa3 Hyas B onepatope L, T. e. Lx=0 paBHocHabHO x¢ V.

Paccmorpum ewge muHoxectBo Rp.CX* Tornaa:

1) Otu MmHoxecTBa oproroHambubl. M3 x¢ V, Ec R« caenyer

(x,8)=0.

Ananoruuno, ecau V¥ C Y* ectb npoo6pa3 Hyas aas L* a R; o6aacTb
3HayeHuit onepatopa L, umeem

2) U3 y€R,, n€ V¥ caenyer

(y,0)=0.

CnpaBeaauBel euje ciaefyioule yTBEPKIEHHUS.

3) Ecan (x,§) =0 nas Bcex § € Ry» u 06aacTh onpenenenust Q « NJI0THA
B Y¥ To x € V; uHbIMUM ci0Bamu, NpooGpa3 Hysas Aast L COCTOMT W3 Tex
x u3 Q;, KOTOpbI€ OPTOrOHAa/JbHbI K 06JACTH 3HAUEHHH R s .

4) Ecan (y,n)=0 naa Bcex y € Ry, torma n € V* HHbiMM cJa0Bamu
npoo6pa3 Hyast Aast L¥ COCTOMT M3 TeX n, KOTOPhle OPTOrOHaJbHBI K 06/1aCTH
3HaueHudl R;.

Boo6uie roBopsi, o6;1acTh 3HaueHuil onepaTopa L MOXET M He COBNa-
J1aTh C MHOXXECTBOM V Tex 3/1eMeHTOB Y, KOTOpble OPTOrOHaNbHbIK V*:R, C V.
Boo6ie rosopst, 1 Rys 06sacTh 3HaueHWit L* He coBmafaeT C MHOXECTBOM
V* Bcex oproroHaabHbIXx K V 3jemeHToB: Rps C V.

Conpsixennbif onepatop L* Bcerga GblBaeT 3aMKHYTHIM M, €CIH A/
HIero ynaeTcsl yCTaHOBHUTb HEPaBEHCTBO:

[L*nll* = Clinlly*,

TO 06/acTh 3HaueHu#t L* GyleT 3aMKHYTbIM MHOXECTBOM; W60 M3 CXOXU-
MocTH L*;, Gyner cnef0BaThb CXOAMWMOCTb N .

Ecan Rpe o6namaer Tem CBOMCTBOM, YTO OPTOrOHAaJbHOE K HEMY MHO-

KecTBO Rj» u3 X NyCcTO, TO MHOXECTBO R;e Ha3biBaeTCs MoAHbIM. [Ipu
BBINOJIHEHNH 06OHX STHX yCJ0BHi, 06ecrneduBaloIMX 3aMKHYTOCTb M MOJHOTY
R e cyumecTBoBaHHe orpaHudenHoro L*—! o6GecneueHo.

OcTaHOBMMCSI HAa OJHOM Ba)XHOM crnoco6Ge pelleHHs KpaeBbIX 3anay
TEOPHHM YpaBHEHHI B yaCTHBIX NPOM3BOAHMIX. MIHOraa MOXHO AJg onepaTopa
/., 3aJaHHOTO Ha NJOTHOM MHOXecTBe ; B mMpocTpaHCTBe E paccMOTpeTh
Lu xak siaemeHT npoctpaHcTBa E¥, T. e. cuuraTh, 4TO0 R, C E*.

3To no3BOJSET H3YUUTb CKaJpHOE€ NpOU3BEAEHHE

(L u, u).
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[lpeanonoxum, 4To OHO BCErjAa MOJOXHTENbHO AJS HEPaBHBIX HYJIO u:
(Lu,u)>0 npu u==0. (44)
Tak Oyner, nanpumep, ¢ oneparopom Jlannaca Lu= —Au u6o

(——.f.\u,u)=f2<»g~i }2d9;,>0.

Ormerum, uto (44) o3nayaer, 4To npoo6Gpa3 Hyas JJas L Bcerga ecthb
Hyab. MoxHo npunare (Lu,u) 3a HOPpMy HEKOTOPOro ruiab6eproBa MNpo-
cTpaHcTBa H:

(Lu,u)=|lul®y={u,u}. (45)

CkanspHoe npou3BelieHHe B 9TOM NMPOCTPAHCTBe OYHET HMEThb BHL

{u, v}=[”;v ! 2 v}—{”; v ";”}=%[(L u, v)+ (Lv, )],

B cummerpuueckom cayuae
(Lu,v)=(Lv, 0'={u, v).
JlonycTum ewie, 94TO 3amblkaHue MHOxecTBa 2; mo Hopme H sexut B E
HCE.

Kaxnoit ¢yHkumu v€ H 0JHO3HAaYHO COMOCTABASETCS COOTHOLIEHUEM
v CE oHa xe caMa, Kak sjeMeHT nmpoctpaHcTBa E. OG603HauuM 9TOT ome-
paTop BJIOXeHus yepe3 S (ITO BJIOXKEHHe MOxeT ObTh NMPOCTO nepepea-
ausanuei).

[TocTpoum conpskeHHBIH oneparop S¥*.

[To onpexeneHyio CONMPSAXEHHOrO OmepaTopa OH 6yAeT onpejeseH Ha
E* u o6nacTh ero 3HaueHuit 6yser jexarb B H. Mbl 6ynem nMersb, nonaras

fEE",
(Sv, f)={v, $*f}. (46)

MoxHO ycTaHOBMTB, 4TO omeparop S* 6yzer npeacTaBasTbh CcoGoit
pacuiupenue o6patHoro omepatopa L—! Ha mnpocrtpaHcTBo E¥*. B camom
aene, nyctb f=Lu. Toraa

(Sv,f)=(Sv, Lu)={v,u) (47)
n3 conoctaBnenns (46), (47) u BbiTekaeT uTo L' f=S¥f umu u=S8*f{.

CBoficTBa CONpPSXKEHHBIX ONEPATOPOB IOKa3biBAOT €ro OrpaHHdeH-
HOCTh M 3aMKHYTOCTb. TeM nyrteM, KOTOPHI TOJbKO YTO M3JNOXKEH, ObLIH
MCC/IE0BaHbl, HAapAly C KJaCCHYECKHMH 3aJayaMu, elle ¥ psl HOBbIX. 3a-
cayra ero pa3paboTku npuHaniexutr Ppuiapuxcy u Buuwuky.

[Toxo6HbiM xe nyreM pemaercs 3afada © MUHMMyMe KBaJIpaTHYHOrO
¢yuknuonana (Muxaun'.

MeTox conpax¢eHHbIX ONepPaTopoOB COBMECTHO C uaeeit BaoxeHus: QyHK-
U MOHAJbHBIX NPOCTPAHCTB PaCCMOTPEHHbIN HaMM Bbllle, Pa3BUT U B CJAyYafX
Korga Lu He sBAseTCs cuMMeTpuuecKuM. [Ipu ero momomu Gblin nosaydeH
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BechbMa O6LIEr0 XapakKTepa pe3yJ/bTaT, KaCaKIUMiiCs MIMNTHYECKUX 3axay.
[lycTh onsTh METPUKA B rMIbOEPTOBOM MPOCTPAHCTBE ONpPENEeNseTCst COOT-

HOILUEHHUEM
llul* =(Lu u)=0. (48)

[IpocTpancTBo H nonaraem gexauium B E
HCL. (49)

Paccvotpum onepatop Baoxetust S us3 H B £ n nyctb ()yHKUHOHA
x Hajg vEH onpenenasiercs: GoOpMynoi

lx, vi=(Lu Sv)
rae L u snemeur E*#. Takum ob6paszom
x=S*EL 4.

[Moaarasi, 4T0 u, HEKOTOPbLI aaeMeHT H, a Su,=u Mbl NOAYyYUM JJIS

X BbIpaXceHue
x=8%LSu =Lu,

rne L=S*LS.

L — onepatop meilctBytoumuit B H co 3HaueHusimu B H.

B CHMMeTpPHUECKOM Ciyuyae onepaTop L coBnaias € TOXKIECTBEHHbIM
onepatopom. JleiicTBUTeIbHO

{Lu,v}=(LSu,Sv)={u,v)}.

Teneps, BoOGHIe rOBOPS, 3TO OYNET HE Tak.
OTMeTHM HEKOTOpble ero cBoiicta. Mmeem
{Lu,uy={S* LSu, u}=(LSu, Su)={u,u}.

Otciona caenyer, 4to o6paTHbii k L omepatop L' GyneT 0XHO3HAuHbIM
~

KU OTrpAHWYEHHBIM, U CéM L OOMYyCKaeT 3aMbIKAHHE L.
Jlns npumeHeHnit HauGosiee BaXKHBIM SIBISIETCs Cayudail, KOr1a 06macthb
sHauenuil L ecTn BCE NpPOCTPAHCTBO H. ‘
Qf =H. (60)
Ycnosue (60) Bbmo,{meuo,‘ﬂanpumcp, B CJyyae, ecau OnepaTop L orpa-
HudeH B H, u6o Torja OH MpeACTaBJE€H B BHJE.
L=l+x

rage J - TOXAECTBeHHbI omeparop, a (A — KOCOCMMMeTPHYECKHH OrpaHu-
YeHHbIi.
[TycTe Tenepb BbIno.HeHb! ycaoBus (48), (49) u (60). Toraa ypaBHeHue:

(h, Sv)={Lu, v} (62)
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MoJyyaeMoe M3 TOMXAEeCTBa
(Lu, Sv)={Lu, v}
BCErja MMeeT pelleHue:

JleiicTBuTenbHO, npeobpasyst neByl0 4acTh (62), nmomyuum:
(h, Sv)={S* h, v} ={LL—" S*h, v}
M, CJeJ0BaTe/]bHO,
u=LS%n (64)

Bynem naspiBaTh pewenue (64) 000O6IIEHHBIM peuleHHeM 3axaud.
Oneparop )
S 'Lu=h

SIBJISIETCST paciuMpenuem oneparopa L. Hasosem ero L,. Of6macTb 3HayeHuii

L,, 3anoausier Bcé E*. Onepartop L' nHenpepbised. Ecan E*—npocrpat-
"crBo Banaxa, To

lull, <cllal.

Ecan npocrpanctBo E moxeT ObIThb cyxeHo 10 E, Tak, 4ToOblI oCTa-
BaJIOCh
HCE, CE,

TO, OUEBMIHO, omepatop L, ' MoxeT ObITb pacnpocTpaHeH W Ha E %,

B o6wmeii nornueckoit cxeme, pa3BepHyTOH Hamu, BIMSIHME TPAHMYHBIX
yCa0Buit CKPBITO B yca0Buu (49), cocrosiuiemM BO BJI0XKUMOCTH [ BMecTe co
cBoeil MeTpuKOit B mpocTpaHcTBo E. YcaoBue (49) o3Hauaer, 4TO CXOAMMOCTb
B H BleYeT aBTOMATMUYECKH CXOAMMOCTb B E, a BbITEKaiollee U3 3TOro
cooTHOWEHHe E* C H roBopuT O TOM, 4TO BCE IPaHWYHbIE yCJA0BuUs, obecre-
YyuBaemble MeTpPUKO# H, coxpaHsiioTcst B E*. B 4acTHOCTH, 9TO 3HAYMT, YTO
o6palleHne B HyJ/1b Ha HEKOTOPBIX MHOr00Gpa3usix paamepHocteit n—1, n—2,
..., FapaHTHpPOBaHHOe B H B Cuay TeopeM BJOXEHHUs, COXPAHSIETCS U B
E*. Takum o06pa3om, Teopembl BJIOXKEHHs: ()YHKIMOHAJIbHBIX MPOCTPAHCTB
JAI0T HaM BO3MOXHOCTb NPOBECTH HCCJeI0BaHME MepBOif OCHOBHON KpaeBoil
3alaun IJIS1 SJJIMNTHUECKHX AU depeHanbHbIX OnepaTopos.

st BTOpOit M TpeThbeil KpaeBbIX 3aJay CUTyauusi 6y IeT aHaJOrHYHOM.

[ToMMMO HOBBIX MOZXOJOB K PELIEHUIO 33a/]ay KAACCUYECKUX B TEOPHH
BIMNTUYECKUX YDaBHEHUII (GYHKUMOHANbHBIMM METOJAAMHU MO3BOJUBLIMMH
MOJHO M IUMPOKO pa3paboTaTh TEOPHIO 3THUX 3axau, Oblav HO0GBITHI U [PUH-
uMNUanbHO HOBble QaKThl. K MX yKcay OTHOCATCS, HAaPUMEP, TEOPUS CUIBHO
dMIMNTHYECKUX CHCTEM YypaBHeHW#l Buunka, o6o6iiexHass 3ateMm Hupes-
6eprom.
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CHJBHO 3/JMNTHYECKON B TOYKE X, Ha3bIBaeTCsl CHCTEMAa BHUJAA:
Lu=Y DiAi(x)Diu=h
il ljl<m
. a'il ) . _ — U,
R e e iy+...+i,=|i|; DI=(—=1)" Di
Ox,'... 0xy"
rae A (x) matpuua nopsiika N, KoadduuneHTbl KOTOPOH yA0BJAETBOPSIOT
YCJIOBHIO:

(XAt (xo) B ... B B B, 0) >0

RAMVARS
aas mo6oro sektopa §=(L,,...,4n) =0 1 mobbix &;
Y EF0,

L1 CUABLHO SIMOTHYECKHX CHCTEM omepaTop Lu MMeeT KBajapaTuuy-
Hy10 HOPMY MOJIOKHUTENBHO ONPeJeNeHHYI0 Ha QYHKUMSX, Y AOB/IETBOPSIOMUX
OJHOPOJHBIM YCJOBHSIM Ha TDaHMIE.

[pu K1OCTaTOYHO Ma/bIX pa3mepax 06sacTu (uiu B cayyae MOCTOSIHHBIX
K03 dUUMEHTOB NPy MOGbIX pa3mMepax 00643CTH)

(L, u) > K* [[u]| wem,

Jlanee 10Ka3aTeNbCTBO CYLIECTBOBAHMS pelleHus NepBO# Kpaesoi
3afaud AJS CHJbHO SJJIMNTHYECKHX CHCTEM B CYLIECTBEHHOM He OT/IHYaeTcs
OT M3J0XEHHOro Bblme. [Ipu o6aacT¥ JMIOGLIX pa3MepoB, KaK MOKa3a/aH
Topaunr u Bpayaep, n06aBisisi MOCTOSHHBIA ONEPATOP U MOXHO yCTaHO-
BUTb, 4TO

((L+ M) uu) >l m,

B aTOM cayyae BMeCTO CYIIECTBOBaHHMS M E€IMHCTBEHHOCTH YCTaHaB-
auBaercss $pearossMoBOCTL pacCMaTPUBaeMOl 3amaud.

Bropoit pe3yabrar 3acayxuBalOLMi BHHMaHMsi — 3TO TEOpHs 3aAay
C ypaBHEHMEM, COXDAHAIOLMM CBO# THUM Julb B JMI060# BHYTpPeHHel o6aa-
ctu (He BNJAOTH A0 rpanun). IlycTh B ypaBHEHHH

2
3 ay Ul Eb,i“- yeu=f

if OX,OX § i Oox i

K03(dpuumneHTsl a; YAOBJAECTBOPSIOT YCJIOBHSIM
e &E>x 8 5 Xk Can<etx) .
ij

B o6sacTu x, > 0. Bo Bcex BHYTpPEHHHMX TOuUKax OyIeM CUMTATh ypaBHEeHHE
aanuntuueckum. Bymem euie cuurath b, >0 pas x,=0. Meronom 6apnbe-
pOB STH 3alaud paccmaTpuBaauch panee Keanpimem u OueifHuK.

[lpu uccaemoBaHMM STHUX 3ajad TeOPEMbl BJIOXKEHMS, B TOM BHUIE,
KaKk OHM OBUIM NpPHUBEJEHbI BbllllE, OKa3bIBAIOTCA HENOCTATOYHBIMH.
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Jns nopmbl H;, onpenenento#t dopmymnoi

{uu} = f( -~£u~ O +c'u’) dQ
ij

x; 0x;

yXe He Bceria MOXHO YTBepPXkJaTh, 4TO 3JeMeHTbl H; 6yAyT HUMeThb B
3aMKHYTO# 06JIaCTH HEOGXOIMMbIe MpeleabHble 3HAYEHHsI.

Bumukom maHpl COOTBETCTBYyOLIHMEe OGOOLIEHHS TEOpeM BJIOKEHHsI,
N03BOJIMBIIKE OCYIIECTBHTH N0 KOHIA Ty € YKa3aHHYIO BbIlE CXeMy, 4TO
M 1Jsg OObIYHBIX 3ajau.

OcTanoBuUMCS elle Ha OJHOM BOMPOCE, CBSI3aHHOM C TaK Ha3blBa€MbIM
METOJOM ODTOTOHAJbHbIX NPOEKIHA.

B kmaccuueckux 3asayax maremaTuuyeckoil Gu3uky, B 3agaue Jlupuxie
M T. M., HIUETCA PEelIeHHe OJHOPOXHOr0 ypaBHEHHA C HEOLHODOIHHIMH Tpa-
HUUYHBIMU YCJIOBHSIMH.

Hanpumep, uckomoii Moxer 6bITh rapMoHuueckass QyHKIMS 4 yHOB-
JIETBOPAIOLAsl TPAHUYHBIM YCJIOBHSIM.

ul =9(Q) Q€r (65)
-Au=0. (66)
Onpenenum rpaHuyHble 3HaYeHHUs s QYHKUMH o C NOMOIUbLIO BCIOMOra-

TenbHO GyHkuuu ¢ (P), 3aganHoit B Q+/I. Ycaosue (65) 3amenum tpe6o-
BaHMeM, uyTOOBLI HOBasi HEM3BECTHas Y yJOBJETBOPSIa OXHOPOAHHIM I'DaHHMY-

HbIM YCJIOBHAM
¥ =(-9)| 0. (67)

B Merpuke H; cO CKa/JsipHbIM npouaaeneuuem

au
v} = f Bx, 0

¢ynxkuus ¥ B cuay (67) 6yner opTorosasbHa K JOGOMY pelleHHI0 YpaB-
Henus Jlannaca, 1. e. {{, u}=0, ecan BepHsl (66) u (67).

STO BHITEKAaeT U3 KJaccuuecKoil GopMyJibl MHTErPUPOBAHHUSI MO YACTSM.
[TIpoananusupyem 3TO 06CTOATENLCTBO MOApoGHee.

[Tycts omepaTop — Au gmeficTByeT B mnpocTpaHcTBe H, Ha MHOro-
ob6pa3un Q) C H,, a 3HaueHHs] ero Jexar B MpocTpaHcTBe E CO CKa/sIpPHbIM
Nnpou3BeIeHUEM

M yPaBHEHHIO

(f,v)=SfvdQ; [(Au,v)dQ=(Au,v).

MHOX€CTBO rapMoHM4YecKMX OQYHKUMIA OYAET CayXHTb NPo06GPa3oM
HyJs1 B NpOCTpPaHcTBe H,.
[Toctpoum oneparop conpsikeHublit ¢ — A. [lo onpenenenuio

(- Au, v)={u,— A%} = {4, ¥}. (68)
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TakuM conpsiKeHHbIM ONMEepaTOPOM OKa3bIBAeTCsl ONEepaTop, MPUBOMIS-
Uil B COOTBETCTBHE 3JeMeHTy v u3 F* snemenT u3 H,, CBf3aHHbliA C v
dopmyanoit (68).

C Apyroii CTOPOHH, AJs1 MPOU3BOJNBLHOTO u u vEH; Takoro, 4to

v| =0 (69)

r

umeem (—Au, v)={u, v}, oTkyga BHAHO, 4TO —A* ecTh B 3TOM cJaydae
NpOCTO OnepaTtop, NpUBOASIMI Kaxaoih QYHKIMH v, yAOBJAETBOPSIONeH
(69), ee camoe kaxk snaemeHt H,. O6aacTh onpenenenuss —A* npu npous-
BOJLHBIX & OyJeT MHOXKECTBOM BCeX Vv, yaoBjaeTBopsiounx (54). Caenosa-
TeabHO, —A* GyJleT B 9TOM Cayyae onepaTopom BaoxeHus. Takum o6paszom,
(aKT OPTOrOHAMBLHOCTH B MeTPUKEe H MCKOMOro pemeHust 3ajgaun Jlupuxie
K QYHKIMSIM V PaBHBIM HYJIO HA IPaHHUIE, €CThb [POCTO KOHKPETHOE Bblpa-
K€HWE OCHOBHOTO CBOICTBA COMPSDKEHHBIX OMNEPaTOPOB: OPTOrOHANHOCTH
npoo6pasa HyJad K 0OGJACTH 3HAUEHHH CONPSHKEHHOTO onepaTopa.

Pa36uBast ocHOBHOE TrubOEPTOBO MPOCTPAHCTBO H, B APSAMYIO CyMMY
npooGpasza wyJast [ 1 ero OpPTOrOHAALHOTO JONOJHEHHS, CPa3y MoJayudaem
MEeTOJI peuleHust 3TOfl M APYrux MOLOOHBIX 3azau.

dror metox Obl1 npepnoxen Weplem n passut M. M Buiinkom B
IIPUMEHEHHH K OGIWHPHOMY KJACCY 3JUIMNTHYECKUX YypaBHEHHUIA.

Pasfepem Temepb MNPUJIOXKEHHE pPAacCMATPUBAEMbIX WIeH K c/ayuwalo,
KOTla ONepaTop He sIB/ISIeTCS JNMOTHYeCKMM. OCTAHOBMUMCS HA CMeIUaH-
Hoil 3agaue. [IpocreiiiunM npumepom eé ecTb 3aja4a PEIEHUs] BOJHOBOTO
VPaBHEHHsI ' '

g “_Au-=f
ot? ’
NpH  yCAOBUSIX

uis=0;

u, QE: = {Uly, Uy ).
t=0

M3naraemble mocTpoeHusi ObLIM NpPeNNcIKeHbl PPUIPUXCOM U 3aTEM NpuUMe-
HeHbl JlaAbIXKEHCKOHl K ypaBHeHMSAM 2-r0 nopsigka runepbo/auueckoro u
napa6osanueckoro TunoB. [losicium npeilo Meroma Ppujapuxca Ha npumepe
YKA3aHHOH CMeILNaHHO# 3amaum.

[Tycts X npoctpaHcTBO Tpoek (YHKIMi, OnpepeseHHbIX B 06/acTH
Q=[QXfluQ

u Voo ;e v ()
C MeTpHKOi

Xl =lvl®  +lve@l® v
X LXQ) w Q)
XeX.

B aToM mpocTpaHCTBE paccMOTpuM MHOroo6pasue £2; Takux TpOEK,
15 KOoTopbIx (yHKuus v (x, 1) xBax s HenpepbiBHO Auddepenuupyema B

L2 (Q)
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Q ¥ MMIOET MeCTO COOTHOIIEHHS Vo (x) =v(x,0), v, (x)=%1;(x,0) v, Kpome

TOTO, v(x,T)=%—vt(x, T)=0, vis=0.

Ha 5ToM MHOroo6pasuu onpejneseH v KaK 3JEMEHT L,(Q)=Y mo
0% o
opmysae _ly= ——Av. [IocTpOUM COMNPSKEHHBIA ONEPATOP.
pmy or? p p paTop

Ou GypeT BO BCAKOM Caydae ONpejeneH Ha GYHKIMAX i, ABOKABI
HenpepbIBHO AvddepeHunpyemMbiX 1 PaBHbIX HYJ/IIO Ha I'; nast TakuX QyHK
Ouid, OUeBHIHO, MOJYUHUM:

(u, D v)= {uDde=valudQ+fu\ v,d Q— [% vodQ = (&, X),
; t=0 J ot|i=o
Q Q Q Q
aul
E=(Du,—~- y il ); x=(v, Vg, V).
0t| =0 =0 I

Onepatop [J¥, Kak Mbl BHAeIW, NEHACTBYET M3 L, B MpPOCTPAHCTBO
Tpoex (QyHKIMHA, IpUyeMm:
t= 0)

MMokaxewm, uto [J*—1! cymecTByer. 9TO ¥ JAACT HAM pelleHune 0606-
meHHOH 3agaun Koww o BoccTaHOBIeHMM (QYHKIMM u U3 L, 10 3HAUCHUAM

ou
u|t:0’ —o—t

[:luzlﬂu,—éE , u

t =0

Jdu,

t=20
C aToff LeABI0 NOKa3bIBAlOTCA JBa CBOiiCTBAa omeparopa []°:

1) o6nacTs 3naueHuii ero B X* BCIOAY MJIOTHA; 2) obpaTHblii onepa-
top orpanuueH. Kax GbIIO yKa3aHO paHee, OTCIOAA cpasy Gyner caenoBaTh
CylIeCTBOBAaHE M €XMHCTBEHHOCTb PELUeHMs CMELIAHHOH 3ajadu.

[110THOCTDL R.j, JIOKa3bIBAETCsI MPUMEHEHHEM TEeOpPeMbl €IUHCTBEHHO-
ctu JlagbhKeHCKOH.

Teopema. CyniecTByer He GoJsee OXHON (yHKUMHM V, KOTOpas yHOB-
JIETBOPSieT TOXAECTBY:

fv:'udQ=fufdQ+ f(%a—"—cp,U) dQ
2 ot t=0
Q Q Q
@® _Ou .
npu mo6bIx u u3 W, TaKHX, HTO ], = s uls=0.
t=T

[Nepedpasupys oTy Teopemy, NMOJTYHUM:
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CymecTsyer e Gosee oxHOH (yHKIUM v, KOTOpasl yJIO0BJeTBOPsiET

TOXJIECTBY
d
ffv[]udQ=ffu/dQ—f(<po5?—({),u)t:TdQ
Q Q Q

___du

2
npu mo6bix u uz WO rakux, uro ul T
t=0 t

=0
B uactHocTH, ecan @,=9,=f=0, To Takas byHkuusi 6yper ToMXae-
CTBEHHBIM HYyJeM.

OrpannyenHocts onepatopa o6patHoro k [J* ecTh CIeJCTBHE T. H,
SHEepPreTUYeCKOro HepaBeHCTBa.

Jnst dynkumit u ynoBaeTBopsomMx ycaoBusm

ou'!
ul  =0; ul =@y —|
s=0 x=0

— =¢,; Uu=F
= df]x:O i

CNpaBea/IMBO TPHUBHAJBHOE COOTHOLUEHHE

ou\®* /(Ou? 0p,\?
L) +(E a0 f (~—-£) +¢ dQ+CfF2det.
f[?(ax,) (ar) ] = [E or) T
t=1¢ 0<t<ty

Meroa ycTaHOBJeHMs NJIOTHOCTHM 3Hauenuit 1%, npuMeHeHHblt Ppuj-

puxcom u JlaxbiKeHCKOR, OKa3bIBAETCA DPacCNpOCTPAHMMEIM HA WMPOKHH
Knacc napaGoauueckux, LpenuHrepoBCKMX M OMepPaTOPHHIX ypaBHeHHi.

Buwvk ocyumecTBua METON HECKOJBKO OTAMYHBIR OT meroxa Jlagu-
KEHCKOH, GJMXKe NPUMBIKAIOIMA K W3JI0XEHHOMY BbIlLE B NPHMEHEHHH K
3/VIHNITHYECKHM ypaBHEHHSM.

N uccnenoBanust ToM ke 3aJauM O BOJHOBOM YPaBHEHMM COCTAB-
asiercss opma:

B(u, v):f[_‘)—"i (T 9] 50 94 9 [y ]de:
dt ot ot T 0x; Ox; dt
Q

anst v u3 Do (Q) (npoctpancTBa (yuxumit, s KOTOPBIX v n%oﬁa npu-

® —
Hagaexar kK W,” u o6pawaiorces B Hyab npu t=0) CoraacHo onpeneJseHuio,
NOoJA OGOGLIEHHBIM PelIeHHEM BOJIHOBOTO ypaBHEHHsI

0%u
ot?

-Au=f

NpH YCJIOBHUSIX

ou
uls=0; y — =0
| {u at},=o
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Mbl GyjeM MoHMMaTh QYHKIMIO u, A KOTOPOH Mpu JMOOLIX v TaKHUX KaK
yKa3aHo BbILIE X
av
B(u,v)= ff(T——t)EdQﬂf,v).
Q

[pu nomou GopMbl B(u,v) MBI MOXEM MOCTPOUTH [HABGEPTOBO
npocrpancTtso H,, cuuras:

lal =B (u4)
i
(nomoxurensHocth B (u,u) ycTaHaBJAWBAaeTCs JErko).

©)
[IpocTpancTBOo H,; BJIOXHMO B Wﬁ’; 6osee TOro:

2 1 2
B ) =l|ull, > lulye:

Paccmorpum ¢opmy B (u,v) Kak CKajaspHoe mnpoussBenenue B H; —
ruab6epToBOM NpocTpaHcTBe (14 1) —MepHbIX BEKTOPHBIX (YHKUMiA ABYX

BEKTOPOB
vu o Dv=[— OTr-n] 2 [(T-p% ]

Onepatop Vu neiictByer B (;V(%’, a onepatop D B B (Q). Mb1 nonyumm
B (u, v)=(Vu, Dv).

BBoAst onepatop, CONpPSKEHHB K yu, MOxeM npumate B (u,v) BHA:
B (u, v)=(u, v¥*Dv),

MocTpoennbli V*Dv Mbl moABepraem euie u3oMOP(HOA nepepeanusauu,
noJaras

(u, V*Dv)={u, T,V*Dv},
B aTom cayuae onepaTop S§*=T,V*D umeeT orpaHuueHHBH 06paTHbIH,

o
a 06JacTh ero uamenenus B W% npeicrasaser co60i0 MIOTHOE MHOXECTBO,
YTO MOXHO YCTAaHOBUTb, IOKa3aB C OJHOH CTOPOHb TeOpeMmy eIWHCTBEH-
HOCTH:

Teopema:
U3
B (u, v)={u, S*v}=0
s Bcex v caenyer u=0; a ¢ ApPyroi — BOCMOJb30BaBLIMCh HEPABEH-
CTBOM

B(v,v) > % {v,v}.
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BBoas Tenepn oneparop S, CONpsKEHHbIR ¢ S*, NOJy4YUM PaBEHCTBO*
($un=[nr-0 %) (70)

J1a1s1 nonyyeHMst MCKOMOTO PEIUEeHUs] HaM OCTAeTCsl elle npeo6pa3oBaTh
npaBylo yactb (70).
Hwmeem

i ov _ 3 (lf: s o1 ’
[f-(f—f)gt] [(T f)f»a[J (G v )= (/1.7 v]

rae f,—Bekrop ¢ komnonentamu 0,0,..., (T -1¢)f.
Hanee [f,,vv]=[v*f,v] u, Hakoneu,
[fi, v v]={Tov¥f,, v]= {F,v}
rae To—onepatop uszomopdublii nepepeanusanmnu.
Takum o6pazom
(Su, v} = {F, v}.

O6patuMocTh onepatopa S BLITEKAIOIAS M3 CBOICTB COTPSKEHHOTO, 1aeT
u=S-1F.

Metoapl, u310KeHHbIE BblUle, aAW BO3MOXKHOCTh Pa3oGpaThCsi U B
psile HOBBIX 3ala4 TEOPWUM YPABHEHWIl B YaCTHBIX NMPOU3BOIHBIX.

B wactHoCTH, yaa10Ch paspewnTs cMewanHble 3a1aun NIl ypaBHeHHil
THNA

rae A, B u C — nuddepenumnanbhble onepaTopsl Hax u (He 3aBucsiue oT
f). IlepBas uwacrthasi 3ajaua TaKkoro poja 6bliaa paccMOTpeHa aBTODOM Hac-

TOsLLEro0 nokaaza B 1951 roay, nanbeeiimne pesyabraTbl nodyden Buiuu-
KoM M JlaablKeHCKOil.

Mbl Buzenu Bblwe Kakyio GOJBIIYIO POJb B PEIIeHMHM KPaeBbIX 3a1au
CbIrPaJiM 3HEPreTHYeCKHue HepaBeHCTBa.

OG6uiee paccMOTpeHne TAKMX HEDABEHCTB BBIXOAMT 3a PAMKM HACTO-
SILEro NoKaana. Hekoropsie sameuanust 6yayT caenaHbl Huxe.

Ilanee Mbl XoTenn O6bl OCTAHOBUTHCS Ha 6ypHO pa3BuBawLLeiica 3a
nocaeHWe roAbl Teopun 0606IeHHbIX (DYHKIUKH, ONATh TaKW OCHOBAHHOH
Ha Mjee MCMoJb30BaHUA JBOHCTBEHHBIX MPOCTPAHCTB.

ABTOpomM Hacrosmero nokaaga B 1934—35r.r. Ha OCHOBe TEopHH
CONpSKEHHBIX ONEPaTOPOB: 6bl/Ia MOCTPOEHA TEOPHS 0GOGLUIEHHBIX (YHKIHIA
B NDUMEHEHHH K OGpalleHHI0 runepGoaMuecKnx ypaBHeHuil ( K pelieHuio
3ajgaun Kowwn).
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O6o6uieHHble QyHKUMH OBIIX MOCTPOCHBI KAK MOMNOJIHEHHEe MHOXECTBA
raagkuXx QyHKuMi B Kaaccuueckoii popmysie 1ust MMHEHHOro ¢dyHKIMOHANA

(p,v)= fpvdx.

9T0 JaeT BO3MOKHOCTH Peanu3alliv JuHeiiHblX (QyHKIMOHAJIOB Y (M* Hajn
npocTpaHcTBOM Y™ QUHATHBIX m — pa3, An(depenunpyembx yHKOMii.
O6’eannenne noayuaemblx Y™ no m or 0 o *° OblIO T€M OCHOBHBIM
(G YHKIMOHAILHBIM IPOCTPAHCTBOM, B KOTOPOM CTPOWJIMCH aubdepennuans-
HBI€ ONEpaToOpbl U pemanach sasada Kowmn.

B 1950 roay, noab3ysich NPUOJAM3MTENLHO Tem ke annapatom, Jlopan
llsapy Hanmucan cBoio Kuury ,Teopuss pacnpenenenuii“. CyHIeCTBEHHO
HOBO#l siBUJIACh Pa3BUTast UM Teopusi uHTerpanoB dypbe must 0GOGIEHHBIX
GyHKIMii.

Muoto B 1934-35 romgy mnpoctpancTBo Y™ # uccaenoBanoch Jaullb B
cnaboii meTpuke. Annmapatom AJsi pemeHust 3agad ObLIM siBHbIE NMpepCTaB-
Jenns pewmenns 3ajgaun Koww jus ypaBHenuii 2-ro nopsiika. JI. Fopauury
y4an0Cch NOCTPOMTH TEOPUIO 3TOH 3a1aun AAS TUIIEPOONHYCCKHX y paBHeHHUit
BBICILMX [OPSIAKOB, HE MOJb3YsCh SIBHBIM BWUOM PELIEHHMS U ONUPSICh JHILb
HA 9HEPreTHuYecKue HepaBeHCTBa, nouyuensole Bnepsbie M. I'. TleTpoBckum
u BbiBejeHHble no3xHee JI. JlepseM HOBBIM M3SIIHbIM METOLOM. P. Lax B
1954 roay aas sagaud Koww jpasi ypaBHeHust 2-r0 mopsiika u BCJIN 3a
atuM JI. TOpAMHT AJsi ypaBHEHWil m — ro MOPsiIKA MOJyyaioT 0GpaileHne
runepGoNMUecKoro omnepatopa B MPOCTPAHCTBaX 000GIIEHHBIX QyHKIMIl ¢
CUJBHOI METPHKOIL.

Meroy Jlakca-TopauHra OCHOBBIBAeTCSl HAa YCTAHOBJIEHMM 0GOOGILEH-
HOrO SHEPreTH4eCKOro HepaBeHCTBa:

ILall, =>Cluil,- (71)

31ech MPOCTPAHCTBOM Y CIYXHT HEKOTOPOE MPOCTPAHCTBO (YyHKIMOHAJIOB.
AnnapaTom [asi MOJydYeHWs] 3TOrO HEPAaBEHCTBA CJYXHT TO XK€ MHTe-

rpajbHoe TOXIEeCTBO, KOTOpOe JjaeTr 00bIuHble DHepreTMvyecKue Hepa-
BEHCTBA. ' - ‘

He ocraHaBaupasich Ha MOAPOOHOCTAX BBIBOAA, YKaXKe€M JHIUb, 4TO
Hajquuue HepaBencTBa (71) MO3BoJsi€T YCTAHOBUTH OJHO3HAYHOCTH OGpaT-
HOFO OnepaTopa, 4TO, B COYETAHMM C TEOPEMOH O MJIOTHOCTH 3HAYEHHH,
AT BO3MOXHOCTb MOJNYYHUTH peIleHHe 3aJauH.

@ yHKIMOHAMbHbIE METOJbI [03BOIHIM MOJIYYHTh, KAK Mbl y¥Ke BULEIH,
pAn 0600uieHuil MOHATUA pEIEeHUS ypPaBHEHUH B YAaCTHbIX MPOM3BOIAHBIX,
CBsSI3aHHBIX C HOBbIMHM NOCTAHOBKaMHM KPaeBbIX 3ajau.

Haun6onee wupokasi MOCTaHOBKa 3aAaun Koww s runep6oaudecKux
ypaBHenuii B 0606Il€HHBIX (QYHKUMSX MPUHALJNENKHUT aBTOPY MOKJIAAA H
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OoTHOCHTCS K 1934 roay. Jlas o61uX KpaeBbIX M CMELIAHHbIX 3a4ay aHa-
JIOTMYHble NOCTAaHOBKM W pelleHUs JaHbl aBTOPOM M Buwukom B 1956 T.
Hanomuum HeKOTOpble pe3yabTaThl TEOPHM OGOOILEHHBIX (YHKIMIA.
OGoGieHtble  QyHKUMM €CTb MONOJHEHMe BTOPOH yKA3AHHON Bhllue

peasuszaunyu QyHKUMOHANOB Hax npocTpaHcTBaMu YW uau W™ dunuTHbIX
(OTJIMYHBIX OT Hyass B KOHeYHOU o6aacTH) QyHkumil, aonyckamouux
NPOM3BOJHbIE J10 MOPSIAKA /1 HENPEPbIBHLIE MJIM CYMMHDYEMble CO CTe-
NeHbIo p.

MHOXecTBO ()YyHKUMOHAJIOB

(Lu)y=[1(x)u(x)dQ
!

¢ ¢ynkumsamu [(x), 3ambikaercs no merpuke Y* yan W ™. Kaxnomy
OTJeNbHOMY 3JIEMEHTY COOTBETCTBYeT 0606IueHHast (yHKIusL.

O6061ennble QyHKUMK HeorpanuuenHo auddepesumnpyemsl. [oBopAT,
4yTo 06061ueHHast QYHKUAsS ¢ obpaulaercs B HyJb B HEKOTOPOii 061acT Q,,
ecan (v, f)=0 nast Bcex QYHKUMA f OTAMYHBIX OT HyJSI TOJABKO B Q-
Hocurenem o06061ennoil GyHKUMM ¢ Ha3biBaeTcd 061aCTb BHe KOTOpO#
¢ ob6painaercss B HYJb.

Hunpdepenunanbhbiit onepatop L Hax o606uienHoll ¢yukuueit onpe-
AeJsieTCsl Kak (GOPMabHO CONPSKEHHbIH K HEKOTOPOMY onepatopy M Hax
npoctpanctBom Y™ uau W ™.

PaccmorpuM 3amauy Kowwm, T. €. 3a1auy HaXOXIEHWs PelEHUs THIep-
601MUeCKOro ypaBHEHHs

Lu=p
: ou
NpU  YyCJIOBHAX u =Uy; = —u, ,
t=0 ot t=0
rie p moka npou3BoibHast Qynxuus. Bymem pacmarpusath ¢yHKuuMIO
t ’
E:[ u >0
0 ’ < 0|

KaK 3JIEMEHT NMPOCTPAaHCTBAa 06061 eHHbIX (yHKuUuH.
Boiuncasa dopmanbro Lu' no popmyae (Lu, v)=(u, Mv) Moxem npeo-
6pa3oBaTh NpaByl0 YacTb K BHAY

fpvdxd1+ f(u. W, u,v) dx.
dax

t>0 t =0
Taxum 06pa3om, cnpaBa OKa3bIBaeTCs U3BECTHast 06061IeHHas QYHKIAS
p +(t) up+ 8 ().
HubiMu cnoBamu -
Lu=p+8(t)uy—8(t)u,=p,,
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3ajzaua Kowu cBesach Takum 06pasoM K HAXO0XAEHWIO 3HaueHHust o6part-
HOrO omepaTopa:

L—'p,.

9TOT 06paTHBIA OMEpaTop CTPOMTCs, PAa3yMeeTcs, KaK CONpSKeHHil K M-
Ha COOTBETCTBYIOILEM MOAMNPOCTPaHCTBE.

[Mokaxem KakuM O0GPa30OM MOXHO CTaBUTh M pewarh 6Gosee obuiue
KpaeBble ¥ CMelIaHHBle 3aJayM Ha npumepe Tperbeil KpaeBolt 3agauu A
ypaBHenus Jlanaaca. 9ToT npumep u Gbla1 0nyO6AMKOBaH B MedatT, B JIAH.
B o6aactu Q ¢ AOCTAaTOYHO TrJAaAKOfl rpanuieil u3ydyaercsi ypaBHEHME:

Au=f
C YCJIOBHUSIMH
%%— hue =q
on Us '
BBoanm (QyHKuMU
E_7UB£)_ —-*{fBQ
0 BHe Q 0 BHe Q

Bbluucasiss onsiTh Au yepe3 COMPSXKCHHBIA, NOAYyUHUM

(Au,v)——-(u,.\v):f[(g—s +h u)v—u(g—: +h v)]dl‘+ ffv dQ.
r Q

Kak BHMIHO, OTCIOJA BbIYMCAHTb Au B 3TOM CJyuae HeBO3MOXKHO. OIn-
HAKO 3HAYEHHUs, IPUHKHMAeMble Au Ha MHOXECTBE TaKMX V I/ KOTOPbIX

(9—‘, +h v>\ =0
On r
MOXHO. Ha snuHeliHoM MHOroo6pasuu £, Takux .QyHKUuil

(Auy)= J’ fvdQ+8(Ie.

Q
MubiMM CI0BaMH, Ha 3TOM MHOro6pasuu

Au=f+8(I)e.

HeTpyano Buzerh, 4TO 3ajaya o6palleHusi oneparopa Jlannaca Ha
Y(m):i:

BOOGLIE rOBOp#, Hepa3pewuMa, T. K. ONepaTop A MMeeT HepaBHbll HYJIO
npoo6pas HyJsi.
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bynem paccmatpuBaTh onepatop A Ha MHOxecTBe E,, paccMaTpuBa-
€MOM KaK Cy»XeHue MpOCTpaHcTBa Y(™. [loCcKOJNBKY Mbl HE MEHsieM TOIMO-
aoruio Y™, 10 MHOXeCTBO (yHKUHOHANOB Hafx E, GymeT NpoCTO MHOXe-
CTBOM Ka4acCOB (YHKUWMOHaMOB Hax Y™ npuuumamoinmx Ha E; OJHO W TO
ke 3nauenue. Ha E, npoo6pas nyns nas Au Gyner HyJeM, 4TO M Haer
BO3MOXHOCTh HAWUTH ONpefeNeHHOe pelleHue 3agauu 0oOpalleHusl.

M3yuum Brauane onmepatop A—! JlonyctuM, uto B o6aactd  mbl
ymeeMm oOpataTh »TOT OnepaTop Ha (QyHKIMOHAAaX U3 £, OpH NOMOIUM
Gynxunn ['puna uam Kakum yrogHo ApPyruM nyTtem. Bsemem B paccmoTpe-
HUe OmepaTop npuBeeHust R B Y(™ | npuBomsuiuil B cooTBeTCTBUE MI000i
Gyukuuu p¢ Y onement ¢¢ C™, npuHuManmMii BO BCex TOukax Q Te
XK€ 3HAa4YeHHUsl, 4YTO U .

O6nacTbi0 3HaYeHKE 9TOrO oneparopa Moxet GbITh MG0 Bce C (Q),
an6o He Bce C(M (Q),

B nepsom cayuae conpsikeHHublii onepatop R* He umeer npooGpasa
HyJisi W OPUBOAMT ONHO3HAYHO NI06OMY ajeMeHTy p€C("™#* COOTBETCTBY
IOUHI  2/1eMeHT R;,E Ym#  O6aacThio €ro 3HaueHui, Kak .JIETKO BUJIETD,
Oyner MHOXECTBO TeX p Al KOTOPbIX €2 siBAsieTCsi HOcuTeseMm. R* —!
Oyner cyuecrsoBaTh WM OyleT ompejeseH Ha BCeX TaKMX . Pewenue
Hawel 3aaauu Jgaetcs npu 3ToM (HOopMyoi

u=R#A—1RE~1p, (72)

dopmyna (72) umeer MeCTo B MNPEANOJOXEHMM, YTO HAM HW3BECTHA
HENpepbLIHOCTH A~' B HEKOTOPBIX MPOCTPAHCTBAX, KOTOPask MOXKET ObITh ycra-
HOBJIEHA JIOOBIX CIOCOOOM.

M3noxennblil meTon MoxeT Ge3 BCAKOro TpyJa GbITh NMEpeHeCeH Ha
COBEPILIEHO MPOM3BOJbHBIE KpaeBble 3amauv. OH MO3BOJISIET CTPOUTH 0606-
LIEHHbIE DeLIeHUs] B CaMOil 1IMPOKOH NOCTAHOBKE, MCXOAST U3 HEKOTOPBIX
XOpOILO H3YYEHHbIX KJACCHYECKHUX 3ajad.

Xouercst yKasaTh elle Ha HMHTEepPeCHbIi BOMPOC 0 KpaeBbIX 3ajayax
Jlasi ypaBHeHui He NpUMHALJNE)KAUIMX HM K KAKOMY KJAaCCHMYECKOMY THIY,
JUI1 KOTOPBIX KOPPEKTHO MOCTABJEHHbIX KPaeBbIX 3ajau OO0 CHUX nop He
6b17I0 M3BECTHO.

Xépmanaep B cBOelf gucceprauMu MeToAaMu (GYHKIMOHAJIbHOTO aHa-
JIM3a yCTAHOBWJI CYIECTBOBAHWE KODPEKTHBIX KPaeBbIX 3agau AJs JIOO6bIX
yPaBHEHHH C NOCTOSIHHbIMM KO3 duimeHTaMu B GUKCHPOBAHHON 06aCTH.

[Tonpo6HO 0CTaHOBUTHCA HA 9TOH PaGoTe s1 HE UMEI BPEMEHH.

Ha sToM paspewute 3aKOHUHMTS.



Bulletin de la Société des mathématiciens
et physiclens de la R. P. de Serbie
Vol. IX, 3—4 (1957) Beograd
Yougoslavie

SURLES SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE A TROIS VARIABLES INDEPENDANTES
REDUCTIBLES A CEUX DE CHARPIT

par B. RACHA JSKY, BEOGRAD

Sommaire. On étudie un tel systeme d’équations aux dérivées parti-
elles du second ordre a une fonction inconnue de trois variables indé-
pendantes qui soit réductible a un systeme de Charpit dont l'intégration
se rameéne a celle d’un systéme des équations différentielles ordinaire=.
Détermination des conditions lesquelles doivent vérifier le systéme en
question. Les conditions nécessaires et suffisantes pour I'intégrale compleéte.
Intégration et généralisation de la notion des fonctions caractéristiques de
N. Saltykow pour le systeme considéré et leur application a la formation
de Pintégrale complete. L'intégrale générale du systéme correspondant de
Charpit et la formation des solutions du systéme étudié¢ en généralisant
la méthode de Lagrange. Généralisations des considérations €xposées sur
les systemes des équations aux dérivées partielles du second ordre a une
fonction inconnue d’un nombre quelconque des variables indépendantes.

Introduction. Les équations aux dérivées partielles du premier ordre
représentent I'une des théories les plus perfectionnées du calcul intégrale
qui pouvait servir comme modele pour les équations d’ordres supérieures.
Les systemes d’équations aux dérivées partielles du second ordre d'une
fonction a deux variables indépendantes en involution de Darboux—Lie
offrent le plus des propriétés analogues a la théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Citons quelques propriétés en que-
stion: Tout d’abord, il est aisé d’introduire, pour former les équations
équivalentes ordinaires, les équations de Charpit, [1]; on généralise, en se-
conde lieu, la théorie des fonctions caractéristiques pour la formation de
Iintégrale compléte a l'aide de lintégrale générale des équations ordi-
naires [2]. Enfin, il existe une analogie concernant les rapports entre les
divers genres d’intégrales, [3]. Cependant dans la théorie des équations
aux dérivées partielles du second ordre d’une fonction inconnue de plusie-
ures variables indépendantes se présentent les difficultés ncuvelles.

Bechuk maremaTny:pa B QHIuuapa . 8
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Le but de ce travail est d’étudier le systéme d’une classe d’équations
aux dérivées partielles du second ordre 2 trois variables indépendantes
réductible au systéme de la forme de Charpit.

1. Considérons le systéme de trois équations aux dérivées partielles
du second ordre a trois variables indépendantes x;

(1) Pu+fi(Xy, Xa, X3, 2, P1s Pays Pa» Py2, Pys» P2s) =0, (i=1,2,3)
avec les notations usuelles:
_ 92 __ 0z
x| = OXE,'

et avec les conditions d’indépendance de l'ordre de la différentiation de
la fonction 2z par rapport aux x;.
Formons 'les équations dérivées

) 0pu n ofi 0P13+ ofi dpm_*_ ofi 0P23+Dkﬂ=0’
9 X 0p1z Oxx  Opy3 Oxxg  Opay OXk
(i,k=1,2,3)
le symbol D, désignant 'opérateur suivant

b} 2 3 1)
Dy = +pe— +
K o pk()z Elpsu 3

Si l'on introduit les conditions suivantes:
ofy _ 0L _0f 4

(3) =
0pss  O0pyy  O0py,
dfi 01,

(4) 1 _0p, _ Opyy _D.f ,
ofs 1 0fs  Dify
0p:, 0pys

91 0fi

(5) 1 _ 0pys _9ps _ Dsf
9/ 1 ofs  Dify
0p1s 0Dyg

0fs Ofs
(6) 1 = aPn - aplz — Dsf: ,

3h 1 ofy | Duf
0Pas 0p;g
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des neuf equations (2) il ne restera que six équations distinctes suivantes

0Py 0fi 0py ofi Opyy +D, =
0 x, 0p;2 90X, 0py3 0xy
0ps, 0fy 0pa 0fi 0ps 1
+ + + Dy fs=0,
0x;, Op,g 0x, Opg 00Xy 0fy s
0p;2
0pss 0f, 9pss 0f, Opss 1
+ + D, f,=0,
0x, 0Py, 01X, 0pys 0x4 0fy s
(7) 0pss
0pia 0f 9p;, 0fi Opia
. + + D, 1,=0,
0 X, 0py; 0x; 0pys 0Xs &
0p1s 0f1 0pys 0fi Opys
+ + + Ds f=
0 x, 0pyz 02Xy dp,3 0Xg 3
0pas 0fi Opas 0fy 0py + 1 D, f,=0
0 x, 0pyz 0x. 0ps; 09Xy of,
0p1a

Si I'on ajoute aux équations (7) encore les équations suivantes

9z  Ofi 0z O 0z . Of
9 x, 0P 09Xy 0p;s 0 Xg ' 0Py,
@) 0p df, dp of, dpi df
—Pu— T Pa—
0x, 0psz 90X, 0piy 0 X3 0P,
(i=1,2,3)

0/

ps=0
0Pss ’
91y

5=0,
P lsPs‘

le systeme (7) et (8) est alors un systeme de Charpit des fonctions z

pi, Pi, pij- Le systeme correspondant aux équations différentielles ordi-
naires devient:
dx,  dxg dz dp,
S oh . oh L of o . ok
1 1 1 1
5. A p2+ p Pirt——Piet——Pis
0p;2  Op;s o 0p,2 ? 0pss ’ ' 0p;- ’ 0p;s
_dpy _ dps, _ dpss _ _dpa _
(9) * _lel __sz’/of: _D fS// 0/8 '—D2ll
/ 0p;, 0p;s
_ dpas __dpss )
of -Dgf
_ D / 2 8/1
8f1/ opu
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Ces derniéres équations jouent, par rapport au systéme (1) avec les con-
ditions (3)—(6), le méme rdle que les équations des caractéristiques dans
la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

2. Dans la théorie du systéme (1) nous utiliserons la notion de
I'intégrale complete:

(10) Z=V(X,,X3,X3,C,,...,C7)

ot I'on a la condition

(1) AED(—V’V"V”v“.K.'_z’LS’V")?g()
C] ) Cz, .............. ) C7

introduisant les notations suivantes

v =9V v, = 0V
‘" Ox, ' N —dXIOXj’

C; désignant les constantes arbitraires distinctes; de plus le résultat de
I'élimination des équations: z=V, p=V,, py=V, p;=V; de toutes les
constantes arbitraires C; ne donne que les équations (1).

Dans le cas ou le systéme (1) est réductible a un systeme de
Charpit (7)—(8), son intégrale complete (10) doit satisfaire a des con-
ditions complémentaires qu’on va établir. En effet, les équations suivantes

2:V(x1)x2’x81cls ---aC7)
p1:v1( ................. ), (1:1,2,3)
[ N (O ), (i=1,23,i #j)

sont équivalentes, grace a (11), aux équations
(12) Fy (xl y X9, xs,z’pxspz)ps,Pa:yp,3~P23)=Ck. (k=1, 2,8y« o0y 7).

On a de plus les relations p;=V,, (i=1,2,3) que I'on peut remplacer
aisément, en vertu des équations précécentes, par les égalites suivantes

(13) - fl' (xh xz) X3> <, pl’ pZ! Ps) p12! P1s) st): Vit (xl’ Xg, X3, Fl’ o ey F7) = V,,,
(i=1,2,3).

Introduisons, enfin, les désignations

(12)) Fk:Fk (xg, X9, X, V, Vi, Vo, Vg, Vig, Vg, Vo) =Ci, (k=1,2,...,7).
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En différentiant ces derniéres relations par rapport aux C; on obtient

ay F sy o'V
(14) 05,5 oV n 2 afk oV - O0F, oV OFk ®V.L
9z 0C, &) 0ps 0xO0C;  Opys c)xlt)x2 0C, 0pis Ox1 6):3 dC,

N OF vV ack
0p.s ox, ,0x,0C; 3C;
(i,k=1,2,...,7).

Il en resulte, grace a (11):

?1;"_ D(E":K'ﬁg’ ...V3’ V',Z“yii‘ st) 9F _ 1 (V Vh Vz» Vs, Ck, V1a: st
02 A \CyCy v , Gl O0ps A NCy Cayeveieannn ,Cy
(_)Z:.f__‘. D(V Ck: V'n Vs, Vﬂ) VIS’ V28 OFk _ ID(V Vl) Vﬁ’ VS) VI!’ Ck, VZD
as) 0y A \Cpy, Cop oo "0y A \Cp Gy ol
ﬁ@_ 1 (ViVe Co Ve Via Vg, vos) 0F, 1 D(v Vi, Vi, Ve, Vig, Viss Ci
Opg A ‘C,,Cy ovvenvnnn.. 0pyg A \Cy, Cyy oo s Gy
ai’_:k=4 D (V Vl’ Vz, Ckv vl!) Vis, v2l)
L0ps A \C,, Cyy v

D’autre part, différentiant les identités (13), on trouve:

()f, - t)Fk .
16 ——= Viie, — i=1,2,3
(16} op kgl e op. ( :
afl 61_/ Fk i
17 == 4 S Vie,—, ,5=1,2,8),
(17} 0xs 0X; kz—:l “* ax, 0x; o )

ot I'on remplace p respectivement par p;j, ps, 2. En désignant, par les
paranthése (), le resultat de la substitution de z, p;, p,j respectivement

par leur valeurs V, V;, V, et par A9 les valeurs des déterminants fonc-
tionnels

A(lg)ED(

V, Vi, Va, Vg, Vi, Vi, Vza) (i=1,2,3)

Ci»Car voeeeenn , C,

on met les équations (16) sous la forme suivante, par exemple,i pour p.=p,,

of, & 0F, 1 3 V,V,, Vs, Vo, Ci, Vys, V.
— = V“ sas TR V“AD(_’ ¥V Yy » Y19 28)’
0P12 kz—:l Ci () A kgl e Cl, Cz, ............ » C7
ou bien ’
(0
(18) “(o?,f')=AAM’ (i=1,2,3)
12
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et de la méme maniére aussi

of | A} ( of ) A9 .
(ons) A’ B 0Py TA (i=1,2,3)
o\ AP ( AN .
(OZ)—- A ) ops) y (1—1,2, 3)

ot 'on vient de poser

A(lls) =D (v7 Vl' V?LYS! V|2’ Vllr VZS) (f) = D( V VI: sz Vav V‘lz) VIS) Vll)

Dy Cor s nscsnmsens L C: Cio Cy wevroemson s . G,

Ag’) - D(V“' Vh V,, Vs) szv Vw ), A(li) =D (V, V., V!»,Y& Via, Visy V:3) .
’ 7

G Ch ws smvens smws s Cy

D’autre part en différentiant les identités (12') par rapport aux x; on
obtient
_0F _ aF,, v,

oF OF, oF, dF,
oxs == 02 + E k vls k Vul + £ V(;;s + k szs = 0

op; 0py2 0pys 0 Pay

et grace aux formules (15) et (17) on a

ofi 1/ 7 A i
_( f') = VMs - —\Vs A(z) + E Vjs A(P +V128A + V,ggA() + Vgss A(Zia))

En vertu des formules établies on aura

A(l) A(‘) A(O
(20) Dl fl - Vu:+ V]gs | ans A + Vg‘.xs A ¢

(i,s=1,2,3).

Ecrivons les conditions (4) —(6) sous la forme suivante

0fy 0fs 0f, dofs _ 9f df

4) — = = | = , Dyfy = D, fa,
0Py 0Py, 0pya Opsg 0Py 2 0p;s t
f, dfs of, ofy _ df df

6 sl oSSR p g - S,
0P, 0pys ‘ 0py3 Opys 0Py, o 0p;s e
0f, Ofs Ofs 0f; _ Of, dfs

(6’) B[ SRS I 1’ = y D f = D f 5
0pag 0Psg Opys 0pys 0Py B ] 2
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ot les deux derniéres de la dexidme colonne sont les conséquences des
précédentes. Les conditions (3) et (4)—(6") sont satisfaites identiquement
aussi dans le cas de la substitution de 2, p;, pi respectivement par V,
V;,Vx de sorte que l'on obtient les conditions cherchées:

(31) AR =4 =412 =0

(4) AR AR —ar=0, AR AR+ 44K =0,
(51) AR AR —ar=0, AR AR+ AAR=0,
(61) AZ AR —ar=0,  ARAR +AAR =0

Les deux derniéres conditions de la seconde colonne sont les conséquen-
ces de toutes les précédentes. Les relations de la troisieme colonne
(4')—(6") w’imposent pas des conditions nouvelles a la fonction V. En effet,
en prennant, par exemple, la relation

©:1) = ( 2 ,f) Dy f,

il est aisé de démontrer que cette relation est verifiée identiquement,
grace aux conditions précédentes, a savoir

A(!) A(Z) A(l) A(l) A(z) A(‘) A(z)
"Vu: (1 - MAZ = ) + Vlza (“Al_a + lez & )+ sza% + VnaTlsEO-

On trouve de méme que les conditions (3,)—(6,), sauf celles qui viennent
d’étre mentionnées, sont non seulement nécessaires mais aussi suffisantes
pour que z=V soit une intégrale du systéme (1) réductible a celui de
Charpit (7)—(8).

11 est intéressant de poser la question: est ce qu'il est possible d’étendre
sur le systéme (9) le théoréme de Jacobi concernant les équations aux
dérivées partielles du premier ordre et généralisé sur le systeme d'équ-
ations aux dérivées du second ordre, en involution de Darboux—Lie, [3]?

3. Posons maintenant le probléme de la formation de lintégrale
complete du systéme (1) sous les conditions (3)—(6), a I'aide de l'inté-
grale générale du systéme des équations différentielles ordinaires (9).
L'intégrale générale de ce systeme de 12 équations est composée de trois
équations données (1) et de neuf nouvelles intégrales distinctes. La vari-
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able x, étant principale, cherchons lintégrale générale sous la forme
suivante:

X, =m(x;, Cy, ..., Cy) pi=P(xy, Cy, ..., Cy)
(21) Xg=1 (x4, Cys o ..., C) P =P (x4, Cs « <oy Cp)
z=Z (Xl’ Cl’ LIRS C9) pik: P{k (Xl, Ci’ C, Cg), Pik:Pk{'
(hk=1,2,3)
Supposons que l’on ait
22) D ( s ) 40
\ CB, C9 ]

alors les deux premiéres équations (21) se mettent sous la forme réso-
luble par rapport a Cg et Cy:

Ce=a (xy, X, X5, Cy, ..., Cy)

Co=0b(xy, Xy X3 Cys ..., C7).

(23)

En éliminant Cg et C, des autres équations (21), a I'aide de (23), on obtient
Z=Z(x,, X Xgs Crs v v .20 C7)

(24) pi=P, (x4 Xz X5, Cpy o0, C7)
P“ = PH (x]) xsy st Cl; RIS ) C7)v (I= l) 21 3)
Pix=Pix (X4, Xgs X3 Cy» .. ., Cy), (i=1,2,3;i # k).

Puisque les équations (21) sont les intégrales du systeme (9), les iden-
tités suivantes ont lieu

(2{"_: of; jﬁz_‘)ﬁ_
Ox, 0p1’ ’ axl OPIS
0z om on
25 S =Pi+— P,+— P,
( ) Oxl ! axl : 0x4 ?
P _p.+9p + 9 b (i=1,29).
LOXl OXI oxl

Considérons les identités évidentes resultant des formules (21) et (24),

: ks Cyon v oy Cy) = 24X 5 0,8, Crs 00w T

(26) ( 1 1 9) _( 1 7)
P (%ys Ciyones Co) = Py i1y Cyyovey Co)s (i=1,2,3)
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et leurs formules dérivées

0Z =('oz‘)jL(oz“)om +(oz‘) dn

(27 9x, 0 x, 0x,/ 0x 0x3/ 9X ‘
_t’_&:(OPf)+(aPi)f’ﬂ_ +(i’,’t>ﬂ_ . (i=1,2,3)
9 x, 0 x4 0x,/ 0x, 0 xg | 0 x4

les parenthéses désignant le resultat de la substitution de x, et xg respec-
tivement par les fonctions m et n. En soustrayant (27) de (25) on a

0Z ' 0Z om 07" on
—~ P -P oy 0
(Oxl) 1+[(\0x2) 2]0.w,+[(0x3,) {,0}(1

(aﬁ.)_Pl' +[(6F.->_Pm] om [(_df_’: )__PISJO"‘:O, (i—1,2,3).

d x, 0 x, 0 x, zic: 0:1

et I'on a tiré les relations nouvelles

0Z = 0Z S\ [Om 0Z \/ 0n
— P, + —Py) | — |+ - P, ){—)=0,
‘()x1 ! ( Xo 2)(()x1) (c)x3 ',’(()x,)
(28) _ _ _
oP, = P, = om’ oP, - on
L T N (L N il B ):o. i—1,23
0 x, ! (axz ’)(Bxl) (0x3 s)(dx, ¢ )

En vertu de la premitre des équations (28) et des relations

VA =  OZ
29 P, = , P. =
(29) = " o,
on conclut N
(30) P, = i
, dx,

Supposons que l'on tire de (29) et (30) les relations

oP, 0Py P, _ 3P, 0P, 0P,
0x, 0xy 0 x4 ox, 0 X3 dx,
Grace aux conditions 9f 0 et 9—/'~ =40, aux ¢quations (28).
0p1s 0P
vu les conditions
@3 "Qﬁ:ﬁlz: _()—P‘l:pwa OPR=’5'3

0 Xy . 0 X3 dx, .
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on obtient les conditions

= P, = P
) Plh — = P221 3

32
( ) aX| oxz axJ

= Pg,.

Donc, les conditions (29) et (31) produisent les conditions (30) et (32).
Les dérivées des identités (26) donnent les nouvelles identités

0z 0Z\ Om 0Z\ 0n 0Z
33 e = +( ) +(. ) =12...,7),
( ) ()C]L (dx-_,) OC}L OX3 dC}L dC}l (ll )
0Z 0Z\ om 0Z\ dn
34 - n ) , - 8,9),
Y e (ax,)c)C\- (0x3 ac. (v )

(35) oP; (aP,)Oer(aF.)M (aﬁi

), w=12...,7),
OCp Bx, OCp Oxs t)Cp OC}L 3

Il

BP, 6:5, om 013, ()fl
36 + , =8,9
38 3c. (ax2)oc\. (ox3)ac\. (v=8,%

les parenthéses ayant la désignation antérieurement établie. En admettant
que l'on ait

0z
—= %0, =1,2,.,7
oc,l#: (» )

on obtient agrace aux (29), (33)—(34) les conditions suivantes

(37) Ue, 40, (#=1,2,.,7), Uc,=0, (v=8,9)

ou nous introduisons des nouvelles notions Uc des fonctions que nous
dirons ,caractéristiques* du.systeme (1)

= ﬂ - I)2 a_m — P. _o_’l .
aC aC aC
D’autre part, sous I'hypothése

Uc

dP;
—L =0 (i=1,2,3; p=1,2,.,7
acp#: ( ® )

et en vertu (31) et (35)—(36), on conclut

(38) WE 40, (p=1,2,.7;i=1,23), Wi =0, (»=8,9)
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en appelant W les autres nouvelles fonctions caractéristiques qui signifient

;. 0P, om on
yi=2fe _p oM _p o0
€=ac tac "acC

Si les formules (24) définissent I'intégrale complete du systeme (1) sous
I'hypothese (3)—(6), alors les conditions (37) et (38) ont lieu. Donc les
conditions citées sont nécessaires. Démontrons que ces conditions sont
aussi suffissantes pour la formation de Ilintégrale complete. Donc, en
admettant que les conditions (37) et (38) existent, il est aisé de former
les différences suivantes des formules (37) et (33)—(34)

(39) [(62)—P.‘]gﬂ-+[(—02_>——P3] On _o, (v=8, 9)

3 xs ac.  [\Vox, aC

07 om [[0Z on [0Z
40 L Y T —p| 20 4 ——) 0, (p=1,.,7
(40) [(axz) z]ac}l [(Oxs) ’]acﬂ (acp +0 (e )

et celles des formules (38) et (35)—(36)

an (35| gi+ (SE0)=pea] - =0, (v=8,95 i=1,23)
9 x, aC. d Xq oC.
(P, om oP; on /9P,

42 e Pig| — + ( ')—P,- ——+(_—) 0,

(42) [(axz) 2] aCy [0x3 ‘]acn dCy *

(i=1,2,3; p=1,.,7)

D’aprés (22) les équations (39) donnent les conditions (29) et par consé-
quent la condition (30). En vertu de I’équation (40) on obtient

dZ
2L Lo 1=1,2.,7)
an# (1 )

Il suffit de prendre les deux premieres équations (41). Ces équations,
d’aprés (22), donnent les conditions (31), et alors les conditions (32) ont
lieu. Les équations (42) ne donnent que les relations
3P
—f40,i=1,23; p=1...7
3C. =+ » )
qui ne sont ceperidant nécessaires.

Il resulte des considérations éxposées que pour former I'intégrale
complete du systeme (1) a l'aide de I'intégrale générale (21) du systeme
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(9) les conditions nécessaires et suffisantes, éxprimées par les fonctions
caractéristiques suivantes, doivent avoir lieu

Uc,+0, (p=1,...,7) Uc.=0, (v=8,9),
(37) :

We,. =0, (v=8,9; i=1,2).
De cette maniére il est demontré le role important que jouent les fonc-
tions caractéristiques introduites dans la théorie du systeme étudié (1),
sous I'hypotheése (3)—(6).

4. Citons quelques propriétés des fonctions caractéristiques. Les for-
mules (21) s’obtient de neuf intégrales distinctes du systéme (9), c’est-a-
dire ces équations sont résolubles par rapport aux neuf constantes arbi-
traires C,, C,, ..., Cy de sorte que l'on a la condition suivante.

D (7{’7_:_”7 Zj Pl ’ I)'.‘_’ I)Bv PI?) PlB> AP23 )2%20

C,,Cs, - Y oA
On peat en former les déterminants dans lesquels les colonnes 3, 4°
5", 6° sont remplacées respectivement par les Ue, We (i=1,2,3). Ces dé-
terminants sont distincts de zero. Il en resulte qu'au moins lune des

fonctions caractéristiques dans chaque groupe: Ue, Wé,-’ W‘é‘v, W3 est,

distincte de zero. Démontrons que les fonctions caractéristiques “sont
homogenes et linéaires de leurs valeurs initiales: U, (WE)o, En partant
des identités (25) et des éxpressions qui déffinisent des fonctions caracté-
ristiques on obtient I'équation

0UC=ch+ om W%‘-{- ()Il
0 x, 0x, dx,

W,

Pour obtenir les expressions des dérivées par rapport a x, des autres fonc-
tions caractéristiques mnous procédérons de la maniére suivante. Substi-
tuons dans les formules

oW¢ 0 (OP, o om dn) 0P,, dm
~=m g Py —Plgs—] + 2 -
dx, 0C\dx, 0 x, 0,
+ ?ﬁs ._a_n _ﬂ: ()_,Zl _ﬂi:’ 0,,,14
0C 0x ox, 0C 0x, 0C

0C 0x

les formules

Py
ao_” =_(Dz fl)’ ‘Q—Iilg = (/)3 /‘1)
Xy X3
oP,, L om on of of of, .2
—H 4+ (D, f)— + (D + LU+ 1 V¢ L Ve
oC (D, 11) e sf) oC FP o5 ¢+ B, o

Ofyay 0 9P Of 0Py 0f 0Py

+ C
0 g 0p;; 0C 0p,y 9C 0py; 0C
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ainsi que les relations (3), (6) et (25). On obtient de cette maniere le
resultat

w0 el ue (Gl ve (G ve e (35 ve)

D’une maniére analogue on obtient encore les deux équations nouvelles

(45) %%?=v—§£—R%gduf+(gﬁ)vé+<o“)v3+(9ﬁ)vﬂ,

0p, 0p, 0Py
oW 9n (ah) (oh> ! (ah> 2 (ah) s],
(50) dx,  0x [ 0z et ap, o 0p, e 0 ps e

Les équations (43)—(46) représentent les équations différentielles linéaires
et homogénes des fonctions Uc et W¢. Les solutions de telles équations
s'expriment linéairement et homogénement par les valeurs initiales des
fonctions considérées. '

Les propriétés démontrées des fonctions caractéristiques on peut uti-
liser pour vérifier les conditions (37’), pour former l'intégrale complete du
systeme (1), sous I'hypothese (3)- (6), a I'aide de l'intégrale générale du
systéme (9).

5. Posons le probléme de la formation de I'intégrale contenant des
fonctions arbitraires du systéme donné (1) a 'aide de I'intégrale générale
du systeme de Charpit. Outre de trois intégrales particulieres définies par
les équations données (1), le systeme (9) a encore neuf intégrales V,, Vs,
F,,...,F,. L'intégrale générale du systeme de Charpit (7)—(8) qui vérifie
les équations (1), sous I'hypotheése (3)—(6), est définie par les équations
citées et les équations suivantes

(47) Ff=q‘l(q,l)q,2)) (j=1y"')7)

¢; désignant les fonctions arbitraires. On pose pour déterminer les valeurs
de variables parametriques x;.,, p,, Pix

(48) fi=a, (i=1,2); Fi=8,, (i=12,...,7).
Alors les variables mentionnées sont définies par les équations
Xi 55 =D, (X5 Bys Oga Bro = 505 Br)s (i=1,2)
Z =Dy (X, Osy Bg; Brs v v Br)

Pi=Pyrs (X1, Ay, Ay By, - -+, Br), (i=1,2,3)

Prs= D, (%1; 0ty; Ogy Bys » 452 Br)

Pug= D (%4585 Og; By =05 Br)

Pas = Py (X1, &y, Ao, Byy -+, Br),
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x, désignant la variable indépendante principale. On va chercher les
solutions du systéme (1) vérifiant de plus les conditions:

3 3
dz = Zpkdxk, dp,z Psk dXy (s=1,2,3)
k=1 k=1
pu €étant déterminées par les équations (1). Grace aux conditions intro-

duites on a les conditions nouvelles

2 7
2 A/H da‘+ 2 BkldB[+Kk dX,ZO, (I(—_—'l, .,4)

i=| i=1

avec
A= aqb,_(psoqb. _¢60¢>,, B,,E“” _p, 3% _¢‘b¢,,
()Cl,‘ 0(1‘ Oa, OBI ()B] BB,
Ay = 09, —o, 09, _(Dsdsz, Bzi58¢>4 _¢70¢1 — o, 0‘1’2,
aal o(l[ ou,' ()B, aBj OBJ
A.‘E 0‘1’5 _Enaq)l _q)ooq)z‘ st50¢5 _'—nad’l __d’ga(bz,
da; oqy dq; aB; 9B 0B;
19 0P — 09, 09 0P - 09
A = 6 -} 2 , B, = 6 —p, - L B 2 ,
4i Do 9 e Pss 2, 4) 28, 9 38, Pss 38
(i=1,2) (i=12,...,7)
K, = 0P, _ o, 09, —®, 09, —®,,
dx, dx, 9 x,
0P o9 o —
K,= -9 Lo 2 — D
2 3, 1 i 8 Ox, P11
09 - 09 09
Ky= 5= : o 2 ¢
3 3%, P22 3z, 9 %, 7
0d 09 09
K,= ! LA 9
4 3, 9 a%, Pas ox, 8

piiE_fl(x1)¢1)"¢7): (l=1’2>3)'
Grace aux équations (9) ils existent les identités suivantes

Ke=0 (k=1,2,3,4).
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En vertu de (47) et (48) on a

Bi= s (s, 1), (ji=1,...7)

et les conditions (49) deviennent

2 “ Pj
(2 Au+ Y By

g ‘)da,=o (k=1,2, 3, 4).
i=1 =1 oax

Les différentials da, étant distincts de zéro, on établit les relations

At S By 2% 0, (k=1,..,4; i=1,2
kl+‘2 k]a y(k—y") vl—'v)

i=1 o

lesquelles doivent satisfaire les fonctions ¢; pour que (47) détermine la
solution du systeme (1). Par conséquent le probleme cité ci-desus est
résolu d’une maniére analogue comme le probléme posé par Lagrange [4]
dans la théorie des équations aux derivées partielles du premier ordre.

Les resultats obtenus dans cet article se généralisent aisément sur
les systemes des n (n > 3) équations aux dérivées partielles du second
ordre a n variables indépendantes.
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PROCEDES DE L’ENCADREMENT DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

psr MILORAD BERTOLINO, BEOGRAD

I

Michel Petrovitch s’est occupé beaucoup de I'encadrement des so-
lutions des équations différentielles. Nous citerons quelques-uns de ses
procédés. I emploie beaucoup le principe des intégrales premiéres quali-
tatives. Nous l'exposerons en quelques mots.

Etant donnée I'équation [5]

F(x,p,9' ...y")=0, (1)
considérons I'expression suivante '
D (x, 9 ¥ . Y™). @)

Soit y (x) une fonction appartenant a une classe déterminée des so-
lutions de I’équation (1). ¢ sera une intégralé premiere qualitative de (1),
si @ considerée comme une fonction de x varie dans un intervalle dé-
terminé [\, A,], pour les solutions de la classe donnée. On écrit

D=0+0(2,-%,)=X, 0L,
On obtient, par exemple, pour chaque intégrale réelle de I'équation
yrtyt=f(x),

oYY g 2-1), 0oL
) +0 (V2-1) <i<
Petrovitch étudie de telles classes des équations différentielles dont
les premieres intégrales qualitatives donnent des équations ¢ =X -qui sont
plus faciles a étudier. De telle maniére, en partant des conclusions rela-
tives aux équations simples, il arrive jusqu’aux conclusions relatives aux
équations plus générales ou plus compliquées.
Voici quelques-uns des résultats de Petrovitch.

v v

BecuHk MaTeMaTH4apa H ¢u3anuapa 9
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*
Etant donnée 1'équation [1] » - »
y'=f(x)y ' . (2)
ot f(x) est une fonction réelle, finie et continue dans un intervalle (a,b)
de x, toute courbe intégrale y dont la dérivée premiére s’annule dans un

point (x,, yo) compris dans l'intervalle (a, b) ol f est positive, est dans cet
intervalle comprise entre les deux courbes

. Y=YeCh(x—xo) VN - . et.  y=y,ch(x—x,) VM, . (4)

ot N et M désignent une limite inférieure et une limite supérieure de f(§)
pour les valeurs comprises entre x, et x. Si f est négative dans (a,b)
supposé suffisamment étendu, la courbe y est oscillante, se composant de
demi-ondes alternativement positives et négatives. Chaque demi-onde,
soit positive, soit négative, est comprise entre les deux courbes

Y=Ye€08 (x — Xo)VN et y=y,cos (x—x,) VM (5)
N et M ayant des significations précédentes relatives a — f(x).
#
Ecrivons I'équation de Riccati sous la forme [1]
Y=e@-fi)(y-1o) (6)

et supposons que les trois fonctions ¢, f,, f, de x soieat positives dans
lintervalle de x =0 a x=a, les fonctions f, et f, n’étant pas décrois-
santes dans cet intervalle et les deux courbes y=f, et y=f, n’étant pas
tangentes toutes les deux 2 la fois a I'axe Ox en O. Supposons encore,
pour fixer les idées, qu’'on ait f, < f, dans cet intervalle. Soient’

Y= (Y,—F)) (..Yl‘Fz'): . (7)
Y= (Y3-Py) (Yi— ), (8)

deux équations qu’on sait intégrer et telles que, dans I'intervalle (0,a) on
ait constamment

Fi<fFa< fas b, =>fr, Py 2 fa. ()]

Dans l'intervalle (0,a) on aura constamment Y, <<y <Y, ou Y, Yy
désignent les intégrales respectives de (7), (8), (6) s’annulant pour x=0.
Le méme procédé s’applique aux équations [3]

yV=e(—f)(y—fa)...(y—fn) (10)
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ainsi qu'a I’équation linéaire du second ordre

V+f(x)y+e(x)y=0, (11)

out le role des fonctions f, et f, est joué par les deux racines en r de
I’équation du second degré

r’+f(x)r+¢(x)=0. (12)

On peut constater que Petrovitch a résolu le probléme de I'enca-
drement des solutions de I'équation (11) en utilisant les résultats trouvés
pour I'équation de Riccati. C’est le méme cas dans la théorie classique
o, pour résoudre (11) il faut connaitre une solution de I'équation de
Riccati.

Etant donnée une équation [1]

y’:F(x’,va)) (13)

ot f est une fonction en x figurant dans F, sur lequel on portera parti-
culierement I'attention et (x,, y,) le point initial de I'intégrale pour lequel
la fonction et sa dérivée %‘f soient déterminées, finies et continues, ne
changeant pas de détermination, et pour lequel cette dérivée partielle
ne s’annule pas (les points ne remplissant pas cette condition apartiennent
a certaines courbes fixes dans le plan x Oy que l'on connaitra d’avance,
ou bien sont isolés et fixes), on peut toujours choisir, et cela d’une in-
finité de maniéres, deux fonctions X (x) et . (x) satisfaisant aux conditions
suivantes:

Que ces fonctions soient déterminées, finies et continues dans un
intervalle suffisamment petit de x,-a, 34 x,+a, (a, et a, étant deux con-
stantes positives). o

Qu'on ait dans cet intervalle X (x) < f(x) <p(x).

Qu’en désignant par u et v les intégrales respectives des équations

u'=F (x,u,1), V'=F(x,v,p) (14)

prenant ‘pour x=x, la valeur u,=v,=y, les fonctions u et v soient dé-
terminées, finies et continues dans un intervalle suffisamment petit de
Xo—by & x40, (b; et b, étant deux constantes positives).

Les deux intervalles (xq—a,, xo+a3) et (x,—b,, Xo+0b,) ont toujours
une partie commune (x,—h,, xo+h,) d’étendue non nulle, pour lequel on
démontre le théoréme de la moyenne suivant pour les équations du pre-
mier ordre:

Pour toute valeur de x, comprise dans l'intervalle (xo—h;, Xo+ hy)
I'intégrale y de (13), prenant pour x=x, la valeur y=y, est déterminée
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finie, continue et comprise dans l'intervalle entre les valeurs correspon-
dantes des integrales u et v des équations (14) qui, pour x=x, prennent
la valeur uy=vy=y,.

Il faut souligner la richesse des idées de Petrovitch dans les résultats
nombreux de la sorte donnée et le besoin d’examiner la possibilité d’une
théorie plus générale qui les pourrait réunir tous. Il faudrait aussi com-
parer ces résultats avec ceux d’autres auteurs, pour constater les liaisons
qui y existent. Petrovitch applique ses procédés a I'étude des solutions
asymptotiques et des équations aux dérivées partielles [5].

En 1919, S. A. Tchapliguine a publié sa méthode de I'intégration
approximative des équations différentielles du premier ordre [6].

Etant donnée 1'équation
y'=f(x,y) (15)

(f une fonction continue de deux variables indépendantes dans une region

of

o du plan xOy o 5, est finie), nous considérons la solution y (x) de
y

(15) qui prend pour x=x, une valeur y=y, (le point (x,y,) se trouve
dans w). Soit v(x) une fonction de x qui prend la valeur v (x,)=y, et le
long de laquelle on a

20 (16)

dans un intervalle [x,, x,], on aura aussi

v(x) =y (x)
dans le méme intervalle.

On peut trouver ce théoréme dans un des livres de Petrovitch [5]
mais Petrovitch ne cite pas le nom de l'auteur.

La méthode de Tchapliguine va plus loin. En ajoutant la condition
i i
oy* .
ment en connaissant la paire précédente. Il n’y a qu’a résoudre les équations

yr:f(x, Vn)—f(X, Un)

V= Up

=0, Tchapliguine obtient 'ld paire suivante des courbes de I’encadre-

O - 1)+ (5 ta), ¥ =y (60 ) (7 =) +F (6 ). (17)

Lusin a donné la vitesse de la convergence de cette suite des
courbes.
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I a montré que
C

Vp— Uy < oan (18)
(C étant une constante indépendante de n).
En étudiant les équations linéaires du second ordre
V'+a(x)y+b(x)y=f(x), (19)
Tchapliguine cherche les conditions suffisantes pour que soit
v(x)=y(x) (20)
dans Tintérieur de I'intervalle [x,, x,] dans lequel on a
ta(x)v+b(x)v—f(x)=0, (21)

(v (x) est la solution de I'’équation (19) y (x,) =y, V' (Xo)=y," et v(x) une
fonction v (xy) =yo, V' (X,) =¥0").

Il obtient cette condition: c’est I'existénce, dans lintervalle [x,, xy);
d’une solution continue de I'équation de Riccati

k'+k*—ak—a'+b=0 (22)

(les fonctions a, b, f sont les fonctions continues de x).

On peut ajouter que la méthode de Tchapliguine est trés déve-
loppée aujourd’hui en U.R.S.S. On l'applique aussi dans le domaine des
systemes des équations différentielles ordinaires, dans 1’étude des équa-
tions intégrales, dans I'intégration approximative des équations aux dé-
rivées partielles. Nous citerons, a la fin, quelques travaux de cette sorte.

11

Je montre un procédé relatif a I'équation (19), ot a, b, f sont les
fonctions continues de x. 1l est bien connu qu'on peut intégrer (19) si
'on connait une solution k, de I'équation de Riccati

K+k*+ak+b=0. (23)

On obtient une équation linéaire du premier ordre qui donne I'intégrale
générale. Mais nous pouvons appliquer a cette équation le théoréme fonda-
mental de Tchapliguine relatif aux équations du premier ordre. Nous aurons
ainsi, excepté la solution particuliere dont la forme est peut-étre peun
commode aussi les coutbes inférieures ou supérieures pour apprécier I'inté-
grale. La courbe supérieure (inférieure) prend la forme

v (x) =¥ (x) w, (x) (24)
ou V¥ (x)=F (x)+C, prend, pour x=x,la valeur (l) et F(x) signifie
X =x0

wy
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la fonction primitive de la fonction v, (x) qui satisfait aux conditions

v,(x.)=[(l)’], vt Chrau—fe M 0. (29)

w, =x0

Enfin, w,=efk'dx
Riccati (23).

En comparant ce procédé avac celui qui suit du théoréme de Tcha-
pliguine relatif aux équations du second ordre, on peut conclure:

a) La méthode de Tchapliguine s’appuie sur une inéquation du second
ordre (21), tandis que la méthode de ci-dessus s’appuie sur une inéquation du
premier ordre (25). On peut prouver que les courbes (24) satisfont a la
condition (21). Il est clair que, dans le cas ot a’ existe dans [x,, x,], les courbes
(24) sont les courbes de l’encadrement, satisfaisant aux conditions suffi-
santes de Tchapliguine. Mais, dans le cas oit a’ n’existe pas dans chaque
point de lintervalle [x,, x,], les courbes (24) ne peuvent pas étre considé-
rées comme les courbes de Tchapliguine qui satisfont a ses conditions suffi-
santes. Malgré cela, elles sont les courbes de I'encadrement, comme nous
I'avons montré. Cet expliquation suit du fait évident que les deux équa-
tions de Riccati sont équivalentes dans le cas oit o' existe. En posant
dans (23), k=k,— a nous obtenons I'équation (22). Mais nous n’avons
pas supposé l'existence de a’' en prouvant que les courbes (24) sont les
courbes de I’encadrement.

b) La connaissance de &, offre cependant la possibilité de trouver
P'intégrale générale. C’est A cause de cela que la méthode exposée ne
sert pas & encadrer les solutions, inconnues, mais @ apprécier les solutions
obtenues, vraiment 4 'aide des quadratures, mais pas en termes finis ou,
parfois, a I'aide des procédés compliqués.

Dans des exemples qui suivent sont obtenues les courbes supérieures
des solutions qu’on ne peut pas donner en termes finis. Dans I’exemple
A, les solutions ne sont pas commodes a étudier a cause de la fonctions
assez générale figurant dans I’équation. Nous avons choisi des equations
oi1 les solutions continues de (23) sont évidentes.

, k, étant une solution continue de I'équatfion de

Exemples
A) Etant donnée I’équation
f(x)y"+xy'-y=0,
(Forsyth-Jacobstahl: Differentialgleichungen p. 117) en supposant que

f (x) soit une fonction contiune et positive, considérons la solution y satis-
faisant aux conditions

¥ (X0) =)o V' (x0) =py’ xo > 0.
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Nous obtenons
’
k1=ir Suvx(x)':to—xr (f=l)i
% A
on obtient la courbe supérieure

! 2 ' ’ »
v(x)=x(t0x _Fto_tOxO)’ t0'>0r
2 x, 2

ou la courbe inférieure si f, < 0.
Aprés avoir résolu ’équation, nous obtenons

(27t e
y=x(t, +t0f dt).
Xy
B) L’équation donnée
xy"+(h-x)y-ay=0
([7] p. 562) ot b n'est pas un nombre entier. Les solutions ont la forme

y=C,F(a,b,x)+Cyx'—*F(a—-b+1,2-b,x),
ou

N & a(a+l) ... (a+k-1) x*
Pl b )=+ B S or1) .. .(bk 1)kl

(la fonction de Pochgammer-une série convergente pour chaque x). Dans
. le cas special b=a+1 nous avons

( +k§l (0+k)x!) me

L’équation (23) a la solution x,=—=
Considérons la solution y (x,)=0, y'(x,)=1 et supposons que
0<a<], 0<xg<<1—a, v,=x9
Nons obtenons, dans l'intervalle x, << x < 1—a, la courbe supérieure
a1

X _ X |
v(x)—a—{—l (a+1) xa
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ANWENDUNGEN FUNKTIONALANALYTISCHER METHODEN
ZUR NUMERISCHEN BERECHNUNG DER LOSUNGEN
VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

vonL. COLLATZ, HAMBURG

Aus dem weiten Gebiet der numerischen Behandluag von Differenti-
algleichungen soll hier ein kurzer Bericht iiber einige Methoden funktio-
nalanalytischer Art gegeben werden, mit denen man exakte Fehlerabschit-
zungen fiir die gesuchte Losung erhilt. Angesichts des dauernd steigenden
Einsatzes von Grofirechenanlagen haben derartige Abschitzungen erhohtes
Interesse, da die Maschinen, die irgendwelche Naherungsverfahren benutzen,
die Naherungslosung mit einer bestimmten Anzahl von Dezimalstellen lie-
fern und man gerne wissen mochte, wieviele dieser Stellen man garantieren
kann.

Der folgende Uberblick enthilt keine Beweise und Einzelheiten; aber
einige Zahlenbetspiele mogen jeweils die Wirksamkeit der Methoden illu-
strieren. Es sind hier ganz einfache Beispiele gewidhlt worden, damit das
Typische an den Methoden deutlicher hervortritt; die Methoden sind aber
auch auf viel kompliziertere Aufgaben anwendbar; um nur ein Beispiel
zu nennen: es wurden Abschitzungen durchgefithrt fiir die kompressible
Unterschallstromung um eine Kugel.

I. Der allgemeine Fixpunktsatz bei Transformationen

in Banachrdumen
1. Der Fixpunktsatz

Der Fixpunktsatz wurde schrittweise mehr und mehr verallgemeinert;
er wurde zundchst fiir lineare Transformationen aufgestellt. Bei nichtlinea-
ren Transformationen wurde es notig, genauer auf die jeweiligen Bereiche
zu achten. Es sei hier eine Formulierung genannt, die nicht nur in Banach-
schen Riaumen, sondern allgemeiner in linearen vollstindigen Riaumen R
gilt, in denen ein Abstand ||f—g|| zweier Elemente f, g als nichtnegative
Zahl mit den iiblichen Abstandspostulaten (vergl. z. B. Aumann [1], S. 83, J-
Weissinger [16]) erklart ist.
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Als Elemente von R werden in der praktischen Analysis gewohnlich
Zahlen, Vektoren, Matrizen, Funktionen, Systeme von Funktionen u. dergl.
verwendet; bei der Anwendung auf Differentialgleichungen treten meist
folgende Banachriume R auf: R enthilt alle Funktionen f(x) oder f(x;,..0,x,),
die in einem Intervall [a,b] oder allgemeiner in einem abgeschlossenen
Bereich B des «x,,...,x,, — Raumes definiert und stetig (oder mit stetigen
partiellen Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung versehen) sind. Als
Norm wird bei theoretischen Untersuchungen hiufig einfach | f|| :sgp | f| be-

nutzt; fir die Giite der erzielten Abschitzungen ist es aber oft von ent-
scheidender Wichtigkeit, eine Norm

(1.1) I|f|I=SEP<P(Xj)!f(X;)I

mit einer ginstig gewihlten in B positiven (in besonderen Fillen nichtne-
gativen) stetigen Funktion ¢ (x;) zu verwenden. In manchen Fillen, z. B. wenn
auch die Werte der Ableitungen der gesuchten Funktion interessi eren
empfiehlt es sich, Normen mit Ableitungen su verwenden, z. B. bei dem
Banachraum der in einem abgeschlossenen Intervall <a, 6> stetigen und
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f(x):

(1.2) A [1=sup 3 @y (x)] 10 (x) |
<a,6>,'=9

,mit fest gewihltenin <a, 5> nichtnegativen stetigen Funktionen ¢, (x) mit
¢a (x) >0in <a, 6> (entsprechend bei Funktionen mehrerer Verinderlicher).

Nun sei T ein Operator, der in einem Teilraum F von R definiert
ist und dort einer Lipschitzbedingung geniigt:

(1-3) . HTfl_Tf2”§K||fl_f2H fir alle fnsz F.

F sei ein vollstindiger Teilraum, der auch mit R zusamenfallen darf.
Fragt man dann nach Lésungen u der Gleichgung

(1.4) Ti=f,

also nach Fixpunkten der Transformation T, so kann man, ausgehend von
einem Element u, ¢ F, ein Iterationsverfahren aufstellen:

(1.5) Up41=Tu, (n=0,1,2,...),

es gilt dann (vergl. [3], [16]) der

Fixpunktsatz: Aufier den obigen allgemeinen Voraussetzungen iiber
R,F und T sei K <1 und es sei mindestens eine der beiden Vorausset-
zungen erfiillt:
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a) man weiss, dass alle u, in F liegen, oder
b) es liegen u, und alle Elemente h der Kugel §

(1.6) A —u || <
in F.

Dann gilt: Die Gleichung (1.4) hat genau eine Losung u in F, die Folge u,
konvergiert gegen u

s o

(1.7) lim||u-u, =0

n->w»
und u gehort sogar der Kugel S an.
Man hat damit Existenz der Losung, Eindeutigkeit im Teilraum F und
eine Fehlerabschatzung fiir die Ndherung u,.
Es gilt dann iibrigens allgemein

n
KHu,—uoll fiir n=0,1,2,...

(1.8) || < 1"

2. Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen (vergl. L. Collatz [5] S. 32 -— 40)
Vorgelegt sei die Randwertaufgabe

2.1) Lu={f(xyy.yXmyt) in B

[ Up.ll:Yp. auf I‘p (p.=1,...,k).
Dabei sind L und U, lineare homogene Differentialoperatoren, f eine ge-
gebene stetige, nach u stetig partiell differenzierbare Funktion. Iy sind
(m—1) dimensionale Hyperflichen (gewohnlich Randflichen des Bereiches B),
auf denen die Randbedingungen vorgegeben sind. y. sind gegebene Orts-

funktionen auf T',. Das Iterationsverfahren (1.5) besteht dann in der Bestim-
mung von up 4, aus u, nach

(2.2) Llln+1=f(Xj,U,,) in B, Upln41=Yp auf Fp.
Die Randwertaufgabe
(2.3) Lu=r(x;) in B, Upu=0 auf 'y
besitze bei stetigem r die eindeutig bestimmte Losung
(2.4) u(x;)=J G (x;%) r (&) d§;
mit einer Greenschen Funktion G (x;, &).
Es sei H ein Bereich des x,,..,X,, u—Raumes, der eine Losung u

von (2.1) und die u, (j=0,1,..) enthilt; in H gelte

(2.5) 25

< N(x,).
| = ()
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Dann ist bei der Norm (1.1) als Lipschitzkonstante

(26) K=sup[v (010 )ING) -0 5]

¢ ()
verwendbar.
Ist iiberdies die Greensche Funktion G (x; =0 und hat die Eigen-
wertaufgabe
(2.7) Lz=%z in B, Upz =0 auf I'y

eine in B nichtnegative Eigenfunktion z(x,) mit dem Eigenwert 2., so kann
man ¢ (x;) = [z(x;)] ~' wihlen und erhalt mit der dann nach (1.1) festgeleg-
ten Norm den einfachen (allerdings auch meist etwas groberen, aber ohne
Benutzung der Greenschen Funktion berechenbaren) Wert der Lipschitz-
konstanten

(2.8) K= L - Max N (x;).
7. B

Zz

Beispiel I: Bei der Randwertaufgabe (die aus einem mechanischen
Problem entspringt) (hier ist y statt u geschrieben):

(2.9) =y'=1+(1+x%)y, y(£1)=0
lassen sich leicht nach der Iterationsvorschrift
(2'10) _y:l+l=1+(1+‘x2)ym ,Vn+l(Il)_—0 (”:07132a"')

ausgehend von einer die Randbedingungen erfiillenden Funktion Vo (X) =
=a (1-x*) einige weitere Funktionen der Folge y, (x) ermitteln. Wihlt man

: " - . 15
a so, dass y, und y, bei x=0 iibereinstimmen, so wird azié’ und

1 1 /221 x* xb x8 xio
2.11 Po=—(—x24x%), .- :—(—-————+—+ —).
@11 yi-vs 32( ) Y 3219520 12 30 56 90

Als Banachraum werde die Menge der in <—1,1> stetigen Funktionen mit
der Norm (1.1) gewihlt. Mit Hilfe der hier leicht angebbaren Greenschen
Funktion kann man die Lipschitzkonstante K ermitteln (Durchfithrung
der Rechnungen in [5]S. 184) und man erhalt:

bei der Gewichtsfunktion ¢ (x)=1 die Abschitzung
V2 (x) -y (x)| < 0,0384 ;

— 1
und bei der Gewichtsfunktion ¢ (x)=(l - %x’ ) die Abschidtzung

[726) =y ()| < 00825 (1 - ),

Der tatsdchliche Fehler bei x=0 betrigt [72(0) =y (0) |=0,0271. In Beis-
piel Il wird gezeigt, wie man die Abschatzung noch verbessern kann.
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Il. Verwendung allgemeiner Abstandsbegriffe
3. Abstandsbegriff

J. Schroder [11] bis [14] hat den Fixpunktsatz verallgemeinert, indem
er als Abstand ||f—g||zweier Elemente f, g € R nicht mehr reelle Zahlen,
sondern allgemeinere Grofien p (f, g) verwendet, die selbst Elemente eines
halbgeordneten Raumes N sind. R heifit dann ein pseudometrischer Raum;
solche Raume wurden von Kurepa [9] eingefithrt. Der Abstandp ‘soll die
iiblichen Abstandspostulate erfiillen
3.1) [p(f, g) =96 genau fiir f=g

p(f.8) <p(fih)+p(gh)
fiir irgend drei Elemente f, g, h aus R.

- In N kann man fiir Elemente p,¢ mit reellen c,, ¢, das Element
¢,p + 0 bilden, es gelten hierfiir die Regeln der Vektoralgebra; fiir
gewisse Elemente p hat p=8 (6 als Nullelement von N) einen Sinn, und
es gelten die iiblichen Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen:

¢=>0, p==9 ergibt cp=0; ferner p=0, s =0 ergibt

p+o=>0; 6<p<0 gilt genau fir p=6 und p=oc bedeutet p-o=8.
Weiter benotigt man einen Grenzbegriff; fir lim p,=p wird verlangt:
n—o

1. Aus p, = const = p folgt p,-p.

2. Bei p,- p strebt auch jede Teilfolge der p, gegen p.

3. Aus p,-»p, 6,40, ¢, »>c folgen p, + 0,2p + 0, CLpPaPCP.
4. Aus 6 <p, <o, und o, »90 folgt p, 6.

5 Aus p,»p und p,=6 folgt p=6.

Diese Forderungen sind so schwach, daB hier viele praktisch wich-
tige Raume, z. B. mit stetigen Funktionen erfafit werden.

- Wieder liege eine. zu losende Gleichung (1.4) vor, .die durch das
lteratlonsverfahren (1.5) behandelt werde Fiir den Operator 7 gebe es
dann einen in N erklarten Operator P mit :

(3.2) e (Th, TRYS Pp(fi,f,) fir alle fy, f, €F.

Der Operator P sei linear, stetig (aus pn —'—>p folge 'P.p, — P p), positiv
(aus p=>0 folge Pp=>0) und fiir jedes Element p-aus N sei die Folge

03 Y
- i=1

konvergent.
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Es moge F das Ausgangselement u, der Iteration und alle Elemente A
der Kugel S

lh—u || <o
enthalten wobei o die Ungleichung
(3.4) (E=P)o=P Juy-u,|

erfiillt (E = indentischer Operator). Dann gelten die gleichen Aussagen wie
beim Fixpunktsatz; Gleichung (1.4) hat genau eine Losung in F, u, kon-
vergiert gegen u und u gehort sogar der Kugel S an.

4. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichungen. (vergl. J. Schroder [12))

Die Methode werde auf den speziellen Fall der Randwertaufgabe
(2.1) angewendet und es werde der Einfachheit halber angenommen, daf
die zugehorige Randwertaufgabe (2.3) eine in B nichtnegative Greensche
Funktion G (x,,§) besitze. Dann kann man als halbgeordneten Raum N
die Menge der in B stetigen Funktionen und als P den Operator

B
(3-5) Pp(x)=JG(x,§)N(E)e () dE;

verwenden; man gelangt dann zu folgender Fassung, bei der man die
Greensche Funktion nicht explizit zu kennen braucht: Man habe mit Hilfe
des Iterationsverfahrens (2.2) zwei Funktionen u,, u, ermittelt und es sei

(3.6) a1ty | < 6y (x,) in B.
(3.4) ist dann gleichbedeutend mit
3.7) Lo—N (x;)6 = N(x,) 6, (x,); Upno=0;

man hat also nur noch eine nichtnegative Funktion o (x,) zu suchen, welche

die homogenen Randbedingungen und in B die Ungleichuug (3.7) erfiillt;
dann gilt

(3.8) |uy—u|<Lol(x)) in B.

Diese Abschitzung ist in gewissem Sinne nicht mehr verbesserbar.
Wenn namlich speziell in (2.1) f(xj,uy=N(xj)-u mit N=0 steht, wenn
uy—uy =0 in B gilt und man also o,=1u, —u, setzen kann, so liefert die-
jenige Funktion o (x;), fiir die in (3.7) das Gleichheitszeichen steht, den
genauen Fehler u—u,=0. Es wird also fir numerische Zwecke darauf an-
kommen, die Ungleichung (3.7) ,méglichst gut zu erfiillen* (d. h., daf

Lo—No- Ns, der Null mdglichst nahe kommt), was man hiufig mit Hilfe
der Relaxationsmethode durchfiihren kann.

Beispiel 11. Bei der Randwertaufgabe 12.9) werde wie in (2.10), (2.11)
iteriert, jetzt aber schirfer abgeschitzt. Hier ist N (x)=1+x* man hat
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also nach (3.7) eine Funktion o (x) zu ermitteln, fiir welche o (+1)=0 und
39 —"—(1+x) 6 = (1+x3) [y~ |

gilt. Man setzt o am einfachsten als Polynom mit einigen freien Para-
metern ¢, an und bestimmt die ¢, nach der erwihnten Relaxationsmethode.
0,0243

Hier erhdlt man bereits mit 0:—?3— (1—x?) brauchbare Ergebnisse. Nach
(3.8) gilt somit
(3.10) e (1) -y (x)] < 0,0304 (1—x?).

Schon mit diesem Polynom 2. Grades hat man also eine bessere Abschit-
zung erhalten als in Beispiel 1. Nimmt man fiir o (x) Polynome hoheren
Grades, so kann man mit der Abschitzung dem wirklichen Fehleverlauf
beliebig nahe kommen, da hier y,—y, in (—1,1) das Vorzeichen nicht
wechselt.

Beispiel 1lI. Randwertaufgabe bei der nichtlinearen partiellen Diffe-
rentialgleichung (Warmeleitungsaufgabe):
3.11) —Au=1-u—u? fiir r <1 (mit r2=x+ y*) (im Bereich B)
mit der Randbedingung
(3.12) u=1 fir r=1 (auf dem Rande I).

Zunichst hat man 2 Funktionen u,, u, zu ermitteln, die die Randbedin-
gung und .
(3.13) —Auy=1—ug—u,®
erfiillen.

Es werde u,=1+a(1-r¥)+06(1—r*) angesetzt, daraus u, berechnet
nach (3.13) und die Parameter u, b so bestimmt, daff auch u, die Rand-
bedingung erfiillt und u, nahe bei «, liegt. So wurde gewihlt

u=1-0,13(1-r%—0,03(1-r*)
= é—( -14 V7,0841,92r* )

Im Teilbereich der stetigen Funktionen u(x,y) mit 0<u<1 ist nach

(2.5) N=3 wihlbar; also benotigt man eine auf dem Rande I' verschwin-
dende Funktion o mit

—-Ac-306=30, mit oo:iu,—u°|.

Hier wird angesetzt
3

6= 3 ¢ (1-r),

v=1
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und Relaxation gibt rasch brauchbare Werte fiir die ¢,. Man erhilt
lu—u | <6=0,0024 (8-9r2+7r9).

Es liegt hier kein so giinstiger Fall wie in Beispiel II vor, da u, - uy in B
das Vorzeichen wechselt.

lIl. Newtonsches Verfahren mit Varianten
5. Verwendung des Begriffs der Ableitung eines Operators

Die zu losende Gleichung laute jetzt
(5.1) Tu-=9

und T sei ein im Frechetschen Sinne im Teilraum F differenzierbarer
Operator (sonst aber die Voraussetzungen iiber T, F, R wie in Nr. 1).
Die Gleichung moge iterativ behandelt werden, beginnend mit einem Ele-
ment u, in F. Es liegt nahe, die Differenz 8,=u,,,-u, mit 7u, im
Zusammenhang zu bringen; denn beide sollen zugleich verschwinden. Wir
setzen daher

(5.2) Sy=Unyy—u,=A, Tu, oder
(5.3) Upypy=Vou, mit V,=E+A, T,

wobei A, (oder im einfacheren Falle: A, = konstante Transiormation A)
Transformationen sind, die das Nullelement und nur dieses wieder in das
Nullelement iiberfiihren. Gewohnlich wihlt man als A, lineare Trans-
formationen. '

Hier ordnet sich das gewdohnliche Newtonsche Verfahren unter, vergl.
(7] 8] [10]:

(5.4) 8p = sy — i, =Ty ' Tup,

wobei T,;, =T (u,) die Ableitung des Operators T an der Stelle u, und
Tw' die Inverse dazu bedeutet. Es gibt eine Variante, das vereinfachte
Newtonsche Verfahren:

(5.5) 8n=U, sy —Un=To " Tu,,

welches rechnerisch bequemer durchfithrbar ist, aber nicht so rasch kon-
vergiert als (5.4): Dieses Verfahren ordnet sich dem Iterationsverfahren
von I unter-und ld8t daher eine unmittelbare Fehlerabschitzung zu, die
zugleich fiir das gewohnliche Newtonsche Verfahren anwendbar ist, da man
stets den letzten gerechneten Schritt des gewohnlichen Newtonschen Ver-
fahrens als ersten Schritt des vereinfachten Newtonschen Verfahrens auf-
fassen kann; .zugleich erhialt man so fir das gewohnliche Newtonsche
Verfahren eine Fehlerabschatzung, bei der man nicht die zweite Ableitung
benotigt, vergl. [4]. '
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Da Ty ' als Inverse einer Ableitung ebenso wie To linear ist, kann
man die Ableitung von V,=V unmittelbar bilden und man erhilt fiir
irgendzwei Elemente f, f* aus F:

(5.6) HVE=VIE[| Zsup ||V ] [If-f*]l,
man bekommt als Lipschitzkonstante K fiir das vereinfachte Newtonsche

Verfahren
(5.7) K=sup || V'|| < || To " || sup || To—T"]|
F F

und (1.8) kann unmittelbar angewendet werden.

6. GewoOhnliches und verbessertes Newtonsches Verfahrea

Neben dem vereinfachten Newtonschen Verfahren gibt es verbesserte
Newtonsche Verfahren, bei denen man zweite oder hohere Ableitungen
heranzieht. Von vielen verschiedenen Arten sei nur die folgende genannt:

Man berechnet 8, aus

] l " . 0]
(6.1) 0="T,+ Tm6n+—2— To @npa mit T+ Tp @, =06.

Dabei bedeutet T, =7u, und T; die zweite Ableitung an der Stelle Uy.
Fiir das gewdhnliche Newtonsche Verfahren gibt es Konvergenz.
beweise und Fehlerabschdtzungen von Kantorowitsch, Ostrowski u. a. Man
kann nun eine allgemeine Theorie aufstellen, die das gewohnliche New-
tonsche Verfahren und eine Reihe ihrer Verbesserungen als Spezialfille
enthalt.
Das Verfahren bestehe in der Iterationsvorschrift

(6.2) 8a=® (15", Tu, Tu, Ta, Ta',...)
wo ¢ eine gegebene Funktion der Argumente ist; das Verfahren lasse
Abschitzungen der Form zu
(6.3) 18a (| (bn, (| Tall) || Tall
I Tass I & (bn ([ Tall) Il Ta ll%,

wobei k eine feste positive Zahl (die ,Ordnung* des Verfahrens), b, eine
obere Schranke fiir || 7, '|| bedeutet und g und h bekannte in ihren (nicht-
negativen) Argumenten monotone Funktionen sind.
Sind gewisse Bedingungen iiber die Ausgangsnidherung erfiillt, so
lassen sich Konvergenz und eine Fehlerabschitzung der Form
kn—1

“u_u"“éalll—%g B‘/:T

(6.4)

beweisen.

BecHHK MaTeMaTHYapa B ¢dWaHuapa 10
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IV. Monotonie-Eigenschaften

7. Aufgaben monotoner Art

Bei den Methoden von Il kann die Bildung des inversen Operators
zu T, Schwierigkeiten bereiten. Diese lassen sich oft umgehen, wenn der
Operator von ,monotoner Art¢ ist. Man erhilt in solchen Fallen unter
Annahme der Existenz einer Losung oft sehr einfache und scharfe Schran-
ken, wie an Beispielen linearer und nichtlinearer Randwertaufgaben, auch
bei partiellen Differentialgeichungen, gezeigt werden kann. Ein Operator
T heiBt in einem Teilraum F eines halbgeordneten Raumes R von ,mo-
notoner Art*, wenn fiir beliebige Elemente f,, f; von F stets aus TH S Tf,
folgt f, < f.. Setzt man die Existenz u einer Losung von

(7.1) Tu=f

voraus, so hat man sofort die Moglichkeit der Eingabelung. Sind nimlich
v, und v, zwei Ndherungen mit

(7.2) T, < f< Tv,,
so folgt < u<<v,.

Man hat damit zugleich auch fiir das Relaxationsverfahren, bei dem man
den ,Defekt* d=dv=Tv-f einer Niherung v durch Anbringen kleiner
Korrekturen dem Nullelement zu nahern sucht, die Maoglichkeit einer
Fehlerabschitzung; denn hat man z. B. d =6 erreicht, so weifl man v=u
und entsprechend folgt v < u ausd < 6. Es wurden eine Reihe von Typen von
Randwertaufgaben bei gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen 2.
und 4. Ordnung (auch nichtlinearen) zusammengestellt, welche von mono-
toner Art sind. vgl. z. b.[2] [5] [6].

8. Monotone Operatoren

Es sei wieder (1.4) die zu losende Gleichung in einem halbgord-
neten Raum R.

A. Der Operator T sei monoton nichtfallend, d. h. aus

(8.1) u<v folge Tu<Tv.

Man hat zwei Iterationsfolgen

(8.2) Uy g= Tty s Bypg==Thy (8=10,1,2,..... ),
wenn dann

(8.3) U Sy Sy o

erfiillt ist, so gilt

(8.4) g Sl Sl cvinenns <i, K, L,
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Nun werde vorausgesetzt:

V,: Jeder monotonen beschrinkten Folge v, von Elementen aus R
ist ein Grenzelement v aus R zugeordnet, v,-v, (eine Menge M von
Elementen v heifit beschrinkt, wenn es ein Element h gibt mit v <# fiir
alle v aus M) und der Operator T ist stetig beziiglich dieses Grenziiber-
ganges, d. h. aus v,—»v folge Tv,--»Tv. Dann konvergieren die u,
gegen ein Grenzelement u* und die 4, gegen ein Grenzelement 4% und
es sind u* und 4* Losungen der Gleichung (1.4), es gilt

(8 5) u, <u* < i+ <4, fir (n=0,1,2,...).
B. Der Operator T sei jetzt monoton nicht wachsend, d. h. aus
(8.6) u<v folge Tu=Tv.
Bei der Folge (1.5) sei jetzt
(8.7) Uy <y < Uy
dann gilt
(8.8) U Ly <, <o Ly Sug Sy

Es sei wieder obige Voraussetzung V, erfiillt und auferdem V,: In der
Menge M der Elemente u mit u, <u<u, moge das Gleichungssystem

(8.9) v="Tw, w=Tv
nur Losungen mit v=w besitzen.

Dann konvergieren die u,, ,von unten“ und die uyn,, ,vOD oben*
gegen eine Losung u* von (1.4):

(8.10) gn Sllgn g SU* Sy Sllaney (=01, 2,..))
Man darf dann auch abindern (abrunden oder formelmiflig vereinfa-
chen): Ist z.B. u, < v, < u, und setzt man v,,,=Tv,, so gilt

(8.11) P S

9. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichung

Es liege wieder die Randwertaufgabe (2.1) vor mit den dort getrof-
fenen Voraussetzungen. Es existiere eine Greensche Funktion G (x5, &)
derart, daf8 (2.1) einer (nichtlinearen) Integralgleichung u= Tu gleichwertig
ist. Ist ¥ eine spezielle die Randbedingungen erfiillende Funktion, fiir die
L\ existiert, so hat man

(6.1 u (x;) =V (x)) +BfG (i B [=L Y @) + @ u@E)dE
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Die Greensche Funktion sei nichtnegativ, dann ist T im Falle -3—120
u
monoton nichtfallend und im Fall -?—’go monoton nichtwachsend.

ou

Die Voraussetzung V, ist, wenn die v, selbst als Bildelemente von
stetigen Funktionen w, auftreten (v,= Tw,), wie es beim Iterationsverfahren
der Fall ist, fiir die Greensche Funktion bei gewdhnlichen Diiferential-
gleichungen normalerweise erfiillt und bei einfachen Fillen partieller Diffe-
rentialgleichnungen (wie z. B. bei dem Laplaceschen Ausdruck Lu= — Au
bei einem Kreisbereich) ebenfalls. (Naheres in [15]). Fiir die Voraussetzung
V, wird die Differenz 8§ =u— w betrachtet. Fiir diese wird

(9.2) L8 =f(xj, w)—f (xj, u) = 8, Upn8=0 aul Ty,
dabei ist @ der Wert von g—f an einer Zwischenstelle zwischen u und w.
u

Wenn in dem durch M gegebenen Streifen u, <u < u, gilt
(9:3) [ <IM,

wobei X, der betragskleinste Eigenwert von L8§=18 in B, U,8=0 auf I,
ist, so ist Voraussetzung V, erfiillt.

Beispiel 1V. Fiir die Randwertaufgabe
(94) —y'=1+ayt,  y(£1)=0

sind unter Annahme von 0 <u fiir a >0 die Voraussetzungen von A
(monoton nichtfallender Operator) und fiir a <0 die Voraussetzungen von
B (monoton nichtwachsender Operator) erfiillt.

Ausgehend von

(9.5) uy=b(1—x* erhidlt man u, leicht durch einen Iterationsschritt aus

—u,"=14au?, u, (+1)=0;
es wird
42
(9.6) u,—u,,=—1-3—0i [15-30b+ab?ep(r)] mit @ (x)=11—-4x2+ x4,

im Interval (—1,1) gilt 8 <o (x) < 11.

A. Es sei a==1. Wahlt man zundchst u,=0, i,=1—x? so ist (8.3)
erfiillt, es gibt mindestens eine Losung u* von (9.4) mit 0 <Cu*(x) <1-=x3
Um bessere Schranken zu erhalten, wird & so gewidhlt, daB u,—u, in
(- 1,1) nichtnegativ oder nichtpositiv ausfillt; man bekommt die giinstig-
sten Werte b als Wurzeln von 15-30 6+ =0 mit y=8 bzw. 11.
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Fiir 6=0,5941 wird u, <u, und u, (0)=0,6294 < u*(0),
fir £#=0,6595 volgt u* < 0,6595 (1 - x2).
B. Es sei nun a= - 1. Fiir u,=0 ist (8.7) erfiillt:

L 15-1@(0)

1
uy=—(1—-x2%), u,=
T ) : 30(

2

Es ist (9.3) mit |® 1§2-%<|xl|= % erfiillt, also gibt es in der Menge

M der Funktionen u mit Ogugé(l —x*) genau eine Losung u* von

(9.4) mit a= -1. Etwas engere Schranken erhilt man mit Hilie des

Abidnderungssatzes (8.11); mit b= —]% folgt

1 11
0,40833 ——< o) <L ——— 0,43887.
< 120 — © =2 (120)<

Man hat so mit sehr geringem Rechenaufwand, allein mit der Ite-
ration (9.5) (9.6), Existenz —, Eindeutigkeitsaussagen und Fehlerschranken
fiir eine Losungsfunktion u* (x) erhalten. Durch Verwendung von Polynomen
hoheren Grades lassen sich natiirlich leicht wesentlich engere Schranken
gewinnen.

Beispiel V. Fiir die Randwertaufgabe

97) —Au=—1+a(u+u?) fir r<1 (mit r*=x24y?) (in B)
u=1 fiir r =1 (auf I)

sind bei der Annahme von 0 <u fiir a >0 die Voraussetzungen von A
(monoton nichtfallender Operator) und fiir a << 0 die von B erfiillt. Die
Iteration —Au = —1+a(uy+u,?), u,=1 fiir r=1 148t sich, ausgehend von
(9.5) uy=1+4b(1-r?
leicht ausfiihren.

A. Es sei a=1, dann wird
144 (u,—uo) = (1 =r*) ¥ mit y=36—636+226%— (27 b+ 14 b2) r2+4 b2,

Fir =0 ist u; = u,; wihlt man 4,=2—r* (das entspricht b=1), so ist
(8.3) erfiillt; es gibt also eine Losung u* von (9.7) mit 1 <u* <2/,

Zur Aufstellung engerer Schranken wihlt man b einmal so, da ¥ =0,
und einmal so, daB ¥ < 0 ausfillt. Die giinstigsten Werte von & ergeben
sich wie in Beispiel IV durch Loésen quadratischer Gleichungen. Mit

b= —1—(15_\/1_7‘7) bzw. 24/(21+ V89) erhalt man 1,516 < u (0,0) < 1,789.
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B. Es sei a= —1; dann wird 144 (u;—u,) = (1 -r%). ¥ mit
V= — (1084225b+22 b%) + (27 b+ 14 6%) r2—4 b2 r*.

Fiir 6=0 wird u;=1- %(l—r’) und es folgt (u,—u,) 144=(1-v?) ¥, wo-

bei man ¥ mit b= —% zu bilden hat. Man stellt fest, daB8 (8.7) erfiillt ist.

Wieder kann man die Schranken mit Hilfe des Abidnderungssatzes ver-

bessern. Mit den Werten —72/(75+ V4569) und —12/(11+ Y105 fiir b er-
hidlt man die Schranken

0,4352 < u (0,0) < 0,4951.
Wie in Beispiel IV hat der sehr einfache Ansatz (9.8) Existenz, Eindeutig-

keitsaussagen und Fehlerschranken geliefert; die Schranken sind noch grob,
lassen sich aber natiirlich durch Rechnen mit Polynomen hoheren Grades

verbessern.
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APPLICATION DES SPECTRES MATHEMATIQUES A LA RESO-
LUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

par CONSTANTIN ORLOFF, BEOGRAD

Le but de ce travail est de donner une méthode purement arithmé-
tique, applicable a la résolution des €quations différentielles et donnant
leurs intégrales sous forme de série de Taylor. L’avantage d’'une telle
méthode est le suivant: parce qu'on calcule exclusivement avec les nombres,
on y peut se servir des machines a calculer, celles de bureau, ainsi que
des machines électroniques. Cependant 1'état actuel de la théorie des spec-
tres ne donne pas de telle possibilité. Pour cette raison nous devons
antérieurement, compléter cette théorie.

Pour le faire nous devons d’abord exposer le procédé numérique de
Petrovitch [1], auquel il a donné le nom de la méthode spectrale, en
traits courts et sous une forme un peu simplifiée. Nous I'exposerons,
notamment, pour le cas des spectres cannelés, sans tranches parasitaires
et avec le rythme spectral uniforme, cette simplification n’apportant
aucun changement essentiel dans ce procédé lui-méme. Le procédé en
question a pour but la recherche d’'un nombre limité ou illimité d’inconnues
a;(i=0,1,2,3...), a condition de savoir d’avance que ces inconnues sont
des nombres entiers positifs, admettant une borne supérieure 107, ol /
est un entier positif. Cette condition doit étre comprise de telle manierc,
que dans les problémes & résoudre, il est toujours possible de faire, sur
les a; les conclusions citées, avant d’aborder le procédé spectral. Pour
atteindre ce but on part des données by, qui sont aussi en nombre limité
ou illimité, elles peuvent étre des nombres ou des fonctions de formce
quelconque. Le procédé spectral consiste a appliquer une suite d’opérations
(au sens le plus large) a ces by, et a I'entier A, appelé rythme spectral
uniforme. Les opérations en question dérivent du probleme a résoudre et
servent A obtenir un nombre S, appelé spectre résultant du probleme. Ce
nombre mis sous la forme d'un nombre décimal et partagé, a partir dc
virgule décimale, en tranches de h chiffres chacune, donne les valeurs de
tous les a;, de telle facon que chaque a; est égal au nombre inscrit dans
-1a tranche correspondante, traité comme nombre entier. '



284

Ainsi le spectre résultant S dépend des données b, et de h et on
peut écrire
S =f(bx, h) = F(h) (1)
ot par le symbole f est désigné I'ensemble des opérations a faire. Les by
étant donnés, le spectre S ne dépend définitivement que du rythme A.
- Un théoréme treés important de la théorie des spectres mathématiques
est le suivant:

Théoreme. Si h est un rythme uniforme compatible avec le probléme
et les données by, alors chaque entier hy, plus grand que h est aussi compa-
tible avec le probléme et les données en question et peut aussi servir de
rythme uniforme.

Ainsi pour les mémes donné:s by au moyen des mémes opérations f,
mais avec des rythmes différents. 4 et h,, on peut former deux spectres
résultants S et §; du méme probleme

S=f bk, ) =F (h), Si=f (b, 1) =F (hy), @)

Les nombres S et S, seront, naturellement, différents, mais traités
comme spectres auront des tranches correspondantes avec les mémes va-
leurs effectives. La différence n’est donc qu’en largeur de tranches, S ayant
les tranches de largeur h et S, de largeur f,. Ainsi la scule différence
entre S, et S est que chaque tranche de S; commence par h,— h zéros,
qui sont absents dans les tranches de S.

Il en résulte donc, que la valeur & dans la formule (1) peut étre
traitée comme une variable — nombre entier avec une borne inférieure
cette borne étant définie par les données b, et le probleme méme.
Ce fait était déjd connu mais paraissait sans beaucoup d’intérét. On
en tirait deux conclusions suivantes. Premiérement, on ne doit par toujours
prendre le rythme, le plus petit possible. Secondement, on peut pour
controler le résultat obtenu, former encore un spectre, avec un rythme
plus grand. Hors de cela il paraissait inutile de former deux spectres
résultants du méme probleme avec les mémes données, car le premier
spectre donne la solution compléte du probleme.

Avant de passer aux avantages qu’on peut tirer de ce fait fondamen-
tal, faisons un court résumé des conditions qui doivent étre remplies, pour
que le procédé de Petrovitch soit applicable: 1) Il faut savoir d’avance
que toutes les inconnues g, sont des entiers positifs, 2) pouvoir, au moyen
des b; et du probleme méme, déterminer I'entier auxiliaire & compatible
avec les données et le probleme, 3) connaitre les opérations f a faire,
pour obtenir le spectre S.

Ces conditions, difficiles a satisfaire, ont été modérées par les re-
cherches postérieures. La premitre condition a été changée [2] de cette fagon
qu'il faut seulement connaitre d’avance que les g, sont des nombres entiers
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de n’importe quel signe. Puis il a été démontré [3] que la condition, que
les a; soient des nombres entiers n'est pas essentielle. Il s’agit seulement
de savoir d’avance la classe a laquelle appartiennent tous les g;, pourvu
que cette classe contienne un nombre limité de nombres. Traitée plus
généralement, pour les rythmes non-uniformes, cette condition n’exige
pas que la classe en question ait un nombre limité de nombres, celui-ci
peut étre illimité, mais alors I'’ensemble des nombres de cette classe ne
doit pas avoir de points d’accumulation.

La troisieme condition n’apporte pas beaucoup de difficultés, mais la
seconde, la recherche antérieure du rythme compatible 4, en apporte
beaucoup. On les surmonte par plusieurs majorations successives plus ou
moins heureuses, mais le rythme obtenu de telle fagon, surtout dans les
problémes assez généraux, est trés ‘grand, beaucoup plus grand que ne
'exige le probleme en question. Malheureusement on s’appergoit de ce
fait postérieurement, aprés avoir déja effectué des calculs compliqués.
D’autre part il i’y & aucun moyen satisfaisant de préciser le rythme £
dans les probléemes généraux d’Analyse que nous voulons maintenant
aborder.

Ces difficultés avec le rythme 4, n’étaient pas de trop grand incon
vénient dans la premiére période de I'application de la Méthode spectrale
(1917—1953), quand elle était traitée comme une méthode théorique, avec
le but de démontrer seulement la possibilité de transformer certains pro-
bléemes et procédés algébriques et analytiques en procédés purement
arithmétiques, sans prétention d’étre utilisée en pratique.

Mais avec la fondation d’une nouvelle branche de la Théorie des
spectres mathématiques — Mathématique spectrale pratique [4], la grandeur
non-nécessaire de h, est dévenue un grand inconvénient pour le déve-
loppement de cette nouvelle branche.

Nous proposons donc, dans ce travail, d’introduire un nouveau pro-
cédé. Au lieu de former d’aprés la formule (1) un seul nombre — spectre
S, avec un h préalablement calculé, nous proposons de calculer plusieurs
nombres de la méme forme '

CSj=f(br, B)=F(h),  (i=1,2...) )

ol f est le méme ensemble d’opérations que dans la formule (1) et h,,
h,,... sont des entiers positifs croissants arbitrairement choisis. Puis de
comparer les nombres S,,S,... entre eux et d’obtenir ainsi un certain
nombre d’inconnues a; d’aprés les théorémes de comparaison, antérieurement
établis. En prolongeant la formation des nombres (3) on pourrait, en prin-
cipe, obtenir toutes les inconnues a;. Il est évident que ce procédé peut
donner des résultats complets (calcul de tous les a,) toutes les fois qu’il
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s’agit d’'un nombre limité d’inconnus, et cela est toujours le cas en Ana-
lyse numérique, ainsi que dans le cas ot le nombre des inconnues est
illimité, mais ils ont une borne supérieure. En ces cas pour un certain f
le nombre (3) serait le spectre résultant du probléme.

Avant de passer aux avantages de ce nouveau procédé, qui ne sont
gueére évidents, comparons un nombre de la forme (3) avec un spectre
au sens classique. Un spectre donne tous les a,, c’est-a-dire tous les chif-
fres de chaque a,. Dans un spectre tous les chiffres de tous les a, sont
placés distinctement, et dans un nombre (3) les chiffres de plusieurs q;
sont mélés d’une certaine facon.

Je propose donc, n'ayant pas trouvé de terme plus heureux, d’appe-
ler un tel nombre — accord numérique a cause de ce mélange de chif-
fres, analogue au mélange des notes de musique dans un accord. Un
accord peut aussi étre partagé en parties de /£ chiffres chacune. Nous
appelerons une telle partie note de I'accord, et nous parlerons de la valeur
eifective d’une note de I'accord, analogiquement a la valeur effective d’une
tranche de spectre. Si cette partie contient seulement un des a; nous
appellerons cette partie note pure de l'accord, dans le cas contraire nous
parlerons d’une note impure de I'accord. Aussi on nommera comme partie
pure de l'accord la partie formée de notes pures. Le nom de rythme, pour
I'entier h;, peut rester, car il est compatible avec cette terminologie sug-
gérée par la musique.

L'introduction des accords numériques parait a premiére vue étre
désavantageuse, car au lien de former un nombre, nous devons former
deux nombres au moins. Premiérement, dans les cas oi 'on n’a pas trouvé
la formule pour le rythme compatible 4, la méthode des accords numé-
riques est la seule méthode a suivre, car sans la connaissance du rythme
compatible h la méthode spectrale est inapplicable. Secondement, si le
rythme trouvé h est par exemple plusieurs fois plus grand, que ne le
serait hy et h, des accords numériques, alors deux accords S, et S, auront
ensemble moins de chiffres que le spectre S, et il sera donc plus facile
de les calculer. Notons encore, que les machines électroniques a calculer
peuvent calculer les accords les uns aprés les autres, les comparer auto-
matiquement entre eux et terminer le calcul aprés avoir obtenu les accords
avec une partie pure suffisamment grande pour trouver tous les a; cher-
chés. Notons, que dans de certains problémes, il ne s’agit pas de trouver
un certain nombre de g, fixé d’avance, mais on apprend par les valeurs
des g; trouvées, de quel nombre de a; on peut se contenter. Ce cas donne
un nouvel avantage aux accords numeériques.

1) On pourrait aussi adopté le nom »quasi-spectre* ou ,pseudo-spectre®.
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Passons maintenant au théoreme fondamental de comparaison des
accords numeériques.

Théoréme. Soit a résoudre un probléme, cont la solution est en forme
d'une suite limitée ou illimitée de nombres entiers positifs bornés a;. Si deux
accords numériques résultants de ce probléme, formés avec les rythmes uni-
formes différents, ont pour leurs k notes initiales correspondantes les mémes
valeurs effectives, alors ces derniéres sont les k premiers termes de la suite
cherchée.V

Ce théoreme fournit donc, pour les a; boraés, entiers et positifs, les
conditions nécessaires et suffisantes. Pour les a, bornés et entiers il est
valable, mais donne des conditions qui ne sont que nécessaires. En ce
cas il faut que les conditions supplémentaires soient remplies. Nous n'al-
lons pas maintenant parler de ces conditions supplémentaires pour les rai-
sons suivantes. Premierement ces conditions supplémentaires peuvent étre
de genre assez différent, et pour cela il est mieux d’en parler dans des
problemes concrets, que dans un exposé purement théorique. Secondement
dans les problemes pratiques, et ce sont bien de tels problemes que nous
voulons aborder, il s’agit d’obtenir une suite de a, en acceptant le risque
plus théorique que réel d’ailleurs, que ces valeurs soient incorrectes, car
on a beaucoup de controles spectraux, accordiaux et ordinaires, qu’on
peut faire intervenir avant d’adopter la suite des a; comme correcte. Si
on constate par un de ces controles la faute, ou méme sur le moindre
soupgon de possibilité d’une telle faute on peut calculer encore un accord
avec un plus grand rythme et éliminer la faute éventuelle.

Notons, que les accords numériques peuvent étre formés aussi dans
les cas, out le rythme n’est pas uniforme.

Apres cette introduction, assez longue mais inévitable a cause que
les résultats exposés n’étaient pas encore publiés, passons au probleme
d’intégration des équations différentielles ordinaires du premier ordre. Il
s'agit d’obtenir les intégrales particulieres aux valeurs initiales x,, y, en
forme d’une série de Taylor. Pour point de départ je prendrai ma méthode
sur ce sujet publiée en 1934 [5].

Il s’agit d’obtenir I'intégrale en questior de I'équation

yr=f (X, Y) ’

les valeurs initiales x,, y, déterminant un point ordinaire de la fonction f,

qui alors est développable en série double de Taylor au voisinage de
ce point

=3 3 Amm (x-x)™ (Y—10)". )

m=0 a=0

1) Ce théoréme peut étre formulé d'une maniére plus générale. La démonstration est
omise 4 cause de manque de place.
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Pour cela il faut former I’expression

_v=y.+f/(x,y.,)dx,
Xo

faire le développemment de intégrant en série de Taylor avec un terme,
retrancher le résidu R, (x) et effectuer Pintégration. De cette maniere on
obtient la premiére approximation y,

’ 2 —1 : e
Vi= Yot f(x,yo)dx=yo+f{a1+Rl(x>de=yo+al(x—x.n )

X Xo

le symbole — 1 représentant le retranchement du résidy Ry, et le sym-
bole —- le rejet de I'expression entiére. La deuxiéme approximation
s'obtient de maniére analogue

r —3a o —
Vo =Yg+ /-f("': Vi) dx=y,+ f[a,+ @y (X = Xo)+ Ry (x)] dx =

Xy X

= Yot [ [o + ety (x = )] dx = yo 4 ) (x—x) + %(x—-xm. 6)

Xu

Il est démontré dans Iarticle cité, que le coefficient a, de la formule (6)
est le méme que dans la formule (5), et cela vaut pour chaque coeffi-
cient a;. C’est-a-dire, les coefficients une fois obtenus restent invariables.
L’approximation du rang i s’obtient, donc, par la formule

X X =

—_— 5 X

,V.=,Vo+ff(X, Vi-g) dx = po+ f[u,—}—uz (x-x)+...q (x=xg)i=1 4
Xo : Xo

> (o . az 2 a . i
ﬁR,(x)]dA=y0+a,(x—xo)+E(X—x,,) e +T(A—Xo)

(i=1,2,..... ) (7)
Les coefficients a; airisi obtenus sont les coefficients correspondants du
développement de Iintégrale particulidre cherchée y, en série de Taylor

I 4 .
y=yo+ ¥ Tl(x“xo)'-
i=1
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Ainsi la méthode exposée permet d'obtenir n’importe quel nombre de
coefficients a; de développement en question. Pour établir une méthode
spectrale, prenons le cas le plus simple; supposons connu d’avance que
Xy, Yo ainsi que les A, , de développement (4) sont des nombres entiers.
Supposons quand méme que les valeurs des A, , ne sont pas connues
et restent toujours inconnues. On peut modérer ces conditions pour pou-
voir étendre la méthode a la classe plus large de fonctions f(x,y), mais
méme ces conditions 1a sont remplies pour une classe assez vaste de
fonctions f(x, y). Par exemple pour la fonction

_Pxy 8
f(x.y) Q(x.y) 8

ol Q (xq ¥o) =1, P et Q étant les polynomes en x, y ayant des coefficients:
nombres entiers. D’ailleurs chaque fonction f(x,y) rationnelle a coefficients
nombres entiers se réduil, x,, y, élant nombres entiers, a la fonction de la
forme (8) par une transformation élementaire. Cette transformation ne doit
pas étre effectuée par un moyen algébrique, elle s’effectue automatiquement
dans la formation des accords.

Dans la méthode analytique exposée il s’agissait donc de trois sortes
de fonctions en x qu'on calcule par un procédé de récurrence, a savoir

Yo
1
f (%, ¥o) f(x, yo) 2
—2
f(x,9) f(x, y41) Ve 9
e
f(x, ys) f(x,ys) Vs

Pour donner une méthode spectrale (ou accordiale), basée sur la méthode
analytique citée antérieurement, il faut trouver les nombres correspondants
aux fonctions en question (leurs spectres ou accords), trouver le procédé
arithmétique, par récurrence, entre ces nombres, équivalant au procédé
analytique cité plus haut et encore trouver le moyen de faire ressortir des
quasi-spectres” leurs parties effectives de telle facon qu’on puisse trouver
n’importe quel nombre de coefficients a; de développement de I'intégrale
particuliére en question en série de Taylor

X a; .
y=yvoty m (x = x,)’.
i=1 ¢
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Faisons pour cela premiérement un tableau analogue au tableau (9)

Z A Sy
Z, 2-2 ' Sy 9)
Z, 23 S3

et analysons le. Premiérement, on voit clairement que les s, doivent étre
des accords de y,, les coefficients de ceux-ci étant des nombres non-entiers.
Secondement on voit qu’il doit exister une relation de la forme

T, = f(107h, 5,_,) . (10)

entre =, et s,_,, et enfin que X, représente le nombre T, abrégé avec
(i—1) h décimales (h étant nombre entier positif convenablement choisi,
rythme des spectres et accords). Mais les Z,, définis par la formule (10),
seront aussi les accords de f(x,y._,) dont les coefficients sont non-entiers
et par cela on ne pourrait pas en tirer les coefficients a,. Pour cela rap-
pelons nous un théoréme de la Théorie des spectres:

Si S est un spectre, au rythme uniforme h, de la suite de nombres
entiers c¢;, alors le nombre KS (K étant nombre entier) est le spectre de la
suite de nombres Kc,, avec le méme rythme, pourvu que le rythme h soit
assez grand, pour qu’étre compatible avec la suite Kc,.

Le nouveau spectre peut étre aussi traité comme spectre de la
suite ¢; sous linfluence de lentier K.

Si § n’est pas un spectre, mais un accord, et ¢; les nombres ratio-
nels alors a condition que leur nombre soit limité, le théoréme antérieur
est valable pour les accords aussi, et on peut toujours trouver le nombre
K tel que les Kc, deviennent nombres entiers et KS devient le spectre
ou accord (selon la grandeur de h) de la suite K¢;. C’est bien notre cas,
car 3; est un accord et ces ¢;, dont le nombre est limité, sont des nom-
bres rationaux. En ce cas comme nombre K — facteur révélateur (le nom
est emprunté a la photographie) on peut prendre (i—1)!

Multiplions les deux premiéres coloanes du tableau (9') par K =(i—1)!
c’est-a-dire que =, et I, seront multipliés par 0!, =, et T, par 1! etc.,
alors le tableau deviendra

_ Se
Sl Si Sl (gu)
Sy g: S2
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ot 3 i
Si=({—11Z, S =(@—NIZ,
i=1,23, ...

Les S; sont les accords et les §, sont les spectres ou accords (d’aprés
la grandeur de h) de suivantes fonctions de x, a savoir f(x,y,—;) respec-

—i =
tivement f(x, yi_,), sous linfluence de (i—1)!. La relation entre S, et S;

est l]a méme qu'entre X, et ¥, notamment S, est la valeur abrégé de S;
avec (i—1) h décimales.

La formule (10) se transforme en formule suivante
Si=@-1)! f(107",5,_,) i=1,2,... (11)
et nous obtenons encore pour a;,, la formule
By = 10" B~ i85 i=18, ... (12)
Le fait que y,,, est la somme de y, et du membre

a.+1___ (X—Xo)i+1,

(i+1)!
donne la relation suivante entre s;,, et s

Sipyg=s 1070 S =Sy (13)
(i+1)!
1l faut encore établir les formules pour les valeurs initiales s,, sy, @0, a;
qui échappent a ce calcul de récurrence. Cependant on trouve

So=DYo
${=5,+107"S, (14)
ay=Yo ‘11:3-1'

Ainsi les formules (11, (12), (13) et (14) donnent la possibilité¢ de cal-
culer tous les coefficients a,, jusqu’a n’importe quel rang. Il semble que
le probleme soit résolu, mais il nous resterait encore a calculer le rythme
h, que nous avons laissé indéfini, avec la remarque qu'il est assez grand.

Dans les problemes résolus par la méthode spectrale le calcul de
est quelquefois bien compliqué. Dans le présent probleme il pourrait étre
trouvé par majoration, seulement si on connaissait I'allure de la croissance
des A, n. Cependant la supposition est que les An n sont et restent
inconnus. Alors nous devons définitivement renoncer a la recherche de #,

“calcul inévitable dans les méthodes spectrales, et passer a la méthode
accordiale. Jusqu’ici bien que nous nous soyons servis des accords, la
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méthode est restée spectrale (ou presque spectrale). En renongant, main-
tenant, au rythme fixe h nous passons a la méthode accordiale. Les for-
mules (11), (12, (13), (14) restent les mémes, mais chaque pas dans ces
€valuations de récurrence doit étre fait par deux (ou plusieurs) calculs
avec deux rythmes différents, (h, et h,) pris arbitrairement. Si les deux
calculs donnent le méme a, le pas est ,pratiquement correct, au cas con-
traire on dois prendre un rythme plus grund h, et recommencer le pas de
nouveau avec les rythmes h, (h, > h,) et hy. On en fait de méme jusqu’a
obtenir le méme coefficient a;. Pour raison de mangne de place nous
devons renoncer de parler des controles, applicables en cette méthode.
Remarquons que chaque formule (11), (12), (13), (14), n’est valable que
pour les spectres ou accords ayant le méme rythme h, a2 quoi on doit
faire attention. Notons encore, que si I’équation différentielle, avec les
conditions initiales x,, y, admet comme résolution un polynome, I'éva-
luation se terminera d’elle-méme, ce polynéme étant obtenu.

L’exemple qui va suivre rendra la théorie plus concréte.

Lxemple
Soit donnée I'équation différentielle
v _1_: X+ y
1+xty’

on cherche [lintégrale, pour laquelle x,=0, y,=0, en forme de série de
Taylor. Le calcul doit donner cinq premiers coefficients. La fonction f(x,y)
étant de forme (8), et la condition

Q (xo: yo)=1
€tant satisfaite, la méthode accordiale exposée peut étre appliquée.

Prenons pour les rythmes h, et A, les.nombres 1 et 2. Les accords
formés avec le premier rythme porteront un index (1), et ceux-—1la formé
avec le second rythme un index (2). Nous obtenons

a,=0 s,=0

(1) (1) (1)
S,=0,9 S, =1 $,=0,1
(2) (2) a,=1 (2)
S,=0,99 S, =1 s, =0,01
(1) 1) (1

S, = 0,99900099 S,=1,0 $,=0,10
(2) (2) a;=0 @)

S, = 0,99999900 S,=1,00 $2=0,0100
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(1 @ - (1)
S;=28,=2,00 . §=0,100. ..
@ @ ag=0 (2) '
S,=28,=2,0000 sg=0,010000
@ @ (1) ,
S, =38,=5,994 : s4 = 0,099975
@) (2 gy= ~6 (2)
S, =38, =5,999994 s, =0,009999975
(1) (1)
S, =23,975431 S, = 23,9754
(2) (2) as= -6

S, =23,999975940 S, =23,99997594

L’'intégrale cherchée est donc

On voit de cet exemple, que si la série en question a de lacunes,
le calcul se simplifie.

On peut généraliser les résultats obtenus dans quelques directions.
Premiérement on peut modérer la condition que A, , soient des nombres
entiers.

L’autre généralisation est d’étendre la méme méthode accordiale aux
équations différentielles d’ordre supérieur et aux systemes d’équations
différentielles ordinaires simultanées. Les généralisations citées se font sans
grandes difficultés.

A la fin de ce travail je fais remarquer encore la possibilité d’em-
ployer les machines a calculer dans les procédés cités.

Becnuk mMaTemaTHuapa M ¢u3nuapa 11
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MBBELITA]

O PAJlY JPYLUTBA MATEMATHYAPA H ®UBUYAPA H.P. CPBHJE
8A FOAMILILY CKYIIUTHHY OIPYKAHY ¥ BEOTPAY HA JIAH 6. X.1957 FOJl.

Jlpywiteo MAtemarudapa u tpusnuapa HPC uma cana 727 unanosa. On npouwne roau-
ke CKYMUTHHe KO RaHac J[lpymTso je passujano CBOJy 1eJaTHOCT Y 'OBHM “CMepoBHMA:’
1)- H3xaBayKka ‘NeNaTHOCT; 2) HAYYHH CcACTaHUM; 3) ceMHHAapH; 4) pan y MORPYXHHUAMA;
5)- pan ‘KOMHCH]a. NpylITBA.

1. HapaBavika penaTHocr. — ,Becnur [pywmna maliemaliudapa u ¢usuyapa
HP Cpﬂu'le' — ¥ noMeHyTOM ne’puony npunpeM/beH je W OTWTaMnaH 1Bo6po) 3—4 3a
1956 rox. u npHnpeM/beH 3a Lu'raMny aBo6po) 12 3a 1957 roauny. Tupax je 1000 npu-'"
Mepaka; pasMena ce BpuiM ca 274 MHOCTpPaHAa uaconwuca. [loTpe6HO je OpraHM3oBaTH 60be
AMCTPHGYIH]y y Hawwo) 3eMbH, a Takohe H oMoryhuTH 60y TeXHHUKY onpeMy (60mby xapTHjy).

,HaclaBa mafiemailuxe u ¢usnrxe”. — Msanna cy ykynno 4 6poja yacomuca, H TO
6p. 3 u 6p. 4 3a°1956 rox. u 6p. 1 u 6p. 2 3a 1957 ronuny. 3a 1957 ronuny nucTpHGyuuja '
ce BpIUK Npeko noce6HO OpraHH3oBaHe cayxOGe y oksupy JApymrtsa. 3a Taj nocao AaHraxo-
BAHO je jeqHO CTPyuHO JAHle, KOJe palH MOX Hax3opoM Ypehusaukor on6opa. OBakaB HaYHH
nucTpu6yupama omoryhuhe na ce ycrnocTaBH HEMOCPeNaH KOHTAKT ca npernaatHHuuma. [1pu-
Kybathe NpernsaTe MOBEPHAH CMO H jelHOM P&BH30PY, KOJH 06HNa3H OCMOrONHMiIibe LIKOAE
y namo) peny6auun. — Bp. 3 u 4 3a 1957 rox. uaahu he 1o kpaja oBe ronuue u canpxkahe
sehn neo Mmatepujana ca CaseToBama MAaTeMATHYapa W QH3MYAPA KOje je ONPHKAHO OBE FONHHE
y XepuernosoM. [puxonn yaconuca cy mpernaata u notauuje, CekpeTapujata 3a npocBety
Caseanor u3spuisor Beha u M3sspuwnor seha HP Cpb6uje, kao u Maime cy6BeHuuje o1 cTpaHe
OCTaAHX ApylLITaBA MAaTeMaTHuapa W ¢u3anyapa. OoronHwiba mnpeTnaaTa TeK MNPHCTHXE;
notpebHO Je 1a je CBH HAIIM Y/IAHOBH LITO Mpe MOJOXKe, Jep Ta) mpHxon Tpe6a n06puM nesoM
na oMoryhH H3anaxcerme Hapenuor 6poja.

.HécTapa* mocayje mpeko CBOr 4eKOBHOI pauyHa, IITO O0J4KLIABA Npernel MNpHxoaa
H pacxona H omoryhyje HaNJaTy NOTPAXHBAMA.

Canpxaj uaconuca je cBe 6oratujH, aaM HeQOCTajy 4AAHUH y BE3H Ca HACTABOM Y
cpeitbUM CTpYuitMM (ukonaia, Yaconuc ce apHPMHCAO H Y HHOCTPAHCTBY.

~MaMemaMuuxo ¢usugny Aucli 3a y4eHuxe CpevUX WKONA™, — Bpoj fpernaaTHHka" *
y HP-:Cp6mjr ‘je nopacrao, anu y ToMe 3a0CTajy MHOte Oeorpancke ‘wkone. Beorpamcka ’
noapyHHUA he HACTOJaTH Na Ce BHIIE 3aJ0XH 3a MponarHpame Tor uyaconuca Mehy yue--
HHIHMA FHMHA3H]a H CPElHHX CTPYYHHX IKOAA.

Kwura ,Haciiasa mailemaluxe y Jyrocaasuju*. — OBy kmHry npunpeMa Cases”-
npeko- HAIIMX NPYIUTaBA MaTeMaTHyapa H ¢usHuapa. Hawe JlpymTBo je nmpeko cBOr KOOpRH-
HAHHOHOr nojoAGopa aHraxosano 8 MareMarnyapa sa o6pany | moraasma MaremaTHka xao °
Hayka, Koje caapkH 27 TeMa H Koje ce Hanase y 3aspuiHOj dasu. Il nornasme Hacrasa
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MaTeMmatHke, canpxu 10 TeMa; HeKOJMKO HALIAX 4JaHOBa 06pahyje Wau yuectByje y obpamu
8 on tHx Tema. Tema WcropHjaT pa3BHTKa HAacTaBe MaTeMaTHKe Y JyrocliaBHjH HAa CBHM
cTynmeBHMa HajpehuM neiom je seh o6pahena. M y o6panu ocTasux nor;nas/ba, 4 HAPOUHTO
nornaeba [lepcnexTHBe nalber pasBoja HACTABE MATeMATHKE, AHTAXOBAHH Cy YJAHOBH Hauler
HpywtBa. MatepujanHa CpeincTsa 3a npunpeme OBe KibHre Koje Cy y TOkKy obesbehena cy.

Hose epuyuje [pywiiBa maliemaluvapa u ¢pusuyapa HP Cpbuje u Casesa apy-
willaBa mallemailudapa u ¢usuqapa Jyrocnasuje. — Illpeanor [lpywiTBa MaTeMaTHYapa H
¢u3nuapa HP Cp6uje na nawa apywrtsa, onaHocHo Cape3, nmpHCTyne H3laBakby G6ubaHoTeke
38 HACTaBHHKe MAaTeMaTHKe H (GH3HKE H MATeMaTHYKOo-pu3Hyke OHO/HOTEKE 34 YUYEHHKe,
IMaenym Casesa onpxan 24 centeM6pa ycBojHo je ¢ THM na JIpywITBO MaTeMaTH4Yapa H
¢usnuapa HP Cp6uje paspamum y nojeIMHOCTHMA NUAH O H31aBamy THX OHOJHOTEKa H O
yuewhy xako nojenuHux npymrtasa Tako H CaBe3a y octBapuBamy Tor 3amatka. Taj mpemsor
je Ha noMeHyTOM nueHyMy ¥YmupaBHH on6op Hawer JlpymTBa MOTHBHCAO THMe 1a JaHAC,
Kaj NpHNpeMHe palme Ha onpehHBawby npaBua H canpxaja pedopme ILIKOJA y7aase y CBOjy
3aBplIHy a3y, Hajseha ce nmawma H 6pHra Mopa NOCBETHTH NHTawy CrnpoBohema Te pe-
¢dopme, Tj. NHTakY NpHNpeMara HACTABHOr Kalpa 3a HOBY HAacTaBy, HacTaBy Koja he cTBapHO
6HTH y CKJaly ca TexmaMa HoBe wikoje. [IpHnpemamy Te pedopMe Cy Halla ApylITBA H
CaBe3 1an4, Kao IUTO je NMO3HATO, He MAJH NONPHHOC MPEeKO pajaa CBOJHX NOAPYKHHLA, Cce-
MHHApa, CAaBEeTOBAalba H KOHrpeca, MPeKko pana CBOJHX KOMHCH]a H NMPeKO CBOjHX YacomHca,
Te 3aT0 ApywTBa # CaBe3 NpylITaBa MaTeMaTHYapa M ¢H3Hyapa Mory, ca DYHOM APYIITBEHOM
oarosopHoithy, NJA4HCKH H KOHCTPYKTHBHO CTBapaTH oBe Ou6auoTeke o6jenumaBajyhu cBe
MaTeMaTHyape M ¢usuyape JyrociasHje, KOjH MOry yuyecTBOBaTH y ToM pany. — OBaj pan
he nama npymTBa KOOpIHHHPATH Mehy CO60M Kao H ca 3aBOJHMA 3a yHanpeheme IIKOJCTBA.

2. Hayunn cacranud. — [pywTeo je y Beorpany onmpxano 25 cactaHaka Ha KojuMa
je nano 26 HayyHux caommTema. [lBa caomniuTema najna Cy ABa HHOCTPAHA Hay4YHHKA.

3. Cemunapd. — OnpxaHH Cy TPONHEBHH CEMHHApPH 334 HACTABHHKE MATeMATHKe H
HactaBHHKe ¢usuke y Beorpany, Humy, 3ajeuapy, lllanuy, 3pemannny n THTOBOM YixHLy,
neronnesin y Hosom Cany, [puspeny u KocoBckoj MuTpoBHuH, nBOHenemHH y Cy60THUH ~
u y INehn u nsanecero-nueBnu y [lpumtunu. Ha HekHM oX THX ceMHHapa (Ha TepHTOpPHiH
yxe Cp6uje) yuecTBOBaNH Cy Kao mnpenaBayd M npodecoOpH rHMHA3Hja H npodecopn YHH-
Bepautera H3 Beorpana. Hajsehn 6poj oBux cemHHapa 6HO je OpPraHM3oBaH 3a HACTABHHKE
MaTeMaTHKe H (H3HKe M3 LIeJor ONHOCHOr cpesa, a ceMHHapn y Hoom Camy, Cy6oThuu H
[IpHIITHHH OKynmHAH cy caywaoue H3 uene [lokpajune, omHocHo O6aactu. Ha cpeckum ce-
MHHApHMa YuecTBoBaa0 je no 50—80 HAcTaBHMKA, 4 HA MOKPAJHHCKHM H 06JaCHHM [PEKO
200 HacTaBHHKA.

Y Beorpany cy onpxaHa TpH Teyaja Ha KOJHMA Cy HACTABHHUH YNO3HATH C4 NPHMEHOM
PAYYHCKHX MALIHHA H PYKOBAIWEM PAYYHCKHM MAIUIHHAMA.

Osne Tpe6a moMeHyTH W peny6JHYKH CeMHHAp KOJH ce OBHX 1aHa oipxasa y Beorpany:

Ha CaseroBawy matematHuapa W ¢musuuapa H.P. Lipue Iope, koMe cy mpucycTsoBaau
H MaTeMaTHyapu H ¢usuyapu Bocue m XepueroBune (oko 200 mpucyTHHX) H3Mehy mnpena-
Baya u3 CBMX Hawux [pywraBa, yyecTBoBaio je WM 9 npenasaua H3 Hawer [pywrsa, ca
10 npenasama, Koja Cy ce OIHOCHNA HA KOHKPETHY peajH3alH]y pedopMe HACTaBe MaTeMa-
THKe H (H3HKe K0 H HA MePCNeKTHBY Na/ber pa3Boja MaTeMaTHKe H (H3HKe.

OcHM OBHX CeMHHAapa, CKOPO CBe MONpPYXHHIE Cy HCKODHCTHJAe ca6ope MNPOCBETHHX
PANHHKA H ONpXane TOM NPHJIHKOM JeQHONHEBHH CeMHHAp HJIH CaBeTOBaibe.

4. Pag noppyskunua. — [llonpyxnnue cy caMe Han ys nomoh Ynpasnor on6opa
IlpymTBa opraHu3oBane rope NOMEHYTe CEMHHAPE, KOJH Cy CBOJHM YCMEXOM MOKA3AJH 1A HX
Ka0 JenaH 3Hayajan o6AHK paga Tpe6a W name oapxasBatH. Ho oceha ce norpe6a na ce
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HenocpenHO nocne OBe CKyNIUTHHE MJI4HCKH opranHayje oI1pxaBame CEMHHApa MO CBHM cpe-
30BMMa, CTBapajyhu HA BpeMe NnuaH pana H anraxyjyhu mpenaBaye, NpH 4eMy Je BAaXHO 14
Ce CBH YYeCHHUH CEMHHApa MPETXONHO YyNO3Ha]y Ca NMpOrpaMoM.

OCHM OBHX CeMHHAPA NONDYXHHUE Cy ONp¥KABa/e CACTAHKE CA CTPYYHHM NpENaBAmLHMA
u nuckycujoM. Y Beorpany u Hosom Cany onpxasa je ckopo CBake celMHue MO jena
rakaB cactaak. Y CBHM MOIpYXHHUaMa onpxaH Je 131 cacranak, On 4era, Hampumep, y
Hosom Cany 26 (ca npeko 1000 npucyTHHX), Kparyjesuy 11, Bpwuy 17 HTI.

Moce6Ho WcTHueMo yueumhe noapyxHuue 3ajevap y pany JpywTBa MAAAHX MATEMATH-
yapa W ¢u3Muapa, Koje je onpxano 12 npenasama (y 3ajeuapy, Bopy, Kmaxesuy n Heroruny)
u cMotpy (ca oxo 200 yuyecHuka) ca 13710k 60M.

Takohe Tpe6a McTahu na cy Haue MNOAPYKHHLE npuxBaTajyhu ce pelaBawba Heno-
CPelHHX 3a14TAKa y CBOM Cpe3y, eJaCTHYHO pasBHae H Ipyre o6iuKe pana: naTpoHarte y
OCMOTOIHINIHM IIKONAMA, y3a)aMHO nocehMBAMme uacOBa, CACTEMATCKO NOMarame HECTPYHHHX
MM HEHCKYCHHX HACTABHHKA. Y TOM MoOrjely sacayxyje noce6HO NpH3HAWE PANL NMONPYKHHLE
y Llanuy.

Hame nonpyxuuue paie Ha OKylbaiy CBHX MaTeMarTHiapa H ¢usuuapa y csoje
yaancrso. Jlocan Cy y TOMe NMOCTHrHYTH M3BECHH pe3yaTaTH, aaH OHH y CBHM Cpe30OBHMa
HHCY jow 3a10BO/baBajyhH.

Y cBOM pajy Heke MONPYXHHUE HaHna3e Ha Tewkohe MaTepujarne MpHpOLe, WITO HM
y MHOroMe OMeTa YCTEWHO pa3BHjabe CTPYuHE NeNaTHOCTH.

5. Paj, xommcHja [Ipymrea. — [lpu JlpywTsy nocroje ciaenehe xomucuje: Komucuja
3a yy6ennke, Komucnja 3a nporpam n HacTaBy W Komucuja 32 HayunH paxn.

Komucuja 3a yybenurxe. — OBe ronuHe HH]e HMana TOAHKO NOCAA KA0 PaHHJHX rONHHA,
3aTO IITO Cy MHOTH yj6eHHud ono6peHH Ha JBe rouuHe.

Kowmucuja 3a fiporpax u HacllaBy ONPXaBana je moyes O jaHyapa peloBHE CacTaHke
cBakor Mmecena. O6pas3oBane Cy Ceklluje 3a MpOy4aBarwe MOJeNHHHX 06/1aCTH CPeatbOLIKOICKOT
Kypca MaTeMaTHKe H, NPeKO jelHOr CTaJHOr JeJeraTa, ONpHkaBaH je kontakt ca CaBe3HOM
koMHcHJoM 3a pedopMy ImkonctBa. Komucuja je ydecTsoBana Ha CACTAHKY MNpEeTCTAaBHHKA
cBux HamHx apywrasa (30 u 31 mapra 0.T.) Ha KOMe Ce 10WWJIO 10 jeNHHCTBEHOr NPOrpama
3a CBe OCMOrOfHIIbe mKone y Jyrocaasuju. O onnykaMa NOHETHM HA TOM CACTaHKY H3BE-
mrena je CaBe3sHa KOMHCHJa 3a peOpMy WIKOJACTBA, 4 HAIUH UI4HOBH Cy Ca HBOM YNO3HATH
npeko uaconmuca ,Hacrasa maremaTuke H tdusuke*.

Komucuja 3a opraxu3ayujy Hay4#or paaa u ge3e ca UHOCHIPAHCIIBOM NPH HpymrBy
MateMaTHuapa H ¢usnuapa y ume CaBesa npyumiTaBa MAaTeMaTHuapa H ¢usuuapa Jyrocaasuje
npunpemuaa je CHMNO3M)yM M3 TeopHje NMdepeHUHMjanHHX JeNHAYHHA koju he ce onpxartu y
Beorpany, on 16—21 neuem6pa 1957. Llnm oBor cuMmnosujyma je na mpakaxe MOJlepHE Teo-
pHje M3 061aCTH NAPUHJaNHHX jelHAYHHA M IHHXOBHX NpPHMEHA. [Mopen HamHX MaTeMaTHuapa
KojH pame y Toj o6iacTH, yuectBoBahe H 6 HaJUCTAKHYTHjUX CBETCKHX MATeMaTHuyapa.

Yupasuu on6op [pywTsa je, nopex rope MOMeHYTHX aKilH]a, HEMOCPENHO OpraHH3oBao
W 1BA CABETOBAba MPETCTABHHKA YCTAHOBA M IIKOAA Koje Cy HEMOCPENHO 3aHHTEpecoBaHE
3a kopumheme NpaKTHYHE MaTeMATHKe, Ha oBuM caBeToBawHMa Cy yTBphenH 061HUH capanme
Hymepuukor HHCTHTYTA npH [IpHpONHO-MATEMATHYKOM dakyaTeTy M YCT4HOBA 4HJH CY Tper-
CTAaBHHUM yYeCTBOBAJH HA CABETOBAaWY.

11l Konrpec maTemMaTAyapa H ¢HsH4apa Jyrocnasmje. — Ha Il Konrpecy mare-
MaTHuapa M (usnuapa Jyrocaasuje JlpywiTBO MATEMaTHuapa H ¢u3nyapa salyxeHo je 3a
opranunsaunjy 1l Kourpeca, xoju he ce 1959 ron. onpxatu y Beorpany. Ha III Konrpecy
panuhe HAaCTABHE M HayuHe Cekuuje. 3a moTnynuje H neTabHH]e yTBphHBame mporpama pana
Kourpeca, 06pasoBan je npu YnpaBHoM on6opy noce6an On6op 3a mpunpemame KoHrpeca.
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~Cana, hemo uctahu. yu3. nutama y YHJeM peluaBaiby, N0, MHWLIBEHY, ¥papapHor- oxbopa,
-IpymTBO. Tpeba. na. yame HenocpenHo yueihe:

1. Cucllemalicka Opulpema kaupupaia 3a HacllaBHu4ke,  0AHOCHO [Tpoghecopcke
uclulle u y4ewhe y 06pa3osarwy Komucuja 3a Me ucluie.

-2. CBaparwe Bpupyynuxa 3a nacllaBruxe, Yy capaawu ca 3asogom 3a YHaipehewe
wyoacliaa.

3. Mlame passujawe kapaklliepa u cagpxcaja kypceBa HA BUwuM WKOAAMA U YHu-
Bep3ullelluxa, BoiehW NPHTOM PayyHa H o KOOPIHHALH]H HACTaBE Y CPEeNlbHM UIKOJAMA H
HACTABE HA BUIUHM LIKONAMA W YHMBEP3UTETHMA. Y ToMe he pany # kmwura ,Hacrasa mare-
MaTHke y JyrocnaBujn“, kojy npunpema Cases ApylITaBa MaTeMaTHyapa H:ousuuapa- Jyro-
- ClaBHje, NOCAYXHTH Kao mouJora.

Io nurawy pana ma crpyynom yCaBpluaBalby HaCTABHHKA HEONXONHO Je MOJayaTH.ca-
Panwy ca Yupykeiwem yuuTeba, HACTABHHKA M npodecopa CpenmHX luKoaa.

3aspwasajyhn osaj kpatak cymapan upernen pana llpywtea matemaTnuapa u ¢u3n-
uapa HP Cp6uje, Ynpasun on6op ouekyje ox CkynuTiHe 1a y IHCKYCHjH namme npepiore
M cyrecTHje 3a pan [pymTea y HADEeNHO] FONHHH MO CBHM HerOBHM CexTopHMa paja.



CACTAHUHM OPYUITBA

CXLII
8. I. 1957.

CreBan Kowuukm, ctp. capaguuk MHctuTytra — BuHua:
»,O HOBMUM MOJenuMa aTOMCKOr je3rpa“.

CXLIV
15. 1. 1957.

Jlasap Kapanuh, ctpyusu capaguuk ET®:
,»Anpokcumaumja QyHKUHM]a HM30M MOJHHOMA*.

CXLV
5. II. 1957.

Hp. Mato Bpuunh-Koctuh, npodecop y Cy6oruuu:
»O ®epmaroBoM npobaemy“.

CXLVI
19. II. 1957.
Hp. HUsan AranacujeBuh, npenaBau YHuBep3uTera:

»Mepema ranakTHUKOr pajuo-3payerba Ha TalaCHOj AYXKHHH
ox 117 cm“.

CXLVII
19. 1II. 1957.

Hnx. Bpana Ieposuh, acuct. MucTturyta y Bunun:
»CenapaTtop u3orona y HMHcTuTyTy — Bunua“.

CXLVII
26. 1II1. 1957.

Munopan BepTonnHO, aCHCTEHT YHHB.: .
,Heke npumene YanauruHoBe MeTonpe.
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CXLIX.
9. IV. 1957.

Axanemux Jlp. Huxona Cantukos, npod. YHus.:

»OCO6GMHE €eKBMBAIEHTHOCTM M KOPeNaTHBHOCTH napumjaJHux
jelHaunMHa mpBOr pema‘.

CL
23. IV. 1957.

Ip. nix. Bopucaas Jluauh, nouedt YHus.:
»O jexnom npobremy peannux 6pojesa“.

CLI
7. V. 1957.

XKan dasapa, npodecop Cop6one — [lapua:
»O pedopMu HacTaBe y CpeawMM M BHIIMM LIKOJaMa‘.

CLII
14. V. 1957.

Ip. BopuBoje Pawajcku, ZoueHT Yuus.:
»Ilpunnun wurerpanuje nomohy andepenuujaumuje u Teopuja
TpaHchopmanuje momupa“.

CLIII
29. X. 1957.

Muxanno ApceHoBuh, acHCTEHT YHHB.:

»O HHTErpakbemwy JMHEAPHMX NapuUMjaNHUX jelXHAuYMHA apyror
pena ca CTaaHuM KoedHuujeHTHMa“.

Akazemux [lp. Hukona Cantukos, npod. YHus.:
»HHTEerpa/beme napuujaaunx jeanaunna Il pexa onwrer o6auka“.

CLIV
5. XI. 1957.

Hp. ﬂparomyé Mapkosuh, npod. Yuus.:
»Teopucka o6paja jefHOTr eJeMeHTapHOr npo6iema u3 nep-
MyTanuja“.
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CLV
12. XI. 1957.

Munopax BepronuHO, acMCTEHT. YHHB.:
,JellaH MOCTynaK YOKBMpaBawa pelwema audepefinujannux je-
JAHauvHa“.

CLVI
26. XI. 1957.
Ip. Hparomy6 K. Josanosuh, npod. Yuus.:

»EKCIepUMEHTaNHO MOTBphUBaWk€ TalacHe MeXaHuKe NPH HHTe-
rpauuju anda — npoToH“.

Hp. 3natko Mamysuh, HOUEHT YHUB.:

,YCJIOBM cenapanuje y jefHO] KJacu NpoOCTOpa OuliTe TOMO-
Joruje‘.

CLVII
20. XII. 1957.

HOp. Bypo Kypena, npod. Cseyuunuimira — 3arpe6:
»I10jaM TpaHcdopmanuja y HacraBu“.

CLVIII
24. XII. 1957.

p. Hophe Mywmuuky, ZOoueHT YHHB.:

»[lonynpednunyu jesrpa ,orjenana“‘ ca CTaHOBUIUTA ,Luen* —
Momena“.



ERRATA

Aprés qu'on a déja publié le numéro 1X, 1—2 (1957) de ce Bulletin, P. Papi¢ m’a
blen voulu' remarquer que la proposition 4 citée a la page 33 solt Inexacte. C’est pourquoi
on doit supprimer le texte correspondant: ,Cependant on peut obtenir ... * jusqu’a ,D’autre

part...“ (excl) a la page 33 aussl blen que la phrase ,Si la famille F est semi-multipli-
catlve et inclusive dans M ... a la fois“. — 4 la page 34.

Z. M.
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