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YCJ10BUSA KOPPEJIIUMU U HECOBMECTHOCTH
YPABHEHHUH C YACTHBIMU NPOUSBOJAHBIMU
U COOTBETCTBYIOLLIUX UM UHTETPAJIOB

H. H. CAITbHL KOBA

Ananus cnoco6a 5Iko6M 06pa30BaHHS XapaKTEPHCTHK Ypas-
HEHUA C YACTHLIMH NPOH3BONHLIMH MNEPBOrO MOPSAAKA C OXHOM
HEH3BeCTHOM. TIOHATHA O KOPpeASLHA H HECOBMECTHOCTH ypaBHEHHI
C YaeTHHIMH MPOH3BONHBLIMM C HX HHTerpanamu. PacmpocrpaHenue
HAa CHCTeMbl YDAaBHEHHH.

BBEJIEHHE

1. Cep6ckast Axanemust Hayk nonyuuna B map or Akazemun Hayx
C.C. C.P. cobpanne Bcex ee m3nanuil. Cpeiu HMX HaXOAMTCA W paboTa
C. JI. Co6oneBa [1] mocssimensast Bonpocy o GOpMUPOBAHHMIO MHTErpPajoB
XapaKTePUCTHK CHCTEMbl yPaBHEHMH C YaCTHBLIMHU NPOW3BOAHBIMU NEPBOrO
NnopsiiKa ¢ OJAHOI Heu3eCTHOH (yHKuMeif.

PesyaraTtel u3noxensie B 3T0# pa6oTe BbI3LIBAIOT JKWBOH MHTEpEC M
KeNaHWe JONOJHUTb WCCJEJ0BaHHs, KOTOPbIE 51 MOCBSITHJ 3TOMY BOMPOCY
[2], umess B Buny npumenenue cnoco6a $lako6u AJsi COCTaB/IEHUs XapaKTe-
PHCTHK ypaBHEeHWHl ¢ YaCTHBIMM NPOM3BOJAHBIMH NEPBOrO MOPSAKA C OXHOM
HeU3BECTHOI (ynkuuelr. Jlasg STOro NPUXOIMTCA PaCCMOTPETh ABa Ciydaf,
KOTOPbIe MOTYT BCTPETHThCS, BBOJSI B MCC/I€AOBaHWE JBa HOBBIX MOHATHS,
0 Koppeasyuu W O HecOBMeCMHOCHU ypaBHEeHMH C 4ACTHHMM NPOU3BOIHBIMH
C MX MOJIHBIMMHM WHTErpaJamu.

I'JIABA 1

KOPPEJIILIMA N HECOBMECTHOCT YPABHEHUS C YACTHbIMH
- TNPOHWU3BOAHbBIMM U ErO MHTEIPAJIA

2. BosbmeMm, mnpexjie BCero, OJHO YpaBHEHHWE C YaCTHbIMM [MPOU3-
BOAHBIMH NMEPBOro MOPSAAKA:

F(Xys Xaseves Xyo Pyv Pasvses Pu)=0, e8]
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rae p; 0603HAYAIOT YaCTHbIE MPOM3BOAHbIE NEPBAro MOPsIKa HEU3BECTHOI

9z
GyHKUMK 2z, B3siTbIE MO He3aBUCMMON nepemeHHOH x,,m-e-a—— At BCex
Xi

3HaueHu#t 3Hauxa i, or 1 mo n. [lpeanonoxum, 4TO MMaeT MeCTO YCJOBue

]
—-——f—z 0. (2)
0 p,
O603Hauum NOJHBIH MHTerpaa ypaBHeuust (1) uepes
2=V (X4, Xay 000, Xp, by, bg,...,b,-4)+b, 3)
rae by, b,;, ..., b, 0603HaUaIOT NPOU3BAJbHbIE MOCTOSHHBIE BEIHYHHbI.

CorJiacHO C OmpejeseHueM MOJHAr0 MHTerpasna, pe3yJbTaT HUCKIYe-
HUSI STHX [POM3BOJBHBIX MOCTOSHHBIX W3 WHTerpasa (3) ¥ ero mepsbixX
NPOM3BOAHBIX ypPaBHEHH,

ov .
p,=r (i=1,2,...,n), (4)

Xj

JlaeT OLHO TOJBbKO ypaBHenue (1).

Ecnu BBeaem NpennooxeHue
ov oV %
——— E) == y e ey
p|9X2 0X;  0xi)=,
by By Byy
TO n—1 nocnegHux ypaBHeHuH (4) pa3pemiuMbl OTHOCUTENBHO BEJIMUYWH
by, bg,..., b,—y. [Ipeanonoxum uTO pe3y/bTaT UX UCKJIOUYEHHUS M3 NEPBOro

ypaBHeHus (4) 1aeT ypaBHEHHE C YACTHbIMH MPOW3BOAHBIMH, KOTOpPOE HamM-
wIeTcst B CJAeAYIOlLleM Bule:

Py—H (X3, Xy -+ Xps P2y P3y e v s Pa)=0, (5)

IpY 4eM 3TO ypaBHEHHWE SKBUBAJEHTHO 3afaHHOMY ypaBHenui0 (1), camo
c06010 pasymeercs, B OfpeeJeHHOH 06/1acTH W3MEeHeHUs pacCMaTPUBAEMbIX
nepeMeHHbIX BEJUUYHH.

Bosspamasice k nocaeauum n—1 ypaBHeHusim (4), npennosoxum
4TO OHM HAIOT CJAEAYIOLIMEe 3HAueHust ISl Bcex b,:

Fi(xy, X350y Xpy Pas Py e ,Pn)=bi'}

(i=1,2,...,n—1). (6)

SIko6u, co3naBasi CBOIO TaK Ha3bIBA€MYIO HOBYIO METOIY MHTErPHPOBAHUS
ypaBHeHuM# C YaCTHbIMM MPOM3BOJAHBIMH MNEPBOTO IMOPSAKA, YCTAHOBHII
HEONXONMMble ¥ NOCTATOYHbIE YCJIOBHSI COBMECTHOCTH CHCTEMbI n ypaB-
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HEeHHWl C YaCTHbIMM NPOM3BOAHBIMH NEPBOro MNOPsiKa ¢ OJHOH Heu3Be-
CTHOR (yHKuMEH. ITH YCAOBWS COCTOST B TOM, YTO KaHOHHYECKHe nepe-
MEHHbI€ BTOPOro KJacca, py,pPg, ..., P,, KOTOPble ONpPENENSIOTCS STHMH
YPaBHEHUSIMH, NPEACTABJAAIOT YaCTHbIE NPOU3BOAHBIE OJHON W TOM e DyHK-
WMK. OTH YCJAOBUSL BBIPAXKAIOTCA AHANMTHYECKM, NPH MOMOLIM YCJIOBUS
MHBOJIIOLMY PaCCMaTPBAEMbIX ypaBHeHHi, oOpalllasi B Hysau cko6ku [1yaccona,
COCTaBJIEHHbIE M3 MNEPBbIX uYacTel JaHHbIX ypaBHeHuWd. Ecau 3Tu CKOOKHM
YHHYTOXKAIOTC TOXIAECTBEHHO, TO paccMaTpaBaeMasi CHCTeMa ypaBHeHuid
HA3bIBAETCS HOPMAJIbLHOM; HO €CJIM YKAa3aHHbIE CKOOKM YHHUTOXAIOTCS B CHAY
CaMbIX ypaBHEHMWil, TO MX CHUCTEMa Ha3bIBA€TCS 3aMKHYTOMH.

O6pawmasick x cucreme ypasuenuit (5) u (6), koTopble Mo camomy
cnoco6y ux o6pa3oBaHMs COBMECTHBI W B HMX ME€DEMEHHHIE p, MpPEeLCTaB-
J0T YacTHble NPOM3BOJHbIE ONHON M TOH ke DYHKUMM 2, JIErKO 3aKJI0-
YUTb, YTO COOTBETCTBYIOIIHE ypaBHEHWS! 06Pa3ylOT HOPMANbHYIO CHCTEMY.
B camom nene, cacraBneHHble u3 ux JeBbIX yacTeil cko6ku Ilyaccona me
3aKJIOYA0T BEAUYHH Py, by, by, ..., b,y M NOSTOMY MO/KHBI YHHUYTO-
KAThCSI TOXJAECTBEHHO. TakuM 06pa3oM MOJY4alOTCS TOXKAECTBA:

(py—H,, F)=0, (i=1,2,..., n—l)} )
(Fx, Fi)=0, (k,i=1,2,..., n—1).

ToxnecTBa neppoil cTpoku (7) A0Ka3bIBAWOT, 4TO GyHKUMM F, NPEACTABIIOT
WHTerpasbl JIMHEAHAr0 ypaBHEHHS] C YACTHbIMM MPOM3BOJAHBIMM NEPBOTO
NOpsAAKAa HEM3BECTHON (yHKuMM ¢:

(p1—H, 9)=0. ®)

OTH vHTerpanbl, 61aromapst TOXAECTBaM BTOPOM cTPoku (7), NpexcTaBASIOT
NepByI0 MOJOBMHY KaHOHMYECKOH CHCTeMbl WHTErpaaoB ypaBHenus (8).

ITostomy ypaBhenns (6) onpenensioT xapakTepucTHku ypaBHerus (5).

Takum 06pasoM moka3biBaeTCsl mepBasi 4aCTh KJAacCHUECKOH Teopembl
5IKo6n O COCTaBJEHWM WHTErpaloB XapaKTEPUCTHK NEPBOr0 KJacca AaH-
Haro ypaBHedus (1), npu nomomn auddepeHuMpOBAHHS €ro NOJHOrO
WHTerpaJa N0 napaMeTPUYeCKMM HE3aBHCHMBIM MEPEMEHHbIM B CJyuae,
Koraa 3To ypaBHenue (1) mpemcraBaeHHo B Buze (5)-0M, pa3pelieHHOM
OTHOCHTENIbHO NMPOU3BOLHOM p,.

B oTom canyuae, 6ynem roBoputh, uTo ypaBHenue, npeaecTaB/aeHHOE
B Buie (5)-O0M u ero noiseln uuTerpan (3) Haxomsres Mmexny coboit B
KOppensiluu.



3. Ecau o6patumMcs K MCXOJHOMY YPaBHEHWIO, HAMMCAHHOMY B BUAE
(1), To HeTpyAHO BMJET, 4TO paBeHCTBa, ca ckoOkamu [lyaccowa,

(f, F)=0, (i=1,2,..., n—1),

B 0GlieM cayyae yJIOBJETBOPSIOTCS B culy camoro ypaBHenust (1). [loa-
Tomy GyHKUAM F; HE MOTYT PacCMAaTPUBATBCS KaK MHTErpajbl JuHEHHAro
ypaBHEeHHUs:

(f, 9)=0,

rae @ NpeiacTaBJeT HeusBecTHylo (yHKuMIO; u noaTomy ypasHetus (6)
He MOTYT OMpEeNeNsT XapaKTepucTHK ypaBHeHusi (1).

ByseM roBOpuTb TOTA4, YTO ITO YPABHEHWE M €ro MOJHBIA MHTE-
rpan HECOBMECTHbI, T. €. HE HAXOMSITCsI B KOPpPeJsiUuH.

BBeseHHble MOHTUSI O KOpPpEesiiMH W HECOBMECTHOCTH JJisi BCSKAro
ypaBHeHHMsI C YaCTHBIMU MPOW3BOJHbIMU M €IO MHTErpala, B 3aBUCHMOCTH
OT BMJAA paCCMAaTPMBAEMAro YpaBHEHHsl, BIOJHE PELAIOT BONPOC O BO3-
MEXHOCTH COCTABJIEHMS XapPaKTEPUCTHK MPU MOMOILM AWddepeHuupoBaHmst
COOTBETCTBYIOIATO MOJHOrO WHTErpaJa.

B raase Il DBearmifckux nekuuit [2] noapoGHO paccmaTpuBaercs
BONMPOC O COCTABJEHWM XaPAKTEPUCTHK JaHHArO ypaBHEHMT B caydde
HECOBMECTHACTH C HMM TMOJHOTO MWHTErpaja 9TOro ypaBHeHus. B 3Tom
cayuae MNpuUXOAuTCs npuberath K Cnoco6y MpuBEIAEHHUsT HECOBMECTHBIX
5/1€MeHTOB (yPABHEHMSI M €ro MOJHOTO HWHTerpaja), MoJbICKWBas COOTBET-
CTBYIOULME 3JIEMEHTBI, KOTOPble OBl HAXOIMJIMCH MEXIY co6oit B xKoppen-
sumyu. JTO NpPUBEJEHUE JOCTUIaeTCsl OYeHb JIErKO BBEJEHHWEM BCMIOMOra-
TENLHOTO NApaMeTPa, BMECTO HyJs, BO BTOPOH YaCTH JAHHATO YDPaBHEHHSL.

CocraBasgsl NOJMHBIL MHTErpajs MOJyYeHHAro, O6/arogaps YKa3aHHOMY
npeo6pa3oBaHUIO, YPaBHEHMs! JIETKO 10Ka3aTbh, YTO 11pe06pa30BaHHOE Yy paB-
HEeHMe M ero HaliJeHHbl# MOJHBIA MHTErpaJ HaXOHSTCSI B KOPPETAlHH.

B camom neJse, 3aMeHseM JaHHOe ypaBHeHue (1) Huxe cCaenyoummum
f(Xes Xar oo s Xy PisPas e+ s Pa)=C, 9)

rae C mnpejcTaBaseT BCHOMOratenbHblii napamerp. Cocrasisiem MOJHBI
uHTerpan ypasHenuu (9) B caenylouiem Buje:

Zowa U (Xg s Xgs « v 0. X0 €, by, bg, ..o, bp—y)+ by, (10)
rae by, b,,..., b, NpOU3BOJbHbIE MOCTOSHHBIE BEAMUMHBI, NPH HEM
oU doU oU
D 6x2 c)x, ax, ZO (11)

by, byrer-, Doy



[103TOMY MPOW3BOJAHBIE yDPaBHEHHS

oU .
pi= (i=2,3,...,1) (12)
Bx,
pa3pelMbl OTHOCHTENbHO BEeMMYMH by, by, ..., by—y M COBMECTHO C HCXOA-

HbIM ypaBHeHueM (9), KOTOpOe MPEeTCTaBJEHO B BHJAE Pa3pelleHHOM OTHO-
cuTeapHo napamerpa C, JAOT CIAeAYIOU[YI0 CUCTEMY PaBEHCTB:

f=C @ (X, Xy o) X p,,pg,---.pn)=bi,} a3)
(i=1,2,...,n—1)

KOTOpast 10 CYHICTBY OT/IMYaeTCs OT COOTBETCTBYIoulux paseHcTs (6),
B NepBOM Pa3o6paHHOM cayuae. JledcTBuTENbHO, nocaexinie n—1 ypas-
nenuit (13) 3aKMOYAIOT SIBHO, NEPEMEHHYIO Py, TOTAA KaK, B IePBOM pa306paH-
HOM Cayuae, COOTBETCTBylouiue ynpasHenust (6) He 3aKJIOYaaW SIBHO nepe-
MeHHO# p,. Mexay Tem B mnociennux n—1 ypaBuenusix (13) ara nepe-
MeHHast (urypupyer $BHO, BCJEACTBHE MWCKJIOUEHHUsI Mapamerpa C, npu
noMouiy nepsoro ypasHenus (13).

B ¢opmyant (13) Bce nepemeHHble p; BXOAAT, Gaarojaps crnocoby
06pa3oBanus ypaHenuit (12), npu nomouu aubdepeHunpoBaHusi OHOH
W TOH Xe HeusBecHOfl (YHKUMM 2, KAK €€ YaCTHble Npou3BOJHbIe. [103-
TOMY MMEIOT MeCTO (HOPMYJbl:

(f, ®)=0 (i=1,2,...,n-1), } (1)
(Pr, D)=0 (ki=1,2,...,n—1).

[MoAyueHHble PAaBEHCTBA yLOBJAETBOPSIOCTS TOXJIECTBEHHO, TAK KAK CKOOKH
[lyaccona He 3axk/IO4alOT BEJHYMH

C, by, byy vy byey,

n nosromy dopmyant (14) He MoryT ObITh cieiacTBueM ypasHeHnuit (13).

Baaropaps ToxnuectBam nepBoil cTpoku (14), 3akaiouaem, YTO ypas-
HeHuii (13) onpeaensioT UCKOMbIE XapaKTEPUCTUKH MEPBOHAYaNbHOTO UCXOJ-
Horo ypaBHeHusi (1), KOTOpOe He 3aBMUCHT OT BBeneHaro mnapamerpa C,
paBHO Kak W n—1 nocnenuux ypasuenuii (13).

Takum 06pa3oM paspewiaercs, ¥ BO BTOPOM PacCMOTPEHHOM Ciyue,
BONPOC O COCTaBJ€HMM YPaBHEHWH XapaKkTePUCTHK, NPu MOMOLLM mpouecca
auboepennupoBanusi, no $Iko6u, NOJHOr0 MHTErpajsa ypaBHEHHs C 4acT-
HbIMM [POM3BOAHBIMM W JOMOJHUTENbHAro, B paccMaTpuBaMoOM CJyuae,
MCK/II0YeHKsI BBeJEHHAro napamerpa.



4. Bosbmewm, aag npumepa, ypasnenue C. JI. Cob6oxnesa:
f =Bt p)-1-0, (15)

o6napawoliee MoJHbBIM MHTErpasiom

2= Vx4 b, x3+by, (16)

rae b, u b, SIBASIOTCS NPOU3BAJbHBIMM MOCTOSIHHBIMH.

Ecau xenaem BoOcCnoab3oBathea wuHTerpasom (16), 1O HEO6X0AUMO
3aMeHuTh ypaBHeHue (15) ypaBHeHMEM pa3pELIeHHbIM OTHOCHTEBHO OJHOH
U3 KAaHOHMYECKMX IMEePeMEeHHHX BTOPOro Kaacca, 'py waum p,. Paspewast
ypaBHeHue (15) oTHOCHUTENBHO p,, MOJy4Yaem ypaBHEHHE BHIA:

1 I
fi=pi+ ‘Q—(xzpzi‘R)’ R=Vx3 pi+ 4 x,. (7)

Iuddepenunpys unrerpan (16), Haxomum npousBOJHbIE YypPaBHEHUA

_*% _ by x,
P1 R, » Pa R,

R =Vxi+0, 13, (18)
Pa3pewast Bropoe ypaBHenue (18) oTHocuTeabHO b, nosaydaem

by = %(pgi:i—’R,)EF,, R,=V:& pit+dxd. (19)
2

Takum o6pa3om ypasHenue (19) npeacTaBiasieT WCKOMbIH WHTErpas Xapak-
TEPUCTHK. B 9TOM Jerko yBepuThCsi, cocTaBass cxkoOku [lyaccona, KoToO-
pble YHHYTOXAKTCH TOXAECTBEHHO:

(fl,F1)=0-

Ecam xe Mbl He xejaem npeo6pa3oBblBaTh AaHHaro ypasuenus (15), To
NpUpaBHSB €r0 NepBYI 4acTh NpPOu3BOJAbHOMY mapamerpy C, Hanuiuem

'p—t(Px‘*'szz)—l =C,
Xy

M COCTaBJsieM MNOJHbIA MHTErpajJ 3STOro ypaBHEHHUs B CJA€AYIOUNIEM BUIAEC:

b, 1

X, &+ —————[4(C+1) x,+ b3+ b, log x,+b,.
o 1 12(1+C)[( ) x,+b1] 1 10g€ X304

2=
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Oreloaa MONY4eTCs: OYEBHUAHDbIH WHTErpal XapakTepPUCTHK JAHHArO ypas-
Heuu (15) Buna:

Xy P2=by,

KOTOpBIil He 3aBUCMT OT BBejaeHaro napamerpa C v KOTOpHI O4YeBMAEH,
caMm no ce6e, TAK KaK HENOCPEACTBEHHO MOXeT ObITb NOJyY€H M3 JaH-
HOTO yPaBHEHHsI OTIENEHWEM IEPEMEHHBIX X; U P,.

T'JIABA 11
CUCTEMbl YPABHEHHWM C YACTHBIMHU NMPOM3BOJHbIMH

5. Teopusi, u3JOXKeHHas B NpeiblAylleil riase, pacnpocTpaHsiercs,
6e3 BCAKOrO TPyJa, HA CHCTEMBl B WHBOJIIOLMM YypPaBHEHu# C UYaCTHbIMU
NPOM3BOAHBIMM NEPBOrO MOPAAKA ONHOK HEM3BECTHOH (yHKUMH.

Bo3bMeM C/eAyIOUy0 HOPMA/bHYI0 CHCTEMY /M Ha3BaHHbIX yPaBHEHHIA

Fi (X5 Xgyavey Xgs p,,pz,...,pﬂ)=0,} ()
(i=1,2,...,m),
yAOBJETBOPSIOWIUX YCAOBHUIO
D( F"F"’""'F"L)zo. )
P1>P2s -+ Pm

O603HauuM B CAEAYIOLIEM BUAE MOJHBIA WHTErpasl cucTeMbl ypaBHeHwi (1)
2= V (Xl, XQ, v ooy X", bl’ bz, v ey b’l—m)+bﬂ"ll'f'1 y (3)
rae b,, by, ..., 04—pmsy TNPETCTABMOT pa3anuHbie n—m+1 NpOM3BOJHbIE

NOCTOsIHbIE BeJWYMHBbL. BBexem npennoJyioXeHue, 4To CyWEeCTBYeT Hepa-
BEHCTBO

oV . % aV
OXpss  OXpsg  OX
D m+1 m+2 n_ |=0. (4)
b,, bgr - -+ » Op—m
[TosToMy npoKM3BOJHbIE ypPaBHEHMS MOJHOro uurerpan (3),
oV
Ps= (s=1,2,...,n), (5)
0 X;
3aHuMaloliue nocaegHux n—m wMecT (5), paspemiuMbl OTHOCHTEIBHO
by, boy.o., by ¥ DAIOT N—m CACAYIOLKUX 3aBUCUMOCTEN
Fmri(xi’xai"”xn’ pm+l!pn+2"'°’pa)=bl] (6)
(i=1,2,...,n-m) :
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Hckaouast nosyyeHHble 3HaY€HUst b; U3 m NepBbIX PABEHCTB (5), moaydaem
CUCTeMY m ypaBHEHMHi B YACTHbIX MPOM3BOJHDLIX C/IEAYIOLAro BUaA:

[)k—‘Hk (X,, Xgyooer Xy Pm+1sPmtar--- 'pn):o' } (7)

(k=1,2,...,m),
KOTOpasi, OUEBMAHO, SKBMBANEHTHA MCXOAHOM cucTeme ypaBHenuit (1).

Baaromapst kaaccuueckoit Teopun $Iko6u O COBMECTHOCTH ypaBHeHHH
C 4aCTHBIMM NpPOM3BOIHBIMM, YNOMAHYTOR B npexblAylle# raase, ypaBHe-
nust (6) ¥ (7) HAXOAATCA B MHBOJIOLMHM, W NOITOMY HMEIOT MECTO TOX-
nectBa ¢ ckobkamu Ilyaccona:

([)k_l1kam+i)=0: (i=1,2....,n—m)
(k=1,2,...,m) (8)
Fu g Far)=0, (hj=1,2,...,n—m).

ToxpecTBa NepBbIX JABYX CTPOK (8) MOKA3bIBAIOT, UTO pPABEHCTBA (6)
NPEeACTBIAIOT WHTErPaJabl XaPAKTEPHCTHK CHCTEMbI ypassenuit (7). Hako-
Hew, (OPMyAB Tperbeil CTPOKHM (8) yTBEPKAAIOT, YTO HAMAEHHBIE MHTE-
rpaab! (6) o6pasyloT MepBYIO MOJOBUHY KAHOHMUYECKOH CHUCTEMbI MHTErpa-
JIOB XapaKTepPUCTHK JaHHbIX ypaBhenuit (7).

[MoayyeHHble 3aBUCHMOCTH OGOOGLIAIOT HA HOPMAJbHbIE CHCTEMbL ypas-
HEHMU TMOHSITHE O KOPPEJSMM CUCTEMbl ypaBHEHHH C YACTHBIMH MPOM3-
BOAHBIMH M MX [OJHOTO HWHTerpaja, KOTOpOe BblIEe NAHO JJAs CayHas
OJHOTO YypPaBHEHMUS.

TakuM OOGpPA30M  peLIaeTcst BOHPOE O PO3BICKAHMH XAPAKTEPHUCTHK
CUCTeMbl ypABHEHWIl C YACTHIMM NpPOM3BOJHBIMH NPU yCJIOBHHM, UTO STA
cucTeMa MpEJACTABANETCsE B BUJAE yDPaBHEHWH Da3peIeHHbIX OTHOCHTEJIbHO
YACTHHIX TPOM3BOJHBIX HEU3BECTHOI (YHKIMH.

Ecau xe 3TO nocaejpHee yc/jaoBue He BbINOJIHEHO, TO JaHHas CUCTEMU
ypaBHeHuﬁ HECOBMECTHA C WX TMOJIHbIM HHTErpaJoM.

6. B TakoM caydae NpUXOAMTCsI BOCNO/Ab30BATHCS crnoco60oM BBEJEHHsI
BCIIOMOraTeJbHBIX MapaMeTPOB, UYHMCJIO KOTOPBIX PaBHO YHCTY ypaBHeHHi
pasMaTpuUBaeMON CUCTEMbI ypaBHeHuii. [las 9TOro, BMECTO HOPManbHOMK
cuctembl ypasHenuit (1) cocraBiagem CaeAyOULYIO CHCTEMY ypaBHenuit
Fi(Xy, Xg, - oo X PisPas e+ s Pa)=Cor
. )
(i=1,2,...,m)

KOTOpasi, OYeBHAHO, GyJAeT OMATH TaK¥ HOPMAJHOH, Mpy uem BCE C; aBas-
IOTCSI BBEIEHHLIMH BCIOMOTraTeJHbIMH [apaMETPaMH.
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BbluMc/asieM MOJHBIN WHTErpas HOBOH cucTeM ypaBHenuit (9), KOTOpHIt
npeACTaBAse€TCsI B BUIE:

z2=U (X;, Xg»+-+» Xgo C1»Careves Cpy by, bayevo bpp) +0am+ss (10)

sasucauum ot Bcex napametpoB Cy, Cy,...,Cp ¥ n—m+1 NPONU3BONBHBIX
NOCTOSIHHBIX BeAW4YuH by, b., ..., b, _p+4 H, NIPEANONOKHUM, yIOBJAETBODAET
ycCaoBHE:
aU ouU oU
= Ty e ey
Dl O%ms1  OXmss  OXy )= (11)
by, Ogy o o v 5 Dyery

B TakoM cayuae, JErko JOKa3aT, 4TO NePBbIe N WHTErpajloB XapaKTEpH-
CTHK naHHOA cucTembl ypaBHenuit (1) onpenensioTcs Mpu MOMOLK m

ypaBHenuit (9) ¥ n—m ypaBHeHuidl, KOTOpbIe HAIOTCs 0606meHHbIMl  HOp-
myaama $IKoOu, creAylolaro BUAA:

pmi= -2V =12, n—m). (12
axm+:

91t GdopmyJasl nosayualorcs AxddepeHunpoBanueM [MOJHOTO HMHTErpaad
(10) mo n—m napaMeTPUYECKWM HE3aBUCHMbIM HEPEMEHHbIM BeJIUuHHAM
Xm+‘,xm+:,...,.\’n.

B camom sene, B cuay HepasenctBa (11), ypasuennst (12) paspe-
WHWMbI OTHOCHUTEJBHO BEJWUWH by, by, ..., 0, _, ¥ MPEACTABISIOTCIT B CJe-
HylolieM BHIE:

Frpsi (Xys X o o0 Xy Cgs Cgyoons Cos» Pmvar--+rPa)=0
(i=1,2,...,n—m).
[MoxcTaBasisi B TNOJAy4YeHHble ypaBHEHHMsl 3HA4eHWs BCeX MapaMeTpoB
C,,C,, ..., Cp KOTODbIE ONpPEAENSIOTCH yPAaBHEHUSIMH (9), npexncraBisiem

MCKOMble MHTErpajbl XapaxkTepuCTHK, npy noOMOULH ypaBHeHuﬁ caeny-
oularo Byujaa:

F,':C,', (i=1,2,...,m),
Pj (X1 Xas oo os Xpo P1sP2s -+ Pms Pmt1s -+ Pa) =bys
(i=1,2,...,n—m),
rie B nocaeiHux n—m (GopMyaax, B Bhpaxenun (yHKuud P;, nossisi-

JOTCS TepeMeHHble BeAHYMHbl Py, P3Py B SIBHOM BUILE, 6sarogapst
IOACTAHOBKe 3Hauenuit napameTpoB C;, KOTOpbl€ JaHbI tdopmynamu (9).

Takum 06pa3oM pacnpocTpansieTcss cnoco6 5koGu aast coCTaBaeHMs
MHTErpajioB XapaKTepPUCTMK Ha HOPMasibHble CHCTeMbl ypBHEHWH C dacT-
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HHMM NPOW3BOJAHBIMM MepBOro nopsaka. M3 npuBeaHbIX paccyxaeHuit
BHIHO, 4TO nuesi $Ilako6u CoCTaB/leHHUST pacCMaTPHUBAaEeMbIX XapaKTE€PHUCTHK
npu nomouin onepauuit nuddepeHuupoBaHusi OAMHAKOBO NMPHMEHMMA Kak
B CJyyae OJHOTO YypaBHEHHs] C YaCTHbIMM MPOW3BOAHBIMM, TE€K M JIJs
HOPMaJbHOK CHUCTEMBbI TaKOBBIX ypaBHeHu#l. Camo c06010 pa3yMeercs Kak
B NEepBOM, TaK ¥ BO BTOPOM CJiydYae, BCeraa Heo6XOAMMO NPHUMEHSITh 3aMe-
yatesnHble Gopmyabl k06U M ux 0606lLeHHe HEe aBTOMAaTHYECKH, HO MpPH-
HHWMasi BO BHHMaHME€ W3JIOXKEHHble CBOMCTBA KOPPEJSIMK UM HECOBMECTHO-
CTH TOJHBIX MHTErPaJioB M COOTBETCTBYIOUIMX MM yDPaBHEHHH C YACTHbIMH
NPON3BOAHbIMH.

AHajoryyeckue yKa3aHusi HEONXOAWMO HMMETb B BHMAY TaKxe Hu
M TOrjga, KOrjga >XeJalT NpUMeHsTh TeopeMy JIM K HHTErpupOBaHHIO
ypaBHeHW#l C Y4AaCTHBIMH NMPOU3BOAHBIMU. TOJBKO MPU TAaKOM BHUMATENbHOM
10ab30BaHuKu (OpMysaMu HHTErPUPOBAHMSI YPaBHEHMil, MOXHO ObITh rapaH-
THPOBAHBIM OT MNOTPeUIHbIX Pe3yJabTaTOB.

7. Bo3bMmeM, IJsi npuMepa, HOPMaJbHYIO CHCTE€MY ypaBHeHHH, KOTO-
pyo paccmarpuBaer C. JI. Co6ones:

fy=pi P2+ Xg py— Xy X3=0, } (13)
fa=x3 (xa—p,)—1=0.
[Moaubii WHTErpan AaHHOH cucTeMbl OH GepeT B CjaeIYIOU(EM BUIE:

1
Z2=x, x,—x—'—}-a,(—x—’—i———g)—{wa2 (14)
X3 Xg 2x3

rae a, v a," IBe NpPOU3BOJIbHbIE MOCTOSIHHbIE BEJWYHHBIL.

Camo co6o10 pasymeercs, uTO 0606uieHHble GOPMyJbl k06U Henpu-
MeHWMbl K wuHTerpany (14), un6o OH HECOBMECTHM C JNaHHbIMU ypaBHe-
Husamun (13).

[ToaTomy, ecau xejnaemM HeNpPEeMEHHO BOCNOJb30BAaThCH MOJNHBIM HHTE-
rpaaom B ¢dopme (14), To Heo6xomumMoO, paspemuB ypaBHeHuss (13) OTHO-
CHTEJbHO MNPOM3BOJAHBIX, NPUBECTH MX TaKWM OOpPa3OM K BHUAY ypaBHe-
HU# KOTOpbIE HAXOAMJHCh Gbl B KOPPENSUMHW C WX TMOJHBIM WHTErpajaoM
(14); naa sroro, ypaBHenus (13) npuxoauTcs 3aMEHMTh CJAEAYIOIIHMH

2
X3 X, X: Xs

2 Xg—1 bs =0

X2x$—1 o

Fi=ps+ p
(15)
1
Fy=p,+ — —x,=0.
Xs

1) B tekcre C. JI. Co6oaeBa HAXONHMTCH ONEYATKA, M TAM BTOpas NPOH3BOAbHASA, dg,
nponyuiexa.
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Bo3bMeM Teneph YaCTHOE [MPOM3BOJHOE ypaBHEHWe, MO MapameTpudyeckon
nepeMeHnoi Xxg, OT N0JHAr0 MHTErpana (14), KoppeasaTuBHAro ¢ cucremMolt (15):

X, Xq 1
Ps=—3 T a4 (—z -3
X3 X3 X3

Paspewmasi nocjeiHee ypaBHEHWE OTHOCHTENbHO d;, HAXOAMM HCKOMBIN
MHTerpajs XapaKTepHUCTHK

F;,E (x§p8'—xl) Xg —

Xg Xg— 1 I

ﬂeﬁCTBHTEJleO, JIETKO yﬁeIIHTLCﬂ B Cy[ueCTBOBaHHM TOXIECTB:
(Fl' F3)=0, (Fz» Fs)=0»

KOTOpbIE MOATBEPXAAIOT MPAaBUIBHOCT 0GOUIEHHOH Teopemsl $IkoGu.

Ecau ke Mbl XeJaeM HalTu ypaBHEeHMs] XapaKTEPUCTHK YypdaBHEHWH
C 4aCTHbIMKM NPOM3BOJHBIMU, KOTOPbIE JaHbl B NepBoHadaqbHOM Bume (13),
He06X0LMMO B35Th KODPENATHUBHbIH wuM nosHbIf  uHTerpa. Coorser-
crBylomuit MHTErpaa MoJayyaeTcss WHTErPUPOBaHWEM HOPMAIbHON CHCTEMBI
ypaBHeHui
fi=pypatxs ps— X, x,=C,,} (16)
fa=x3 (xg—py)—1=0C,,

rae C; u C, nBa BCIOMmaraTeJbHbIX MapameTpa.

Ilnsi BbIUMCJEHHMSI MX TNOJHOTO HHTErpaja BOCNOJAb3yeMCs MeTOHOH
auddepeniuanbiblXx HBapuanToB [3]. C 8TOI 1EAbI0 MHTErpupyeM BTOpoOe
ypashenu (16), kak 06bIKHOBeHHOe KM depeHnnanbHoe ypaBHeHHEe C OLHOH
He3aBUCUMOI nepeMeHHO# X,.

CoOTBETCTBYIOUIMIl MOJIHBIH MHTErpas NpencTaBJASETCS YypPaBHEHHEM

2=, (x: - Cz“)+b, (17)

Xg

rae b NnpeacTaBAsdeT HOBYIO MPOHM3BOJIBHYIO NMOCTOSAHHYIO.

[lpuHumast ee KaK HOBYIO HEMU3BECTHYIO (QYHKIIMIO, BMECTO 2, M pac-
cmatpaBast ypaBHenue (17) kak OCHOBHYI0O (POPMyJy COKpaILEHHBIX Mpe-
06pa3oBaHuit NPUKOCHOBEHHs!, MoJyyaeM npeo6pPa3oBaHHOE K HOBbIM Mepe-
MEHHbIM nepBoe ypaBHeHue (16) B crenyoouem Buae:

( C.+1) 0b 0b
Xy —

+x
d0x, 0 xg

[lpouHTerpupoBaB mnocJjejfHee ypaBHEHWE M BO3BPAaTHBIUMCh K CTapbIM
nepeMeHHbIM, HaXOAMM TMOJHBIA HHTErpan KoppeasaTuBHblt cucteme (16)

=Cl‘

Xg
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B CIeAYIOIEM BHJIE:

Ce+1
Z=X; (x,— S
8

) +C, log x;+a, (5—3— — C’tl
X3 2 x3

)+a,, (18)
rie a, 7] az SAIBJAAIOTCSI B KauecTse llByX HOBBIX ﬂpOH3BOJﬂ)Hle NOCTOSAHHBLIX.

[losromy, carnacHo ¢ 0606uieHHOi Teopemoit SIk06H, MCKOMBIHA HHTe-
rpan XapakTepPUCTHK JaHHO# cuctembl (13) onpenensieTcsi U3 NPOU3BOLHATO
YPaBHEHUsI B3ATOr0 MO MNapaMeTPUUYECKOH nNepeMeHHo# Xz, OT MOJHOTO
uuterpana (18):

 (CG+Dxy | Gy C+1 «x,
Ps= e~ t =t &= 5 — 5
X3 X3 X3 X3

€CJIM UCKJIOYUThL M3 Hero 3Hadenusi C, u C,, KOTOpble omnpenenasioTcs Qop-
mynamu (16). Takum o6pa3om nonyyaeTcs MCKOMbIE WHTErpas XapakTte-
PUCTHMK B CJeAylOleM Buie:

Py =x5(py—x4)=a,. (19)
JleficTBUTENLHO, UMEeM TOXAeCTBa:
(fu ‘1’1):0» (fz’ ¢1)=0-

Yro6bu HalTM MHTErpaJ XapakTePUCTMK BTOPOra KJacca, CONpPSKEHHbIH ¢

unterpaaom (19), audodepennupyem, o6o6mas teopemy $SIko6u, wHTErpas
(18) no a, n nonyyaem

Xq C2+ 1 ’
— — ___2___ = al 9
Xy 2x’s

rue (1; HOBasi NPpOX3BOJIbHASA MOCTOSAHHAsI BeJIMYWHa.

Hckaoyas orciona 3uauenue C,, onpeaensemoe BTOpoit ¢Gopmy.ioi
(16), naxoaum BTOPOH MCKOMBI HMHTErpaj XapaKTE€PHCTHK

i dl, (20)

KOTODbIii, NEACTBHTENbHO, yIOBJETBOPSIET YCJIOBUSIM:
(fl’wl)=0' (f'n lIf,)=0.

Herpyano Buaers, yro o06a wunrerpana, (19) u (20), conpsxeHnbie
TaK KaK yJOBJETBOPSIIOT TOXAECTBEHHO YCJOBMIO:

(®,,T)=1.

Takum 06pa3oM cnpoBeAaMBOCTb 0606111eHHOR Teopemnl SIk06GK ocTaeTcst
BHE COMHEHMS.
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8. JlaHHoe wu3/J0XKeHue Heo6X0AUMO elle MONOJHHUTh 3aMeyYaHHEM O
NPUMEHUMOCTH 0606u1eHHOi TeopeMbl SIKOGM TaKKe M K NOJHbIM MHTErpa-
J1aM, B KOTOPbIX (QUIyPUPYIOT, BMECTO MPOW3BOJIbHBIX MOCTOSIHHBIX, HAYAb-

0
Hbl€ 3HAa4Y€HHUsl NapaMeTPHYeCKHX MNEePEeMEHHbIX BEJHYHH X?,,.H,;, Pm+k-

[lepBoHauanbno Tteopema $Iko6u, IJsi cayyash OZHOTO ypaBHEHUS
C HaCTHBIMM TNPOU3AHBIMHM, Oblla MM J10Ka3aHa, KOTAa OH B3sJ 3a NPOM3-
BOJIbHbIE TMOCTOSIHHbIE BENMYHMHbL! HAyaJbHbIe 3HAYEHHS NapaMeTPUHECKHX
nepeMeHHbIX.

O6o6imennas Teopema $Iko6u cnpaBeAsnuBa TaKKe W B STOM MOCAEN-
HEM MpPEeINOoJIOXKEHHH.

Ecan npumep, xoropbiit npusoaut C. JI. Co6oaes, He NOATBEPKAACT
nocnefHnit peayabTaT, TO 3TO MNPOHUCXOAHUT OJ TOrO, 4TO B €ro TEKCT
BKpasac jocajgHast own6bka. B camom nene, aBTop Geper moJiHbIH uHTErpan
B CleLYIOLIEeM Buje:

Xy ps x,
Z=Xy Xg— — + ———= -0, (21)
X3 V1—2x5 x,

0
rape npou3BOJbHbBIMM NOCTAHHBIMH CAYyXaT BE€JIWYHHBI p3 H b.

Mexay Tem Jerko y6eauThCs, NPW NMOMOUIM HENOCPEACTBEHHON MOJ-
CTaHOBKH, 4TO ¢opmyna (21) e ynOBNETBOPSIET NaHHBIM ypaBHeHusm (13)
M NO3TOMY He SIBJISETCA MX WHTerpatoM. JleHCTBHTENBHO, pe3yabTaT NOK-
CTaHOBKM 3HaueHust (21), ¢ynxumm 2z, BO BTOpoe naHHOe ypaBHenue (13)
JIaeT B pe3y/abTaTe BbIpaxke€Hue

L Pix
iz

KOTOpOE OTHIOJAb HE PABHO HY.JIIO.

— e ]
2 Xg5.Xq

Mexny TteM, nonuelit uHTerpan cuctembl (13), ¢ HayanbLHBIMH 3Ha-
Y€HHsl MMPAaCCMAaTPUBAEMBIX MapaMeTPUYECKHX NMepPeMeHHbIX, BMECTO NPOU3-
BOJIbHBIX MOCTOSIHHBIX, MMEEeT BHI:

0

1 X

z=x,(x,——— FUN Lt N (22)
Xg V1I-2x, x4

T. €. B NPENNOCAELHEM YJEHE NOKHA CTOSTh, PAJIOM C p3, NMepeMeHHas Xg

BMECTO X,, KOTOpast HaXoAuTCcsA B (omyne (21).

Hcxoas u3 nonpasnennoit popmyant (22), nerko BuaeTh, YTO H A5
HayeJbHbIX 3HaYeHWH NMPOM3BOJIbHLIX NMOCTOSHHBIX, HMET MECTO 0606UIEHHAs
TeopemMa $Iko6GM, MpuHMMas, pa3ymeeTcs, BO BHMUMAaHHWE YCJOBHMSI KOpPpeJsi-
UMK U HECOBMECTHOCTH PACCMaTPHBAEMBIX 3JIEMEHTOB BBIYHMCJEHMSI.
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YCJ0BU KOPEJALMJE U HECATJIACHOCTH NMAPUHUJANHUX
JEJHAYUHA U HbUXOBUX HUHTETPAIJIA ‘

H. CAJITHKOB, BEOTPAA

Pe3aume

Ananuza anropurma Jak 0 6M-a 3a Halaxewe KapaKTepuCTHKa nap-
IMjaJHUX jeJHauMHa NPBOT pejJa C je(HOM HEMO3HAaTOM (YHKUH]OM TPaxH
ga Gyay ycnocTaB/b€HH YCJOBH 3a M3HANaXe€He NOTHMYHMX KapaKTePUCTHKA
nomohy audepennupara MOTAYHOT MHTErpana AaTuxX jeaHauuHa. 3a op-
MHpPatb€ KapaKTePHCTHKA MpPBE KJace y3uMmajy Ce M3BOJAHM M0 NapaMeTapCKUM
HE3aBMCHO NMPOMEe/bHBUM HBEJIMYMHAMA Ka0 y C/yyajy jeiHe napuujaaHe jegHa-
YMHA TAKO W 3a HOPMAaJIHU CUCTEM MaplMjanHuX jefHauyuHa. [Tocmarpanu npo-
671em je 6MO O TaHUWHE WCMUTAH Yy APYroj riaBu GeNrMCKUX MpeaaBama [2).
[Tler romuHa MOLHHWje, UCTH NPo6ieM y3eo je MOHOBO y MpOyyaBame Mpo-
¢ecop C. JI. Co6oseB [1] u TuMe MH je Cyrepupao la yBeJeM HOBE MOjMOBE
0 KOperayuju W HecarnacHocliu NOCMAaTPaHUX NaplUMjaNHUX jeJHAYMHA U
1hUXOBUX NMOTNYHUX uHTerpana. Cayxehu ce OBMM MOjMOBHMMA, MOXKEMO
MCKOPUCTUTH NocTynak Jako6u-a y caydajy Kopejaunuje noTnyHOr HHTe-
rpara u OAroBapajyhux napuujaJHux jemHauuHa. Anum Kaa Hema usmehy
bUX KoJepaluje, Tj. Aa Cy HecarJacCHd, OHJa Ce IOoCTaB/ba NMpo6aem CBO-
hewa HecarJaCHMX jeJHayuHa M HUXOBOI MHTErpajsa y KOpeJaTUBHY 3aBH-
cHocT, ¥ TO nmomohy jexHor ox xBa caeneha pasinyuTa HaumHa. AKO mpo-
6seM 103BOJbaBa MpeTBapame€ NOCMATPaHMX jeJHA4MHA, OHJA j€ JIaKO HUX
JOBECTH y HOBM O6JIMK Tako Ja TpaHcopmoBaHe jenHauuHe 6yay y Kope-
JlallMj¥ ca I0OCMaTpaHMM MHTerpajoM. MehyTum, ako ce Tpaxe KapakTepu-
CTMKe CaMO 3a jeHauuHe AaTor o6JMKa, TO j€ HEONXOAHO Yy3eTH HOBH
06GJIMK MOTNYHOr MTerpana, Koju 64 Ce Ha/la3uo y KOpeJauuju ca JOTHYHUM
jenHaunHama. ¥ Tome ce ycneBa yBohewem nomohHux mapamerapa. Jloka3
M3JI0XKEHUX pe3yJsiTaTa 3aCHMBa Ce Ha mocmarpamy Jak o6 H-jeBuX ycioBa
€araacHocTH (MHBOJYLHMje) MapuMjaJHUX jelHAuYMHA; KOje CauyuibaBajy HOp-
ManHu WM 3aliBopeHu cucTeM jefHaunHa. OBHM yC/lIOBMMa ¥ OAroBapajy
yBEIE€HH MOjMOBM KOpeJalHje M HecarJaCHOCTH MOCMATPAaHHMX jeJHAYMHA H
HbUXOBMX MOTNYHMX HHTErpaJja.
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SUR L’INTEGRATION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
NON-LINEAIRE DU DEUXIEME ORDRE

par 1. BANDI1C, BEOGRAD

L’équation différentielle du deuxiéme ordre

(1) "y f(x) =9 (x)
n'a été examinée que dans un petit nombre de cas spéciaux.

Ainsi, F. Mertens, [1], et W. Wirtinger, [2], déterminent la solution
de I'équation (1) en la développant en séries, et cela pour le cas
f(x)=0, ¢@(x)=ax et ¢ (x)=ax

J. J. Miiller, [3], résout le cas f(x)=1, ¢ (x)=ax+b en appliquant
la méthode graphique d’intégration de Meissner.

Une solution plus générale est donnée par T. Leko, [4], qui trouve
qu’'on résout (1) au moyen des quadratures lorsque les coefficients f(x)
et ¢ (x) satisfont a la condition

) 2¢9"=4 ¢*+3 9"

Dans le présent travail on a d’abord posé une condition que les
coefficients f(x) et ¢ (x) satisfont lorsque (1) est intégrable, et ensuite
I'on a démontré que, partant d’une équation intégrable (1), on peut former
directement une suite infinie d’équations intégrables ayant la forme (1).

Dans le développement de cette méthode on a appliqué les déri-
vées [relatives de M. Petrovi¢, [5], qui rendent possible de s’exprimer
d’une maniére plus concise et font arriver souvent aux certains résultats.

M. Petrovi¢ introduit la notion de dérivée relative du n-tiéme ordre
de la fonction u=u(x) au moyen de la définition

(n)
A==, (um =),

BecHnxk MaremaTHuapa W ¢muamyapa 2
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d’on il déduit de nombreuses relations entre les dérivées relatives pour
les diverses combinaisons de fonctions.

On utilisera ici les relations suivantes

Ay (uv)=A, W)+, (v); A, (i) =B, () =By (v); A, (um)=n A, (u);
v
A, (expfudx) - expfA, (u) dx=u; A, (u)=Af () + A% (u).

1° En introduisant la nouvelle variable indépendante t et la nouvelle
fonction inconnue z=2z (f) au moyen de la substitution
x=a (f) }

3
¥ TE

d’on il résulte

dx a? o

@ 2= Ppaa e f2-f [z"+z’ A, (E) +28,(8) A, (E—)]

(z(")~—-= @’z : v=l,2)
datv

P'équation (1) affecte la forme
2 ’ ]
() 22"+22' A B + 14, (B) A, i +a'? f(a) z2=—g¢—(a)—.
a' 0.' B!
Si I'on détermine a=a (f) et B=p (f) de la condition
B=aa'

(a=const.)

(6) A, (8) A, (B' ) +a?f(a)=0

o ‘

en introduisant en méme temps la supposition

) 2
@) 0@~ (L)
I’équation (5) se réduit a 'équation intégrable
(8) 22"=1,
dont lintégrale générale est

dz 5

9 f L2 V3 (t+cy).
®) Ye,+1Inz V2(t+e)
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Dans ce cas-1a l'intégrale générale de I’équation (1) affecte la forme
paramétrique (3) oit « et B sont donnés par le systeme (6) et z par la
relation (9).

(1.1) Par conséquent, lorsqu’'on détermine les fonctions a« et g du
systeme (6), on trouve alors, de (7), une forme de la fonction ¢ (x) pour
laquelle on résout (1) au moyen des quadratures.

Cependant, en éliminant B du systéme (6), on arrive a 1'équation
20a"—3a"?+4at f(a)=0,
et celle-ci, par la substition
(10) o«'=p,

respectivement
. . dp d*p (dp‘2
a’=p-—=—, G"’z ‘v + “r ,
4 da $ [p da? da)

est transformée en équation

2 "n__ 12 4 ' ___0 (r) — va _1 2
PPi—pP44p' f(@)=0, (pP=_", v=1,

qui est homogene par rapport a p, p', et p”.

En la divisant par p® on trouve

24, (p)—AF (p)+4 f (@) =0,
ou bien

24 (p)+4% (p)= —4 f ().

Finalement, en introduisant la nouvelle fonction ¥#=3 («) au moyen
de la substitution

(11) A (p)=24, (),

la derniére équation est transformée en une équation différentielle linéaire
homogéne du deuxiéme ordre

(12) A, (9)=—1(a).
Soit y=49 (a) une solution de I'équation (12). Alors, de (11) on trouve
(13) p=23(a)
et de I'équation (10)
da
14 t= s
(14) @

Puisque, ensuite, en vertu de la premiére équation (6)

B=a a’e= ap'l
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ou bien, en égard a (13)
(15) B=a¥(a),
on obtient, finalement, de (7)
ﬁ’( a)
(1.2) Par conséquent, 1’équation différentielle
w4y f(X) = (x)
est résolue au moyen des quadratures lorsque

P (x)=

(16) ¢ (a0)=

(a=const.)

32( )’
ou 3 (x) représente une solution de I'équation linéaire
By (9)=—F ().

Dans ce cas-13, I'intégrale générale de I’équation donnée est exprimée
paramétriquement

x=a(f), y=B(®)-z

ot les fonctions a« (¢) et B(f) sont données par les relations

=== S Bmad @,

tandis que z représente I'intégrale générale de I'équation

22"=1, (z" = giz_)
: dr

(1.3) Lorsque, des fonctions (12) et (16)
—f(x)=A4, («9) }

® (x)= =
on élimine ¥ on obtient la relation directe entre les coefficients f(x) et
¢ (x) o (1) est intégrable.

En substituant 9 de la seconde équation dans la premiére, on trouve

-5}

ou bien, dans la forme développée

. 299"=49"f+3 9",
ce qui n’est, en effet, que la condition susmentionnée de T. Leko, [4].
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2° Les résultats obtenus dans le premier paragraphe rendent possible
la solution de deux problémes: a) formation des formes intégrables de
I'équation (1) sans aucune restriction préalable en ce qui concerne ses
coefficients, b) formation des équations intégrables (1), lorsqu’un des coef-
ficients, ¢ (x), ou f(x) est donné préalablement.

(2.1) La solution du probleme sous a) découle directement de (1.2),
car, partant de la fonction 9 =9 (x) choisie arbitrairement, de (12) et de (16),
on arrive directement a I'équation intégrable (1)

a!
¥ (x)

Exemple. St 9 (x) = mx+n, (m==const., n=const.), on trouve A, (3)=0 de
sorte que (18) devient

(18) Yy =y A (9)=

, (a=const.)

@
(mx + n)?

Y =
Son intégrale générale est, en vertu de (14) et de (15)

xu—l(n+i),
m mt

y E“Z
mt

ot z est donné par I'égalité (9).

(2.2) Le cas on le coefficient ¢ (x) est doneé par avance correspond
au fond au probleme de (2.1). Car, le coefficient f(x) est obtenu directe-
ment de (17) et (1) affecte alors la forme

N R N
(19) vy yAz[vm] ® (%)

Exemple. Soit ¢ (x) = k*x*m, (k=const.). Alors, de (17) on trouve

f(x)=—Az(—3—-) apel

kxm xt
de sorte que (19) devient
=k2 x2m

' — m(m + 1) 2

x2
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Son intégrale générale est
1

a? i—Zm
x=[k~2— (1 — 2m)t]

m

at [a? 2m—1
2T —2mt
y k[kz( )] z,

ot z est obtenu de (9).

(2.3) Cependant, si le coefficient f(x) est donnée par avance, alors

doit étre intégrable aussi I'équation (12)

8, (3)=—-1(x),
car c’est seulement a cette condition-1a qu'on peut déterminer ¢ (x) de (16)
a.’.
X) = =
?x)=5 @

Dans ce cas-13, I'équation intégrable affecte la forme

a?

(20) WP HR=o )

’

ott 9 (x) représente une solution de I’équation
(21) 8, (9)=—f(x)

Exemples. 1. Soit f(x)=m, (m=const.). L’équation
comme A, (9)=—m, et une de ses solutions

a) pour m<0, d=eVm

b) pour m >0, #=sinx}m.

Dans le cas a) 'equation (20) affecte la forme
yy"+my?=ate-2x¥m

Son intégrale générale est

x=— - In (—2tVm),
2m

y=a(—=2tVm)~'. 2.

(12) s’énonce
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Dans le cas b) I'équation (20) devient
" 2 az
+myt= ————,
dd Y= sint x Vm
et son intégrale générale

x = L are cotg (—t Vm),

Ym
az

Y= Vime

Dans I'un et dans Pautre cas z est donné par I'expression (9).

2
2. A la condition f(x)=— L‘, (A=const.) correspond I'équation liné-
X

2
aire A, (3)= %, dont une solution est ¥ =xeMx.
x

L’équation correspondante (20) est
X‘ yyn_l yz=az xz e—}_lx’

et con intégrale générale

2 l
X=—— :
sin2\t
_ aV2M
¥ tin2\t
ot z est donné par la relation (9).
3° En utilisant un théoréme sur I'équation différentielle linéaire
homogene récurrente du deuxiéme degré, [6], on peut pour toute forme

intégrable de I'équation (20), sous la condition (21), former une suite
infinie d’équations intégrables de la méme forme.

Ce théoreme est congu en termes suivants:
A toute équation linéaire homogeéne intégrable
A, (9=, (P=¢(x)),
correspond la suite d’équations intégrables
22) A (D) =B+, (k=1,2.3,..))
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ol

k=1 1
(23) A= Eo A, [pV)Z;—:K:(?)]} —k A, (p),

et oit p=p(x) est la fonction arbitraire de la variable x.

Les fonctions X, sont déterminées par la formule récurrente

1

24 X, =X, +A
( ) 1 ’I:py v— —-A (p)

] A (p), (Xo=P).

Les intégrales générales de ces équations sont

I _'! R
(25) V=1 fl

v=0|_

(Do =1).

L’'importance de ce théoréme consiste dans le fait que, partant d'une
équation homogene intégrable du deuxiéme degré on peut former une
suite infinie d’équations intégrables, toutes de méme forme, et leurs solu-
tions sont obtenues de la solution de I'équation donnée exclusivement

par des opérations algébriques et la différentiation relative.

Tenant compte du fait que dans les équations particulieres figure
aussi la fonction arbitraire p=p(x), le cercle des équations intégrables (20)

peut étre élargi arbitrairement.

(3.1) Si dans (20) on pose f(x)=—@ (x) on obtient

2

26 " X)= ——
(26) ' =yt @ (x) " ()’
et la condition (21) se réduit a I’équation linéaire

(27) A, ($) = (x).

De la supposition que I'équation (27) est intégrable et que ¥=9 (x)
est une de ses solutions, et en vertu du théoréme cité ci-dessus, il s’ensuit

que toute équation

2
28 Pl B () e (=], 28, -
(28) Vi Yk — Vi Pu (x) () (k=1,2,3,...)
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est aussi intégrable et que
A, ) =Pi (x); Pr(x)=P (X)+2Ny,
olt A est déterminé par les égalités (23) et (24) et ¥ par I'égalité (25).

Les intégrales générales des équations (28) sont obtenues de (3)

29 Xp=0y (f)
S Vk=3k(f)‘2}
o, en vertu de (14)

— dak —
e =[Sy

et en vertu de (15)
(31) Br=a dx (ax).

(3.1.1) Si l'on introduit la supposition p=const., les formules (23),
(24) et (25) affectent des formes plus simples

k=1 1 B
(32) A= VE::O A.(in)], (Xo=9)
(33) Xy= Xv_1+Ag (_V—YIT—:) s

v—1
_ A ;91 (3) -
(34) m-avrzlo[ 2 ] (%0=9)

Exemple. Pour plus de simplicité on prend p=const., et des équations
(28) on n’a formé que la premiere, pour k=1

a) Si dans (27) on pose & (x)= — on truove 9 = Yx*41 de
) (27) on pose & ()= =Y

sorte que (26) apparait sous la forme

yl al
35 " -
(35) W a1 T et

De (14) il résulte

da
t=f =arc tg a,
a4 1
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d’ott
a=tg f,
et de I'équation (15)
a

B=aVal+1= .
cos f

Par conséquent, I'intégrale générale de I'équation (35) est

x=tgt
a

.z ’
cos t

ou z est donné par 'expression (9).

b) En vertu de (32), (33) et (34) on trouve pour k=1

2 T
’il; X1=22":%11-)%; 9y = xVx*+1,
x x?

‘-

de sorte que (28) devient

" (Qx’ +_3)_. 2 _ at
(36) 1 Y1 (x2+3)z V1 e (x2 - l) .

Comme, d’aprés (14)
f= J‘,R dlw
oG+ 1)
d’ott 'on obtient
37 1 +arc tg a, =t
ay
et en vertu de (15)
Bl':a a Va?"*'l ’
I'intégrale générale de I'équation (36) est alors
x=ay (f)
y=aa, Vaf+l -z,

ot a, est donné par I'équation (37) et z par I'égalité (9).
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O UHTETPALUMJU JEIHE HEJIMHEAPHE JU®EPEHUMJAJIHE
JEJHAYMHE JPYTrOr PEJA

M. BAHJI U, BEOIPAJ

Pe3ume

JIludepenuujansa jensaunna (1) pelaBaHa je CaMO y HEKUM crneuujan-
uuM cayudajesuma, (1] u [2]. Jeano omwrnje pemewe je 1ao0 T. Jleko, [3],
nanasehu na ce (1) pewasa KBaapaTypama Kaji je 3aJ0BOJbE€H yC/OB (2).

Y oBOM pajly je Hajnpe u3BeieH ycJoB Mely xoeduuujeHTHma f(x)
n @ (x) kan ce (1) pewiaBa KBajpaTypama, a 3aTWM ]e MOKa3aHO Ja Ce,
nonasehu o1 jeaHe uHTerpabuiHe jenHaunne (1), MOxe HenocpeaHo dop-
MupaTH jeflaH GeCKOHauyaH HW3 WHTErpaGuIHMX jellHauMHa MCTOr o6auKa.

[Ipu wu3Bohewy Te METOAe MPUMEHEHH Cy PeJaTUBHH HM3BOIAH M.
[letposuha, [5].

VBoxehu cyncruryuujy (3), omsocHo (4), monasu ce 10 jenHayuHe
(5), xoja ce npu ycaoBy (6) u (7) Tpancdopmuie y UHTErpaGu/Hy jeJHauuHy
(8), umMju je ONMWITH MHTErpai AaT peJalujoM (9).

Peweme cuctema (6) mato je jeanauunama (14) u (15), a u3 (7) cae-
ayje jemnaunna (16) xojom je oapeheno ¢ (x) kan ce (1) pewaBa KBaapa-
Typama.

Y 1. 2° ce Ha OCHOBY TOra peluaBajy JBa 3aJaTKa:

a) dopmuparbe uHTErpaGuiHor o6/uKa jeIHauYHHE (1) 6e3 wuxakBor
yHampej AaTor orpaHuuera Mehy ibheHuM Koe(uInjeHTHMA;

6) Gopmupaibe WHTErpabuJHe jefHauuHe (1) kax je jeman oxa xoedu-
uujenara, ¢ (x) mwau f(x), yHanpex nat.
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Peweme 3amaTka noi a) HEMOCPEXHO NPOUCTHYE U3 (1.2), jep ce,
nonasetn ox npousBosbHe u3abpane ¢yHkuuje $=¥(x), uz (12) u (16)
/AMPEKTHO ZHONa3u A0 WHTerpabuaxe jennauune (18).

W cayuaj xax je nato ¢ (x) pewasa ce HeMOCpegHO MOWTO ce f(x)
A06uja xupexTHO M3 (17), U3 yera npousuJasm uHTErpabuIHa jeaHauunHa (19).

MehyTum, kan je mar xoeduuujent f(x), onza Mopa GMUTH MHTerpa-
6unHa ¥ auneapHa jenHaumna (12). Y3 Ty NPEeTNnoOCTaBKy HWHTEerpabuaHa
jeanaunna (1) jaBma ce y obanky (20).

¥ 1. 3° je nokasaHO Ja ce 3a CBaKM MHTErpaGu/aH 0GJMK jenHaunne
(20) moxe ¢opmupaTh GecKOHayaH HM3 HMHTErpPaGUIHHX jeIHAYMHA HCTOr
06auKa, KopucTehin ce jexHoM TeopemMoM o PEeKYPEHTHO] XOMOreHO] JuHe-
ApHOj AudepeHumjannoj jexHauuHu Apyror pena, [6).

[Tonazehn ox jemnaumne (26), u ys npernocraBky Aa je JuHeapHa
jeanaynna (27) uuTerpaGuina, L0JAa3W C€ 1O HM3Aa WMHTErpaGMJIHMX jensa-
yuna (28) umnja cy peuwemwa mara cucremom (29) u jexnaunnama (30) u (31).
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QUELQUES REMARQUES SUR LES CONDITIONS
DE SEPARATION T7,, T,, 7, DANS UNE CLASSE D’ESPACES
EN TOPOLOGIE GENERALE

par ZLATKO MAMUZI1C, BEOGRAD

Dans [3] j'ai défini une classe d’espaces abstraits comme suit. Soient
E, M deux ensembles non vides, f une application de I’ensemble-produit
E<E dans M et F une famille de sous-ensembles de M telle que pour
chaque X dans F on ait {f(a,a)|a € E} C X. D’autre part, Br étant une
famille d’ensembles inclusivement! équivalente & F (on peut supposer
tout de suite que Br soit celle des familles d’ensembles inclusivement
équivalentes a F, dont la puissance est la plus petite), posons:

U = la collection de tous les sous-ensembles V de E x E contenant au
moins un €élément de la famille de sous-ensembles

f~HBR)={"1(X)|XEBr), {1 (X)={(x, y) | (x,y) €E ¥ E, f(x,y) €X}, XEB.
En topologisant I'’ensemble E de la fagon suivante:

on dira que a€S, a€E, SCE, si et seulement si pour chaque X€F il
existe au moins un point b de S tel que f(a,b) €X, ou bien par:

on dira que a€S, a€E, SCE, si et seulement si pour chaque V de U
il existe au moins un point b de S tel que (a, b) €V, — on obtient la méme
topologie généralisée sur E et les deux systémes de voisinages

(1) Wy (a)={b | bEE, f(a, b) €X}, XEF, a€E,
resp.
) V(a)={b|bEE, (a,b) €V}, VEU, a€E,

sont équivalents.

1 On dira que les familles d’ensembles ¢ et W sont inclusivement équivalentes si
pour chaque élément ¢ € @ 1l existe au moins un élément € W tel que yco, et inversement.
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Pour qu’un espace ainsi défini soit a topologie transitive (c. a. d. pour

qu’il vérifie I'axiome de transitivité a:S=35, SCE) une condition nécessaire
et suffisante et la suivante ([3], p. 5):

(e) Pour tout triplet de points a, b, ¢ de E et chaque XEF il existe Y,
Z dans F fels que

[f(a,b) €Y&f(b,c) €Z) 3 [f(a,c) €X].

La condition (e) étant supposée vérifiée, I'espace défini plus haut peut
€étre reconstruit par les intérieurs des voisinages (1) et si I'on pose

l(,JE{/ (a’ b) | b€int WX (a)}=Xl" XGF:

on voit immédiatement que Wy (a)=int Wy (a) pour tout point a€E et
chaque XEF.

Considérons encore la condition:

(s) Pour tout couple de points a, b dans E et chaque X € F il existe au
moins un élément YEF tel que

[f (b,0) €Y] 3 [/ (a, b) €X].
Ceci étant, démontrons tout d’abord les propositions suivantes.

Proposition 1. Si les conditions (e) et (s) sont vérifiées, pour tout
couple de points a, b dans E et chaque X€F il existe Y,, X, dans F tels que

f(b,a) €Y§ entraine f(a, b) €X§.

Démonstration. Soit (a, b) un élément quelconque de E x E. Les élé-
ments f(b,a) et f(a,b) sont bien déterminés et, d’aprés (s), pour chaque
X€EF il existe YEF tel que si f(b,a) €Y on a f(a,b) €X. Un élément X
de F étant choisi et YEF ainsi déterminé, il existe Y,, X, dans F tels que
Wy (b)CWy(i](b) et Wy (a)C Wx{)(a), puisque I’espace correspondant

peut étre reconstruit par les intérieurs des voisinages (1). C’est ainsi que
f (b, a)€E Y§ et, puisque f(a, b) €X, on doit avoir aussi f(a, b) €X}, c.q.f.d.

Proposition 2. Si la condition (s) est vérifice et si a€'S, a€E,
SCE, pour tout point x€S il existe XEF tel que a€'W x (x).

Démonstration. Supposons le contraire: soit a€ Wx (x) pour chaque
X€EF, x étant un point arbitraire de S ne satisfaisant pas a I'énoncé de la
proposition, on aurait donc f(x,a) €X pour chaque X€F. La condition
(s) étant vérifiée par hypothése, cela signifierait que pour tout X dans F
il existe éffectivement un Y€EF tel qu'on ait:

[f (x, a) € Y] [f (a, x) €X],
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c. 2. d. on devrait avoir x€ Wx (@) pour chaque X€F, ce qui est impos-
sible vu que! a€'S, c. q. f. d.

Si la condition (s) est vérifiée et si a€'S, a€E, SCE, d’aprés la pro-
position pécédente on aura a€'Wy; (x), x€S, pour au moins un €élément
X de F puisque Wy (x)=int Wx (x) € Wx (x).

Posons
U WZ'-A(X) =H,
x(S x

Z, étant un élément de F tel que aE'WZ;"(x). D’apreés la proposition 2,
Z, existe pour chaque point x dans S.

Proposition 3. Si les conditions (e) et (s) sont vérifies et si
a€'S, a€E, S CE, il existe au moins un élément X, de F tel que le voisinuge
sz (a) soit disjoint de I'ensemble H,

Démonstration. Supposons au contraire qu’'un tel ensemble X,€F
n'existe pas, on aurait donc

Wxi(a) N H==v, (v=I'ensemble vide),

pour chaque X€F. Par conséquent, pour tout X€F il existerait un point
c€E dépendant de X et appartenant a la fois a Wyi(a) et 2 H, c. a. d.

c € Wyi(a), c€ %JSWZQ(X)» Zi €F, XEF.

Le point ¢ appartenant 2 H, désignons par § le point de S, dépendant
de X, dont le voisinage Wz,’é (§) contient le point c. On aurait

f(a,0)€X, f (&) €2,
pour chaque X€F, ¢ et § dépendant de X. Vu que pour chaque X€F il

existe § tel que f(§ c) se trouve dans Zé et la condition (s) étant sup-
posée satisfaite, d’aprés la proposition 1 cela signifie que pour chaque
YEF il existe §€S et Y,EF tel que

[f & o) € 28] 3 [f (e, §) € Yol
En conséquence, on devrait avoir les implications suivantes:

[f(a,¢) EXI & f(§, c) €ZE) 3 [f (a, ) €X' & f(c, E) € V],
[f (a,¢) €EXI & f(c,E) €Yl 3 [f (a, B) €XT],
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la derniére résultant de la proposition suivante ([3], p. 5): si la condition

(e) est satisfaite, pour tout triplet de points a, B, y dans E et chaque XEF
il existe YEF tel que

[f(a,B) €EX & f (B v) €V [f(a,Y) €XT].

On voit donc que pour chaque X€F il existerait un point £ dans S
tel que € Wy (a), ot a€S contrairement A I'hypothese, c. q. f. d.

De ce qui précede on déduit immédiatement les théoréemes suivants.

Théoreme 1. Si les conditions (e) et (s) sont vérifiées, tout espace
défini par le systéme de voisinages (1) correspondant vérifie I'axiome de
séparation Ty.

Démounstration. En effet, dans tout espace de voisinages de M. Fré-
chet vérifiant 'axiome de transitivité a, I'axiome de séparation T, équivaut
([1], p. 43) a la condition suivante, dfie 4 A. Appert: ’

T, . Si un point a n'est pas contigu @ un ensemble S, c. &. d. si a€'S,
a et S possedent des entourages disjoints.

Or T'ensemble H=UWZI;C(X) est un entourage de S et, d’aprés la
XS

proposition 3, il existe un entourage Wi (@) du point a€'S disjoint de H.

Ainsi la condition Ty’ de A. Appert est satisfaite et puisque tout espace
de voisinages (1) satisfaisant a la condition (e) est a topologie transitive,
I'axiome T, est aussi vérifiét, c. q. f. d.

Théoreme 2. Si les conditions (e), (s) sont vérifiées et si la
condition

(3) XDFX={I‘(G, a)|aCE},

est satisfaite tout espace défini par le systéme de voisinages (1) correspondant
vérifie 'axiome de séparation T,.

Démonstration. En effet, nous avons démontré ([3], p. 9) que (3) est
la condition nécessaire et suffisante pour que I'espace défini par le systéme
de voisinages (1) vérifie 'axiome de séparation 7,. Or, dans tout espace
de voisinages on a I'équivalence [T, & T3] &3 [T, & T;] d’ot le théoréme 2,
vu le théoréme 1, c. q. f. d.

1 S Pon remarque que sous la condition (¢) I'ensemble S est fermé, on obtient le
théoréme 1 comme une conséquence immédlate de l1a proposition 3.
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Les résultats précédents montrent bien le réle important des condi-
tions (e) et (s) pour qu'un espace défini par le systéeme de voisinages (1)
vérifie les axiomes de séparation T, et T,.

Cependant, on peut obtenir les résultats analogues si au lieu d’intro-
duire la condition (s), on assujetit la famille F a la condition d’étre inclu-
sive! dans M. En effet, nous avons démontré ([3], p. 11—12) les proposi-
tions et les théorémes suivants:

Proposition 4. La famille F étant inclusive dans M, le systéme
de voisinages (1) de chaque point a€E est inclusive dans E.

Proposition 5. La famille F étant inclusive dans M, la fermeture
de chaque voisinage dans (1) est un élément de (1).

Proposition 6. La famille F étant inclusive dans M, la famille
des fermetures de tous les voisinages (1) de chaque point a€E forme un
systéme de voisinages équivalent au systéme (1).

Vu la proposition 6 on déduit immédiatement:

Théoreéeme 3. Sila famille F est inclusive dans M et si la condition
{e) est satisfaite tout espace défini par le systéme de voisinages (1) corre-
spondant vérifie I'axiome de séparation Tj.

Théoréme 4. Si la famille F est inclusive dans M et si la condi-
tion (3) est satisfaite tout espace défini par le systéme de voisinages (1)
correspondant vérifie I'axiome de séparation T,.

En effet, la supposition (3) équivaut au fait que N Wx (a)={a},
X¢F
pour chaque point a€E. D’aprés la proposition 6 on aura
[N Wx (a) = {a)] £=3 [N Wi (@) ={a}], a€E,
X6F XEF

c’est-a-dire
[bFal3[6€' N Wx (a)];
XoF

donc, il existe YEF tel que b€’ W, (a), c. a. d. il existe ZEF tel que
Wz (a) n Wy (G)=V, C. g. f. d.

D’autre part, si la famille F est semi-multiplicative (ou un filtre sur
M) on peut prouver ([3], p. 14) que la simultanéité des conditions (e) et
(s) équivaut a la condition:

! La famille d’ensembles & est inclusive dans un ensemble P si 'on a I'implication
sulvante: :

[P €PEPOD VYD o] ¥ E 2.

Becuak maTemaTHyapa W ¢u3Huapa 3
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(1) Pour tout triplet de points a, b, c de E et pour tout X€F il existe
YEF tel que
[f(a,0) €Y&f(a,c) €Y]Z[f (b, ) €X].

Avant de voir quelques conséquences des résultats précédents remar-
quons encore que dans [4], p. 201, nous avons caractérisé les espaces
semi-uniformes de A. Appert ([1], p. 133) par la classe! des espaces définis
par le systeme de voisinages (1) vérifiant les conditions (e) et (s). Si de
plus la famille F est semi-multiplicative (ou un filtre sur M) et si par E (Mr)
on désigne la classe des espaces définis par les systémes de voisinages
(1) correspondants, on peut caractériser ([5], p. 4—6) les espaces unifor-
misables (et separés) au sens de la définition de N. Bourbaki ([2], p. 156)
par la classe d’espaces E( My) vérifiant la condition (z) (et la condition (3)).

Une conséquence des considérations précédentes et la suivante.
D’aprés le théoréme 1, les conditions (e) et (s) entrainent I'axiome de
séparation Ty, c. &. d. que dans ce cas on obtient un espace (Vqz,). Si de
plus la condition (3) est satisfaite on aura un espace (Ver,7), c. a d.
d’apres le théoreme 2, un espace (Vo r,1,). Si l'on y suppose encore que
la famille F est semi-multiplicative, ce qui implique I'axiome de distribu-
tivité D (si S,CE,S,CE, alors S;US,cS,US,), on aura un espace
(Vap 1) C. 2 d. un espace topologique régulier. Mais, d’apres la remar-
que précédente les espaces uniformisables et séparés peuvent étre cara-
ctérisés dans ce cas par la classe des espaces E (Mg) vérifiant les conditions
(e), (s) et (3). Puisqu'au moyen des collections U, définies au début
de cet article, on peut passer aux structures uniformes, on voit bien d'oi
provient la proposition intéressante dfie a N. Bourbaki ([2], p. 142): Pour
que la topologie d’un espace uniforme soit séparée, il faut que sa structure
uniforme soit séparée; inversement, tout espace uniforme dont la structure
uniforme est séparée est régulier. En effet, elle provient des conditions (e),
(s) et (3) (c. a. d. de leurs équivalents exprimés au moyen d’éléments de
la collection U), la propriété de F d’étre semi-multiplicative n’impliquant
que l'axiome de distributivité D et offrant une possibilité d’introduire la
condition (z) au lieu de (e) et (s). Si la famille F est semi-multiplicative
et inclusive dans M c. a. d. si F est un filtre sur M, les théoremes 1, 2, 3
et 4 montrent que, dans ce cas, on obtient les mémes conséquences de
deux coOtés a la fois.

Comme une autre conséquence des résultats présentés plus haut
notons encore ici que par le théoréme 1 nous avons démontré un résultat
déja entrevu par nous ([4], p. 202) et obtenu comme suit. A. Appert a

1 Autrement dit, 1a classe des espaces semi-uniformes est topologiquement identique
i la classe des espaces définis par les systémes de voisinages (1) vérifiant les conditions

(e) et (s).
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démontré ([1], p. 133—134) que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace topologique généralisé soit topologiquement identique a au
moins un espace semi-uniforme, est la suivante:

C*. Si un point n'est pas contigu G un ensemble S, c. d. d. si a€'S,
il existe une fonctionelle a la fois semi-continue supérieurement et semi-con-
tinue inférieurement sur tout Pespace, égale & O en a, égale &1 en tout point
de S et ayant toutes ses valeurs dans lintervalle [0,1].

De plus, le méme adteur a prouvé que si la condition C* est satisfaite
l'axiome de transitivité a et I'axiome de séparation T, sont vérifiés a la
fois. Puisque les conditions (e) et (s) suffisent pour caractériser la classe
des espaces semi-uniformes par la classe des espaces définis par le systeme
de voisinages (1), nous en avons déduit qu’alors les conditions (e) et (s)
doivent impliquer I'axiome de séparation Ty. Dans [4], p. 202, nous avons
déduit d’une fagon analogue les propositions 3.4.15 et 3.4.16 qui ne
sont autres que des conséquences immédiates des considérations précédentes.
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HEKE NMPUMEJBE 0 AKCMOMMMA CENAPAUMJE T,, T,, T,
Y JEAHOJ KJIACH NNPOCTOPA OIIIITE TOIOJIOTHUJE

8JIATKO MAMYB8HU'H, BEOTPA]]

Canpxaj

Knacy npocropa nedpunucannx cucremuma okoauna (1) kao u ycaose
(e) n (s) pasmarpao je ayrop y pany [3] a oBme nmokasyje caemehe cra-
BoBe (3a mojMoBe, AedHHMIM]je M O3HAKe BWA. MOMeHyTH pax [3]):
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1. Axo cy uciiywenu ycaosu (e) u (s), 3a cBaxu ifap mavarka a, b y E
u cearo X € F ioctoje Yo, X, y F Wako aa u3 f (b, a) € Y§ caeau f(a, b)€ X§.

2. Ako je ucliywen ycaos (s) u axo je a€'S, a€E, SC E, 3a caxy
mayky x€ 8 docmoju XEF maxo na a€'Wx (x).

3. Aro cy uciiymwenu ycaosu (e) u (s) u awo a€’'S, a€E, SC E, @aaa
docioju Gap jepan enemenii. X, y F imaxo pa okxonuna foz (a) xema

Hujesne Mayke 3a jeanudre ca ckyiom H=U WZ',} (x), Z,€F.
x6S8

U3 crasoBa 1, 2, 3 caenu:

4. Ako cy uciywenu ycaosu (e) u (s), ceaxu Gpocliop Aegpuuucan xope-
ciionpenlinum cucilemom oxoauna (1) Bepugpuryje ancuom celapayuje Ty.

5. Ako cy uciiywenu ycaosu (e), (s) u (3), caxu ipociliop aegurucan
ropeclionaenminum cucliemom oxonuna (1) Bepugpuryje arcuom ceiapayuje T,.

HaBenene craBoBe, HMXOBE JOKa3e M OCTaJe Pe3y/aTaTe U3JN0KeHe y
OBOM paly, KOPMCTH ayTOp y H3BOhewYy 3aK/byyaka Kako O 3Ha4ajHO] yJA03u
ycaoBa (3), (e) u (s) 3a BepudukoBawe akcuoma cenapauuje T,, T,, Ty y
KJacu npoctopa AedHHHCAHMX CHCTEMMMa OKOJMHA (1) TaKO M HUXOBHUM
nocjaeaduamMa y Be3d Hekux paHujux pesyarata N. Bourbaki-a, Ae
Appert-a u ayropa.
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ELTROVADO DE LA VEKTORA]J ELEMENTOJ
DE PLANEDET-ORBITO EL DU OBSERVO]

KAJ LA MOVIGDIREKTO I (TEORIO)

BOZ POPOVIC, SARAIEVO

1) La problemo kaj la solvo-principo

Ekzistas granda nombro de planedetoj observitaj nur dufoje (au plur-
foje, sed kun tiel malgranda tempodistanco ke oni ne povas per la ekzi-
stantaj metodoj kalkuli lajorbitelementojn). Se krome, por unu el la du
observoj, estas signita sufice precize ankail la movigdirekto lail la postsigno
sur la fotoplako, ail se ni havas la eblecon eltiri gin el du (ail pluraj) prok-
simaj observoj, tiam tamen oblas trovi la vojet-elementojn. Pro malpli
precizaj donoj pri la movigdirekto kaj pro malpligranda tempodistanco,
¢i tiuj elementoj estos malpli certaj ol tiuj kiujn ni trovus el tri preskai
egaldistancaj observoj, sed tamen ili ne estas forjetendaj, ¢ar ili povas
servi por la unua venanta opozicio kaj ebligi denovan trovon de la pla-
nedeto — kiome giaj brilo kaj pozicio ne malebligas la observon dum tiu
opozicio. Povas okazi ankaii ke la planedeto estis observata en la antaia
opozicio, same tiel nesufie, kaj la elementoj, respektive efemerido kalku-
lita baze je tiuj elementoj, ebligus la identigon. Pro tio oni bezonas havi
metodon kiu ebligus relative facile eltiri de la donitaj observoj eblan
maksimumon koncerne eltrovon de la planedet-elementoj, nome: trovi la
orbiton kiu tute kongruos la faritajn observojn (kompreneble en la limoj
de la observo-precizeco).

Solvo de la problemo principe jam ekzistas (ekz. [1], p. 177), sed
gi ankorali ne estis detaligita tiom ke oni povus efektive atingi la stari-
gitan celon. Por la praktika efektivigo de la solvo oni devis prilabori
tute novan metodon, ¢ar la ekzistantaj metodoj ne povas helpi. Dum la
metodoj de Gauss-tipo uzas nur pozici-vektorojn, kaj la Laplace-tipaj
(metodoj) uzas eltiratan akcelon, & tie oni ja devas utiligi eltiratan rapidon.
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La nova metodo ekiras de la sama ekvacio kiu pere de rapido ligas
du najbarajn poziciojn, de kiu ekiras ankaii Lagrange [4] en sia metodo-
Sed Lagrange eliminas la rapidon kaj per tio li faligas sian metodon al
la Gauss-tipo. Andoyer [1] kaj aliaj kiuj provas revivigi Lagrange-metodon,
ekz. [2], [3], [6]) ne eliminas la rapidon, tamen preninte proksimumajojn
por f kaj g li denove faligas la metodon al Gauss-tipo. Sed por solvi ¢i
tiun problemon, kiam du el tri observoj estas proksimaj, oni nepre devas
konservi la rapidon, t. s. doni tute novan metodon.

Por ke ¢i tiu metodo (kiun oni povas same prilabori en diversaj
variantoj) donus utilajn rezultatojn, t. e. maksimumon eltireblan de la have-
blaj donoj, oni bezonis plenumi tri taskojn: 1) trovi la procedon por
plejeble preciza kalkulo de la movigdirekto (kio estas farita en la artikolo
[9]), 2) efektivigi praktikan kaj certan vojon por precize kalkuli f kaj g
(kio estas jam farita en la artikolo [10]) kaj 3) detale prilabori la meto-
don mem (kio estas enhavo de ¢i tiu verketo). Solvinte ¢i tiujn tri pro-
blemojn, mi opinias ke estas verkita nova metodo, principe egalrajta al la
metodoj de aliaj tipoj, kun avantaga apliko nur en la okazoj kiam ni
havas du (ali pli) prokcimajn, kaj unu iom pli malproksiman, observojn.

De speciala intereso ¢i-rilate estas la metodo de Viisili [12]. Gi
estas iusence metodo de transira tipo inter Gauss-a kaj nova tipo, car gi
ne eliminas suncentran rapidon, sed ankaii ne uzas tercentran rapidon
(t. e. la derivon de la tercentra observodirekto). Pro neuzo de la unua
derivo, forfalas la unua de tri supre menciitaj taskoj, sed aliflanke tio
malebligas la uzadon de la metodo por la celo kiun ni pritraktas: eltrovo
de la elementoj el konataj du observoj kaj la movigdirekto. Estu per-
mesata mencii ¢i tie ke la efikeco de la Viisili-metodo plikreskus se oni
por f kaj g uzus la menciitajn tabelojn el mia artikolo (10].

Antau ol transiri al la detaloj, mi montru Cefajn signajojn kaj la
solvoprincipon — nur generale.

La observodirektojn de la planedeto en Ia momentoj ¢ kaj ¢ ni signu
per e kaj e,, iliajn tercentrajn (ali pli bone baricentrajn) distancojn per p
kaj p;, per R kaj R, la respektivajn poziciojn de la Suno, per €', p’ kaj V
la derivojn de ¢i tiuj kvantoj por la momento f. Kun tiaj signajoj ni havos
por la suncentraj pozicioj (r, r,) kaj por la rapido (v) de planedeto:
(1) ;=—E+P;, ;1=_‘k—1+91 ‘:1»
2) v=—Vipe+pe

Ci tiuj vektoroj devas esti ligitaj per

(3) n=fr+zgv,
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kie 1=k (f,—1) Kaj f, g estas la kvantoj dependaj de r kaj v, precize kalku-
leblaj laii la vojo donita en la verketo [10]. Anstataiiiginte (1) kaj (2) en
(3) ni ricevas la vektorekvacion

(4) _Ri+p e,=f(—R+pe)+tg(-V+pe+p'e),

en kiu la nekonato] estas p, p’ kaj p;,. La solvo de i tiu ekvacio estas

ankaii la solvo de la problemo, car tiam de (1) kaj (2) ni trovas r kaj v,
kaj de ili tuj la vektorajn elementojn:

C—[r 3, D=[Tl=rjr, T=t—E=(u—Dsinuy)
kun
E2C?=1-D? Dsinug=E (r.v)
Dcosuy=r-v:—1.

(Pli detale pri la vektoraj elementoj v. ekz. en [5], [8] atl [11]).

La solvo estas ebla nur en popasaj alproksimigoj, car f kaj g depen-
das de la nekonataj 7 kaj v, t. e. de p kaj p’. Detaligo de la procedo por
solvi la ekvacion (4), konsiderante samtempe la aberacion Kkaj la para-
lakson, same kiel la neprecizecon de la preparkalkulo de la vektoro ¢,
estas la enhavo de ¢i tiu verketo. En gi mi donos du variantojn de ¢i
tin vektora metodo: la ,unuan metodon*, en kiu t trovigas malkaSe kaj
por f, g estas uzotaj la Tabeloj I aii Il (de la artikolo [10]) kaj ,la duan
metodon®, en kiu t eniras tuj en la esprimon por la rapido, kaj sekve
estas utiligota por f, g la Tabelo IIL

2) Aberacia influo al la kalkulita movigdirekto

La aberacian influon oni kutime eliminas korektante la obsevomo-
mentojn por —ap, kie a estas la aberacia konstanto, kaj p la tercentra
distanco. Sed tion oni povas apliki nur se oni konas p sufice guste, kio.
enportas postan Sangon c¢e iuj jam kalkulitaj kvantoj. Krome ni ne bezo-
nas korekti la observomomentojn mem, sed nur la tempodistancojn. Mal-
grandajn intervalojn (pli guste: kiam estas malgranda diferenco inter ter-
centraj distancoj je la limoj de la intervalo) ni korektas pro la aberacia
influo multiplikante ilin per la faktoro 1—ap’ (Poincaré [7}). Ce pli gran-
daj tempointervaloj ¢i tio ne suficas, sed tiam oni tamen povas ofte fari
la konkludojn konsiderante tuj la aberacian influon, tiel ke la ricevitaj
formuloj estas rigoraj, kaj la aplikon de la formuloj dum la kalkulado ni
faras pli-malpli rigore — laii la gustecgrado kiun ni jam atingis kaj kiun
ni deziras atingi. ' '
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Mi unue haltos ¢e la okazo de eltrovo de la movigdirekto el nur
tri observoj, el kiuj du proksimas unu al la alia kaj la tria malproksimas
(> 10¢x,), por tuj apliki la aberacian influon. Mi montros ke por tia okazo,
t. e. por tre neegaldistancaj observoj, suficas apliko de la faktoro (de

Poincaré) 1+ag, per kiu oni devas ¢ tie dividi la kalkulitan valoron ¢

Se la intervalon de la elektita ekira (meza) observo gis la pli prok-
sima observo ni signos per t,, kaj de gi gis la malpli proksima per T,
kaj se ni vole-nevole limigos je membroj de la dua grado ni havos por
la momento t,

2
- — R T0
eg=e+T.€ + 3¢
kaj por la momento t,
- 2 _
e,+e+t e+ t—e”,
2
El tiuj du ekvacioj ni facile eltrovas

‘?zqo (éo ”_é)“*‘% (e, —e),
(5) _
e T To

f.(‘r—-toj’ ¢ zt(‘:—'q,) '

La aberacian konstanton ni jam signis per «, kaj la $angojn deve-
nantaj de la aberaci-apliko ni signu per A (en la senco ,vera — observa
valoro“, akceptante ke en la antaiiaj ekvacioj la valoroj t estas observaj).
Ni havos simple

A At  Arx At - Az 2
..._q.n___ - _Q____ogq‘Af_ (qo._

)A fl))
Je T Te T—% \ T—1T

Agy _A(-7) At _ Ar—A4r,

2
=gy Aty— (ql+ \)A"r

¢ ~Te v T—Tp T—7,
kaj sekve estos
A(€)=q, @.—E)[q.a(px—p)—(%— —~ )a(p.~p)] +
%o

+qy (e, —e) [‘qo @ (py—p) — (q. + V-Qr, )a (pr-p)]-

Pro malgrandaj koeficientoj ni povas preni

Po=P+Tp, Py=p+1p’,
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kaj plue ni havos

A(zu=aqo<zo—z>[p'--“‘° _p i ]+aq, (zl—a[p’

T—1, T—1,

4 ,‘C°+21]
_—p =

T—T, T—T,

——ap’[go(ea—€)+ 1 (e;—e)}
Sekve, konsiderante (5), ni ricevas
(6) A(@)=—ap’-€,

kie montras ke la kalkulitan kvanton ¢’ ni devas multipliki per 1—ap’
por trovi la veran valoron (liberigita de la aberacia influo). Per tio la
aserto estas pruvita. Kiam ni prenas la tempounuon k-' tagoj tiam la
grandec-ordo de (6) estas 10—¢ do la sama kiel la influo de observo-

eraroj al ¢'. Pro tio oni devas apliki la aberacian korektajon, por plejeble
izoli la influon de la observoeraroj.

Se la observoj estas iom pli egaldistancaj, ni ne povas tute uzi la
supran rezonadon. Sed la diferencoj estos tiom malgrandaj ke ankaii ¢i tie
utilos apliki dekomence la ekvacion (6), konsideronte tion poste per la
rigora korekto de la tempointervaloj.

En la okazo de eltrovo de movigdirekto el pluraj observoj, la esenco
de la supra rezonado restas sensanga. Por tion pruvi ni devas ekiri de la
solvo (35) el [9], simila al la formo (5). La kvantoj (ei—es):T; ne povas
multe diferenci de la unua derivo. El eksplicaj esprimoj de la koeficientoj
¢, kiujn mi donis en [9] kiel (34’), (34"), ktp., oni povas vidi ke la mezaj
g, estas plej grandaj (iliaj denominatoroj estas pli grandaj kaj la nume-
ratoroj pli malgrandaj ol ée aliaj) kaj ke aliaj ¢; rapide dekreskas irante
al la randoj, certe kun la supozo ke la observoj estas numerigitaj krono-
logie. Plue ni vidas ke pro la samaj kaiizoj (simile al la supra kalkulo)
log g; estas sumo de la logaritmoj de diversaj tempointervaloj, kies San-
goj (pro la aberacia influo) estas malgrandaj kvantoj. Car ¢i twjn malgran-
dajn kvantojn oni devas multipliki per g;, pro A (loglg;)=Aqi/q:, la beracia
influo estas same plej granda ¢e la mezaj membroj, kaj multe pli mal-
granda ¢e la randoj. Kaj ¢ar tiuj kvantoj estas malgrandaj, ni povas fari
la samajn proksimumigojn kiel en la rezonado por 3 observoj kaj trovi
ke ankaii ¢i tie valoras proksimuma ekvacio (6).

Per (6) estus iom korektita {la valoro de la unua derivo, t. e. de la
eltrovita movigdirekto, sed restas ankoraii la korekto pro la neglektitaj
membroj. Bedaiirinde ni ne povas scii gin kaj pro tio ni ne konsideros
gin (oni povas fari tion nur en la procedo por pligustigo de la rapido,
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pri kiu oni ankoraii parolos en ¢i tiu verketo). Pro tio la rilato (13) el [9]
(inter la suncentra kaj la lokocentra pozicioj) farigas
r=—V,—8R +pe (1—ap)+pe.
Konsiderinte ¢ion tion, kaj krome la fakton ke ni ankoraii ne scias la

gustan valoron de la intervalo v (al kiu ni devas aldoni la korekton Ar),
la ekvacio (4) havas la gustan formon

7) R+ pl el = (~R—BR-pe) +g(~TomdR + - b &49%)(v+a0)
ap

Ce tio maldekstre restis la lokocentraj valoroj, car tie oni ne bezonas
transiron al la baricentraj (ail tercentraj) valoroj, kiel estis la okazo dek-

straflanke — pro la bezono por kiom eble pli gusta kalkulo de la derivo e'.

3) La unua metodo
Eku de la ekvacio (7). Pro pli simpla skribo uni donu al gi la formon

8) —E,—ip,Z,=f(—i?+pE)+rg(—V+sé7+p’E)-(1+‘-&—E),
T

te kio ni ne devas forgesi ke la kvantoj maldekstre estas la lokocen-
traj, e same lokocentra, ke R kaj V enhavas la aldonajojn eltrovitajn laii

la procedo el [9] (t. & —R=—-R,—b, —V=—V,—8R’), ke p, p’, estas la
baricentraj kvantoj kaj

9) s=p:(1+ap).

El ¢i tiu ekvacio oni povas trovi la nekonatajn p, p’ kaj p,, prenonte
f kaj g ¢iam pli guste per alproksimigprocedo, konsidere ke en la komenco
de la laboro oni prenas s=p kaj ke gusta kalkulado de s, kaj uzo de la

kvanto E, komencigas nur post kelkaj alproksimigoj.
T

Multiplikinte ambaii partojn de la ekvacio (8) skalare per [ee,], [e, €]
kaj [ee’] oni trovas

_(Rize) = — f (Ree.)—r g[(Vee,) s (e, ?)](1 . 95)
_(E121?)= _f(R'el e_’)+/p(e_en -e_’)—tg[(VZt é')—p’ (e‘e—‘e_’)](l + A_;'_)

—(Ryee)=p, (ee,¢') = — f (Ree’) -z g (Vee) (1 + A_)
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Ci tiujn ekvaciojn oni povas skribi pli simple enkondukante signajojn:

 C =eee, f=1-f, g=1-g
Ree, , Ree . Ree
e tC’ A= c ’ = c’
() R,ee Riee Ree
L Kyely r_ &l I L
A=t —d, A~ A, Al a——d,
_ Wéi . T(We_‘) ’ T( Vee’)

\ Po=—F —A,,  Ne= C——Al, B= o
Tiam la supraj ekvacioj farigas

A
—A=fd —g (ot ar=s) (147

, ’ 5 A
— A=A+ fo—g (m+ A=) (14T

T

—AY=f"A"+p,—gB (1 .8 f).

El la unua ekvacio ni trovas s, poste el la dua o, kaj el la tria
p,, nome

A +f A At
S=pot+A;—— [—*‘*“(Po"‘Ax—s)'—
g T
A+ A iy OF
(t+ A1) P’ =np+ Al — ,A‘j‘_i_g__j‘_fﬂ + (1o + Aj) - .

”n A
p,—gB—fA"— Al —gB 7‘
Plua simpligo de la solvoj, kun la signajoj

Ar
Apy = (pet+ A, —3)‘—1_'

(11) .
An, = ("0+A;)'_»
T

donas la definitivajn valorojn

"A+g'A
S =p°_ f__-*i__!_'_Apo
’ 4
(12) " A’ IA'
(t+Ax) p’=n°—f +gg 1+fp +An,



44

A ”n
(13) p,=g3(1+ —‘)—f'A"=A,.
T

Car ni generale ne scias e¢ proksimumajn valorojn de p kaj p’, ni
prenos unue ke Ap,=0, An,=0, At=0, s—=p, kaj krome ni alproksimigos
f’ kaj g’ per la konataj esprimoj f'=3g’, g'=%/(6r®), kiamaniere ni eltro-
vos proksimume

bmpy— TBAYAY L @
¢ 6r8—12 o f—’ 6’
(14) | S 2 (3A'+A]—2 I—2p¢
TP’ =nyg—p— - ,.,,LGTS__:’_E =Ny—p — ,,_ff
[ I=v-(BA+A,)), [I'=vBA'+A).

Solvonte la ekvaciojn
p=pPo—1/(r*—¥), r*=(p—Re)*+w (v. (16)),

ni eltrovas la unuan proksimuman valoron de p, kaj tuj el la dua ekvacio
(14) ankat la unuan proksimuman valoron de p’.

La ekvacioj (12) estas la fundamentaj ekvacioj de la metodo. Post
la eltrovo de la proksimumaj valoroj por p kaj p’ oni bezonas trovi f kaj
g', t. e. f kaj g, kion ni povas precize fari pere de tabeloj el la artikolo
[10]. Nome el

(15) r=—R+pe, v=—V+se+p'e,
ni havos
r*=(p— Re)*+ R* - (Re)*
rv=RV -sRe’ —-pVe—p’ Re+pp'=RV—s(Re’+ Ve)+p’' (p - Re) - sap’ Ve
¥=Vi{ste24pn— 25(Ve')—2p" (Ve).

Se ni servus nin per la signajoj

—Re=
(16) i _x B
Rz—(Re)’-[Re]'=w
7] —(Re’ + Ve)—ap’ (Ve) =y = —(Re’ + Ve)—ap' y/2
(18) —2Ve'=y, -2Ve=y",

ni havos mallonge skribita
(19) rP=x34+w



(20) rv=RV +sy+p’ x

@1 Ve V2422402t sy +p Y,

de kie ni facile kalkulas la esprimoja bezonatajn por f kaj g:
(22) e=t/(rVr) =V&/r*, n=rv/Vr, L=rvi—L.

Kalkulante € ni uzos r tian kian ni konas gin, kaj kiam ni estos trovintaj
Ar tiam ni uzos la korektitan valoron r.

Kun €, 1, ¢, kaj la Tabelo I (el la artikolo [10]) ni trovos f kaj g.
Se la angulo € ne estas granda (en la kadro de la unua duono de la
¢efa Tabelo), tiom pli se ni ne disponas la tabelojn por sin &/e, ni povas
preni proksimume sin e/e=(2+cos€):3, kion oni kalkulas pli rapide ol
sine/e, kaj kio ne deflankigas pli ol oni rajtas (seriigo montras ke tio
estas ¢iam malpli ol €4/180). Mi menciu ankorail ke ni povas, por uzi la
Tabelon II, tuj esprimi € en la gradoj, se ni tuj en la komenco de la
laboro elkalkulas ®=t?-k-1R=1d-0,98560767 =1¢:1,0146025.

Kun la trovitaj valoroj f kaj g, kaj kun antaiie trovitaj valoroj (10),
i kalkulos s el la unua ekvacio (12) — sen Ap, —, poste p' el la dua ekva-
cio—sen An, kaj Ar. Tio ebligos pli proksime determini e, n kaj { — pere
de (19), (20), (21) kaj (22), kaj poste denove kalkuli f kaj g. Post 3—4
alproksimigoj, proksimume kiam la dua decimalo en s restas nedangita,
ni trovos p, pere de la ekvacio (13) — sen At/r — kaj tiam ni havos

(23) Av=ap;—ap=a (ps—p)-

Nun ni povas kalkuli Av/r, kaj tiam Ap,, Ang el la formuloj (11), kaj
poste aplikadi la kompletajn ekvaciojn (12), prenonte ankoraii — lai (9)
— ke p=s(1+ap’) kaj korektonte la antailan valoron y por aldona valoro
—ay”/2. Malpligrandigo de la uzota nombro de la alproksimigoj dependos
de la kalkulspertoj de la kalkulanto.

Ni daiirigos la alproksimigojn g&is kiam la solvado havos la sencon,
kio dependos de la kvantoj A, A, A’, Ai, same de f,g. Se intertempe
ekestas pli grandaj Sangoj en f kaj g, kio ofte okazos, ni denove kalku-
los p, el (13) kaj At el (23) kaj ni ripetos la procedon. Ni devas konten-
tigi per 3—4 gustaj decimaloj. La trovitaj valoroj s (respfiktive p) kaj p’
donos r kaj v — pere de (15).

Per tio la tasko estas solvita, ¢ar la eltrovo de la vektoraj elementoj
donas neniajn malfacilajojn — g&i konsistas en simpla kalkulo de la espri-
moj kiujn mi metos ¢e la fino de la punkto 6) de ¢i tiu verketo. Sed
konsiderinde la punkton 5) ni ne devas tuj trovi la elementojn, sed unue
korekti 1a trovitajn valorojn r kaj v.
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4) La dua metodo

La dua metodo estas fakte la dua varianto, bazita sur la sama prin-
cipo. Cefa en gi estas ke ni tuj enportas v en la kvantojn V, ¢’ kaj p’,
nome ni kalkulas ¢i tiujn kvantojn nek por tempounuo de 1 tago nek por
k=1 tagoj, sed por la tempo t, respektive p’ por la korektita tempointer-
valo t.=t+Ar. En la esprimo por V tio enportas esencan Sangon ce elkal-
kulado, ¢ar la trovitan tagan velociton ni devas multipliki per t (en tagoj),
anstatall per k=%. Por 8R’ kaj ¢’ oni devas fakte, kiel ni vidas el la espri-
moj (30) de la artikolo [9], trovi la kvantojn

2
—1T3

= = = -ty =
738R=T (b2 —0,) + - (b5—b,)
1 T1s T13
(24)
2
o T~ .2 i ey
r3e~Tlr]3(e2 e) + = (es— ey),

kaj la unuan el ili aldoni al V kaj la duan preni anstataii . Nenia esenca
sango estas ankau en la okazo de pli ol tri observoj, sed la avantago de
¢i tiu metodo povas esti kiam ni havas nur tri observojn (aliigitaj al du
kaj al la movigdirekto), car r eniras en la esprimojn (22) kaj ni devus
ilin aparte kalkuli por ¢iu plia observo.

Kun tiel preparitaj valoroj de V kaj ¢, kaj preninte por la neko-
nataj p kaj

(25) n==tp’,
la ekvacio (8) ricevos evidente pli simplan aspekton
- = = S A
@) —Rite =/ (-Repd+g(~Vpetne) (14 7).
. T

Oni devas mencii ke la faktoro 1+ap’ forfalis ¢i tie ¢ar, en la ekvacioj
(24), la tempointervaloj aperas la saman fojon en la numeratoro kiel en
la denominatoro. Se ni enkondukus la signajojn

( C = (eese) fr=1-1, g=1-g
A = LR%e‘_)A’ Al = _(B_e,(l:i)_, A" (Rée)’
27) (R, ee,) ) (R, @)
— T t At =4 "o \MEC ) A
A= C A A —C A, A C A",
Vee, Ve, e , Vee'
\ po=(—CL)—'A1, n0=LéTl_Alt B=( C );



47
kaj se ni multiplikus ambaii flankojn de la ekvacio (26), laiivice, skalare

per [ee,], [e; €], [ee’], ni ricevus same kiel en antaila metodo tri skalarajn
ekvaciojn

A
A=A =—fA—g (ot A—p) (1+7)
' ' , ’ At
A=A (A=) =g (et A1) (147
\ T
T

—All,‘—"A"_pl — __fAII__gB (1 + é‘s)

[lia solvado estas simpla, kiel antaiie, kaj ni rapide trovas

Af+A, g A
(28) p —po- ATHE (o4 8,-p)- =
ALY r A ’ A
(29) n =ne— 4 +ggA1+[p -i-("o%-:‘h—n)'jf
AT. ”
(30) p,=g3(1 + ——)—f’A"——Al.
T

Car ni generale ne konas e¢ unuajn proksimumajn valorojn por p
kaj n, al ¢i tiuj formuloj ni donos la proksimuman formon
l — Ir—2<p
P="Po a_g T p o

kaj trovi unue p el la unua ekvacio kaj el la esprimo por r? kaj poste n
el 1a dua ekvacio — entute same kiel en la unua metodo.

La procedo por efektiva elkalkulo de la valoroj (28), (29) kaj (30)
estas fakte la sama kiel en la unua metodo, sed, tamen en kelkaj espri-
moj dum la laboro estas grandetaj sangoj. Antail ¢io por la suncentra
velocito oni ankaii devas preni por la tempounuo la tempointervalon t.
Tiam, laii la signajoj en ¢i tiu metodo, ni havos

(31) moRree
v=—V+pe'+ne,
pro kio estas
r? = (p— Re)*+ R*—(Re)?
7v=RV—p (Re'+ Ve)+n (o—Re)
2= Viqpiet+n2—2pVe —2nVe,
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respektive

rrP=x24+w, rv=RV+py+nx
%) { py

;l="72+pze’2+nz+py'+nyn

kun la signajoj

(33) p—Re=x, R?—(Re)*=[Rel*=w,
'—(R_e,-f’-v—e):y: ‘2W'=V', _'QVE:.V"'
Car ¢i tie v jam eniris v, anstataii la esprimojn (22) ni havos
_ A v ( A, ¢ 5’( ac)* ).
39 e=T a-Too(1+5), o= 1+7) —e2|.10

kaj pere de la Tabelo III el la artikolo [10] ni facile trovos f kaj g,
Estas aplikeblaj ankail la Tabeloj I kaj II, sed tiam ni devus preni

r w

, 5
TtVr T

n=

La plua procedo estas en ¢io la sama kiel en la unua metodo, kun
la sola escepto ke fine, post kiam ni trovis r kaj v, por kalkuli la vekto-
rajn elementojn, ni devas preni v/t anstataii v.

5) Pozici-kaj rapid-korekto

Foje trovitaj la pozicio kaj la rapido de planedeto, per la solvo de
la ekvacioj (8) ail (26), plejmulte ne kontentigos, ¢ar ni ellasis altgradajn

membrojn kalkulinte ¢’. Por forigi tiun mankon, kaj trovi elementojn de la
orbito kiu, en la limoj de la observeraroj, tute kongruos almenaii la observojn
kiujn ni disponas, ni seréu la korektajojn por la tercentra distanco Kkaj la
rapido de la planedeto. Por la momentoj t, kaj #, ni havos

(Peo=for + T & V+R;, to=k (fo—1),

(P =fir+ 1,8 VR, © =k (t,—1).
La lokocentrajn distancojn kalkulitajn de ¢i tie multipliku per la observaj

unuovektoroj, kaj la diferencon (O—K) signu per A(p,e,), A(p,e,),
t. s. metu

(35) A (Pozo) =Pc;zo = (P——e)o » A (pl_el)=pl e—t - (pE). .
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Se ni nun korektas r kaj v por e-Ap kaj Av, ni devus ricevi :
(po + APo);o=(P;)o+ a fo7+fo Ap e+t A8+t Lo Av
(p,+8p,) e, = (pe),+Afy r+f Bp- e+t 0gv+1, 8 A,

En ¢i tiuj ekvacioj ni povas fari iujn neglektojn kiuj malpligrandigos
laborgustecon, sed kiuj ebligos trovi el ili la nekonatajn Ap, Ap,, Ap,, Av.
Unue en la esprimoj por Af,, Ag,, Af,, Ag,, oni povas neglekti Sangojn
kalizontaj de negravaj Sangoj de la kvantoj n, §, kaj de iliaj koeficientoj —
negravaj kompare kun $angoj de la cefaj kvantoj en la esprimoj por f kaj g
el [10), nome cos e kaj sinefe. Ja ankail en ¢i tiuj korektoj haltigu nur e
la duagradaj $Sangoj de la koeficientoj nome prenu

Afyp= —g, Aey=3Ag,, Afy— —¢,4¢,=34g, .
Konsidere ke
e2=1:r3 rP=x%4w, x==p—§é,

la korektajoj (sen la apudsignoj) farigas

Ag=rt L

2rt

e!
=t2x-Ap/(2r) ~—+Ap,
2r
kaj, konsiderante ankorad (35), ni havos

= - = =% e - _
A (po €0) +Apg €0 = (r + §°V)-7,—Ap+foeAp+fogo Av

(36)
3 ef - -
5 Ap+fiedp+r g Av.

— — — t ia
A(pye)+Ap; ey =(r +_‘V)' o

3

Elimino de la vektor-korektajo Av donas ekvacion por eltrovi Ap, Apy),
Ap,. Tiucele ni uzu por la malgranda vektoro, kalkulebla tuj el (O -K),
la signajon

(37) d=7, g, A (Po;o)_‘fo & A(py —e—l),
kaj la elimino, kun iomete da kalkulo, donos

3gy€ — 3g,¢
20', 'Ap+v (“(zlgx—ff o) 2°r tAp—

‘T=(f1 &1fo—70 Lo f,)—e Ap +r—(“o &1— "1 &) "

—T & Eo Apo+To &o El Ap,.

La esprimojn en la parentezoj ni proksimumigos prenante 1 por Ciu f
kaj g, kio malmulte influos la valoron de la diferencoj sed grave sim-

4 BecHux MaTemaTH4apa W Quanyapa
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p]igos la ekvacion, ¢ar gi farigos

To+Ty — |3 701 € &y
DAL s,
3 ] ~

(38) d=14 e Ap+7 8o €3 Dpy—T, & 0800 — I:F + 5V T
Tor=k (hi—tfo) =11 —To.

Sekve 'de malgranda valoro de la produto €,&, oni povas preskal ciam
malzorgi la lastan membron (kompare kun la antatiaj) tiel ke la ladvica

multiplikado per [e, e,], [ee;], [ee,], donas

Ap-—_—_— _@’_[_g—_ogi]), ,
Toy (€€ €,)

(39) A — (dee)
To o €69 €,

sor @700
| Ty 4y €€y €4

Oni ne bezonas kalkuli ¢iujn tri korektajojn, sed nur Ap kaj unu el aliaj du.
Enigonte tiujn du korektajojn en unu el la ekvacioj (43), kiam ni denove

povas malzorgi la membron kun r, ni ricevos Av.

Per tio la problemo estas solvita generale. Sed pro malzorgoj faritaj
dum la laboro oni devos ripeti la proceden, car denove aperos (O—K),
sed nun kompreneble malpligrandaj. Dum la nova procedo la malzorgoj
estos e¢ pli permesataj, ¢ar unue la $angoj de n kaj { estos minimumaj,
kaj poste pro pli malgrandaj valoroj de Ap estos pli libere malzorgi la
membron kun r kaj v en la ekvacio (38). Sed se la diferenco inter antataj
kaj nunaj O—K ne estas granda, signas ke tiomajn malzorgojn oni ne:
rajtas fari, precipe ne la membron kun r, v, kaj en la sekvanta alproksi-
migo ni konsideros ankali tiun membron — ail ni estos pretaj fari pli
multajn alproksimigojn (gis oni atingos kontentigan rezultaton, O —K ce pe
estu <C 1.10-%). Oni bezonas plurfoje ripeti la procedon ankaii kiam la

ekiraj valoroj r kaj v estas grave eraraj, ¢u pro granda deflankigo de la
vera je la kalkulita valoro ¢’, ¢u pro nesuficaj antaiiaj alproktimigoj, cu
fine pro malgrandeta (kaj tial nerimarkita) eraro dum la kalkuloj.

Ne malzorgante la membron kun T kaj v, ni signu per

o (F+ To+ 1, ;).38.8, ,
3 2r
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kaj multiplikinte skalare kun [e, e,] kaj [ee,] ni trovos

Ap.(l_;lé;—él)= _(‘Tet)zl)

e ;o -éx To1 (EE, ;1)

(dee,) ree,

Apy= === s Ap.

n 81 (eece)) eegey 1 8,

Enigo de ¢ tiuj valoroj en la unuan ekvacion (36) donas ankau la ser-
catan korektajon Av. En tia okazo oni povis tuj preni la unuan ekvacion
(36) ¢ar ni estas antaiicertaj ke la koeficiciento antall Av ne estas tro
malgranda, ¢ar ni ekiris de la okazo kiam oni ne rajtas malzorgi la mem-

bron kun r, v, kaj tio signifas de la okazo kiam t,t, havas ne tro mal-
grandan valoron.

Fine haltigu ¢e unu okazo en kiu la tuta laboro ankoraill pli sim-
pligas, kaj kiu en la praktiko ne estas malofta, ¢ar gi apartenas al la okazoj
kiam neniu alia metodo estas e¢ boneta por eltrovo de la orbitelementoj.
Temas pri la okazo kiam la tempointervalo r, estas tre malgranda kom-
pare kun la intervalo t (v > 201,). Tiam en la unua ekvacio (36) oni povas
certe forjeti l]a membron kun r, v. Sed krom tio oni povas forjeti, ankai
la membrojn Ap, e, kaj f, e Ap, ¢ar ili havas proksimume kontraiiajn valorojn.
Tiam la ekvacio ricevas ege simplan formon-solvon:

(40) Ay Alpoen)

Pro malgranda t, ¢i tiu korektajo povas esti grandeta, sed gi estas efek-
tiva, ¢ar tiam — pro malzorgita p-A ¢ — estas grave malpliigita gusteco
de la valoro trovita por v.

Kiam ni estas korektintaj la rapidon ni povas kalkuli Ap el (39).

Sed car efektive Av=—AV, ni povas reveni al la antaiiaj alproksimigoj,
korektante la tieajn konstantojn p, kaj n, ankorali por

—(AVee):C, —rt(AVe,e)C—

pro la ligajoj (10) kaj (27). Post ripetita solvo de la ekvacioj (12), respek-
tive (28), (29), ni denove trovos (O—K) kaj aplikos (40). Se O—K mon-
tras nesenteblan malpligrandigon, tio povas signi nur ke ekzistas iu eraro
en la konstantoj por la fundamenta ekvacio, kaj tiam estas plej bone apliki
la plenajn ekvaciojn (36), respektive trovi la kvantojn (37) kaj (39).
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Se finfine r, estas malgranda ne nur kompare kun t, sed absolute
(du observoj dum la sama vespero), tiam oni ne povas trovi la korek-
tajon AV, sed tiam ni povas esti certaj ke @i estas malgranda, car estas
tre malgrandaj la membroj malzorgitaj dum la kalkulo de ¢’ — pro la
proksimeco de ¢i tiuj du observoj. Tiuokaze ni havas nur la duan ekva-
cion (43), el kiu — malzorginte Av — oni povas kalkuli

re, e A(p, e,),ese") - -\ 3¢
) ap(neaf) Geedae) (7 55 36
(“41) o-if ee e ee e 3 2r
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HU3PAYYHABAIBLE BEKTOPCKUX EJIEMEHATA NYTABE
MAIJIE IIJIAHETE U8 [IBA MOCMATPAIA
U JHEBHOI KPETAIbA I (TEOPHUJA)

BO)X. TONOBH T, CAPAJEBO

1,2) 3a cayuaj kaja je Maja MNJaHeTa HELOBOJbHO NOCMATPaHa,.aau
TAKO Ja MMaMoO ynoTpe6G/oMBa JIBa NOCMaTpama M Ja Ce 3a jeHO OX HHX
MOXe JOBOJbHO NMpPELM3HO M3BECTH MNpaBall KpeTaiwa, ayTop JAaje MeTOLY
nomotiy Koje ce MOry OJpeIuTH €JEeMEeHTH NyTawme (M TO y JABe CJAHYHE
BapujaHTe).

Y momeHTuMa t v f, HeKa Cy INpaBUM y KOjUMa je MJaHeTa MocMa-
TpaHa, tbeHa Ja/buHa 04 3eM/be, HEH XEeJHOUEHTPHUHM MO0JI0XKa] WU Teo-

neHTpuuHu nonoxaj CyHua o3HayeHu ca e, e, p, p,, I, Iy, R, Ry, a Heka
cy €, p’, v u V u3BOAM OBMX BeauuuHa 3a TpenyTak f. OBe Cy BenuuuHe

Besane oxnocuma (1) — (4). OxapehuBame u3BOmAa €' M3 MNOCMATPAdYKMX
nojaraka je Be3aHO M ca Nnpo6ieMOM OTKJaibaka MNapajakce, a 3a OBaKBO
Tpaxeme NyTame NoTpe6HO je na ce ¢ oAPead WTO je Moryhe Tauuuje
jom oaMax y noyetky pajaa. AyTop je Ttaj npobaem pewuo y paay [9],
na oBJA€ KOPUCTHM pe3yJTaTe TOr pajfa, Kao M CAMYHO OTKJAmbaibe yTHIlaja
aGepauuje (o6paheno osme nox Tau. 2), Te jeaHaxoct (4) nuwe y 06auKy
(7) — oxHocHo Kpahe y 06auky (8), npu uemy je v=k (f, —t), At nonpaska
ycaen aGepauwmje, a R, V cagpxe u KopeKuuje HaheHe Mno MOCTYNKy u3
[9], mok R, ca;pxu camMO TOMOLEHTPUUHM AOAATAK.

3) ITo npBoj MeToAM pemaBa ceé AMPEKTHO BEKTOPCKa jenHaduHa (8),
CKanapHuM MHOXemeM ca [ee,], [e, €'], [ee'] Te ce y3 osnake (10) u (11)
no6ujajy pewemwa (12), (13). [IpBa anpokcumanuja ce po6uja ysumajyhwu
Av=0, s=p, g'=7%(6r%), f'=3 ¢, wro naje (14). Ca nahenum p,p', y
NpBOj AanpoKCMMaUMWju, pauyHajy ce Beauunne (19) —(22), y3 o3naxe
(16) — (18), na ce ca BenuuumHama (22) kopucre Tabauune u3 paga [10] xa
6u ce Hawao f U g ¥ nNpuMeHusa pewewa (12). OBaj ce nmocrynak MoHa-
B/ba, ycnyT ce ynotpebu u pememwe (13) ma 6u ce no (23) Hawao Ar.
Ilo 3aBpuIeHOM MOCTYNKy MMamo oxmax r u v u3 (15), wro Ham omoryhyje
6p30 u3pauyHaBalbe€ BEKTOPCKMX €JieMeHaTa NyTabe.

4) Jlpyra BapujanTa OBe METOJE C€ ONJIMKyje THME WTO T OJMaxX
ynasu y usBoje (Tj. OBM ce u3pauyHaBajy He 3a k—' mana Beh 3a Bpeme

1), naxkJae V ce MHOXHM ca 1, a y TPaXewy u3BOJa ce ynorpebe wu3pasu
(24) (npu uemy je Tpehe nocMaTpame BpJaO 6GJHMCKO jeIXHOM OJ OCTajaa JBa
— mnoxpyuje npexHoctn ose meroxe). Tama jeanakoct (7) mobuja 06aMK
(26) a oxromapajyha pewewa cy (28) — (30). [Tocae npBe anpokcumalije
ce xopucre opmyne (32) — (34) u Tabauuna Il u3 pama [10].
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5) Ycnen zawemapusamwa Buwux crernena npu Hazaxemwy e uaheue
X€/HOUCHTPHYHE BPENHOCTH Helie MOTMyHO 3a40BO/LMTH MpeocTasa nocma-
Tpawa (Koja Cy mocayxuaa npwu oapehuBaty u3sona). 3aTo ayTop maje
noceGHM MOCTyNaK 3a MOMNPaBKy XEJMOLUEHTPHUYHOT MOJ0XKAaja U Gp3uHE Ha
6a3n O—C u3 Tpu nocmarparwa, NPUMEH/HUB M Ha ClyyajeBe y Kojuma ce
kopuctu oBa merozxa. [loctynak ce cacroju y u3pauyHaBaiby O—C y Bek-
TOPCKOM 06/1MKy (35) M pewapamy jexHauuHa (36) xoje mopajy 3an0BOsbA-
BATH KOpekuuje Ap, Av. Enumunauujom Av po6uja ce jennaunna (38), &
tb€HUM CKANAPHUM MHOXeHeM 106ujajy ce kopekuuje (39), o1 Kojux TpeGa
pauyHaTu camo aBe, a d je gato u3pasom (37). Tama Ham jexHa of jesHaynHa
(36) naje xopexuujy Av. AyTOp y ma/beM TEKCTy TpeTupa Heke mocebue
ClydajeBe M3 MOAPyuja MpuMeHe OBE MeToje.
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NOTE ON A FORMULA ON FACTORIALS

by ZLATKO MAMUZI¢, BEOGRAD

Consider s kinds of objects there being a; objects of the j-th kind,
1<j<s, s0thata,+ay+ ... +0a,=n, wherenis a natural. Then the number
of all permutations of these objects amounts to

x=(a1+a2+...+as)|= n!

ala!... a4l o lagl. .. ag!

If an arbitrary object of the j-th kind is denoted simply by j and if
we take the permutation :

Pa=1:0.02.0.230008 e foifeciSines

ay adg g o; o

as a first one in the lexicographic order of all permutations, then p; is the
permutation standing on the i-th place from left to right.

Obviously we have
px=s...s...j...i...3...32...21...1

———— Nt Nt Nt N pe? &

as a; a

Applying the general method of finding the index i, 1 i< x, of a
given permutation (s. for example [1], pp.16—27) a formula on factorials
can be derived by which the number x is decomposed in a sum in the
following manner.

It is evident that before the permutation
§1...12...23...3 ccijivefsseSesss

S . v s e gt e N —
o — 1

oy @, ag a;
there is

)_(a,+a,+... +a;—1)! —

(g + 0y + «oo +05y
o lag!. ..ol -

1
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permutations. Continuing this process we have: before the permutation
$8) 012,028 0:08 wnvfuaf ameiSasss

R e
a a, a aj; oy, —2

there is

)(a,+a,+...+a.-2)!

X, + (oy + +...40a_ “— =Xy + X
1+ (ot ey T gl (@ 1) T

permutations, and so on; before the permutation

Saos ¥l 24ei2350a8 v fowifous 8=~18=1...8=1
s a, a, Qg a; (o S

there is

a+0, + ... + o,_,)!
X1+Xz+---+Xas—1+(a1+a2+...+us_“,)( -2 s—1)! -
adag!l...a;,111
=X;+ X+ ... +x.,s_1 + Xag
permutations; before the permutation

Seesd88=11...12.,,28...3 .c.jeecfou,85—1.0.8=1

a, a, @ a aj a_, — 1

there is

o+ +... +a_, —1)! ‘
Xy +Xg+. . Xa + (A o+ ..+ Gs_z)( LB s—1 .)..=
alo!. . as_y!
=Xl+x2+.--+xas+X(ls+|

permutations, and so on; before the permutation

S.o.ss—1...5-11...12...233...3 ...j...j..
Nt N ———— ‘! e e [S——
o %, a,  a ag a;
there is
)(a,-l—uz + ... ta_y)! _
alayl. .. @yl 1!

=Xy +Xo+ ... +Xagta,_ 1 -{-Jr.,.sws_1

Xi+ X+ oo HXata, 1t (@t agt .+,

permutations and so on; before the permutation

S...8S—1...§—1...j...j...3...81...12...2

- N’ N Nt esea )

s Us—y ay g o, Oy
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there is
o, + a,)!
Xp+ Xyt oo+ Xagbag 4o toa—t (2 + %) (o +a)!_
a,!a,!
=X+ Xg+ oo FXatoa, 4. da—1 FXatag ol fa
permutations; at the and we have: before the permutation

SeeSS5—Teou§—Tuusjourj...3...32...21...1

[e——— et Nt e’

g s g G] (1, 0'2 Gl

there is

a
x, +X2+ “ e +xas+a3_],+,.._+u2_‘ “+ (11 . ——l—! =r:x1 +Xz+ oo +X¢S+as—1+"‘+a2
o

permutations.
But it is evident that
X =14+Xatag_ +...+ota t Xagtag_+. . .fogta-1t - FXg+ X+ X

and, in view of the preceding results, we obtain!

(1) (@bt ...+l o B (@G-l
alo,!. .. a! =1 ol (e — v+ 1)!

=% (o4 0y+ag—v)!

+(a‘+a’)_ 2 ( 1 2 3 )

= alayl (ag—v+1)!

+ (0, + ag+...+a ).v=zas (@ +ag+ ... +a;—v)!
R L A - S I " )

In the special case when a;=a,=...=0,=1 therefrom we obtain
the well-known formula (s. [2])

) Ml=141.-1142.214...+(1=1)-(a-1)!.

If we remark that using the gamma function I" the formula (2) can
be deduced by means of that function, it would be of some interest to see
how could be also obtained the formula (1) by means,either of the fun-
ction I or of the function beta B. Moreover, it is obvious that I'(n+1)=n!
so that I'(n+1) can be interpreted as an ordinal number according to the
interpretation given to the formulae (1) and (2) in this note. Thus we have

1 | dont know wether the formula (1) has been derived somewhere but, to the best
of my knowledge, in publications about the subject I found only the special case (2), although
(1) 1s a consequence of lexigraphic orderings of permutatuons in an analogous way as it is
the case with the formula (2) too.
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a map I'(n+1) of the set of finite cardinal numbers to the set of finite
ordinal numbers and it may be also of some interest to see the meaning
of the function gamma as a, so to say, an ,ordering-function*.
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O JEOAHO)J ®OPMYJIH O ®AKTOPHJEJIMUMA

B8NATKO MAMYB8HR, BEOIPAL

Canpxalij

Y unauky je u3sBegena ¢opmyaa (1) rme cy o, d,,..,d, NPUPOAHI
6pojeBu. Y cneuujaJHOM CAyyajy Kaja je a;=dy= ... =0,=1 U3 dopmyse
(1) mo6uja ce no3sunata ¢opmyaa (2). Kako ce dopmyna (2) moxe u3BecTu
v nomohy rama ¢yHkuuje, 6ua0 G4 MHTEPECAHTHO BHUIETH KAKO C€ MOXKe
u3Bectu u ¢dopmyna (1) 6uno nomotiy rama dyukuuje 6uno nomohy Gera
¢ynknuje. llTasuine, npemMa uHTEpnpeTauuju Koja je y OBOM YJAAHKY JaTa
¢yukumnju I'(n+1), oBa npercraB/ba jeIHO NpecaUKaBabe€ CKYNa KOHAYHUX
KapAuHaIHUX 6pojeBa y CKyN KOHaYHUX pegHuX 6pojeBa na 64, BEpPOBATHO,
OMJI0 MHTEPECAHTHO MCIMTATH W 3Hauyewe rama GyHKuuje xao ,ypehajue
dynkuuje“.



Bulletin de la Soclété des mathématiciens
et physiciens de la R.P. de Serbie
Vol. I1X, 1—2 (1957), Beograd
Yougoslavie

HAINOMEHE Y3 JEJAH EJIJEMEHTAPHH NMPOBJIEM
U3 NEPMYTALMJA

APATOBbYB MAPKOBHT, BEOIPAL

Y ,Becuuxy JpywrBa Maremaruuapa u ¢u3audyapa HPC“ (VII, 1-2,
1955) nocTaBHO CaM HEKONMKO CPOJAHMX npo6aema 3a nepmyTtanuje*. Omu
II0CMAaTpajy CKyN OHMX [MepMyTallija KOJA KOjUX C€ Ha M3BECTaH, yHanpejx
NponucaH HauyuH, BOAM payyHa O MeCTy, — MOJOxajy, — jeIHOr eJe-
MEHTA y OJHOCY Ha HEeKW APYru oApeheHu enemMeHar, uau y OJHOCY HA
BMWIE JPYTMX eJeMeHara. YonuuTemne HaBeAEHUX T3B. ,MO3MLIMOHMX MPO-
6nema“ w3 nepmyTtauuja npeasuha mnpo6aemMaTuKy M0J0Xaja He Camo
3a nojemuHe esneMeHnrte, Beh M 3a M3BecHe ojpeheHe CKynose esnemeHata.

Y 0Boj HOTH 3anouyehy KOHKDETHO jeJaH HauuH Teopucke obpane
jeAHOr O TaKBMX npo6JeMa, a MCTO TaKO ykasahy Ha MOryhHOCT u mpa-
Ball Ja/be o6pame. Mucaum Ja oBa BpCTa npo6Jema M3 nepMmyTauuja mma
noceOGHOr WHTEpECA W y MPHUMEHHU.

I. de¢unuyuja. 3a aBa enemeniia a u B jesne hepmymayuje P oxa m
enemenalia kaxce ce Ja Cy pasjBojeHu ca p eaemenallla, axo y fopelixy
peharwa jepan 0x wux He J0aA3U 3a Apyrum Helocpearo, Beh iex docae p
Apyrux enemexaiia ucilie fepmyiiayuje.

Y iwoce6nom cayuajy rkax je p=0, razahemo aa cy a u B 3ajeano
unu Aa cy cyceiauu.

Kan je mnepmyranmmja P HanucaHa Ha YyoOMuYajeHH HauyuH, Tj. Kal
HACTAaje pa3MeliTajeM HEHUX eJeMeHara, CTBap je OoueBHAHA. AJM MoOwTO
ce nepMyrauMje numy M y OOGJMKY LMKJIyca, OHJAa je MOTpe6HO 3HaTH
Ja JM Jara nepMyTanuja y o6JMKY LHMKJAyca npunajga mnpobnemy udju je
Tun oxpeheH ropwoM NePUHULM]OM HJIM HE.

* Bup. unanak [I. Ansahesunha ,Peweme npo6aema...* y osoM 6poJy ,Becmuxa®.
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Hanuwumo naxae nepmyranuje P u Q Ko KOjux cy a u 3 pa3aBo
jeHn ca p eneMeHara

) P=(1"'k’ k+1...k+p, k+p+1...m)
..oa B

Wi

Aok k+1.. k+p, k 1...m

@ Q= T Kk ):
oo B o4

OnaBje Kao ycJ0B M371a3u

3) k-»a u k+p+1-8

UM

(3a) kB v k+pt+loa
k=1,2,3,..., m—p—1.

H o6pHyTO je MCTO TAaKO OYEBHMAHO.

M3 nperxomHor wM3/aa3u na NOCTOje ABa CMepa Pa3fiBOJEHOCTH jeAaH
a...B, a npyru B...a. [Ipuponan 6poj p MOxe y3uMaTH BPEXHOCTH

p=1,2,3,..., m—2
IITO 3HAY¥ Aa Cy a ¥ B pa3BOjeHH Ca jeHMM, OJHOCHO [Ba, TPH, OXHO-
CHO HajBuwe ca m—2 enemenra. [lpowmpu sau ce p u Ha p=0, Tj. nopexn

nojMa pa3iBOjEHHX M Ha M0jaM CYCEJHMX e/eMeHara, OHNAa H3Ja3u Aa
ycaoB (3), oxHOocHO (3a) Baxku M 3a

p=0,1,2,..., m—2.

Ilpumep 3a aBa cyceana enemenina.

1°. 3a cumerpuuny rpyny S, ycaoB aa cy JnBa enemeHra 1 u 2

cycenHa raacu
k1 nu k+1-2

T).
121 241 341
252 wnwam 3-1 wnam 42
To cy oBe nepmyrtanuje
1=1234, (132)=3124, (13) (24)=3412,
(34)=1243, (1432)=4123, (1423)=4312.

Iperxoauu ycno0BM M WMa ooroBapajyhe mepmyTtanuje Baxxe 3a cmep 12.
O6pnyTo, 3a cmep 21 ycaoB 6M raacuo

k-2 n k+191,
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Tj.
122 . 292 342
251 wum 341 umm 4-1.
Hbuma oarosapajy nepmyTanuje
(12)=2134, (13)=3214, (1324)=3421,
(12) (34)=2143, (143)=4213, (14) (23)=4321.

2°, LlukauuHa rpyna oJ MNeT eJeMeHaTa WMa CaMO 4YeTHpu TaKBe
nepmyrauuje u TO camo ca cvepom 12. To cy

1=12345, (13524)=34512, (14523)=45123, (15432)=51234.

MHTEepecanTHO je MPMMETHTH Ja KOJ LHMKJMYHE rpyne Mory GuTi CyCexHu
camo 1 u?2 2u3 3u4 4ubd 5ul urTocamo y cmepy OCHOB
Hor uukayca (12345).

O6a ycaoBa (3) u 3a) mory OGuTa NPETCTAB/bEHU U LIEMATCKH nomohy
npeciuKaBatba jeflHe MaTpule Ha APYTY, Tj.

1 2
3 3 «
@ S _’(B S)
| m—-1 m_|

36u/ba, CAHYHO MHOXEHY OBAKBMX Matpuia OGUI0 Ou

! . | la+2p 1B+2a
42 3 41 (*B_|2a+3p 2843
(
i . B fod o .
e 1 m _m—1loa+mB m—1B+ma_|,

npu uemy ka Kpahe o3HayaBa k-« a 3HaK + O3Ha4yaBa Ja npecauka-
Bawe k-« nNoBjAauuM ucTOBpemMeHo u k+1-8. [Ipema ToMe, enemeHar

k a+k+ 1B npecavukase mMaTpulle O3HayaBa Jia Kal k- OHIA H k+1-8.

3a LMKJAWMYHE Cpyne nepMyTanuja yCJIOB CYCEIHOCTH /B4 €/eMEHTa
« u B uMa wemaTcku 06JHMK '

C )
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3%, YcaoB aa Ko cuMeTpuuHe rpyne S, eaementd 1 m 2 6yay pas-
ABOjeHM ca jeIHWM enemeHTOM (3 uau 4) raacu

k-1 k-2

k+2+2 wam k+2-1,
OJHOCHO
11 251 1-1 252

352 uam 42 wan 342 um 4-1.
Hhuma oarosapajy mepMmyrauuje
(23)=1324 (1342)=3142 (123)=2314 (134)=324]
(243)=1423  (142)=4132 (1243)=2413 (14)=4231.

V0B Pa3aBOjeHOCTH « M B Ca p eJeMeHaTa, MOrao GH, CAHYHO MPeTXOl-
HOM, LIEMaTCKW OUTH NPHKa3aH

1 2+4+p
. 2  3+p
(6) : : ‘*(; E)
_m—p—1 m

1. UnTepecanThe oco6uHe nokasyje u KOMOWHaLMja MO JABa CyCenHa
e1eMeHTa Tj. CKyn NepMyTaluja KOjUX Cy He CaMO a M [ CyCeIHH HEro
ucto Tako 1 Yy ¥ 8 (a==p =Y =38). YcaoBu na jenHa taxsa nepmyTammja
P npunajna HaBEeNEHOM CKyny rJjace

k->a Koy
k+1-8 kK+1-8
npu yemy k M k' mposase Kpo3 CBe Npupoie 6pojese 1,2,...,/m y3

yenoB k==K, k+1=Ek' n k=4=k+1,

Tako HOp. 3a m=4 MMaMO 3a CBAaKy NepMyTallujy MO YETHPHU yCA0BA

1o« 3-a
248 448
32y 1oy

458 uan 2-38.

[open OBMX, MMaMO joll M CBe OHe CiyuajeBe KOju HacCTajy Kali ce ede-
MenTH a, B, Y, 8, y CBaKkoM CTynuy mnepMyTtyjy Ha OBa H4eTHPU HauWHA

H=1+(ap)+(y 8)+(aB) (195).
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HUctu ycaosu moriu Gu oueBMaHM]e GWTH NMPHKA3aHW Kao

o &
1234 Bapa

7 —
0 (3412) YYod
88y vl

IlI. HajBaxxnuje nutame Koje Ce MOXe IOCTaBMTH CACTOjH C€ y TOME,
14 ce MCIMTA WTa NPeTCTaB/ba CKYN TAaKBUX NepMyTauuja. yomwe yses,
cKyn nepmyTanuja, KOJ KOjUX €y ABa ojgpehena enemMenTa mbeHa CyceaHa
uaM NO 1Ba pasnMunTa OApeheHa eneMeHTa CyCeIHa, HE YWHM Ipymy.
MehyTum, uma npumepa, Tj. noce6HUX CJayyajeBa Ja CKyN TaKBHX NMEpMy-
tauuja uyuHM rpyny. Tako HOp. CKyT nepMyTanuja OJi YETHPH eNeMeHTa
1, 2, 3, 4 xon kojux cy 1, 2 cyceiHa a TaKko HCTO H 3, 4 uwHM rpyny
WIEHTHUYHY Ca TPYNoOM nosHatTe (QyHKuMje

(8) X Xg b Xg Xy
HMceto Tako Hnp. rpyny

(9) 1, (12) (34), (13) (24), (14) (23)

OLHOCHO
1234, 2143, 3412, 4321

YyWHM, 32 NOMEHYTAa YeTHPH €JNeMeHTa, U CKyN OHuX nepMyTauMja Koz
KOjUX Cy MCTOBpeMeHo 06a mapa 1,21 3,4 uau y UCTOM CMepy CyCelHa,
Wiu y CyNpOTHOM.

Anu MaKo CKyn TakBuX [nepMyraipuja yonuiTe HE YMHM Tpyny, MMa
npuMepa Ja MNoKasyjy Heke OCOGHMHE canuHe oco6uHaMa rpyna.

Tako Hnp. ckyn H onux nepmyraumja ox I, 2, 3, 4 KoL KOjUX Cy
1, 2 cycenHM eJeMEHTH, Ka0 WITO CMO BHIENH, racu

1-1234, (34)=1243, (132)=3124, (1432)=4123, (I3) (24)=3412,
(1423)--4312, (12)=2134, (12) (34)=2143,
(13)=3214, (143)—4213, (1324)=3421 u (14) (23)=4321.

Cxyn H He uMHW Tpyny, jep Mako CaapxH jeAMHUYHY NepMyTauHujy
npou3BoJ JBa 1beroBa 4JaHa

1234
2413

Jaje nmepMyTalMjy Koja He npunajga ckymy H.

(132) - (1432)=(1243) = ( ) —2413
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Ann axo ce ckyn H nogenu Ha aBa noackyna H* w H~, npn uemy
H+ npercraB/ba CBe OHe mepmyTrauuje KOA Kojux cy 1, 2 cycepHu y
cMepy 12, a H~ nepmyrtauuje ca cmepom cyceasoctd 21, ouga ce H*
MOXE HanucaTH
(10) HY =]+t I+t 1.
I o3nauaBa rpyny
(11) I1=1+(34),

a t, u ty 1Be Koje 6uao nmepmyrauuje u3 H* anu ussBan /. Tume je ckyn
H+* penpoaykoBan nomohy I/, t, u t,, OXHOCHO pa3/oXeH no momyay I,
Koju je rpyna y ckyny H*.~

Hcro Tako Moxe ce pa3noxuTH v cKyn H. I'pyna koja oBae ciayxu
Kao MOAYO rJacH

(12) I1=1+(12)4(34)+(12) (34),
a camo pa3znarame uMa 06JHK
(13) H=I1+sl+tl, s, t€H; s t€'l

O6a pesyaTtara cy ONwWTH. YOUMMO CKyn H OHMX nepmyrauuja Og m
uvpapa kox kojux cy 1, 2 cycexun y cmepy 12. TakBux nepmyTtaunuja
numa (m—1)! 1j. TO cy CBe OHe KoOje HacTajy pa3melrajem

(12) 345 ... m,

npu uemy ce (12) ca MCTHM CMeEpOM pauyHa Kao jeJIMHCTBEH eJieMeHar.
Moayo I no xome ce H*t pasnaxe caCTOju Ce M3 CBHX MNepMmyTauMja
KOje cé MOry HauydHWTH 0J enemeHara 3,4,...,m u uuju je 6poj (m—2)!
3ato je 6poj Kommaekca

et e
(m-2)!
[Ipema ToMme je
(14) HY =1+t I+t 1+ -+ +t,_, 1.

Pasnarawe ckyna H, Tj. cKyma mnepmyTanuja KOA KOjux cy 1, 2 cyceauu
y o6a cmepa uma ucTy O0CcO6MHYy, camo moaynay [ TpebGa, nopen HaBene-
HUX MNepMyTauuja, AogaTd M TpaHcno3uuujy (12) xao u oue, Koje ce
KoMOuHyjy mnomohy (12) u rpyne mnepmyTauMuja KoOje Cy CayxuJe Kao
MOAYO y pasnarawy H™.

OBakBa oco6uHa ckynoBa H+ u H oxrosapa t13B. Mischgruppe®,
a noackyn / jesrpy (Kern) jexnor TakBOr cKyna.

¥ I'pyna Hacrana meuwameM, pacnopehusamenm.
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Usraepa 1a oBakBy o0co6uHy pasnarawa (cBojctBo Mischgruppe)
¥Majy CcaMO OHM MNpoGJeMH O CYCeNHOCTH JBa €JNEeMEHTAa KOjH Yy CBOME
pewiehy Caipxe jefMHHUHY NepMyTauujy. AJu OBy NpernocTaBky Tpe6a
norBpautu. Mcro Tako ocraje ma ce ucnura:

1) 1a iu ¥ KakaB O6GAMK pa3fnarama WMajy OCTaau CKYyMOBH KOjH

He caipike jeAMHHUYHY MepPMyTalMjy, alu NPeTCTaB/bajy pelere npodaema
0 CYCEZHOCTH JBAa E€NEMEHTa;

2) 14 JM CAMUHO CBOJCTBO MOKa3dyje M CKyn mnepmyTanuja, KOJI
KOJ KOJUX Cy JBa €JeMeHTa Pa3JBOjeHa jeHMM WJM Ca BHUIIE €JEeMEHATa,

3) ma au ce Mory mnpoHahu M Heka Jpyra CBOJCTBA M 3aKOHHUTOCTH
u3Meljy esemenata HaBeIEHMX CKyNOBa.

REMARQUES SUR UN PROBLEME ELEMENTAIRE
DES SUBSTITUTIONS

par D. MARKVITCH, BEOGRAD

Résumé

Dans larticle précédent j'ai fait quelques remarques sur les bases
théoriques d’un des problemes que j'ai posés dans Bulletin de la Soci€té
des mathématiciens et physiciens de la R. P. de Serbie (VII, 1—2, 1955)
Concretement, il s’agit du probleme qu’on peut définir:

Pour deux éléments « et B d’une substitution P de m éléments on dit
qu'ils sont séparés lorsque, en ordonnant tous les éléments de P, o ne suit
pas immédiatement B, et inversement. On peut distinguer les cas ou o
respectivement B, est séparé par p dautres éléments de P. Dans le cas spé-
ciale oit p=0, on dit que o et B sonl voisins.

On donne d’abord les criteres (3) ou (3a) pour réconnaitre si une
substitution P (resp. Q) en cycles appartient au probléme. On distingue deux
sens: a...B (x< B) sont séparés, resp. B sont voisins, au sens direct:
le sens contraire est évident. Les exemples 1° et 2° donnent les cri-
teres et les ensembles de substitutions ou 1 et 2 sont voisins dans le
groupe symétrique S, et dans le groupe cyclique de 1, 2, 3, 4, 5. De
méme, I'exemple (3°) donne les criterés pour que 1 et 2 soient séparés
par un élément dans le groupe S,. Les mémes criteres (3) et (3a) peu-
vent étre représentés)en forme des matrices, comme (4), (4a), (5) et (6)-
L’ensemble de substitutions ot sont voisins non seulement a et B, mais
aissi y et 8, comme I'exemple pour S,, sont traités dans (II).

5 Becnuk maTemaTuuapa u ¢uauwapa
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La question la plus intéressante qui peut se poser est, si I'ensemble
de substitytions, qui corréspond au probléme pos€é, répresente un groupe.
Qoique il existe les ensembles (8) et (9) qui corréspondent aux groupes
connus, ce n'est pas le cas général. Mais tout de méme, une classe des
ensembles (qui contient la substitution identique) montre les propriétés
semblables aux celles de groupe.

En effet, si I'on considere ’ensemble de substitutions H ou sont par
ex. 1 et 2 voisins, on peut le diviser en deux ensembles H* et H—. H+
répresente I'ensemble de substitutions au sens 12, et H— au sens contraire
21. Envisageons dans H+ I'’ensemble / des substitutions formées des 3, 4,...,m
qui font le groupe. Alors, il suit la décomposition (14). La décomposition
semblable pour H est valable aussi. Le groupe I dans H+ ou bien dans
H constitue le noyau de H+, resp. H. Les exemples (10), (11), (12), (13)
mettent en évidence la décomposition et le noyau de H*, resp. H, dans
le groupe symétrique S, sous la condition que 1 et 2 soient voisins.

Donc les propriétés des ensembles de substitutions envisagés cor-
réspondent aux ,Mischgruppe*.
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et physiciens de la R. P. de Serbie
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Yougoslavie

O BEBAMA UBMETRY PABJIMMUTUX BPCTA MHTEIPAJIA
8A CHCTEME NMAPLUMJAJIHUX JENHAYHUHA 11 PEJIA
Y UHBOJAYUMUJU DARBOUX-LIE-A
BOPUBOJE PAIIAJCKH, BEOTPAL

[lo3nHato je ma y Teopuju NapuujalHUX jefHauMHa JAPYror WU BHIUET
pela nocropje pa3NMuMTe BPCTE pelllea: OMIUTH WHTErpals, NOTIYHW HHTE-
rpan, MewoBuTH, [1], n napruxynapuu unterpanu. OBy Moc/ieAmH 3aJQBO-
JbaBajy yHampej JaTe ycJ0Be Ppasau4yuTHX 0co6uHa. OCHOBHA pa3/uKa,
KOja mocToju u3mehy Teopuja napumjanHux jeJlHauMHa NPBOT W BYLIEr Peja,
€acToju Ceé y TOMe Ja Huje yonumTe Mo3HaT OGAMK TK3. [IPBOGHTHHX jeA-
HaumHa nomohy Kojux ce ¢opmupajy napuujanHe jefHauMHE YHjW je pex
suwu ox npeor. Ilopea Tora 3a napumjanHe jeiHauuHe MPBOr peAa je
pagosuma Lagrange-a u Jacobi-a paspahesa omwrta Teopuja pewetha, Kao
u Besa uaMeljy pa3nuumTuX BpCTa pewerwa. OBakBa Teopuja M [OMEHYTa
Besa He MOCTOju 3a NMaplujanHe jeaHauuHe Buuer pena. llita Buwe u Heke
neduHuIMje HABENEHWX BPCTa pewewa Cy pasjaWyuTe KOJ MOjeAMHHX
ayropa. Kao npumep, NOMEHWMO Ja MOCTOje pa3anyuTe AeduHuumje onwrer
wHTEerpana aare oj crpane Lagrange-a, Ampére-a u Darboux-a

Hoepja ucnuTuBamha y TeOpWjd NMapuvjalHuX jeAHauY4HA BUIUEr pena
HanyCTWJA Cy K/JACHUYHO IJIeAMLITe W 3a/aTaK M3HANAXKEeba QNIUTEr WHTe-
rpana TMX jefHauMHa, j€p j€ MJAM TEWKO WJIM Hemoryhe HZOGMTH onuITH
MHTErpas, a npe cBera U 360r TOra IITO HE MOCTOj€ OMIUTE W IMOrofgHe
meTone momoliy Kojux 6 ce M3 QuuITEr MHTerpasna A06uia oxrosapajyha
napTUKyJapHa peleba, Koja je 3axreBasja npaxkca v teopuja. Ta ucnuTu-
Balba Cy CTBOPHJA HOBE M Pa3HOBPCHE Teopuje norpe6He 3a Mpoyuasaibe
oxaroBapajyhux mapTuKyJapHuX WHTErpasna. Pe3yaraTh THX TeopHja MMajH
Cy BeJMKH 3Hayaj 3a HanpeaaK MOJEPHEe MaTeMaTHKe W Npel UCTY nocTa-
pusie o6uspbe HOBMX npobseMa W MojMoOBa.-AJM y MCTO BpeMe, MOWITO CY
MCTPaXHBatba 6uJa ynpaB/beHa Y HaBeJEHOM MPaBIly, OHAa HUCY JaJja onmTe
MeTOJEe 3a WHTerpa/bewe MapuujaTHHX jeJHaYyuHa BUIIEr peja, na HHU Npoy-
yaBaJa pasjMuyMTe BPCTE MWHTerpana u mwuxose mehycob6ue Bese. 3ato je
jouw ¥ yBeK, MaKO je MpoIJO AOCTa BPEMEHA, aKTYeJHO Mullbeme Mou-
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tard-a: ,Tewkohe Koje 10 cafa nocroje y npoGiemy WHTErpambetba Mapuu-
janHuX jeAHauMHa BMIEr Peia, MOPeJ Hanopa 4yBEHMX reoMerapa, HuHM
MM Ce Ja Ce cacToje y TOMe IITO Hema CHHTETHUKE MeTOxe, KOja 61
no3Boauaa aa ce ¢opmupajy a priori cBu moryhu o6pacuu uHTerpania, xa
ce npoyue pasaMuMTe BPCTE MHTErpaia M MoCTaBe Bese ca oarosapajyhum
napuujanHuM jeiHaunHama“.

[Ipeamer oBora ujahka Guhe ucruTUBaILE Be3a usmeljy pasaHUATHX
BPCT4 MHTErpana 3a CucTeme napudjaJHUX jeJHauuHa Jpyror pena y
uuBoayunju Darboux-Lie-a u 1muxoBo p0Gujathe nomoly MOTHYHOr MHTe-
rpana TakBux cucrema. Lagrange, [2], je mao jemny wmeTomy 3a KOGujae
ONMWITEr WHTerpaja jeiHe MNapuujanHe jejHauvHe Jpyror peaa Kajia je
no3Har jelad MOTIYHW MHTErpan Te jeJHauWHe, and OHA Ce MOKa3ana Kao
BpJIO0 KOMIJIMKOBaHAa y MpUMEHaMa W Ha najnpoctuje jennauusne. Hueje
Lagrange-a M MeTOJ Bapujaluje KOHCTaHaTa Cy Kopuihene U OX APYyrux
ayTopa M HapouuTO Tpeba uctahM WHTepecanTHa ucnuTuBamwa Konig-a [3]
u Goursat-a, [4]. Om momahux ayropa momenumo xa je K. Opaos, [5),
npownpuo Lagrange-oBy MeTOAY, a4 CaMO Ha M3BECHE BPCTE napuujansHux
jeamauusa apyror pexa v aa je H. CaaTHKOB a0 y CBOjuM MpejaBatbHMa
na Beorpaickom yHuBEp3uTeTy Ae(MHMLM]Y MELIOBUTOr OMIUTEr MHTErpana
napuujaJHMX jeJiHauMHa APYror peja M MocTymnaxk 3a pobujambe onumTer
MHTErpasa CHCTEM MapUMjalHMX ]eJHaYMHA JApyror pana y MHBOJIYLH]H
Darboux-Lie-a nomohy ommrer MHTerpana oxrosapajyher cucrema 3a
kapakrepuctuke [1], [6]. '

McnuTuBamba y OBOME YIaHKY WMMajy 3a LW/b Ja JONpuHecy AabeM
yNOCTaB/batby aHAJIOTHUX OCOGMHA u3Mely nmapiujasHHX jeAHayMHa MPBOT
pela ¥ cuCTeMa MaplujajJHuX jeJHa4dHa Jpyror peaa y MHBOJYLIM]H
Darboux-Lie-a, a 0 uemy je 6ujo peuu u panuje, [7].

1. Heka je mar cucTeM napuujajHuX jeJHaudHa APYror peia y HHBO-
aynuju Darboux-Lie-a

(]) { f+f(x,}’, ZyPn q,S) =0
t+ (x, 5,2 p, ¢, 5)=0,

upju je MOTNYHH MHTErpas:

(2) ZEV(x’y;C|;C21C3yC4)y
rae cy C; npou3Bo/bHE KOHCTaHTe, [JoTnyHM nHTErpaj 3a/10B0/baBa yCIOBE, (7],
@) By D (————V' Vo Yy Yoy V"y) +0

C,:Cs, Cs, C4

“4) A Dy — A5 =0,
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rae Cy yBseneHe O3HaKe

Aﬂzo(ﬂ'—'—vw—vﬁ), A,QED(M).
C]vCZ’CI, C{ C‘yC’,CS’C‘

Mocmarpajmo Benuunne C; ka0 QyHKuuje npomeHsbuBux x u y. Jla Gu
o6pasan (2) npu TOM MPETHOCTAaBKOM M Habe GHO peleme CHCTEMa €))
¢ynkumje C(x,y) mMopa la 3a10BO/baBajy yC/aOBe

4 2 4 2 :
EOV 0C; -0, 2V 6C,=0, > 2V OC'_,(),
i=1 aC, Jx 1—10I8C 0x i:;ByOC, 0x
(5) 4 4 2 4 2
2<3Va ~0, E OV aC -0, v OC‘=-=O.
i'—_lacl 0 i=1 0)’ ;——10)’6(:; ay
YBeaumMo 03HaKy
« . V, Vx,Vy)
ryk ED -
(i, i, k) .. ¢, Ch

u npernocraBumo aa je (i,j, k)==0, (i,j, k=1,2,3,4), Taga ycaoBuma (5)
MOXEMO JaTu jemaH onx caeaehmx obauka

0C, __(42,3)0C, oC,_ (1,43) 9C, 0C_ _ (1,2,4) o€,
0 x (1,2,3) 0x  0x (1,2,3) 0x  9dx (1,2,3) 0x

7 26 _ (32406 9C,__(1L,3,4) 0C, 9C, _(1,2,3) 9C,
dx (1,2,4) dx  0x (1,2,4) 0x  0x (1,2,4) dx’

@ 0C__2342C G __ (124 0C 0G__(1,3,2)0C
dx (1,3,4) 0x  dx (1,3,4) ax  Ox (1,3,4) ox

© 0C, _(1,3,90C, 9C_ (21,4 0C, oC,__(231)9C,
o0x (2,3,4) 0x  dx (2,3,4) dx "dx  (2.3,4) ox

(6)

rie OBMM jelHauMHama Tpe6a NOJATH M jeJHauMHe Koje ce Do6Hjajy Kaxa

aC 0C
ce y OBUM MOCJEAbHM HM3BOIM P CMEeHe Cca U3BOAMMA PR [Tomohy Ha-
x y

BEJEHMX jeJHAYMHA W MO3HATHX Be3a, [7],:
D(“_'?):o, A,,o L L B L)
x, y 0x Yy Gy iy k) (i, 7, k)

nonasumMo a0 caexpeher xomorewor cucrema Charpit-a

(10) [LL?_ 3)]00 _ g[&mqﬁ ~0, (i=1,2,34)
@34 0x oxl (@340

]
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no Heno3Hatum ¢yuxuujama C; (x, y). Koedpuuujentn TOr cucrema, y onwrem
cayuajy, 3aBuce ox X, y, C;. Iomwro umamo oxrosapajyhu cucrem 06HUHHX
audepeHurjaTHUX jeHaYHHA

2 = dy _dC, _dC,
oot o 28 R
0y L 254 dx [(2,3,4)]

onga je onwrtu uuterpan Charpit-esor cucrema (10) oxpeten jeanauntama

@23
Cl,f,[(2,3’4)], (i=1,2,3,4)

rae cy f, npousBo/bHe (yHKUM]e HA3HAYEHOr APryMEeHTa. dynkuuje f
3a/0BOJbaBajy cucteme (6), 3ato Hnp. Ha OCHOBY (9) nmamo crenehe
jeaHaunHe

_ ey

fi=- 38 5 g ) g po - @31

(2,3, 4) @, 3, 4) (2,3,4)f"
Crassbajyhn
(11) u= (1,28
2,3,4)

(1,3.4) (21,4 (@231
234 @34 @34 7
pa3nuuuTe y OJHOCY Ha NpPOMeH/buBe X, y, [7], mociedmwe jeaHaunHe mMOry
no6utn caenelin 06auk

(12) fa@)=a(u f,) fi (), f3@)=b (@ fi) fi (@), fi (@)= - ufi(u).

OnaBge ce BuAM Aa cy 4deTupu (QyHKuuje f; Besawe ca TpM penauuje w
Ja je mpemMa TOME CaMO jeHa OJl HbHUX MPOU3BOJbHA.

v y3uMajyhu y o063up npa ¢yuxknuje

Jakne, pewewe cucTeMa napuujanHux jeanauusa (1), xoje je oxpe-
heno ca

(13) z=V[x,y f1 (W), fa(u), fs(u) fs ()]

w jennauunama (11) u (12), campxu jemHy npou3BO/bHY (yHKuMjy u
NpeTcTaB/ba OMIUTH MHTErpas TOT CHCTEMa.

1,2,3
e o C
1) Cucrem (10) Moxe ce onMax cMeHnuTH ca D (2, 3,4 j) =0 (i=1,2,3,4), a wiro Je

X,y
€KBHBAJIEHTHO Ca THM OMUTHM HMHTErpa/oM.
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HaseauMo jeman npumep.
CucteM y unsoayumuju Darboux-Lie-a
rx+r-y
y

2
,=L,=+,(ﬁy_f)
3 y

(14)

uma notnyhu uuterpan Z=C,;x+Cuy— i%—-(x—{—cs y)*—Ca, KOju 3a10BO-
y

JbaBa YCNOB Ay Ayz=-—A,§. Oarosapajyhe nerepmunante tpeher pena umMajy
BPEAHOCT

(1,2,3)= — %!(x+c,y), (1,2, 4)=1,

1
(1,3, 4)=— - (x+Cop)s 28.4)= —;—(x+c. o>

Ha ochoBy cucrema (9) 3ak/byuyjemo JAa NpOU3BOJbHE ¢dyuxuuje f; 3ag0-
BOJbABAjy YCJOBE

;1 y 2

fim jufi fo= —fi, fi=fofi u=x+hey
KOju 3ajelHO ca

& 1
(15) z=f x+fo = u*—f,
12y

oapelyjy pewemwe cucrema (14) ca jeaHOM NPOM3BOJLHOM GUHKIMjOM.

2
Axo, Hnp. u3abepemo 1a je fi= —;— tajna je f, = %’ f= Tléu’, fi=u, fo=
1

- E”s' = u oxroBapajyhe MNapTMKyJapHO peluewe MOoMa3Hor
cucrema je 2= ————.
12y(y-1)

2. Mpernocrasumo Aa je (2,3,4)=0, a na cy ocrane JeTepMUHAHTE
tpeher pexa pasiauduyuTe OI HyJe. Taga ycaoBuma (5) MOXKEMO JHaTH
jexan ox o6auka

ey 2o 0C, _ (1L43) 3¢, 9C __ (L24) 0C
Yo 9x T ox (1,2,3) 9x ' 0x (1,2,3) o0x
ey 9C g 9C__ (1,3,4) 8C, 9C, __ (1,23) 9GC,

Y 9x  dx (1,2,4) dx  dx (1,2,4) 9x
a6y 2G g 9Cs (1,2,4) 9C, 9C, _ (1,3,2) 3G

dx dx (1,3,4) ox 0x (1,34 ox’
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rae OBMM jelHauuHama Tpeba AOAATH W jesHaunte, Koje ce a06ujajy

oC oC
Kaja ce y OBMM MOCTEIbHM H3BOAM -—— CMEHe Ca M3BOAMMA

0 x oy
Y oBom cayuajy BeauuuHa C,; He 3aBuCM OX X H ), @ oaroBapajvhu
Charpit-ev cucTem MOxe Ce HanmucaTH, HIp. y 06/IMKY

(10!) _()_ (]’ 2, 4) dwgi—j__« - () [(lr_Qvfi)_ () C'ir+1_ - (’ — 1‘ 2, 3)
dy 1 (1,2 3) dx (1,2,3)] 0y

Hheros onwTtH uHTECrpaa je

(1,2,4)
/[(1 23| - 1,2,3),

rae cy f; npoussomne dynkuuje. Ose (yHkumuje TpebGa Aa 3aL0BO.bABA]y

jow jeman on cucrema (16), Hnp. cucrem (16,), wro maje ycJaoBe

(in) fr@)=a(Cp,u f) fa folw=—ufs, u= Ell Z ?3))

Jlakae, jeana ox ¢yuxuuja octaje npoussosbHa. Ilpema Tome jeLHaYMHa
2=V x5 C fi(u), f.(u), fu (4)]

ca (17) onpehyje nam pewemwe cucrema (1), Koje caapxw jenHy npom3-
BOJbHY KOHCTaHTY M jelHy TNPOM3BObHY (YHKIHM]Y. TakBO pelueme ce
30Be, npema npeanory H. Cantukosa, [1], T3B. MEIIOBUTH OMIITH MHTErpaa
cHMCTeMa MapuMjanHux jefHaunHa apyror pexa (1).

Kao npumep y3mumo Ampere-oBy jeaHauuHy

(18) st+x (rt—s?)*=0,
KOja ca jeiHaYMHOM
(19) 2 x (rt—s®) =pt—qgs

unHKM cucteM y muBoayuujn Darboux-Lie-a, [1]. OBaj cucrem uma not-
NyHH HMHTErpa

2= %CI x4 Cy (,V‘“C% x)*+Cy (.V_C;z x) +C,

3a xoju je (2,3,4)=0. Onrosapajyhu Charpit-eB cucrem

0Ci+, +C23C'“ =0, (i=1,2,3), C,=const.
0x dy

AMa ONIUTH HHTErpan

Civi=fi(@)y (i=1,2,3), u=y—Cix,
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dynkumje f; 3a10BOJbaBajy ycJaoBe
! 1 4 r 1 ’
= — — 5 = — —U A
h % f2 fa 5 fa

Crassbajyhu fr=u«”, rae je a Npou3BOJbHA GyHKIM]a Ha3HAYEHOT apry-
MEeHTa u, ¥ 3amemyjyhn y MOTNYHOM WHTErpaay BeJHYHHE Ci+, ca pynk-
umMjaMa f; 106MjaMO MELIOBHTH OMIUTH MHTErpajz CHCTeMa (18)—(19)

—;—C, x%—a (y—Ci x).

-
o=

3a Apyrd npuMep y3MuMO CHCTeM Yy unBoayuuju Darboux-Lie-a

g BTXE
(20) "
l= (%) r— %(z—yq).

3a 1»eroB NOTMYHM HHTErpan
2=C, (Ca+Cg) y+Cixy+Cy x2+C, C, y?
nujemna oj JerepmuHanata Tpeher - pexa (i, j, k) wuwnje jeaHaxa "HYJH.

MekyTum, aKo CJaeIHMO PpOCTynaK K. OpaoBa, [5], u yBeuemo HOBE
KOHCTaHTe q; caenehum Besama

a, = C, (Ca+Cy), Cy Cy=ay, Cs=as, Ci=ay,
OHJA 34 NOTHYHH HHTErpasn
2=ayy+agXy+a; x*+a, y?
MMaMo
(1,2,3)= —2xy%,  (1,2,4)=—)% (L,3,4)=x%, 2,3,4)=0
Charpit-eB cucrtem

i(i Qaj*z_ﬂ(L)"_“'ﬂzo
dy x) dx ox\x/ 0y

uMa ONUWTH WHTErpan
a4 =fi(w), (i=1,2734), usvi—

[Nopexn Tora yc/a0BH

I_ 1 14 ’_‘_-1—— ’
fi= 2uf3' fo= 2Uf3
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najy :
1
fi= = —a", fo=——wa'tud —-a, fy=ua"—d,
2 2
rae je a(u) npousBosbha Qyukumja. CraBbajyhiu Hahene n3pase 3a dyHk-
uuje f; y ApPyru NOTOYHH MHTErpan A06MjamMO MEIOBMTH ONWTH HHTErpas

z:a.y—x”a(l)
X

Ca MPOM3BOJLHOM KOHCTAHTOM @, W TPOM3BOLHOM (PYHKUM]OM Q.

HanomuiwemMo na A0 MEWOBUTHX ONIITHX MHTErpaja, nopej M3Jaoxe-
HOT MOCTYMNKAa Bapujaluje KOHCTaHaTa, MoxeMo jolu u nomohy oxrosa-
pajyliux mocpeiHuX MHTErpaja Ca jeJHOM MPOH3BOLHOM KOHCTAHTOM.

3. INocmaTpajmMo caza ycaose (5) Kao CHUCTEM

a, 23)?ﬁ+(234)"c4 -0, (1, 23)"Ct+(2,3,4)‘l£4_:0,
@ { (.2 4)——- = (23, 4)“’ ~0, (12 4)"‘31 2.8, %% 0,
' dy Oy
{(134)"C*+(234)"C*:0,- (1,3,9%C + @3, 5 -0,
oy

KOjH MMa WeCT jeJHAYMHA M XOMOTeH je y OJHOCY Ha 4YeTHpH JeTEpPMH-
naure tTpeher pesa (i, j, k). [lpernocraBuhemo Aa HujeHAa TaKBa JAeTEPMH-
HAHTA HUje MIEHTHUYKHM jefHaKa HyaW. JleTepMHUHAHTE YETBPTOT pexa ¢dop-
MupaHe M3 marpuue 3a cuctem (21) umajy penom caenelie BpenHoCTH

aC, 0C, a_c_,@_g
(22) (o )(C,,Ck) (dy)(cl.ck) o (Cy, Ch), (k=2,3,4), o,_

rie je yBeJleHa O3HaKa:
(€1 C=D(78).

X,y

Jla 61 cuctem (21) MMao HeTpUBMjaJHA pPelIeHa y OAHOCY Ha HeMo-
anare (1,2,3),(1,2,4), (1,3, 4), (2,3, 4) mopajy cBe NOMEHYyTE AETEPMHHAHTE
: 0C, 9C,
yeTBpTOr peja Aa 6yay jemHake Hyuau. IowTo 3 " 57 HUCY HMCTOBpE-
x
MEHO jeJHaKH HYJNH, OHJA MMaMO

(Cs, C)=0, (k=2,3,4)
Cips=w(Cs), (1=1,2,8)

HIJIK



¥ oBoMm ciyuajy cuctem (5) npuma caepehin 06GJHK

oV 35, 0V OC‘
— + T t( 1) =0
0C;, £ 0G4,

b’V 3 oV 9C,

+ — -1 =

laxacC, ,E.axacm“’)]
[ 0tV 3 2V ’

BV e OV G| =0, (=12,
[ dy 0 C, i—z—:la}’acﬁﬂq)( 1]001 ( )

rje CMO yBeJd O3HaKy a4, =X, A, =Yy. Yy yc/aoBuMa nocMaTpaHor c.nyqa]a
nocJaenmbu CUCTEM OJ 1eCT ]E}IHa‘lHHa CBOJH C€ Ha cnenehe TpH ]enﬂaquue

oV & 9V

— 4 Y i (Cy) =0,

ac, Eoc,“p( )=
_ 0*V 3 0V
' + (Cy) =0,
(23) axac‘ g oxac'+’q)( l)

a! 3

-9 (Cy)=0.

300 T & dyoc,ﬂ

Mocaenmwe jeHAYMHE MOXKEMO HAnucaTh U OBAKO

asy o @Ly (129
@34 T @y T @y

[MOWTO KOJMUYHMIM HA HECHUM CTPaHaMa NMPETCTaB/ba)y QyHKuUM]e KOje HHCY
pasnMuuTe y OJHOCY Ha MPOMEH/bUBE X W y, OHAA M3 (24) no6ujamo

(25) @1 =F.(Cy, ®1r 92r 93, 93), (i=1,2).

(24) 1

Il

Jlakae, 3a Tpu (QyHKUMje @; MMaMO CBera 1Be pesauuje Koje OHe Tpeba
Aa 3a40BOJbABajy M 3aTO jefHA OJ HHMX OCTaje NPOM3BOJbHA.

Onwtu unTerpan y uuBoayuuju Darboux-Lie-a oapehen je ca
2=V [x, 9, Cp, 0 (Cr), 2 (C1)s 93 (Cy)]

¥ jenHaunHama (25) ¥ jeIHOM OJ jeJHauuHa (23) u cazpxu jeHy mpous-
BObHY (QYHKIHMjy. AHAjOraH pesyiaTaT MOXEMO nahu kox E. Goursat-a [4],
rae cy Kopuuhena reoMeTpucka pasmartpama M CHCTEM jelHauMHa 3a
KapaKTepHCTHKeE.

Kaga 6ap jenna ox BpeiHOCTH (22) Huje jeJiHaKa HYJH, OHAA CUCTEM
(21) uMa camMO TpHBHMjaTHa pellerha

(26) (1,2,3)=0, (1,2,4)=0, (1,3,4)=0, (2.3,4)=0.
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YcnoBu (26) noctoje u xapa je (C,, Cx) +=0. Ako u3 (26) moxemo onpe-
auTh Beanuude C; y QYHKUMjM NMPOMEH/bMBHX X M Y, OHZA jenHauuHe (2)
u (26) Ham oxpelyjy jeano peweme cucrema (1), koje 64, NO aHaNOTHjH
ca TeOpujOM MapuMjaJHUX jeJHAYMHA MNPBOr pejna, 3BajJH CHHIYJIAPHO
peweme TOr CHCTEMa.

Kao npumep y3amumo oner cucrem (20) ¥ 1beroB NOTINYHH HHTErpas.
Tama ycaosu (26)

(1,2,3)=-2C4 (C, +C3) xy2=0, (1,2, 4)= —=2C3(C,+C,) y*=0,
(1,3,4)=2(C,+C;) (C.y+Cyx) xy =0,
(2,3,4)=2C, y(Cy x*4+C, xy+C3y%) =0

1ajy Ci=Cy=Cyg=C,=0. ¥ 0BOM cayuajy CHHIyJIADHH MHTErpaj CHCTEMa
(20): z=0 je MCTOBPEMEHO W MAapPTHKYJAPDHH HMHTErpas TOra CHCTEMA.

4. Jlako je nokasatu u 3a cucteM (1) ma ce cBaKO HEroBO pelerhe

z=¥(x,y),
rae dynwkuuja ¥ ¥MMa napuujanie u3BoAe [0 IPYror peia, Hanasu Mmehy
pewemrMa Koja ce no6ujajy u3 MOTMYHOr uHTerpasa (2) BapujauujomM KOH-
cranaTa. [locTaBUMO je€HaKOCTH

[ V(x5 C,Ce, Gy, C)=V (x,)),
ov. _o¥
ox dx
(27) AL
oy 0oy’
LA
| 0xdy 0dx0y

Moxa npernocraBkoM (3) oBe. jeanakoctu oxpehyjy Ci y QyHKumjn x u y.
IMowTo cy V u ¥ pewema cucrema (1), To umamo cuesehie MHIEHTHYHOCTH

3a cBako C;
0%V

—— + (V. Ve, Vy, Vi) =0,
0 x?

2

a v +‘P(X,}’, Vy Vx, Vy, ny):O’
0y?

T £y ¥ e by ) =0,
X

Y ol ¥ By V)0,
y
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Koje, 36or (27), majy

@8) BV _ary ¢V 2y

a_‘{ Ea_v‘)_‘;a‘l' f).V Eﬂé_g__a_‘k
dx ~A0Ciox dx’ oy £Z10Ciady y'
3’V+§“: 2?2V _oC oy OV v 0tV aC Y
dx* Z0xdC 0x d0x*  0xdy A 0xdC 0y O0xdy

e — pans oy + — =
O0x0dy. =1 0yodC ox 0xdy dy* Zi0yoC, oy 0y

PV 5 OV 0G  F¥ RV g RV G 0

Ha ochoBy (27) u (28) oBe nocnexnwe jeAHAKOCTH Majy Ham jefHAKOCTH (5)
HITO M JOKa3yje ropwe TBpheme.

5. Haw cnenehu samaraxk je dopmuparbe onmwrer uHTErpaaa cucTema
(1) nomohy omwrer unrerpasa oxrosapajyher cucrema nudepeHuMjaTHUX
jeaHaunMHa 3a Kapaktepuctuke. OBaj samarak je pewwno H. Canrtukos [6]
3a caydaj Kaja ce nohke On Makojer ommTer MHTerpajJa KapaKTepPHCTHKA.
MehyTuM, pemwaBame 0BOr mpo6iema MOCTaje HEWITO jeJHOCTABHM]e Kaja

ce nohe ox nornyHor uHrerpana (2) u nomohy wera Qopmupa omuwTH
MHTErpaa KapakTepucTuka, (7], :

([ 2= V(x,y,C,,Cz,Cs,CA)
p—'—‘ Vx (X,y, Cl) Cz, C37C4)

(29) q= Vy (Xy ) C]: sz CS’ C4)
S = Vx). (x, y, Clv Cgr Csrcl)
ct=——(i’l'~lEl =

5

L GLk)
360r ycnosa (3) omwtu uHTerpasn (28) MOXKEMO HanUcCaTH

(30) { fi (% 3. 2, p, ¢ 8)=Cp, (i=1,2,84)
f=a(x,yfi,f2, fs, fs)=Cs
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INosnato je, [6], Aa je cucTem AMdHpeHUMjaIHMX jeIHAYHWHA 3a KAPAKTEPH-
CTHKe exkBuBaJeHTaH ca caenehum Charpit-eBuM cucreMoM

Qz_’.._l_g_g._p_.}_q;,(), a.!.*._l_t_*.Dxf:O’
0x ¢ ay Ps 0x @ Oy
M+igﬁ+f—ls:0, ()—S+L‘L9+l0x:p:0,
dx @0y Ps dx s 0y @

0x @ Oy Ps 0x @ 0y @5

onna unterpane (30) MOXeMO MOCMATpPaTH Kao MHTerpase nocaefwer c-
crema. lllta Buwe onwru unterpan Charpit-eBor cucrema je onpehiex ca

fl':‘]’l (f)7 (l 1,2,3, 4)

r+f=0, t+¢=0.
CraBumo f=u, f,=u,, onga je u, =V, (4). Pewunmo cucrem

(31)

a(x>}’» u,,ug,us,m)*—u,
fl (x,y, 2 p,q, S):':un

no napamMeTapCKum NMpOMEH/bHBHM BEJIMYHHaAMaA ), 2, p, q,S

y=F, (x,u, uy, U, g, ),

z:V(x,F‘,u,,uz,u,,uQ,
(82) { p=Vi(x,Fy,uy,us,ug,4y),
q=V,(x,F1,u,,u,us,u,),

s=V,y(x, Fy,uy,u,, ug, Ug).

OBe napameTacKe MpOMEeH/bHBE 3aJ0BQ/bABAjy M jeJHauMHE
dz=pdx +qdy , dp=rdx+sdy, dg=sdx+tdy,

WTO Aaje yc/aoBe

‘0
S — V[x, Fy (x, u, uy, ty, ug, 1) , Uy, Uz, Us, U] dut, =0,
i:]ol“
4 a!
Y ——Vlix Fi(x, Uy, Uy, Us, Ug), Uy, Uy, Uy, u]du,=0,
Sl oxou
4 2

—— V[x, Fy(x, u, uy, uy, ug, 4,), Uy, Uy, Us,u,]du,=0,
=1 0youy
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rie Ha3HayeHu M3BOJH Cy Y3eTH JMPEKTHO, a He npekn dQyHkuuje F,.
360r u; =V, (1) nMamo

4 0 ’
2:157 V[X’Fx(xyu"l’n‘l’w‘l’:s‘l’4)y \l’l’q’zv\pﬂ)q,‘]q’i(u):o’
4 02 ’
(33) 2—:1 dx o Vix, Fy (x, u,,, Vo, Ve, Vo), Vs, W, W, W] Wi (2) =0,
02 Yoo
E a‘y 5“ V[X, F, (X’ u, \1’!’\1,2»‘1/3, q’4)) \1,17\1,27 q”&v‘l’«i] \l"" (ll) =0.
| i

MutepecanTHo je noMenyTu Aa cy ycaoBu (33) MO CTPYKTYypPH 4AHANOTHU
ca ycaosuMa (5). YcaoBe (33) MOKEeMO HNp. HANHCATH y OGJHKY

(1,2,3) W1 (u) + (2,3, 4) V4 () =0,
(34) (1,2,4) Vi (u)—(2,3,4) ¥3 (1) =0,
l (1,3,4) V1 (u) + (2,3, 4) Ya () =0,

4KO NpeTnocTaBMMO JIa Cy HanucaHe NeTepMuHaHTe Tpeher peja pasanyure
ox uyne. M3 ycnosa (34) Buaumo na jexsa oa Qynxkmuja ¥, ocraje npo-
M3Bo/bHa. [lpema Tome, mocae ojapehuBama Tpu on dyHknuja ¥, npse nse
jenHauune (32) oxpehyjy HaM jeaH WHTerpaa ca jeAHOM MPOHM3BObLHOM
dyukunjom cucrema (1).
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NOTE SUR LES RELATIONS ENTRE LES INTEGRALES
DES ESPECES DIFFERENTES DES SYSTEMES D’EQUATIONS
EN INVOLUTION DE DARBOUX-LIE

par B. RACHA]JSKY, BEOGRAD

Les recherches dans cet article ont pour but de contribuer a I'éteblis-
sement des propriétés nouvelles des systemes d’équations en involution
de Darboux-Lie qui sont analogues a celles des équations aux dérivees
partielles du premier ordre.

En utilisant les propriétés connues, [7], de lintégrale complete des
systemes dits, on considere plusieurs procédés pour obtenir lintégrale
générale: 1) en partant de lintégrale complete on done deux procédés
réalisés par la méthode de la variation des constantes; 2) en partant d’une
intégrale générale de forme canonique des équations correspodantes des
caractéristiques on resout le probleme analogue posé par Lagrange dans la
théorie des équations aux dérivees partielles du premier ordre. Aussi on
donne un precédé pour obtenir une intégrale mixte, a l'aide de l'intégrale
complete et par la méthode de la variation des constantes.
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UTEPALMJE HENMPEKUJIHUX ®YHKLUHJA
TATJAHA MAPEHTA, BEOTPAL

Mo wrepauujom (uTepupaHoM GyHKIMiOM) HenpekuiHe GyHKuuje
Tnogpa3ymeBa ce W3pa3

W fr (x)= bff,_,(r)dt, r=1,2,383,...

fo (x)= £ (x)
Y oBoM papy naokasahemo cieaehu cTaB 3a uTepauuje HENPEKUIAHHX
{dhynknuja:

Crtas. 1. Axo usvesasajy cse uiliepayuje neipexuane pynryuje f(x)
y unmepsaay (0, a), @.j. axo je

) fr (a) = f/,_, () dt=0, r=1,2,3,....
0

faaa ugenduyKu u34e3aBa HellpeKuaHa yHkyuja f (x) y unimepBany (0, a), T. j.
fo(x)=f(x)=0, x€(0,a).

OBaj CTaB eKBMBAJEHTaH je ca Lerch-oBuM CTaBOM KOj rzacu: axo
jeana y Konaunom unilepsany a< x< b aepunucana, nedpexupna dynryuja
f(x) uma ocobumy aa cy CcBu teHu MOMenllu [epnaxu wyau, Ol. i. akxo fe

b
ff(x)xndx:(), n=0.1,2, ...
a

mana je f(x) ugeniiuunu jeanaxa wyau [1]. Jloka3 eKBUBANEHTHOCTH aahemo
y Taunu 2 oBora papa.

lMperneanocTd pamu y3eheMo y JabeMm pasMaTpamy na je a=1.
Jloka3 3a NpOM3BOJbHO KOHAUHO @ € HCTH.

6 Becwuk MaTeMaTH4Yapa W QH8HNADA
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1. Moxas cimasa’® 1. Pynkuuja f,(x) nata ca (1) je oueBHAHO Henpe-
kuaHa ¢ynkumuja. Heka je f,(x) ¢yHKumja Koja He H3Ye3aBa MJCHTHHYKH
y (0,1). Heka je e npousBobHO Manau 6poj, Taaa cKynm E; BpeLHOCTH
x € (0, 1), 3a koje je |f (x)|<<e, Moxe ce 06yXBaTHTH Ca KOHAYHO MHOrO
JIMCjyHKTHMX MHTEpBala 4uja je Mepa mawa ox 1. [3, crp. 319].

Ilof XHMCjyHKTHMM MHTepBaZMMAa MOAPA3yMeBajy Ce HHTEpBanu 0e3
3ajeJHMUKHX Tayaka.

Ckyn E., xagx €0 He MOxe Ja uMa Mepy Koja Texu 1 jep Ou Taxa
f- (x) xao HenpeknaHa ¢yuknuja y (0, 1) naeHTnuku H3yesaBaia.

[pernoctaBuMo CcynpoTHO Aa je ckyn Eg cacTaB/ben 01 GecKkpaHoj
MHOTO MHTepBana. MOXeMO yBeK MPeTNOCTaBMUTH Ja Cy OHH LYCjYHKTHH,
jep ako je 3a (a,b) u (c,d) |fr(x)|<e a c<b Tama hemo mecto (a,b)
(¢, d) mocmarparu x € (a,d), | fr(x)|<e.

JIMCjyHKTHH WHTEpBaauM y Kojuma je |f,(x)|< e ako ux uma Gecko-
nauno muoro y (0,1) mopajy umatu Tauke Haromuaasawa y (0, 1). Kako
je fr(x) Henpexnana ¢yHKIMja TO OKO CBAKe TaKBe TauKe HaroMHu/aaBatba
MOXEMO OnmucaTH uHTepBan y Kome je omeT |f, (x)|<e. Axko vMa Gecko-
HAYHO MHOrO OBMX MHTepBaza (jep Moxe jJa uma OECKOHAYHO MHOTO
Tayaka HaromuJaBaiba) MoxxeMmo |Hatin HajBMlIE KOHAYHO MHOTO OJ bHX
KOju ce He MOKpuBajy. Bam oBMX MHTepBaja npemMa NPETXOAHOM pasMa-
TPalby 0CTano0 je jol KOHAYHO MHOTO MuTepBaia rae je |f, (x)| <&, u
Koju ce He mnokpuBajy, na je ckyn E. rze je |f,(x)|<e cacTaBben o1
KOHa4yHOT 6pOja AMCjyHKTHHX WHTEpBaa.

O6auk Henpekuane QyHkuuje f,(x) npercrasbed je Taga HHU3OM
(u TO KOHauHMM GpojeM) cauKa 06JMKa

¢
e fr (x+h)

§ o N
0 N——c -m m A 'f\_/d’ 2

Ncax<p<pc<d<

rae je Ha npumep 3a x€ (B, Y), |f-(x)|<e.

Heka je § max. |f, (x)| 3a x€(a,B). Kako je f,(x) uenpexuina
¢yuxkuuja nocroju oxo E pasMak NyxuHe m Tako Aa je |fr(x+h)|>§/2
3a —m< h<m, § Huje jeqHako ke rie je k KOHa4HO, jep 6u Tana f, (x)
6MI0 NPOU3BOBLHO Mano (Mawe on ke) y («,B).

3aro je
3

2

2m—>>(y—p)e
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Tj-

m§> (y-Pe.
Cana je

B Y
ff,(x)dx>me>(y—a)e>ff,(x)dx
a [

m u § cy KoHaunu kao M (y—B) <1, aau je (Y—PB)& npou3BObHO MaIO

YB3
36or € na je 3ato f = f+ f KOHayaH T. ].
o o B

fr+1 (x) = ’.fr (t) dt

M€ MOXe na npeceue x ocy 3a
B Y.

Ha ochoBy oBor pacyhuBamwa, ako je dyxkumja f, (x) y uHTEpBaay
(0, 1) 3a cxyn Eg x € (0,1): |f,(x)|<e, a 3a ckyn Eg (ckyn E; je KoMn.e-
MeHaT ox Ee y otBopenom uHrtepBaay (0, 1)), x € (0, 1):|f, (x) | > €, omHocHO
ako ¢ynxkumja f,(x) y cxkyny E. untepBana (3,Y;), i=1,2,3,...n, (Mepa
OBHX MHTEpBaja je Mama oA 1) uma GECKOHaYHO MHOrO HyJa TyCcTO paciio-
pelieHuX y OBMM MHTEpBaiHMa a y CKYIy E; wajBuwe KoHayaH 6poj Hy.1a,
Tafa Qyuxuuja f, ., (x) y unrepsany (0,1) Moxe Ja MMa HajBMILE KOHAYaH
6poj k nyna. dynkumja f,,,(x) umahe y uurepsany (0,1) najume k- 1
Hysa. OBO je mocaeguua uMienuna Jaa ce H3Mehy JBe y3acTONHE Hyae
¢yuxuuje fr,, (x) MOKe HanasWTHM HajBUmIE jefHA HyJa QYHKUME fr 4 (X).
AHanorxo, y nenom unrepsany (0, 1)
¢ynkunja f, 4 (x) umahe najBume P
k=2 nyne, utn., GyrKumja f,, ., (x) s
netie umaTn Hu jemHe Hyse y mHTep-
Bany (0,1) a dynkumja f, .5, 5 (x) 6uhe
MOHOTOHO pacTyha i MOHOTOHO ona- ‘. .
Aajyha, CymnpoTHO NpeTnocTaBUM naa Sl e s
1€ frik+2(a)=0.

W3 Tora npousnasu ma ¢yskumja f,,,(x) He MOXe Aa MMa y MHTEp-
sany (0,1) konauan 6poj k Hyna, jep je y TOM caydajy Kao WITO BHAMMO
fren+2(a) pasamuuto omx HyJse, npotuBHO mnpermocrasuu (2). [Mpema
Tome ¢Qyukuuja f;(x) He Moxe ma wuma ckyn E., x¢ (0, 1) rxe
je |f(x)|<e wu ckyn E;, x€(0,1) rame je fr(x)|=>¢, Beh je y
uenom wuureppany (0,1): |f,(x)|<e a y tom cayuajy je f(x) MAEHTHUKH
jenHaka HyJau 3a cse x € (0, 1).
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Tume je Haw CTaB JOKa3aH.

[ToTnyHO aHAMOTHO Cce JlOKa3yje CTaB:

Crtas 2. Ako usvesaajy cse uiiepayuje nelipexusane pynkyuje f(x) duju
unpercu Opuilaaajy jeanoj apuilimediudioj Gporpecuju Mj. axo je:

fc+rd(a)7' 0? r:1’273,

dpu uemy cy c u d ylsphenu Opojesu; Mmaga [ (x) unenliudru u34esasa
y (0, a).

OcTaje OTBOPEHO MUTame Koje ycaoBe TpebGa Aa 3a10BOJbaBA Naply-
jannu Hu3 unaekca r= 1,2,3, ... Aa O6u 1 3a T€ HU30BE 610 3aJ0BOJbEH CTaB.

AyT()p npernocraB/ba JAd OW CTaB MOrao BaXXUTW 34 CBAKHA HHU3 T

. 1
32 KOju 3 -~ AMBEPrupa.
r

9. Jloxas exBuaaenfnoc@u c@masa 1 u Lerch-osor c@iasa. W3 (1)
npousnasu aa je f.(x) 3a r=1,2,3,... Takohe HenpexkuaHa dyHkuuja.
OHa uMa M3BOZe 10 r-TOT peja a W3BOL r-TOT pena uHTerpabuiaH je y
unrepsaay (0, a) na ce f,(x) moxe wu3pazutn Mak/J0peHOBUM o6pacuem,
ca BepuyaujeBum octaTkoMm, 3a 0<_x <(a

X 4, X2 Xt
(3) fr) =t @)+ 7 1 (0) + o £ (0) + - +(_“f o) +

r—1 (N
,-wf‘* ty =" 150 (1) d

nda/be, Ha ocHoBYy (1) umamo na je
4) fPx)=froe 0, k=1,2,3,...

Te Ha OCHOBY Tora (3) nocraje:

G)  f(0=f(0)+ ;‘—,f,-,(o>+g—:f,_,(o)+-~ (0)+

(r —1)1
+ (r——ﬁf(x Hr-tf () dt
KaKo je mnak

(6) fr(0)=0; r=1,2,3,...
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TO (D) nocraje

(7) fo(x)= 1)! f (x— 1y (1) dt.
Ha ocuoBy (7) u ycaoBa (2) umamo

fr (a) -

- __mf(a—r)r LF(f) =0

¥Yaumajyhu 3a r pesom 6pojese 1, 2,3,... no6ujamo

fi@= [rwa=o

f2 (a) = f(a—t)r(t)dt: - f:f(t)dt=0
0 0

a

1 3 2 - 1 2 -
. 2—!Of(a~t) f(t)dt= QTf’ f(t)dt-0

0

a

fr (@)= ——Ef[aﬂ —('_11)a"-=t+(';1)ar~°t=+-.- +(-1)r—1tr—’]f(t) dt =

ftr L F(t) dt = 0.

(#1

OnaBze 3aKk/byuyjemo: akO u3uesaBajy cBe wuTepauuje OQyHknuje
f(x) y wurepBaay (0, a) Tj. ako je

(8) f.(a) = ff,_,(t)dt- f(a—t)f-‘f(t)dl—o r=1,2,3,.

(=11

usyesaBahe n cBu momentu Qyuxumje f(x) y uureppany (0, a) 7j.
(9) ft'-‘f(t)dt:O, r=1,2,3,...
g
Hcro Tako o6paTHO, ak0 u3ye3aBajy CBH MOMEHTH, u3uesaBahe u cBe
wrepauuje ¢yskuuje f(x) y uurepBaay (0,a). A y ToM cayuajy npema
Lerch-oBom craBy 6uhe: f(x)=0 y unrepBaay (0, a)
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Lerch je nomenyTu ctaB noka3ao nomohy mossare Weierstrass-ose

TeopeMe JAa ce cBaka HenpekuaHa dyukuuja f(x) moxe yunudopmHo
ANIPOKCHUMHUPATH HH30M MOJMHOMA.
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'

SUR LES ITERATIONS DES FONCTIONS CONCTINUES

par TATJANA PARENTA, BEOGRAD

Résumé

Etant donné une fonction continue f(x) dans (0, a) on entend dans
cette note, par I'iteration de f(x), les fonctions continues donneés par (1).
On démontre alors par une voie indépendente de la théorie d’approxi-
mation (particulierement, indépendente du théoréme de Weierstrass) le
résultat suivant:

Si toutes itérations de f(x) s’annulent dans (0, a) c.a.d. si l'on a (2)

alors on a
f(x)=0.

L’auteur démontre que ce théoréme équivaut au théoréme connu
de M. Lerch [1], [2].

On peut démontrer avec les méthodes analogues aussi le théoréme:

Si toutes les itérations de f(x) formant une progression arithmétique
s’annulent dans (0, a), on a f(x)=0, x€ (0, a).

Il serait intéressent de voir, quelles sont les suites plus générales

que les progréssions arithmétiques, pour lesqulles le résultat analogue
subsiste encore.

(La conjecture de l'auteur est que ceci a lieu pour toute suite r,

telle que Y} ldiverge).
Ty
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HEKE ®YHKUUWOHAJ/IHE HEJEAHAKOCTH DOBUJEHE
[TIPUMEHOM YAIVIMTMHOBE METOJE U YINIOPE'BRUBAIBE
CA PEBYJTATHMA M. NETPOBHURA

MHUJIOPAL BEPTOJNHHO, BEOrPAl

YanaurudoBa merosa npubaukHe HHTerpauuje 06jaB/beHa je MpBu
nyt y Mocksu 1919 roxa. y YanauruHoBoMm ujadky: ,OCHOBaHMs HOBOIO
<noco6a npubaHKEHHOrO HHTErpUPOBaHHA AHddepeHnnanbHbIX ypaBHeHUR. “
Ona ce, ykpatko, cacroju y caepehiem:

Heka je mara audepeHuujanHa jegHauydHa:
d :
Lt (1)
dx

rae je f(x,y) GyHKuMja HenmpekuAHa N0 o6e NpOMeH/bUBE M KOHAYHOT

of

NapuMjaJHor M3BOAA ™ y Hekoj obaacth w paBuu XOY.
y

Tama kpo3 cBaky Tauky M, (X,,y,) 061aCTM w NpOJa3u jeHA U CaMO
jenHa fuurerpansa Kpusa jeanauuse (1), HemosHaTa y onmTeM cJay4ajy.
Yanaurunosa metoma npubaMKHE uWHTerpanuje audepeHuujansHuX jeaHa-
YHHa NpBOr pena Aaje Hu3 naposa Qyskuuja [u (x), v (x)),...,[un (x), va(x)]
KOje cBe npoJsase Kpo3 Tauky M, (x,,y,) Mpu uyemy cy KpuBe u, (x) ucrnon
KpuBe y=y (x), a KpuBe v;(X) W3HAZ OBe KPHBE y MOCMAaTpaHOj 06aacTH,
a cBaku caenehu nap je o6yxsahien nperxoxuuM. [IpBH nap ¢yHkuuja
u(x), v(x) 6upa ce NPON3BOLHO HAa OCHOBY caenehe Yanaurunose teopeme:

Heka je, y obanactu w,

fi (%, ) <7 (x, ) <fa (x, ). 2

Tana je ¢ynkuuja u (x) napTUKyJIapHH MHTErpas jejlHauMHe

dy _
dx fi(x, ) 3)



88

Koju nponasu Kpo3 My (X, yo), a QyHkumuja v (x) NapTHKy/IapHH HUTErpan
jeanaumnHe

d
2 fa(x9) (4)
dx
KOju nponasu Kpo3 Mg (X, Yo)-
0*f . :
AKO ce npermnocTtaBu Ja Fy He Mewa 3Kak y obaact w T]. Aa je
y
a*f *f
3a CBaKy TaukKy oBe o6aactn —- >0 uau < 0, oHjpa ce, npv MO3Ha-
0y? oy®

ToM napy QyHkuuja u,(x), va(x) cnenehu nap QyHKUH]A s g, Vet
no6uja uHTerpauujomM AndeperuMjaNHUX jeAHAYHHA:

d_,V = f(x, Vn)_f(X, un) (y__u")-*-f(x, un)!
dx Vp—Up
. (5}
dx 1y (x, un) (y—un)+f(x, tn).
X

2
[lpsa ox jenHaumHa (5) maje QYHKUM]Y Vayq(X) aKO je g_e_ >0, a
y

GyHKUMjy u,4q (x) axko je *f <O0.
ay?
Jly3un je mao Op3uHy KOHBepreHuuje OBOI npomueca HejeHaKowhy
c
Va (X)—tn (X) <”2—,; , (6)

rae je C KOHCTaHTA KOja HE 3aBHCH OI 1.

I

Axo ce ymecTo AudepeHnujasHux jeLHayuHa gX =f(x,y) xoje ce He
x

Mory pewnTtn nomohy kBajparTypa (360r TaKBMX jeJHauuHa ce cTBapajy
MeToZe ApU6AMMKHE WHTErpauuje), y3umajy jelHaunHe Koje ce MOTy peiuuTy
nomohy KBagpatypa, npumeHa YanmiuruHoBe METOLE Jaje pasHe HHTepe-
canTHe (YyHKUMOHA/NHE HEjeJIHaKOCTH Koje OW Ce MHaye TewKo jpane
nokasatu. M360p dyukumja f; (x,y) ¥ fa(x,y) je mpousBoban u oBa CJO-
601a HMXOBOT M360pa Mpya wMpoke MOryhHOCTH 33 ucnuTHBabe QyHK-
IMOHA/HWX HejefAHaKoCcTH. lcTa uumeHnua npercTasba Jouwy CTPaHy
YanauruHoBe MeToje cxBaheHe Kao MeToxe NpubJMiHe MHTerpauuje jep
Ma na je u36opoM f, (x,y) u f, (x,y) onpeheH 4NTaB HM3 ANPOKCHMATUBHHUX
naposa QyHkumja, TMMe jow yBek Huje o6esbehena npaktuuna moryhuocT
uHTerpanuje oxropapajyhux JHHEApHHX jelHa4WHA.
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Cnenehu CTAaBOBM KOje CaM M3BeO HAYCTPyjy MoryhuocT nobujama
(yHKIMOHAHUX HE]eJHAKOCTH NPHMEHOM YanjMriHoBe METOLe Ha 0OuuHe
audepenumMjaNHe jefHaunHe npsora pena Koje ce MOTy pewmuTH nomohy
KBajaparypa.

Ctas 1. Heka je nata Bepuynunjesa jenHauuna:

dy

L fx)y+at (7)

dx
npu uemy je f(x) gyHKuMja MO3MTHBHA W HEMPEKWIHA 3a CBAKO X, a y(x)
NapTUKyJapHd WHTErpan jelHauuHe (7) KOju mponasu KpO3 KOOPAMHATHH
noyerak. Taza je WCnymeHa HejeJHaKOCT

— thx <y (x) <tgx, (8)
y 0671acTH
1 1
-y <l ==, 0<Tx < x,,
1) f(x) )

T
rZe X, 3aBUCH OL f(X) M He MOxe OUTH .\'0>§.

(3a dynxumie fi(x,y) u fo (¥, y) u3abpane cy pynuxmje fi=y*—1 u
fs=y*+1, na je naheu nap Gbynkmmja u(x), v(x).)

Ctas 2. Heka je mara BepuyaujeBa jefHauunHa

d

B )y +y, (10)

dx
rae je f(x) yHKIuja nO3MTHBHA M HENPEKMIHA 3a CBAKO X, & y (x) nap-
TUKyJapHM WHTErpaj jeJHauuHe (10) koju nposa3d Kpo3 KOOPAUHATHM
nouyerak. Tama je MCTyHEHa HejeIHAKOCT

l-er<y(x)<e -1, (11)

y obaacTtu
1
- <y <+
Vf(x)
rjae X, 3aBucu ox f(x).
(3a f,(x,) # fa(x, y) u3aGpane cy dpynkunje fy=y—1u fy=y+1 na
je nahen nap ¢dysxumja (u(x),v(x))- :

1
———, ) 12
7 0 < x<x, (12)

Crtap 3. Heka je z=f(y) HenpexuaHa QyHKUH]a NO y C& KOHAYHNM
W3BOAOM fy ¥ TNO3WTHBHHM fy TakBa na je y=0 yHyTpailihba TauKa HHTEP-
Bana ojpeheHor HejeIHaYHHOM

0<fn<T. a e (13)
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Tana je, y o6aactu onpeheHoj HejennaunHom (13), 3a x > 0 ucnymena
HejeIHAKOCT

1(0)
D LX01
<70

rae je y=W(x) napTUKy/JapH4 HHTErpa jeJHadyuHe

(YO _1)<y(x) < W (x) < x,

dy _ f(x)-f(0) y+1(0), (15)
dx X

KOjd [PO/a3¥ KPO3 KOOPJAMHATHM MOYETAK, a y--y (X) MapTUKY/JAapHU UHTE-
rpan jeaHauuHe

dy _
o f(y), (16)

KOjd MpOJia3d Kpo3 KOOPAHHATHH nouerak. (Tpamenu cy napoBu KpPuBHMX
{u,v],[u;, v4] mpu ;=0 u f,=1).

CraB 4. Heka je pyHkuuja f(i) takBa jga je tauka M(1,0) yuy-
X

Tpawwa Tayka 06JacTH w ojpeheHe HejeIHAUMHOM

O<f(%\| <1. a7

!

Axo je nputom (QyHKIH]A f(-y—) y 006/1aCTH @ HENpPeKWJHAd, KOHA4HOr
x

H3BOJA :;ln NO3UTHBHOT 0“{,, oHna je, y o6Jactd w, 3a x >1
y
0<fO)xlnx <y(x) <V (x)<x, (18)
rae je y=y(x) NapTHKyJapHH HHTErpaj jeJHauHHe
d
2 =1(%), (19)
dx x

Koju mpoaa3u kpo3 Ttauky M (1,0) a y=W (x) napruKynapHu uHTErpas
jenHaynHe

-1
HE=) - £(0)

KOjH mpona3u kpo3 tauky M (1,0).
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Il

Caenehu npumep uayctpyje moryhnoct npumene Hannuruuose meTone
npu MOCMATpalby AaCMMNTOTCKOT MOHAWAbha MapTHKYJAApHHX HHTErpasa.

JlaTta je PuxarujeBa audepenuujaiia jelHauuHa

B _b a2 a0, 6>0 @1)
dx x*
Taja je ucnymweHa HejeJHaKOCT
1 C, +ax(ab+1)+ 2abC, lnx—t—)fi b
e e Y () < e e e e < Cp-—, (22
ax + C, v () (ax+ Co)? * T x (22)

3a x> Xy >0, rae je y=y(x) 1apTUKYJapHH UHTErpas KOjH MpoJa3su Kpo3
rauky M, (Xg, Vo) TAE CY Xo Yo >0 a Gy G, C, KOHCTAHTE 3aBUCHE OJ
a,b, Xg yo npu uemy je Co>0.
Ha ochoBy (22) moxemo sakbyuut Ja je lim y(x)=0 npu uemy je
X9+4®
y(x)>0 u y(x)<Co.

Pewasawem jegHauude (21) noGuja ce NapTHKyJapHu HHTErpan

oOankKa
x—k
= xX) = ————— == o
vy () x (u, x —uy k)

(23)

rie cy k u, u, KOHCTAaHTe U TO k= k(a, b, xq ¥o) > 0, u,=u,(a, b) > 0,
u. —u, (a,b) <O0.

M3pa3 (23) maje HaM MCTM 3aK/bydyaK O aCHMNTOTCKOM MOHAlUay
napTUKyJIapHor ueTerpana. (3a pyHkuuje f1(x,y) u fy(x,y) oBue cy ysere
pynxunie f,(y)= —ay* u fo(x)= - na cy Tpaxene dyukunie u(x), v (x)

X
n vy (x))

JlaheMO HEKOJIMKO MOoceGHUX mpumepa (yHKIMOHAIHHX HEjeJHAKOCTH
Koje Baxe y KOHAYHMM JIeJOBUMA PaBHHM, a HaBeJeHe Cy HABEICHOM
METOAOM.

x
a) [IMomasehu ox x(y+1)<<(y +1)* nobuja ce e7—1<»-il-— 3a
—Xx
0<x<1.
6) INonazehn ox 0 < (y - x)* < (y —1)* noGwuja ce
3a 0<<xK 1.
3
~ B) Penauuja 0<yt+ 1< (x—-1)*+1 naje tgx <%~— x24+2x 3a

e** (x-1)+1 x
ex+1 x+1

0 < x< xy THE j& X, peliemhe jefHauHHe tgx=1-—x.
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r) lNonazehn ox 0<< VI+y2<yr4k k> 1 no6uja ce 0 < x < shx <

< VktgVkx 3a 0< x < .
# = 2 Vk
y? . x 1 1
n) MNMonazehn ox 0 < ~— <1 nmobuja ce — (1 + ——A) <
X 4 X 2 — Inx

pesyaryjyhoj obnactu, 3a x > 1.
h) IMNonazehn om 0 <y?e* < e* nobuja ce y obaactu -1 <y<1,
x>0 Hejezmaxoc-r—l— [ec 14+ 1)< ,__.]_,.
4 3 —ex
e) Tllonazehn on 0<<e—y<k,k>1 nobuja ce, y pesyaryjyhoj
o6mactu 3a x >0,
0<l—e*<In(x+1) < kx.

3
£ E 3

~ Tlok. Muxauno [lerpoBuh mocra ce 6aBMO KOMNAPATHBHHMM j€JHa-
uMHama AudepeHIHjaTHUX jeIHAYMHA M a0 y OBO) o6aacTh 6pojHe pe3y.-
TaTe. 3HAYajHU Cy HEroBH NMPHJIO3H Yy oApehuBamy, KOMNAapaTHBHOM METO-
JOM KPYyroBa KOHBEpPreHLHje HHTEerpajHuX penoBa AudepeHuHjanHuX jeaHa-
ypyna. Cem y oBoM cmucay, [lerpoBut je mnocmMarpao KOMMapaTHBHE
jelHaYMHEe y UMby YOKBMDaBaba WHTErpaqHMX KPUBHMX y ojpeljene 6pojxe
pa3make, Kopuctehu 3aTum no6ujene pesynrate W 3a A06Mjarbe aCHMITOT-
CKUX BpeaHocTH HHTerpana. ‘TlerpoBuh y HaBeneHy CBpPXy KOPHCTH KBa-
AUTAaTMBHE TMpBE HHTErpaje, HO Jaje u JApyre, nocebHe MeToOAE 3a HEKe
audepennunjanie jennaunHe. OBne heMo HaBecTd IBe OJ BHlle Teopema
nathx y [lerposuheBum panoBuma, koje omoryhasajy dopmupame KoM-
NapaTMBHUX jeJHAaY¥HA Y NM/bY| YOKBHPaBalba WHTErPaJHUX KPHBHX
AudepeHnyjaiHuX jeaHayMHa NpBOr pena.

B
& &

Y pacnpaBu: ,Sur une maniére d’étendre le théoréme de la moyenne
aux équations différentielles du premier ordre* (Math. Ann. t. 54, 1899)
usnoxena je caeneha IlerpoBuheBa Teopema:

Heka je nara jemnauumna y'=F(x,y,f) rae je f dyHkuuja of x Koja
¢urypnme y F. Heka je (x,,),) Tauka y ko0joj cy cdysHkuuja F n weH

oF . -
M3BOJL T3 oapeheHH, KOHAYHM, HENPEKHAHH U He Meajy 3HaK M 38 KOjy

ce ©0Ba) NapUMjaJHH M3BOJ He aHyJIupa. YBeK ce Mory u3abparu ase
¢ynxuuje A (x) u p(x) xoje ucnymwasajy caenehe ycioBe:

' 1) One cy onpeheHe, KOHayHe W HEMpEKHAHE y HEKOM JO0BOJbHO
MajJiOM HHTEPBANy ON.X=X,—a; A0 X=X,+0ay (a; U a, Cy IBe MO3HTHBHE
KOHCTaHTe); : ‘
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2) ¥ osom je uutepsany A (x)<f(x)<<p(x);
AKO ce ca n M v O3Haue WHTerpaau jefHauydHa

W F(xu 2, v=F(xv ),

KOjH 38 X=X, Y3MMajy BPENHOCT Uy=Vo=Y,, (yHKUH]e u W Vv Cy OApe-
heHe, KOHAUHE M HEMPEKWAHE Y JOBOHHO MAJIOM MHTEPBaly ON X = Xo—b,
10 X=Xo+b, (b, n b, Cy [IBE NMO3UTHBHE KOHCTAHTE).

JlBa uuTepBana (x,—d,, Xo+as) U (xo—by, Xo+b,) umajy yBek jenau
3ajeIHUYKKM MHTEPBAI (Xo—fy, Xo+/1,) KOjU je pasnuyuT OX HyJe.

3a cBaky BpPeAHOCT X W3 HHTepBana (x,—hy, Xo +M,) uuHTErpan y
jenHaunHe y'=F (x,y,f) KOju 338 X=X, y3uMa BPELHOCT y =), je onpehen
KOHAuaH, HeMpeKHAaH W HaJasu ce uamely oaroBapajyhux MHTErpasa u u v.

Teopema ycTBapu Jaje M NPAKTUUHO YMNyTCTBO 38 (opmuparbe KOM-
NapaTUBHHX jeJdHauYHHA.

i
C

Y [NetposutieBoj Kibu3u: ,Pauynawe ca Opojrum pazmayuma“, Beorpauz,
1932, naBenena je, uaMely ocranux, caejeha Teopema, ONMWTHja O MpeT-
XOJHEe, & YMju je caJpkKaj MCTH Kao KojJ YaniuruHoBe Teopeme UHUTHPAHE
Ha MOYETKYy OBOra paja:

Heka cy
y'=F(x,y), (1)
u'=F,(x,u), )
v =F,(x,v), 3)

TpH AudepenumjaiHe jexHaunHe npsor pexa. PyHkuuje ABejy NPOMEH-
JbUBHX X H Y
F(x,y)—Fy(x, ) (4)
F(x,y)=Fa(x,p)s ()
umahe, y pasin XOY CBaKa CBOjy NO3HTUBBHY M HEraTWBHy 006.aCT
O3Hayumo ca:
Ay v A, NO3WTHBHY ¥ HeraTWBHy oGaact ¢dynkuuje (4);
Q, u Q, no3uTHBHY W HeraTuBHy oGuacT Qynkuuje (9);
Dy, D,...nunnje Koje orpaHuuaBajy Te 00JAaCTH;
E,, E,... nuHuje Koje mnpercraB/bajy TreOMETPUCKAa MECTa CHHryJa-
putera bynkumja F, F,, F,;
IT 1e0 paBHM KOjH je 3ajeAHMUKH 3a jeAaH na po6aacTu A u Q CynpoTHo
O3HAYEHHX, HOP., 3a obaacTH A; u Q,.
Heka je M,(x,,y,) jelHa Tauka KOja He MNpMNAaga HM [eIHO] OX
anHuja D uu E, a xoja ce Hana3u y obaactu [1. '
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Ha nocnetky, ueka cy y, u, v uHTerpanu jeanauumna (1), (2), (3) xoju
3a X=X, UMa]y 3ajelHHYKY BPEIHOCT y =), U=Y, V=),

Tana he, ca jexne u apyre cTpane Tauke (x,, 0) nocrojatn Ha ocu Ox
jelan pasmak pasJMYMT OJ HyJie, HampuMep, OX Xo—h, 10 (6) xo+ /i,
(hy n hy cy nBa nosutusHa 6poja) xoju he ucnymwaBaTH OBe yC/OBE:

a) IOK ce x Mewa y pa3maky (6) MHTErpasum 4 ¥ v Kao U IHXOBH
NPBH M3BOJAH Cy oJpelieHH, KOHAYHH H HENPEKHIHH ;

6) KOHTypa /' cacTaB/b€Ha OJi KPMBHX U, V W JBejy MPaBUX X = X, — i,
M X= Xo+h, 'CalipkaHa je y o6Gaactu [ v OHa He o0OyxBaTa HH jenad
Aeo kpuBux D Hu E HHTH ce ca KOjOM OJ OBHX cCeue.

Tapa ce moxe noka3aTh oBaj pe3yarar:

Kan ce x mewa y pasmaky (6) wuuTerpan y jemnauumne (1) Guhe
KOHAa4yaH ¥ Henpexkuaad, a Hanasuhe ce cranno usmehy u u v.
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QUELQUES INEGALITES FONCTIONNELLES RESULTANT
DE LA METHODE DE TCHAPLYGIN ET COMPARAISON
AVEC LES RESULTATS DE M. PETROVITCH

par MILORAD BERTOLINO, BEOGRAD
Résumé

L’auteur applique la méthode de lintégration approximative des
équations différentielles du premier ordre de Tchaplygin aux équations
quon peut résoudre a l'aide des quadratures, pour donner quelques
inéquations fonctionnelles. Il souligne la difficulté de faire leur preuve de
n’importe quelle autre maniére. Dans I’exemple II il montre la possibilité
de I'application de cette méthode a la recherche du comportement
asymptotique des intégraux particuliers des équations différentielles du
premier ordre. Enfin, il illustre la méthode par quelques exemples parti-

culiers. I cite aussi les résultats de M. Petrovitch dans le domaine des
recherches des équations de comparaison.
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OIPE'BMBAIGE TPAT'OBA PABHHU
Y YETBOPOIMMEHBHUOHOM NPOCTOPY
H TPATOBA (n-2)-JMMEH3HUOHOI NTPOCTOPA
Y n-AIUMEHBUOHOM IIPOCTOPY

8ATOPKA WWHA)JIEP, BEOTPAL

YBoOJ

[losHaTo je Bule HauyMHA NpeTCTaB/baimba OGjeKaTa CaAPKAHUX Y
YETBOPOJLMMEH3HOHOM NPOCTOPY NOMOhy HHUXOBHX NpOjeKlHja HA paBaH.

Heka cy x,;, x,, Xxg U x; oce Koje mpoJa3e kKpo3 ucry rtauky 0, y3a-
jaMHO cy ynpaBHe ¥ oxapehyjy €yKJWACKM YeTBOPOAHWMEH3WOHH NpPOCTOP.
ITonoxaj nexor o6jexTa je y OBOM IPOCTOPY NOTnyHO ojpehen nomohy
HEeroBux yNpaBHHX NpPOjeKIMja HA TP PABHM KOje HE MNpUNaAajy UCTOM
TPOAMMEH3HOHOM NOTNPOCTOPY. ¥ NpaBHe npojekuuje 06jeKTa Y4eTBOPO AUMEH-
3MOHOI NPOCTOPAa MOTy C€ OAPEIMTH Ha TPU OCHE DPABHU X; Xy, Xy Xg U Xy X4
(Shoute, Mehrdim. Geom., 1905) uau x; x,, X, X3 ¥ x, x, (J. Maurin, Géom.
descr. a q. dim., 1948). ¥ npBoM HauMHYy NpOjeKTOBawba, 0GPTabe€M PABHH
X; X, OKO OCe X, NOK He NajHe Yy PaBaH X, X;, 3aTHM PaBHH Xg X; OKO OCe
Xs IOK OBa He NMajHe y WCTY PaBaH, AOBOJAE Ce OBE TPH DABHM Yy jEIHY
MCTY paBaH, pPaBaH UpTama. [Ipojexnujcke paBHU X, X,, X; X3 U X, X, TaKohe
ce MOry JMOBeCTH y jeIHy HCTy paBaH LpTama, PaBaH X, X,, o6pTambeM
paBHM X; Xg U X, X, OKO OCe X, .

[TocToje u ApyruM HAaYMHM NPOjeKTOBama obGjexara 4eTBOPOIHMEH3HO-
HOT [pocTOopa.

Y oBoM uynanky 6uhe M3/n0)XeH M3BeCaH HauMH pelaBamba jeJHOr Of
OCHOBHHX 3aJaTaKa HALPTHE TFeOMETPHj€ Yy YETBOPOJAMMEH3MOHOM M BHILE-
JWMEH3HOHHMM NpPOCTOPHMA: oxpehuBamwe Tparosa (n-— 2)-AWMEH3HOHOT NPO-
CTOpa KOjH je CaApXKaH Yy n-AMMEH3HOHOM NPOCTOPY. ¥ UY€TBOPOJAHMEH3H-
OHOM MNPOCTOPY KOPHCTH ce 3a peliaBawme 3agaTka Maurin-oB HayuH
NpojeKTOBaka KOjU C€ JaKO NPOoIMpyje W 3a NpojeKkToBame o6jexarta y
BHILIEIUMEH3HOHUM TNPOCTOPUMA. Y YETBOPOJAHMMEH3HOHOM NPOCTOPY Tpeba
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OJPENNTH TPATOBE PAaBHH JIaTe NPOjEKLHjaMa MA KOJUX HeHHX TPH]y Tadaka.
Y 4eTBOPOAMMEH3HOHOM NPOCTOPY PaBaH UMA C& CBAKOM MPOjeKIIN]jCKOM PaBHH
10 jeJHy 3ajeJHHYKY TauKy KOja Ce, aHa/0r0 HALUPTHO] reoMeTpHjH TPOAUMEH-
3MOHOT MPOCTOPA, MOXKeE Ha3BaTH Tparom paBuH. [lokasahiemo kako ce y peia-
Balby MOTY KOPHUCTMTH NEPCNEKTHBHO apuHM M0J0xKa] npojexnuja Tayaxa
PaBHM HA NPOJEKLM]CKE PABHU X; Xz, X, X3 M X; X4, OJJHOCHO MPOCTOPH MOKJIA-
nawa. OBaKaB HauWH pellaBata oMoryhasa yomniuTewe NOCTYNKa H MOXE Ce
KOPHCTMTH W 3a peIllaBa-€ aHANOror 3ajarka y BUIIEAMMEH3MOHUM INpO-
cropuma. Tako je peweH 3agarak: OAPeIMTH TparoBe TPOAHMEH3HOHOT
IIPOCTOPA KOJM je CaapxaH y NeTOAMMEH3HOHOM MpOCTOpy, TAe ce NOox
TPAaroBMMa TPOJLMMEH3HOHOT NPOCTOPa MNOAPA3yMeBajy 3ajeJlHMYKe Tauke
TPOAMMEH3HOHOT NPOCTOPA M TNPOJEKUH]CKUX PABHH (X) X5, X; Xg, X Xy H
x, X;) - Haj3ax, mat je noctynak 3a oapehuBame Tparosa (n—2)-auMeH3u-
OHOT NIPOCTOPA KOjU j€ CaipKaH y n-AMMeH3uoHoM mnpoctopy. [lpu Tom
ce 3a Tparose (n - 2)-IMMEH3HOHOr MPOCTOPa CMATPajy 3ajefHHUKe TauKe
(n - 2)-AMMEH3HOHOT NPOCTOPA CA NPOJEKUUJCKMM PABHUMA (Xy Xy, Xy Xgo v+ o)
Xy Xp—y, X Xn) -

OnpehnBame TparoBa PaBHH Yy 4E€TBOPOJAHMEH3HOHOM NPOCTOPY

Ma kaxBa paBaH 4€TBOPOJMMEH3HOHOT NPOCTOPA MOXME Ce NPecTaBUTH
npojekuujamMa CBOjHX TPHjy Tauaka. To mory OWTH Ma KOje TpH TauKe
paBHM KOje He npunajgajy HMCToj npasoj uau Gaur one TPu Tauke Koje
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NAaT& PaBaH MMa 3ajeJ(HHYKe, MO jeflHy ca CBAKOM OJ MPOjeKIHjCKHX PaBHH,
Tj. TParoBH PABHH.

[Ipojekunjy Tauke HAa NPOjeKUH)CKO] PaBHM ob6enexaBaheMo HCTHM
BEJHKMM CJOBOM KOjHM je oGenexeHa Tauka y OPOCTOPY M HMHAEKCHMA
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KOJM OAroBapajy WHAEKCMMA 0OCA KOjUMA je NpojeKuMjcKa paBaH oxpehena.
Hanp., npojexuujy Ttauxe M Ha paBHU X, X; oGenexuhemo M;s. McTum
O3HAKaMa, CAMO MaJ/JMM CJ0BuMa, o6esexaBaheMo mNpojeKuuje MpaBuX.
Hanp., mg, je npojexnuja npase m Ha PaBHH X3 X,.

TparoBu paBHW «, 32 NPBM HAYMH MPOJEKTOBAtba HA PABHH Xy Xp, X, X3
M X, Xx,, HeKa cy tauke E, F u G (cn. 1), @ 3a Apyru HauMH NPOjeKTOBatba
HA PABHM X, Xp, X; X3 M X; X,, HEKa Cy TparoBu pashu  Tauke A, Bu C (ca. 2).

Kaga je paBad JiaTa NpojeKllMjaMa Ma KOJUX TPH]y HEHHMX Tadaka
MOXKE Ce 3aXTeBATH Aa Ce OJpeie TPAaroBM PaBHM, AHAJOrO 3aJaTKy HalpTHe
reoMeTpuje TPOAMMCH3MOHOI NPOCTOpa (rie Cy TparoBd paBHM MNpase).
TakaB 3amatak peweH je, 3a 004 MOMEHYT4 HayMHa TMPOJEKTOBaba, Ha
caenehin HauuH.

Ca 3 Ca. 4

Ha cua. 3 mare cy npojekuuje ma KOjux Tpujy Tadaka R, S u T Heke
PABHM | HA PaBHU NPOjJEKIMJa Xy X», X, Xy U Xy X,. Jla Ou ce oxpeauno Tpar
E paBHW B y paBHH X; X, TpeGa OAPeAMTH OHY TauKy E paBHM . Koja je
y PaBHM X; X,, T]. TauyKy uuja ce mnpojekuuja E,, nokaana ca rtaykom O,
npecekom oca. Heka je Pgq Qg4 npoOjeKuMja Npou3Bo/bHE npaBe PQ paBHu
RST koja nponasu kpo3 O (rtauke P u Q mory 6uTu Ha ctpanama ST u
RS tpoyria RST). Tauka npaBe Py Q Koja ce mnokaana ca O -je Egy.
[Towro ce ompene ocrtajse npojexuuje P,, Q,y u Py, Q,, npaBe RPQ mobu-
jajy ce Ha mhuMa octane npojexuuje E,, u E;y Tauke E. CanyHO ce mory
oapeautu npojexuuje tparosa F u G. (Ha oBaj nauun peuwieH je 3ajgaTtax
y Shoute, M. G.).

Tparosu paBHu MOry ce oapeauTH u Ha cieaehu naumun. Oxpenm ce
NpBO MpaBa p NO KOjO] jJaTra paBaH v ceue jefaH OJ TPOJMMEH3HOHHUX

7 Becunk maremMaTnuapa u (u3snyapa
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NOTNPOCTOPa, Hamp. X; X, X3, .4 3aTUM NpeceyHa NpaBa ¢ ca jOWl jeNHHUM
OJ OCTaJuX MOTNPOCTOPa, Hamp. Xx; Xg X,. [IpogopH NpaBux p U q Kpo3
npojexkiMjcKke paBHM jeCYETPAaroBH paBHM V, jep Cy MpaBe p v ¢ TpaBe y
paBHH V.

OBako je pewen 3amatak y ca. 4 rjge cy jgare MnpojeKlHje DaBHH Vv
npojekuujama wbeHux Tavaka L, M u N Ha paBHU X; X, X; Xg M X; X,. (3aja-
TaK ce MOXEe Ha WCTH HAYMH peluTH W noMohy NMpBOr HauWHA MPOjEKTO-
Bamba). [lpaBa p, npecek nate paBHM V M NMOTNPOCTOPA X, X, X3, OJApeheHa
je momohy Tauaka P u P’ umje ce mnpojexuuje P;, u Pl Hazase Ha ocH
X,, a onpehene cy y npecexky npasux Ly My, n L,y Ny ca ocom x,.[IpaBa
¢, TpeceK paBHWH V ca MOTNPOCTOPOM X; X3 X,, oApeheHa je nomohy Tauaka
Q n Q' umje cy npojexumje Qo M Q)2 MpeceuHe Tauke OCE x; Ca IPaBUM
NyyMy, v Ly M,,. Tlpogopue tauke A u B npase p Kpo3 paBHU X; X, H
X, Xg, ¥ MpoaopHe Tauke B u C mpaBe ¢ KpO3 PaBHH X, Xg M X; X, jecy
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Ca. 5

TparoBu paBuu v. (Ha oBaj Hauun pemen je 3agarak y J. Maurin, G. d. &
q. d., 1948).

[Tokasaliemo kako ce y Maurin-oBOM HauuHy MPOjeKTOBarba MOry
ONpENMTH TParoBM PaBHM V Ha JAPYrH HauuH, KOpullhemeMm NepCrneKTHBHO
aduHOr MoOMOXKaja JMKOBA y PaBHM LpTama (Ca1. 5).

TpoyraoBu L,g Myg Nyg u Lyg My, Ny Cy nepcnekTuBHO aduuu, (oxro-
papajyha TemeHa Hajsase ce Ha napajeNHUM MNpaBuUM Lig Ly, MigM;, w
Ny Ny,) v umajy ocy aduuccru. Ona je oxpeheHa mpecedyHum Taukama
npaBuX LigMyg ¥ Lig My, Lys Nyg 1 Ly Ny, Oca aunoctH je, naxie, npasa
paBiu LMN Ha KOjoj ce, y paBHM HLpTama, NOKJAanajy npojexuuje Tayaka
paBiu LMN Ha paBHM X, X3 M X, X,. [lpeceuene Tauke oxpelyjy, Rakie,
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npaBy sjz Koja ce mokjana ca npasoM siy. Oca aduuocTH st y npeceky
ca ocoM x; oxpehyje npojexumje A,;, makae u A,,, nNpojexuuje Tpara A
paBuu v. [lomwTo ce Ha ocu aduHOCTHM MNOKJIANajy npojekuuje npase s2
PaBHM V Ha paBHU X; X; U X; X,, NpaBa $* Hanasu ce y NPOCTOPY X; X, S,
rae je s cuMerpaja yraa Xxg x,. [IpocTop x, X, S MOxe ce cmaTpaTH CHMe-
TPaJHUM MPOCTOPOM MNOKJanaiba 3a MPOCTOPE Xy Xy Xg M X; Xy X, (MM CaMO
IIPOCTOPOM MOKJIallatba WM KOMHIHMAEHIM]E) jep MMa OCOOGMHY Ja ce npo-
jeKuuje cBMX o6GjexkaTa CaJipXKaHUX y HEMy Ha MPOjeKLUHjCKe PaBHH X; Xg
M X; X, MOKJanajy y paBHM LpTama. [lpaBa s* mpercTaBiba, AaKJje, Npecek
paBHM V ca NPOCTOPOM INOKJAaNawa X; X, S.

[TowTo ce OpAMHAZNAMa OAPEAM M MPOjeKUMja Sip mpase s, nobuja ce
Ha 0] u Tpeha npojexuuja A,, Tpara A.

Ha ciavyan naumu moxe ce ojpeautTd oca aduHOCTM TPOYIJI0OBa
Lyp Myzg Nyp v Ly Myy Ny, Tj. npojexumja Siz, OIHOCHO §3, npase s® no
KOjO] paBaH V ceye MPOCTOP MOKJanamba 3a NMPOCTOPE X; Xy Xg M Xq X X4.
Ipojexnuje siz u siy ce MOK/MANajy W MpeceK MNpaBe Siz Ca OCOM X, naje
npojekuujy B,,, Aakae u By, Tpara B paBHM V y paBHM X, xg. Opau-
Hazama ce oxpelyjy mpojexumja sz v Ha 10j Bys.

Oca adunoctn Tpoyraosa L, My, Ny v Lyg Myg Nyy, TIpaBa sz, OXHO-

CHO si3, je mpojexnuja npeceune npase s* PaBHM V U NpOCTOpa NOKJanawa
3a mpocrope x, X, X, U Xy Xg X,. ben npecex ca ocom x, oapehyje npo-
jexuujy Cyp, makne m C,y. Tauka C je, mpemMa TOMe, Tpar PaBHM V y PaBHH
x, x,. Ha npojexuujn siy oxpehyje ce u npojexnuja C,,.

TparoBu Heke paBHM MOry ce OAPEIWTH Ha OBa] HAYWH CaMO KOZX
NPOjeKTOBaba NMPOU3BObHE PABHM HA PABHH Xy Xp, Xy X3 M X; X,. Y TOM ce
HaYWHY NPOJEKTOBamba NBE MNpOjeKIMje jefHe MCTe Tauke MOKJanajy Ha
OoCH Xx; aKO Ce TayKa HaJa3W y jeIAHo] OJ Npojekuujckux pasHu. Hamp.,
ako je Tauka C y paBHM X, X, npojeknuje C;, 1 C,g NOKJANajy ce Ha OCH
X;. ¥ caydajy npojeKTOBatba Ha PaBHH X, Xy, Xg Xz M X, X, NpOjeKuuje jex-
HOra Tpara paBHM Cy TpM pa3He Ttauke. Hanp., na ca. 1, npojexuuje E,.,
Eqy v Eg cy mpojeknuje tpara E y paBHH X, X,.

3ajgaTax je pemed 3a Cayyaj KaJa paBaH MMa OIMILTH M0JI0Xaj npema
NPOJEeKIHM]CKMM PaBHMMA, Tj. KMa TParoBe y CBHUM INPOjeKIMjCKHM paBHHMA.

OppebnBame TparoBa TpPoOJHMEH3HOHOT NMpPOCTOpa
Yy NeTOJUMEH3HOHOM MNPOCTOPY

HM3noxenn HauvH peluaBamba MOXKE€ Ce YOMIUTATH M MNPUMEHHTH Ha
oxpehuBame TpParoba TPOJHMEH3MOHOT MPOCTOPA KOjH je CajpikaH y Mero-
AMMEH3HOHOM npocropy. Heka je netonumen3nonu npoctop oapehen ocama
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Xy, Xg Xy Xg M X, KOj€ CY y3ajaMHO ymnpaBHe u mposaze Kpo3 tauky O.
[Tonoxaj 06jekTa y OBOM MpOCTOPY OApehen je ynpaBHMM MpoOjeKimjama
HA YETMPM OCHE paBHM OJ KOjUX Ce Ma KOje TPM He Hajase y JeIHOM
MCTOM TPOAMMEH3MOHOM MOTHPOCTOPY, 4 CBE YETHPU CE HE Hajlaze y UCTOM
YUETBOPOJIMMEH3UOHOM TNOTNPOCTOPY. M3abepumo paBHM Xy X,, Xy Xy Xq X4
M X, X; 3a npojexuujcke paBau. O6pramemM OBUX DPaBHW OKO OC€ X; MOTY
ce OHe JIOBeCTH YV jeldHYy HWCTY pPAaBaH, PABAH LpTamba.

e

Ca. 6

Ananoro npeTxomHOM, MOXe Ce 3aXTeBaTH Ja Ce OApeJe TParoBu
TPOJAMMEH3UOHOT MPOCTOPa Z, aKO j€ OH JaT MpojeKlinjamMa Ma KOjUX CBO-
jux tavaka K,L,M n N (ca. 6). Kao wmro je mno3xaTto, ca CBakoM OJ
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NPOjeKIMjCKUX PABHM AaTH TPOAWMEH3WOHH NPOCTOP Xy UMA CAMO MO jeNHy
3ajeIHMYKY TauKy,Tpar npocTopa.

UeTBOPOJMUMEH3UOHM  NOTHPOCTOPH X, Xu X3 Xy M X, Xy XgX; HMajy
NPOCTOP MNOKJanawa OAPeheH NpaBUM X, X,, Xz M MPaBOM § KOJa mn0J0
BH Yrao x, xs;. [Ipojekuuje o0GjeKkTa, KOju je CAaApKaH y TOM [POCTOPY,
Ha paBHU X, X, ¥ X; X; [MOKJamajy ce y paBHM UpTama. [lpecek paror
TPOAMMEH3HOHOr MPOCTOpPAa 2, M OBOI [OTNPOCTOPA MOKIaNawma je
paBaH o. [lomiTo ce npojekuuje TayaKa pPaBHU G Ha PABHU X; Xg4 U X; X;
nokJjanajy, npojekuuje Ttadaka P,Q v R paBHM ¢ MOry ce OApPEAWTH y
npeceky npaBux KL, v K,;Ly;, KigMg v KizM5, K yNyg n Kyg Ny
Opaunanama ce oxpehyjy ocrane npojexkunuje Tauaka P, Q nu R Ha npo-
jexuujama oAromapajyhux npaBuXx.

PaBaH ¢ caipxaHa je y AATOM TPOAMMEH3HOHOM MPOCTOPY Xy  3aTO
Cy TParoBW paBHM G TPATOBM M MPOCTOPa Zg. PaBaH o cajpxana je Uy
4eTBOPOJAMMEH3UOHOM NMPOCTOPY X, X, Xg S, M4 CE€ TPAroBW paBHHU G Yy MPO-
JEKLUM]CKHM paBHMMA X; X, M X; Xz OApelhyjy Ha Hampejl W3J0XEHW HAYMH,
Kopuctelin mnepcnekTuBHO aduHu monoxkaj npojekuuja pasum o. Heka cy
TO TparoBu A W B npocropa Zg.

CanM4HO ce MOXe OIpeAMTH MNpeceKk npocrtopa I; ca NPOCTOPOM
NOKJanaw-a X, X; X; M TMOTIPOCTOPA X, X3 X, X5 U X; X, X4 X5, KOju je onpe-
heH mpaBuM X, X,, X5, M NPaBOM /M, CUMETPAIOM Yriaa X, xs. [lpecek je
paBaH p. [Ipojekuuje paBHM p. Ha paBHM X; X, M X; Xg, Ka0 0OjeKTa Mpo-
cropa MOKJamaiba, MOKJAanajy ce y paBHu upTama. [Ipojexnmje Tauaka
S, T n U pasuu p. oxppehyjy ce y npeceky npaBux Ky, Ly, n KiylLis,
KisMyy v KigMyy, KiyNyp v Kyg Nyg. Tlpojexunje Sy n Sy, Tyo v Tig
U;, u U3 ce mokzaanajy, a ocTaze NpOjeKLH]e OBUX TayaKa Hajlaze Ce Ha
oCTanuM npojexuujaMa oAroBapajyhux npasux. TparoBu paBuu p, Cy
paBHM X, x, u D y paBHM Xx,x,, Cy TparoBu mnpocropa I, u oapehyjy
C€ HA M3J0XKEHW HayuH.

OnpebuBae TparoBa (n-—2)-IUMEH3HOHOT mpocTOpa
y n-JHMEH3HOHOM NPOCTOPY

Y npocropy R, npou3Bo/bHOr Gpoja n AuMeH3uja Koju je oxapehen
NpaBUM X;, X, ..., X, KOj€ Nmposade Kpo3 MCTy Tauky O M CBaka O 1bHX
ynpaBHa je Ha CBMMAa OCTaJMM, MOTY Ce€ 3a NMpojeKuujcke paBHM ojabpaTu
OCHE PaBHH X; Xy, Xy X3, ..., Xy Xn_;, Xy Xp. OOpTambem Oko oCe x; A0BOJIE
ce OHe y WCTY paBaH upTamwa. [Tosnoxkaj HeKOr oO6jeKkTa y n-AWMEH3MOHOM
npoctopy oapehen je (n—1)-oM NPOjeKNHjOM HA PABHU X, Xy, Xy Xg, -« «» Xq X,
Jeman (n--2)-IMMEH3HOHM MNPOCTOP Z(,_,) MOXeE OUTH AAT NpojeKuujama
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Ma KOjux (n—1) Tauaka P!, P% ..., P2 Pn='. [Ipoctop Z(,_, HMa ca
CBAaKOM MpOjeKLUM]CKOM PaBHM MO jeJiHy 3ajeHHYKY TauKy, Tpar mpocTopa
Z(n—g)- AKO je npocrop aar Taukama P (i=1,2,..., n—1) mory ce oxpe-

ANTH HEroBU TparoBH.

Y n-AMMEH3MOHOM MNPOCTOPY R, DaTH NPOCTOP S(,_.) CeYe MPOCTOP
NOKJanamwa R(',,_l) 32 NMPOCTOPE X; Xy.....Xp—pXn—y MU Xy XgereooXn_sXn,
KOju je ompeheH ocaMa Xy, X.,...,Xp—g, Xp—y H cumeTpanom s' yria
Xp—1 X, MO NPOCTOPY 2},,_3,. [Tpojexuuje npocropa }3(1,,_3,, Kao MnoTnpo-
CTOpa npocTopa R(',,_l,, Ha DPaBHH X; Xp—; M Xy X, NOKJANajy ce y paBHH
uprata. ITpema Tome nownanajy ce npojekuuie Qi i) ¥ Q n, Q% ey
Qinsees Qg v Q7 Tavaka Q', Q% ..., Q% koje oxpehyjy npocTop
}I(],,_s). 3aTo ce OHE MOry OJPeAMTH y MpeceKy MpaBuX P},(,,_l) P'f,(n_l
W PLa Pla Phu-y Pla—y 4 Pla Pl .., Plamy Plu—y n Pl PE
Tparosu npocropa E(',,_a) Y PaBHUMA X{ X,, Xy Xg, ..., X; Xp—y CYy M Tpa-
TOBH 1POCTOPA Z(p_y. Jla 6Gu ce oZpefu/au ¥ TPAroBM NPOCTOPA Z(n_ g
Y PAaBHHMA X, X,_; M X; X, Tpeba, Ha CJAMYAH HA4YMH, OLPENUTH NPECeK
AATOT  NPOCTOPA Zip—y Ca jOWI jEAHMUM OJ MPOCTOPA MOKJaNawa 3a KOju

Ce MpojeKuuje Ha PABHU X, X,_, M X; X, Y DABHM LPTaa He nokaanajy,
Hamp. ca nNpocToOpoM MOKJaNawha R(Z,,._l), Tj, $2X; X4.....X,, 3a HPOCTOpE
Xy Xog Kigisio+ w10 Xn M X;XyXgX;.....Xn, TAE je $? cuMeTpana yraa x,X,.

. 2 2
Heka je To mpoctop Z(,—3. Tparosu npocropa =(,_3 y paBHM X, X,_, #
X, Xp J€CY W TPAaroBu NPOCTOPA Z(n_.)-

3a oxpehuBatbe TParoBa, y PABHUMA X; Xy, Xy Xy, ..., X, Xp_4, [PO-
cTopa Ez,,_3) KOju je cagpxan y NnpocTopy R(’,,_.l), NOCTYMNAaK C€ MOHABJbL.
Oxpehyjy ce npocTopu 4y 1 Zj_g 10 KOjUMAa NPOCTOP Zh_s ceue
NOTOPOCTOPe MOKJaNaha R(l,,_g) W R% s 3a (n—2)-numen3uone nornpo-
crope mpocTopa Ri,_j). [Tornpocropn mnokaanamwa R(',,__g) u Rf,,_g, 6upajy
ce TaKO Ja Ce npojexuuja mpocTopa Z(,_g HA paBaH X, Xp_s Y PAaBHH
IpTatba MOKJONM Ca NpOjeKlHjaMa Ha PaBHH X, X,_; H X;X,, a A4 Ce

npojexkiuja npoctopa 2?,,_4) HAa paBaH X; X,_, Yy PaBHHU LpPTawa MOKJOMNHU
Ca MpOjeKlIMjaMa Ha PaBHU X, X,_; U X; X,. TUME C€ MOCTHXKE Ja ce

nomohy npocropa E(',,_4, A006ujy TparoBu npocTopa Z,_, Yy PpaBHUMA
2
Xy Xyy Xy Xz,..., Xy Xn_y, @ NOMOhY mpocTOpa Z(,_4 TPAr y PaBHH X; Xn—_.q.

3a oxpehuBaibe TparoBa y PaBHH X, X,_, M X, X, [OCTYNAaK Ce€ HACTaBJba
. <2

HA Ta] HAYMH IITO Ce OAPEAH NMPOCTOP Zf,_g NpPECEK MPOCTOpPa So_z ca

2 . . .

NOTHPOCTOPOM NOKJanawa Ry_z NpocTopa Rin—1) 3a xoju ce mpojexuuja

Ha paBaH X, X; y PaBHM LpTawa MNOKJana ca MpojeKuMjaMa Ha PpaBHM
Xy Xg B X; Xg.
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Ha naBenenn nauun oxpehyjy ce mpoctropu Mawer Gpoja AMMeH3Hja
20K ce He noG6ujy npase =i, Z5,..., 21" unju Cy TparoBu TpParoBud AATOT
npocropa I, . [Ipojekuuje npase 3 Cy y PpaBHM lpTama JABEe NpaBe
01 KOjUX je jelHa MPOjeKNHja HA paBaH X; X,, 4 Ha JPYroj ce mokjaamajy
CBE OCTaJie NpOjeKllHje MpaBe Ha PaBHUMA Xy Xy, X; X4, ..., X; X,. Tpar ose
npase y paBHM X, X,, Tauka T?, uMa npojekuujy T2 Ha npasoj (E}),z, a
ocTaze npojexuuje ce nokaanajy Ha ocu X,. Tpar T! npase | je u Tpar
npocropa X,_, Yy PpaBHd X, x,. Cauudo ce nomohy oCTaaux MpaBHX
oapehyjy ocTanu TpParoBu NMPOCTOPA Z(,_.)-

Mssenenn mnocrynak 3a ojapehuBame TparoBa MpPOCTOPa MOXe ce
NPEeTCTABUTH LIEMOM:

2

7\
D
l/ \ 2 \ 3
23 23 23

1/\ 2 \ 3 \ 4

22 Ez Eé Zz
AN NI AN
DD D > HEED 3D O D

l'opwa mema oarosapa nocTynky ojapehjuBatma TparoBa NeTOLWMEH3UOHOT
MpOCTOpPa KOJM j€ CajpiKaH y CeIMOJAMMEH3MOHOM MPOCTOPY.

SPURENBESTIMMUNG DER EBENE IM VIERDIMENSIONALEN
RAUME UND DES (n-2)-DIMENSIONALEN RAUMES IM
n-DIMENSIONALEN RAUME

von ZAGORKA SNAJDER, BEOGRAD

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird gezeigt, wie man nach der Maurinschen
Darstellungsmethode des vierdimensionalen Raumes die Spuren einer Ebene
in den drei Projektionsebenen (x; x,, X, X3, X, x,) mittels der Affinitit,
die zwischen den Projektionen der Ebene herrscht und unter Anwendung
der Koinzidenzriume, bestimmen kann (Abb. 5).

Indem die Maurinsche Darstellung auf mehrdimensionale Riume
ausgedehnt_wird, zeigt der Verfasser, wie man die Spuren eines dreidi-
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mensionalen Raumes Z, im fiinfdimensionalen Raume R, (Abb. 6) und die
Spuren eines (n—2)-dimensionalen Raumes ZX._, im n-dimensionalen
Raume R, bestimmen kann.

Das Verfahren der Spurenbestimmung besteht darin, dass man die
Aufgabe im Raume R, mittels der Koinzidenzriume auf die entsprechende
Aufgabe des Raumes R,_, zuriickfithrt usw., bis man, zuletzt, (n—1) Geraden
i (i-1,2,..., n—1) bekommt, dessen Spuren auch die Spuren des
betrachteten Raumes 2(,_,, sind. Die Spuren eines Raumes Z,_, im
Raume R, sind Punkte welche dem Raume ¥,_,, und den Projektions-
ebenen (x; x,, Xy X3,...., X; X,) gemeinsam sind.
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O ANICTPAKTHOM PASMAKY U YHU®OPMHUM
CTPYKTYPAMA

BITATKO MAMYS8HU'K, BEOTPALL

OBaj ynaHak NpeTcTaBba YBOJ W3 NOKTOpCKe nuceprauuje , Aldcmparkminu
pasmar u yHughopmre clipykiiype* xopy je ayTop on6panuo 28 jyna 1955 ronsne
na IlpuponHo-mMaTeMaTHukoM ¢akyatety y 3arpe6y npen KOMHCHJOM KOJy Cy
caunmaBanu npodecopn Yuusepautera y 3arpe6y: H-p mur. /lanuno Baanyma,
I-p Bypo Kypena, A-p Xemko Mapkosuh, [-p Baaxumup Bpauuh u [1-p Pano-
BaH Bepnuh.

MayseB HacaoBa, YBox Te3e 06jaBbyje ce 6e3 HKAKBHX H3MEHA. Y KOMHKO
je WTO 10MATO, YHETO je Kao ¢yCHOTA Ca O3HAKOM [i. a.] wTO 3HAYH ,N0NA0
ayrop*. Octaan neaoBH Tese ny6aHKOBanH cy non caenehuM HacauBHMA:

Heo I: Touonowre cilipyriiype ﬁpouaaeﬂene'na cxydly E ifipecauraBa-
wem f(EXE)C M u clipykiiypama na cxyiy M, 360puuk Mamunckor dakyn-
tera, 1954/55, Beorpan, crp. 1—-18.

Heo l: Otiepamopu E [M], D [M] u @oiionowre ciupykidiype na ckyiy L,
Becunk [pywrtBa Mar. m ¢u3. HPC, VII, 1—-2 (1955), Beorpan, crp. 41—-72.

Heo Ill: O paswum @omorowrum [ynugopmnun] cillpysiiypama dpo-
usBenenum ka cxyidy E dpecauxaBawenm f(EXE)C M y ypehenu [6uno koju]
ckyi M, Becuux [lpywmrtsa wmar. u ¢us. HPC, VII, 3-4 (1955), Beorpan,
crp. 185—-216.

Pe3yaTtatn H310XKEeHHM Yy MPHUJIOKEHOM paly YCKO Cy MOBe3aHW Ca
pa3BuTkOM Tomosoruje, OXHOCHO, — HeHe mnoce6ue rpane — Teopwuje
ANCTPAKTHUX MPOCTOpPa, 3a MOCAEAbUX JBaJeceTak TOJMHAa M HENoCpeaHO
ce HanoBe3yjy Ha u3BecHa nocTuriyha y oBoj o6aacth MaTemaryke M3
TOr WHTEpBaJa BpemeHa. 3aTo heMmo ce OrpaHMuuTH Ja W3 OOMMHE JuTe-
parype o pa3Butky Tomojoruje OBJEe WCTAKHEMO CaMO OHO WITO je XA
noBOJa pa3MaTpary npobsiemMa y OBOM pajy M LITO Ce, yr/IaBHOM, OJHOCH
Ha NMOMEHYTO Bpeme®.

Kao wro je 106p0 Mmo3HaTO M yecTo uuTHpaHo, npema M. Fréchet-y
({1}, ctp. 214, 61, 164, 170; [2], cTp. 772—774; [3], cTp. 1 —74), Kx1aca (D)

* [lehHHHUM]e W NOJMOBH KOJHMA CMO C€ KODHCTHAH y YBONYy, HJIH CY MO3HATH KAO
pch KJACHYHH, HAHM Cy O6jallbeHH y MaBbCM TEKCTY.
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Pa3fabMHCKUX (AMCTAHLMjATHUX MAM, MpeMa TE€PMHUHOJIOTH]H KOjy je yBeo
F. Hausdorff, [1], ctp. 211, — merpuukmux) npocropa crenujajan je
caydaj kaace (€) Koja, Oner, Huje HMIWITA APYro A0 crenMjanad ciaydaj
knaca (€) npocropa (E, T¢) umja ce Tomosoruja g, y3 u3BecHe yCJI0Be,
MOXe€ Tako neuHHCATM JAa Ceé 3a OCHOBHH nojam (terme primitif) y3me
nojaM KOHBepreHuuje Hu3a d,, d;, d,, ..., Tayaka a,€E. [Ipocrop (E, Sr)
je knace (€) ako nmoctoju ¢yHKuHMja p, jeAHO3HAYHO AepUHMCAHA HA cKyny
EXE, ca BpeHOCTHMA y CKyNmy CBHX peaquux OpojeBa >0 Tako ma cy
UCYHEHH OBH YCJIOBH:

1° [p (a, h)=0]$Z3a=b, 3a caxo a, bEE.
2° p(a, b)=p (b, a), 3a cBarko a, bEE.

3" 3a cBako a€E u cBako F C E, paxcu peaayuja': aS s F &3 [dociioju
nug a,€F, n=0, 1,2,..., ca ceojcmsor p (a,a,)»0, kag n-+o].

4° Aro p(a,b,)+0, kan n+o00, v b==a, we Moxce y ucliu max Guiliu
p (b, b,) 0.

[Ipocrop (E,%x) je pasmabuHCKW (AMCTAHUM]jalaH, METPUYAH MJM,
Oosbe, — ako ce Beh OANyYMMO 3a ranavuM3am — JUCTaHUMjaGHJIaH, METPH-
3abunan) axo je, mopen 1° 2° u 3%, ucnyweH 6un0 koju ox ciexgeha
IBa yCJOBa:

5% (Hejennauuua tpoyraa). 3a csaxo a, b, cCE je
p(a,b)<pla c)+p(c b).

6° (Ycao perynapuoctu). [locdioju (hynxyuja ¢ (x) aegunucana na
ciyily cpux peaanux Opojesa >0, ca Bpeanocliuma y Wom Ckydy u CBOj-
cmom ¢ (x)-0, kag x-»0, Mako pu 3a 6uno koje @pu auke a, b, cEE u
cBaro x>0 us p(a,¢) <x u p(c, b)<<x caeau p(a, b) < ¢ (x).

Jep, xao wrto je nokasao E. W. Chittenden (1917 roa.; Buu.
M. Fréchet, [1], crp. 219), ycaoBu 5° u 6° cy ca Tomosowkor rae-
AMIITA eKBHBAJIEHTHH (ZOKA3 HCTE YHibeHHIE e(EKTMBHOM KOHCTPYKIMjOM
paspamuucke Qynkuuje, nana je A. H. Frink 1937 roa.; Bua. Appert-
Ky-Fan, [1]. ctp. 71) a ycnos 4° je ucnyimeH 4uM je MCIYHEH yCJIOB
5% nau ycaos 6° Jlomajmo jow na ce ycaoB 3° MOXe M3PasuUTH U Y OGJIHKY:

3% bis. la 6yne alpF, dodipe6no je u goBowHO aa 3a cBako € >0
dociioju bEF mako ana je p(a, b) <e.

[lopex omwre nosHate yuweHHUE Ja Pa3fabHHCKH NMPOCTOPH 3ay3H-
Majy jelHO OJ HEHTPAJHHX MeCcTa y CaBPEMEHO] AaHANM3H, HHXOB Aa/bH

! [n. a]. Osnauasawe aZTEF Je CYWITHHCKH CKBHBAAEHTHO UeCTO kKopHIIheHOM O3HA-
yasamy a€ F.
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pasBUTAK KPETao Ce YIJIaBHOM y JBA npaBua: 1) yBohemeM HAKHaLIHUX
ycaoBa, OWIO y Be3d ca CaMOM pPa3Jla/bHHCKOM ¢yHkuHjoM p 6MI0 Cca
CTPYKTYPOM CaMOT HOCHOL@A MpOCTOpa, Tj. cKyna E, neduHHCAHe Cy KJjace
npocropa creiujanHuje Npupoae OJ pa3ia/bHHCKHUX H 2) HacTojatha ja ce
JAMCTaHUMjaTHM TNPOCTOPU KapaKTEpHILy YHCTO TOMOJOWKH, Ge3 mnocpe-
JI0Balba pa3ja/bMHCKe QYyHKIM]e P, J0BeJa Cy A0 HEKOJMKO HhUXOBHX 3Hi-
yajHUX TeHepanu3alKja, O KOjuma HemMO roBOPMTH HEIITO HHIKE.

Ox cnenudukanMja AMCTAHUM]JATHMX MPOCTOpa nomenylemo oBhe
jeHy O HajBaXHM]MX Tj. BexTOpCcke (P) mpocTope: TO Cy Haume Mpo-
CTOPU KOj¥ MOCenyjy TOMNOJOWKY CTPYKTYpy JIMCTAHIMJAJHUX TPOCTOPA
M HOCHOLM CY MO/bAa ANCTPAKTHUX BEKTOPa (AeTabHMje O TOME BHJ. HAMP.
M. Fréchet, [1], cTp. 123-147); nmpocropu S. Banach-a cy muxon
cnenujaniu caydaj. Kao mpumep IMCTaHUMjANHMX [POCTOPA cneuujaniuje
npupose Koju ce xobujajy Kax ce 1nocraBe CTPOXH YCJOBH O byHKuMjuU
p, momeHyheMo 8-pa3fabMHCKe NPOCTOpPE KOje je HeXaBHO nedunucao
P. Papi¢ ([1], ctp. 26): TO cy npocropu Koju Bepudukyjy ycnose 19,
3% bis u jeflan yCJOB AHAJOraH YCJOBY perynapHoctu 6° Kaj ce y OBOM
mecto p (c, b) cTaBu p (b, c) n ¢ (x)=x. Mely pasgabuMHCKUM MNPOCTOPHMA
ce 8-pa3fasbUHCKM MPOCTOPH KAPaKTepuIly THUME WTO MOCeNyjy PasBp-
crado ypeheny 6a3y okosnuua (ranp. Baire-os mpocrop).

[Ipe o wTo npehemo Ha pa3maTpaibe reHepanusanuja JUCTaHILK jaJI-
HUX IPOCTOPA y BULIE HATOBEUITEHOM CMUCTY, HanomeHyheMmo 1a je Kypena
(9], crp. 1276), Bek y jexHOoM OX CBOjUX MNPBUX panoBa, NpeJasom ca
Wy=w M N, HAa OMJIO KOjH MHUIMjataH PefHH OpOj we OAH. KAPIAHHANHM
6poj Mo, TEHEPATMCA0 M OJMAX NPUMEHHO Ha JAUCTaHIHM]aNHe MPOCTOpe
HeKe OCHOBHE TMOjMOBE, Ka0 WTO CY: W3BOJ, aJX€PeHIMja, KOMIAKTHOCT,
cenapaGuAHOCT, KOHBEPIEHIH]ja, ¥ KOMIUIETHOCT. Y HOBHMje BpeME jeiHy
resepanu3alyMjy AMCTaHIMjaTHUX npocTopa usspuko je Ky-Fan (Appert-
Ky-Faun, [1], crp. 69—104): npoctope koju Bepudukyjy ycaose 2°, 3° bis
# O6ua0 KOju Ox ycaoBa 5° u 6° nasusa Ky-Fan KBasu-AnCTaHLM]JATHHM.
OBM NpPOCTOPH MOCEAYjy MHOra CBOJCTBa JAMCTAHIM]AaJHHX MPOCTOpa amu
je oBa BpPCTa reHepanusalje MOTIYHO PAa3MMUMTA OJ OHMX IO KOJHX ce
AOWJIO pelaBaibeM Npo6JemMa HaBeAEHOr Nox 2).

C 063upOM Ha UMIEHMIY A2 Pa3fa’/bHHCKHM MPOCTOPH MOCEAY]y CBOj-
CTBAa 4HAJOTHA CBOjCTBMMA EYKIMACKMX NPOCTOPa — OTKYyZHa WM M 3Ha4aj
y aHaaM3¥M — BaXKHO je GMJIO Ca3HAaTH KPUTepPujyme Ha OCHOBY Kojux he
ce OANYuuTH Aa au je Heku mpoctop (E, $g) AMCTaHUM]aNaH HIH HH]e.
Hajuenocpenuju cacToju ce y ToMe Ja Ce KOHCTpyuuwe QyHKuuja p KOja
Bepudukyje ycaose 19, 2° 3% bis u 6uno koju ox ycnosa 5° u 6°: TO je T3B.
npo6aem MeTpu3auuje MpocTopa. AKO TakBa (QyHKUMja p MOCTOjH, Kaxe ce
Za je oHa carnacha (komnatuGuana) ca Ttomonorujom Xg u Aa je (E, )
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AucTanumMbujanan (Merpusabuiad) npoctop. Jlpyro je npo6/em JIMCTAHIH-
jaumje. OBaj ce Haume cacTOju y TOMe Aa ce Haljy 4uCTO TOMOMOWKA CBOj-
CTBa KOja KapaKTepully AMCTaHIH]aJHe NpocTope 6e3 nocpeaHor ysohera
pasnabuncke ¢ynkuuje p. O6a oBa npoGaema 6Guna cy npeamMer WMCTpa-
KWBalba IIMPOKOr Opoja maremMaTHuapa (HeTa/bHHje O TOME BHMI. Hamp.
App-Ky-Fan, loc. cit.) koje je moBeno 10 Hu3a pesyaraTa, JdaHac
kaacuuHux. OBae hemo naBecTu camo jemau pesyatat P. Alexandroff-a
um P.Urysohn-a ([1], ctp. 1274), maTemaTuapa MOCKOBCKE LIKOJE KOjH
cy ce 6asuau npobiemom wmerpusauuje (Hapounto Hausdorff-oBux
npocropa)':

Ctas 1 (Alexandroff u Urysohn). Ja apocimop (E, Rx) Oyae pazaa-
“buHCKu, iolpedHO je u A0BOMHO Ja Bepuguryje awcuom celapayuje M.
Frécheta u na Gociwioju Oecronavan nuz pexpusaya dpocimopa, MOHOTOH
U Kominemarn.

[Iputom ce npekpusauyem npoctopa (E, Tg) 30Be cBaka damuianja m
CKynoBa ca CBOJCTBOM Ja je CBaka Tauka a€E cagpxaHa y Oap jexHoM
ckyny (Gamuauje =« 3a Hu3 npekpuBaua w,, n- 1,2,..., mpocropi
Kae ce Ja je MOHOTOH, aKo 3a CBaku mnap ckynoBa P, Q€x,.,
ca ocobutom® PN Q= v, nocroju W€=n, tako na je WDOP U Q. Husz mnpe-
KpuBaua xw, npoctopa (E,$g) je KOMIIETaH, aKO j€ HCOYHEH YCJI0B: T
oyne aS; F, a€E, FCE, notpe6HO je W DOBOHO 1a 3a CBAKO 11 MOCTOjH
ckyn VeE€x, y KOM cy cajgpxaHe: tauka a€L wu Oap jenna tauka bE /.

Tononowky Kapakrepusauujy npoctopa u kKaace (€) u kaace (D)
M. Fréche t-a, caceum apyre npupoze, nao je Ky pemna ([4], ctp. 59—65,
[5], cTp. 124—132). 3a pa3nuky OX MeTOJA KOju CYy Hanp. NPUMEHWIH P.
Alexandroff u P. Urysohn, Kypenus nmocrynak, mopex tora iwro
je Takohe a0 jeaHo pewewe npo6JeMa AMCTaHLMjanMje, Npyxuo je moryh-
HOCT TreHepaju3alMje MOMEHYTHX KJaca y JABa NpaBUa: jeIaH je BOXHO
gebunuumnjn knaca (Eq) M (Do), a APyru YHUDOPMHWM NPOCTOPUMA Y
cvucny aepununmje A. Weil-a, [1]. YcroBu koje je Kypena nocraBuo
y pany [4], rnace:

a) llocmoju amuruja cryioba Wy, Wi, Wy, ..., Wy, ..., (n < w,).
maro aa je W,DW,,, 3a cBako n u jxa ce ipecex cBux cryloBa e ¢hanu-
Juje cBOAU HA camo jexny mayry ft.

! [n. a] O pewemnma npobaema NHCTAHUHjaLK)e TONOJOWKHX MPOCTOPA, KOja Ce JaHAC
MPAKTHYHO cMaTpajy neduunTuBHuM (0. M. Cmupuos, J. Nagata, R. H. Bing]),
BHICTH NaTabHHje HanpuMep y kwu3u: J. L. Kelley, General Topology, D. Van. Nostrand
Company, Inc. Toronto—New York—London, 1955, Crp. 124—130.

® [a. a.]. v=npa3au ckyu.
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6) [lociioju Gocllyiiarx kojum ce cBaxox Hhapy Wadvaka a, b dpociopa

(E, Sr) dpunenyje jexan oznpehenu enemendm ynuje Wo=U W, maxo aa cy
n<w,
uciiyrweHu 0BU YCAOBU:

1’ [(a, b)=t} E£Z a=-b;
2" (a, b)= (b, a);

3, aa a€L Oyne mWauka naromunrasawa ckyia FCE, moipe6to je u
10BOJHO Aa 3a CBAK0 n< w, docmoju a,€ F, a,==a, ca cojcimson (a, a,)€W,;

4, bis: arxo je a€E Ouno roja Waura u n<wy OUN0 Hoji peanu 0poj
u ako ce ca S (a, W,) osnauu cryit csux Wavara b€ E ca cpojciinon (a,b)€ W,
docimioje aBa peana 6poja ¢ (n), ¥ (n) < w, @ako jaa je:

[(bES (a, Wom)] 3 S (b, Wyim) S S (a, Wy);
H,: 3a 6uno koje nse mayxe a, bCE, a == b, tocmoju n < w, Waxo 1a je
S(a, W,)N S (b, W,)=v.

[Moaazehn o nasenenux ycaosa, Kypena (loc. cit.) je mnokasao osa
JBa CTaBa:

Cras 2 (Kypena). Ja apocmop (E, T;z) 6yae apociop raace ()= (€),
doimpe6Ho je u A0BObHO ja 6yxy uciymwenu ycaosu a), 1,2, 3, u H,.

Cras 3 (Kypena). [a apociop (E,Zg) 6yae dipociop krace (D,)=(D),
gompe6no je u 0BObHO Aa Oyxy uclymwenu ycaosu a), 1, 2,3, 1 4, bis.

Ounraenno, paiu noBohetsa y Besy ca cBojum onepatopuma € [M] u
® [M], Kypena je y paay [5] y3 yca0B @) noctaBuO W OBaj: da Tauka !
Gyme Tauka HaroMuaaBatba ckyna FCW,, norpeGHO je u JIOBOJLHO Ja 3a
cBaKoO n < w, nocroju rtauxka t,€F, t,==1t, ca cBojctBomM t, EW,. C 063u-
POM Ha YMIEHWIY Aa Ce OBMM YCJIOBOM, yCTBApH, Ae(uHULIE TOMOJOruja
enementa t€ Wy, a4 0OBa y HAWIKMM pa3MaTpambuMa, CHEUUjaTHO OHMM Y IpPY-
roM ¥ Tpehem Heay Tese Mrpa 3HayajHy yJOry, MM CMO MOCEGHO MCTHLA/IA
Gaw Taj yCJOB, TaKo ,ja he ce Ha Buwe uutupane craBose Kyperne
nanhn y! § 2.4 newro apykuuje cTuauzosane. Jlogahemo jowr xa je, MecTo
ycaoBa 4, bis, Kypena nocraBuo y paay [5] jenaH ycJoB aHaJOraH ycJIOBY
peryaapHoctd 6° u y pany [4] nokasao na je Taj yCJAOB yBEK MCHYHEH
YuM je UClymeH ycaoB 4, bis.

JejHa cacBuM NMPUPOLHA M HEMocpeiHa reHepaiausaunuja v kaace (G,)
n kaace (D) ao6mja ce kajx ce noctynak u ycaosu Kypene Tako

(1. a]. § 24 — 3Hauu: Apyrd 1eo Te3e, YETBPTH ONE/bAK. AHANOTHO BaXH H 32
octane UMTATe, YKOJIHKO Ce ONHOCE HAa Te3y ayTopa.
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yomwure 1a ce ca w, npelie Ha 6uJ0 KOjUu HHMLMjaNaH PeaHU 6POj w.
Ha oBaj nauun je Kypena u neduuucao xnace (Gy) u (D) npocTopa Koju
NoCenyjy CBOjCTBAa aHA/NOTHA CBOJCTBMMAa OHMX M3 kaaca (G,) u (D,) M.
Fréchet-a. Amn je weros nocrynak 3HayajaH M MO TOME IUTO TOTO30
HEMOCPEHO BOAM TeHepaJM3aUM]d AMCTAHUM]ANHMX MPOCTOPA y MNpaBuy
YyHU(OPMHUX NpOCTOpa, KOje je Tpu roguue KacHuje A. Weil (loc. cit.)
nepunnucao Ha Apyru naumd. Kao wro cMo nokasanu y § 2.3, jexHoctas-
HAM NPENa30M HA MHBEP3HO npeciaukaBawe f~! ckynma W, na ckyn E x E
(axo ca f 03HauMMO npecaukaBaie 0 KOM je peu y ycaoBy b)), Kypenuuu
ycnosn aa mpocrop (E, %) Oyame kaace (Da) oxpehyjy yuudpopmuy
CTPYKTYpy Ha ckyny E, caraacHy (komMnaTuGuiHy) ca Tonosorujom Sz npo-
cropa (E, ). Ho npernocraBmena MoHOTOHOCT ¢amunuje ckynosa W, y
YCnOBY @) uMa 3a mocjenuiy Aa je GpyHIaMeHTanaH cuCTeM GJIH3MHA KOpe-
CIOHLEHTHE yHH(OPMHE CTPYKTYpe 106po ypehen ¢ 063upom Ha penamnujy
WHKAy3uje D, THNA wg. YOMIITEEM YC/I0BA @) y CMUCAY 1A Ce CeMHMYJ-
THIVIMKaTUBHOCT (hamuauje ckynosa W, , A€ (A}, cmaTpa yonmTemwem CBOj-
CTBA MOHOTOHOCTHM (jep, cBaka (amuimja CKymoBa, TOTanHO ypehena c
0063MpOM Ha peJauujy HHKAy3uje DO, CEMUMYJTHIVIMKATHBHA je), y § 2.3
nokasanu c¢Mo na Kypenuwn nocrynak BOAM KapaKTepu3alnuju yHHQOPMHHX
npocropa A. Weil-a, unjy hemo mucdusuunjy cana nasecru.

A. Weil je y Tononornjy yseo ynudopmue mnpoctope pewaBajyhu,
ycrBapu, Takohe npoGJieM AMCTaHLMjauMje, aaum CacBMUM JPYrHM nyrem
OZ OHOra KOjUM Cy WUIM NPETXOXHM ayTopu. HHcnupaumjy 3a To gana
Cy My CBOJCTBA TOMOJOIWIKWX TPyNa, aHAJOrHA CBOjCTBAMA NHCTAHUMjaJIHUX
npocropa (o TOMOJOWKWM TpynaMa AeTabHuje Bui. Hanp. Kypena [2],
crp. 328 u N. Bourbaki [4]; o muxoBom yonwrewy, Bua. Appert-
Ky-Fan, [1], ctp. 117). Ilpema A. Weil-y kaxe ce ma je Ha ckyny E
AepuHuCaH yHH(POPMaH CHCTEM OKOJMHA aKO j€ CBAKOM HMHIEKCY o HEKOF
HenmpasHor ckyna {a} uwHpekca npuaemen ckyn Ve(p), p€E, koju ce 30Be
OKOJMHOM TauKe p MHIAEKCAa &, — TaKO JAa Cy MCIOYHEHU OBU YCAOBHE,

(U1) 3a cBaro p€E u caku unperc o je p€ Vo(p); 3a cBaxu dlap Wavaka
P, €E, p==gq, docmoju ungexc o @axo ga je p€'V, (9).

(Un) 3a cBako pE€E u csaxu dap unpexca «,B Hoclioju ungexc ¥
marko pa je

Vy(p)T Va(p)N Vg (p).

(Um) 3a cBarku ungexc a docioju unpexc B mako na uz pEVg(r) u
qE€ Vg (r) creau g€ Vu(p).

* Te cMo ycnose 03HauunH HCTO OHaKO kao H Weil; Yy § 1.7, HctHM o3Hakama
O3HAYEHH CY YCNOBH, PA3JTHYHTH OR ropwHX, koje je moctaBHo N. Bourbaki.
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Tononoruja nedunucana Ha ckyny E CHCTEMOM OKOJMHA KOjH BepH-
¢ukyje neBeseHe ycnoBe, MIEHTHYHA j€ Taaa TOMOJOTH)H aeduHucanoj
Ha WCTOM cKyny damuaujoM nenoBa — [@3B. olBopenux ckyiioBa — on E
KOja MCnywaBa OBe YCJOBE:

(01) Yuuja ompopenux ckyiioa je oiiBoper ckyil.
(On) Ipecer ronaunor 6poja oiliBoperux ckyldoBa je olBopeH Ckyil.
(Om) Crya EN/{p}, p€E, je omBopen ckyil.

Ilputom ce npernocraBmba Ja cy okonnHe Vq(p) Tako nmeduuucane
Ala CBaKa OJ WX CaJpPXH HEKM OTBOPEH CKYNl y KOM je cafpaHa Tauka
p€E. Jonahemo jow ma cy ycaosu (U)) oxpn. (Opi) €eKBMBaN€HTHH
Fréchet-oBom axcuomy cemapauuje 7.

CraBmajyhu cana Vo={(p, q)|(p, q) EEXE, g€ Vq(p)), jeanoctaBnum
npenasom Ha JjenoBe ckyna EXE, BHlIeHaBeJeHa ABa CHCTEMa aKCHMOMA
MOry ce CMeHMTH caejehuM, ibUMa €KBUBAJEHTHUM:

(U) NVa=A, (A= nujarosana npoussoma EXE).
(04

(Un) 3a caaru dap unpexca a,f @ocloju unjexc Yy Maxko pa je
V\'Cvaan.

(U;u) 3a cBaku unpexc o Gocdoju ungexc B maro xa je Vgo VFTICVQ,
rae je ca o o3naven oilepaliop crarawa jgenosa ojg EXE.

Csaku meo cxyna E x E koju cagpxu Heku ckyn V., HasuBa Weil
6n1u3vHOM aujaronHane A u ¢amuauja CBUX GJM3MHA JujaroHane A He
Mewma ce ako ce gnara ¢amuanja Ve, a€{a}, cMeHH HeKOM Gamuanjom
10] MHKJY3MBHO €KBMBaJeHTHOM. Kaxe ce Taza na oue pedunuy ua E
UCTY YHM(ODMHY CTPYKTYPY M CBaKM MPOCTOP KOjH C€ MOxe AedUHHUCATH
nomohy TtakBe (amuanje ckynoBa Vq 30Be ce ynugopmuum Gpocmopou.

Kao wro je 1o oxmax mokazao A. Weil, ceaku npocrop kuaace (D)
je ynudopman mpoctop uuju ce cucrem 6ausuHa V, (o= peanan 6poj > 0)
MOX€ CMEHHTH HHKJIY3UBHO €KBWBAaJeHTHOM (amuianjom Koja je npe6Gpo-
juBa: IMCTaHIMjaJHM NPOCTOPH Cy CHelHjataH caydaj yHupopMHUX. Y HCTH
Max N0Ka3a0 je Ja CBaka TOMOJIOIIKA rpyna nocexyje yHHGOPMHY CTPYK-
TYPy ¥ [0Ka3ao JBa CTaBa Koje je MOryhHO CTMJIIM30BaTH y OGJHMKY OBOT:

CraB 4 (Weil). Ja apocmiop (E,Zg) 6yae lynugopnran, modipe6ro
je u n0BOMHO Ra OyRe KOMONeMHO peryadpa.

¥ Bpeme mnojase Weil-oBe kmwuxuue o yHHQOPMHUM NpOCTOpHUMA
(1938 roa.), H. Cartan ([1], cTp. 595 u 777) je o6jaBHO CBOjy Teopujy
0 ¢uaTpumMa M y cafawmbo] TEPMHHOJIOTHjM Kaxe ce na je damuauja
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G/M3nHa, Kako ux je aedunucao Weil, ¢uarap Ha ckyny E x E koju
Bepudukyje ycaose (Up) u (Upy). CTpukTHOM NpUMEHOM Teopuje duaTapa,
N. Bourbaki je yundopmue npocrope nedpunncao (Bua. § 1.7) wu ucnu-
THBAO HewTo Apykuuje ox Weil-a. Weil-oBu yuupopmuu npocropu cy
cenapupanu yuupopmun npocropu y cmucay nedunummje N. Bourbaki-a.

Mu cmo ce y oBom pamy cayxuau TepMmuHosorujoMm u jpeduHuuMjama
N. Bourbaki-a.

YHHUOPMHUM NpPOCTOPUMA BOAMO je jowr jexaw nyT Kojum je Kypena
nowao 1934 roauHe M TO PAIAMUMT OX OHOT KOjUM CY TOMOJNOLIKMM
KapaKTepHCaHE W UCTOBPeMEeHO reHepasucane kaace (€) u (D) Fréchet-a.
Haume, y cBojoj neduuunuju nceymo-nucrannmjaunx npocropa Kypena
([7], crp. 1563) je yonwruo pasnasbuHCKy GYHKUMjy p: CBAKOM mapy
a, b€E npunemyje ce jeaHO3HauHO ofpelieH e/EMEHT HEKOr TOTAJIHO ype-
hieHor ckyna (T3B. ckane), Tj. nceyao-pa3mMak Tauaka a u b ue Mopa OuTH
peanan 6poj (Bua. § 3.1). CraBuBwm cebu y 3agaTak jaa pesyarare
A. Weil-a no6Guje renepanuzaumjom pasaamuncke GyHKumje a KopucTehu
ce, ycrBapu, Kypenwnum nojMom ancrpaktHor pasmaka, M. Fréche't
(15], crp, 337; [4], crp. 121—131) je y cBOjoj aHanM3m IpocTopa Moj
HA3MBOM ,.espaces ccartisés A0Wao JO 3aK/bYYKa Ja Pelleiy MOCTABJbe-
HOT 3ajaTka BOJe OGaw [ceyno-AMCTAHLM]jaIHM T[POCTOPH KAKO MX je
nedunucao Kypena. [lpumernhemo osme jom ma ce reHepanu3ainujom
paspamuncke ¢yHkuuje Gasmo u K. Menger ([1], crp. 142—145) ann
Cy WeroBa pasmartpaiba y Be3u ca Apyrum npobaemuma u erose pedwu-
HUUM]e HUCY eKBuBanenTHe Kypenuuum (Hanpumep, ycsioB peryJiapHOCTH
Menger Huje nu yBoamo Beh ce orpamuuno Ha Heke npumeznde y Be3u
Cil HEjeIHAYMHOM TPOYTJa).

Ha cy nceyno-aucranumjanun npocropu  yHudOpMHHM npoCcTopu y
cmucay aeduuuunje A. Weil-a, M. Fréchet je goxasao HHIHPEKTHO:
MOKA3a0 je HauMe Ja Cy TO KOMIUIETHO peryJapHH MNPOCTOPH H 3aTo
yhuudopmnuu, npema crasy 4. Ho, CeyN0-AUCTAHUM]AIHH TNPOCTOPH Cy
knace (Do) W nocepyjy nakae ynudopmuy CTPYKTYPY uHju je QyHIa-
MEHTaJaH cucTeM OJIM3HHA TOTanHO ypelhen (wraBuue, 106po ypehen)
¢ 003upoM Ha penauujy uHkaysuje O. [Ipema Tome, cenapvpaHe yHH-
¢opmue npocrope jow yBex HHje 6uno MoryhHo KapaKTepHCaTH KJacoM
licey 10- AUCTaHUK]anHuX npocTopa. To ce ycneno noctuhu kam ce y reme-
panu3aunju pasnabMHCKe (QYHKUM]E NMOWO M Ja/be Tako Aa je, MecTo ihe,
pasMak [IBejy Tauyaka NPOCTOpa OHO AE(PUHUCAH eJeMEHTOM napuujaaHo
ypeheror ckyna. TakBo yonwretbe u3Besu cy ucrospemeno J. Colmez
{1}, [2] n A. Appert (3] (Bun. § 3.3 u § 3.5). Jlomahemo oBme xa je
A. Appert, [2], resepanucao u yuudopmue npocrope A. Weil-a YBO-
hewem jexnor wuper 6poja axcuoma u ga je ycnocrasuo Be3y usmehy tako
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reHepajucaHdx yHHQOPMHHX [MpPOCTOPa M MNPOCTOPa YOMIUTEHOT pa3Maka
vz werosor paxa [3], (Bunx. § 3.4 u § 3.5). '

[Mopen Beh noMeHyTHX ayTopa KOjH Cy Ce 6GaBHIM NPOGJEMAaTHKOM
vHayrypucasom oj crpase Kypene 1934 ronuue ysohemwem mnceyno-aucrau-
LHJaJHKX MNpPOCTOPAa H MOHOBO NOKPeHyToM oj cTpaHe Fréchet-a 1945
roguHe (oTkyna HM jow H HasuB ,Kurepa-Fréchet-osu npocropu“),
HaBewhemo osae jow R. Doss-a [1], [2] u L IManuha [1],2[2], [3]
R. Doss je, u3mely ocrasor, 10Ka3ao Ja je CBaKH MCEYyN0-AHCTAHIIM]jaaH
NPOCTOP KOMIJIETHO HOPMaJaH Ja Ce yCJOB pEryJapHOCTH 3a HeJHCTaH-
UMjaJHe [CeyHo-AMCTAHIHMjaJHe [IPOCTOPE MOXE [MO0jeHOCTAaBHTH (BHI.
§ 3.1, ¢ycHoTa) M na TakBH NPOCTOPH noceayjy 6a3y OkKoAMHA KoOje Cy
y HCTH Max M oTBopeHe M 3atBopeHe. [l. [Tanuh je neduuucao jemny
KJacy (R) mpocropa 3a KoOje je nokasao jga NOCEeAyjy Ppa3sBpPCTaHO ype-
heHy 6Ga3y OKoJMHAa KoOje Cy M OTBOpPeHe M 3aTBOpeHe. TO Cy KOMNJETHO
HOpMaJHH mnpocTopH Koje [lanuh Takohe HasuBa nceyno-AMCTaHIM]aJTHHM,
Hako .cy onwrtHjd ox Kypena—Fréchet-oBux. M mnpse u ngpyre,
[lanuh je MCNHTHBAO CTPHKTHOM I[IPUMEHOM TEOPHj€ TIPaHAaCTHX CKYMOBA
(»-ensembles ramifiés*; Bua. Kypena, [6]) ¥ Ha Taj HAYHH NOWIA0 A0 HHU3a
BAXHHX pe3yJaraTa KOjU, y HCTH MaX, MOTY MOCAYXHTH W Kao jelHa O
3HayajHUX MOTBPAAa KOPUCHOT NpHMeiHBawa noMenyre Kypenune teopuje.

IMopexn Beh naBemenux xsejy, Kypena ([3], ctp. 1049; [1]) je usBpwso
jow jemHy renepaausaunjy mnpocropa kaaca (€) u (9) M. Fréchet-a
nebununnjom oneparopa €[M] u D [M] (Bux. § 2.1 u § 2.3). Knace npo-
cTopa aeduHHCAaHE OBMM ONEPAaTOPHMMa BPJO Cy ONIITE W HAa WAe]y —
KOja je ¥ HOBeJaa IO pe3yiTaTa M3JMOXKEHHX Y OBOM paly — HAOLIH CMO,
ycTBapH, npoyuaBajyhu onepatope € ([M] u D[M]. O rtome hemo caxa
Takohje pehn HeKONHKO peuH.

Kao wTo ce M3 nperxoAHOr Ja JaKO 3aK/bYUYHMTH, Pa3Hu NOKyIUaju
redepaausauuje kiaaca (€) u (9) M. Fréchet-a gosean cy n0 Tpu jacHo
OlLIpTaHe KJiace NpocTopa Koju ce Mory aeduHucatd nomohy: Wi TOTAMHO
{napuujanHo) ypeheHor pasmaxa, vuaM YHH(QOPMHHUX CTPYKTypa, Wjau one-
paropuma G [M] u D [M]. ¥ npsom ojH. TpeheM cayuajy, Tonoaowne CTpyk-
Type Ha ckyny E nedunumy ce mpecaukaBameMm f ckyna E x E y TOTaNHO
(napuujanHo) ypelien ckyn oxH. y 6un0 Koju mpoctop M. ¥ apyrom ciay-
4ajy TOMOJOWKEe CTPYKType Ha ckyny E nedunuumy ce oxpeheHum CTpykK-
TypaMa Ha ckyny E x E (nanpuMep, ¢uaTpuma Ha CKyny y3 HaKHaJHe
ycaoBe). MehyTuM, u3meljy THX KJaca NpOCTOpa NOCTOju M3BECHA Be3a
KOJy Cy Pa3HH ayTOpM yCMOCTaB/bald Ha pa3nnuure HauuHe. [Ipupoxuo
je, Hmakjae, OuJO aHaAM3MPATH OINIUTE NHTawme: ako je E Hexu @yn ciyis
focliioju au moryhuocili na ce dpecruxasawex [ cxyda E xE 'y ayn ckyi M
axo cllap@yje aa ce, Homohy unBep3Hor #pecauxasawa [—', Ha cxyldy

8 Becrux maTenaTRuapa B GHSHYApA
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E X E nepunuwy ciipyriiype koje he na ckyiy E ozapehusaiiu monoaouike
cilipyxiliype ugeniudne OHUM KOje ce po6uBajy fpecauxaBawem f? — JacHo
je ma ce nomecuum u360pom ¢yHkuuje f v CTpyKTypama Ha ckyny M,
OBMM HAauMHOM Ha ckyny E mory neduHHcaTH pa3inyuTe TOMOJIOWKE CTPYK-
type. [IpBu neo Tese nocsBehen je ynmpaBo pasmaTpaiky W aHaJM3K TOp-
er nuTamwa, na cy y § 1.1 u § 1.2 uanoxena aBa pasamuuMTa NOCTYMKa
yBOhera TOMOJOWKHX CTPYKTypa y ckyn E, TaKO Aa Ce HA MOCTaB/bEHO
NHTabe MOXE MO3UTHBHO OATOBOPHUTH M TO NOJ AOCTA OMIUTHM YCJIOBHMMA.
Hneja Kojy nmpuTOM CJI€HMO j€IHOCTABHA j€ U MOXE Ceé YKPATKO H30XKHTH
y 061Ky OBe CKuIe:

E

topolodke
strukture
naE

3Hauewe O3HaKa y TOpiOj CKulM o6jammeno je y § 1.1 u § 1.2,
Y § 1.3 ucnutuBaHM Cy yCcNOBH Noj Kojuma he Ha OBaj] HayuH JAeduHu-
cauu npocropu (E, T¢) BepuduxkoBaTH aKCHOM AHCTPHOYTHBHOCTH D u
akcuom a. Y §§ 1.4, 1.5 w 1.6, aHanu3upanu Cy yCJOBM NOJ Kojuma he
6MTH ucnyweHu axkcuomu cenmapauuje Ty, T, u Ty (T]. akcmomu cena-
pauuje Friéchet-a, Hausdorff-a u Vietoris-a). ¥ § 1.7 je mara
jelHa HOBa KapaKTepu3aluja YHH(POPMHU3aOMIHHX MpPoCTOpa nouasehu oxn
knace mpocropa nedunucanux y § 1.1, y3 Heke HakHagHe yc/ioBe O (yHK-
umuju f. Onmax hemo oBme moxatu na je y |§ 3.4 onn. § 3.6 nmokasaxo
KaKko ce Kkxaacom npoctopa u3 § 1.1 Mory kapakTepucaTH CBH yHU(DOpPMHH
npocTopu y cmucay aebdununuje A. Appert-a, OMHOCHO, KaKO ce y jen-
HOj MOAKJAcH Kaace npoctopa aedunucauux y § 1.2, mory nobutu cse
ynaudopmue cTpykType Koje je nocmarpao T. Inagaki ([1], ct. 179—202)-
Y § 1.8 nocraben je jelaH OX XOBOJbHMX YC/NOBAa JAa NPOCTOPH Kaace
E (Mf) (sun. § 1.3) 6yny xomnaerno Hopmaahu. [lojmow loxu.  craBoBu
NpenusHpand OJH. AOKa3aHH y npaou Aexy, Mae- -BH1Ie cy nepuanemﬂo
kopuwhenu y apyrom u tpehem meay Ttese. - =
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Y npyrom aeny pasmatpaHd cy npoGjemMu y Be3u ca ONepatopuma
€ [M] n D [M]. Ocnawajyhu ce Ha HeKe pe3yaTaTe KOj€ CaM M3JIOXKHO Y
pany [1], y § 2.1 u3BeseHO je HEKOJMKO CTaBOBa, BPJO KOPDHUCHUX W 4ECTO
npuMebUBAHMX y OCTAJIMM maparpaduma, Kako oBor Tako u tpeher aena.
Y § 2.2 pazmarpan cy npoctopu o3HayeHu ca E (My,,), a y § 2.3 ana-

au3upanu cy npocropu D [M]. Ty cy nedunucane knace npocropa € [(V)ia] ¥
D [(V)ia] 0nn. D[(V)fs] v noxasano na je cBaku npoctop kaace D [(V)i«]
yHndopman npoctop ca QyHIAAMEHTANHUM CUCTeMOM G6Ju3uHA YyHUGOpMHE
CTPYKType Koju je mo6po ypehen ¢ 063MpoM Ha pejauujy WHKAy3uje D,
TUIA g M 1A je KJaca CenapupaHux YHWGOPMHMX MPOCTOpPA TOMOJOLIKH
niaentTryna kaacu npocropa D [(V)i]. § 2.4 nocsehen je npocropuma Kaace
(€x) OoH. (Do) a y § 2.5 pasmaTpaHu Cy YCJIOBM NOJ Kojuma he Heku
npocrop (E, Sg) 6utu xaace €[(E, Ze)] omn. D [(E, ZE)], wTo je oamax
npuMerweHo Ha npoctope J(wq) ¥ noxasano aa je J(wq) €D [J (wg)] NOY
31 CBAKM MHMLMjaJaH penHu 6poj wy, rae je O ycJOoB KOHTMHyHMTeTa
Kypene (Bun. § 2.1). Ha Taj HaumH peuweH je u jegaH npo6GJeM LIMPH OZ
oHor koju je Kypena nocraBuo y pany [3] y Be3u ca npoctopom J (wy)=(Q),
((Q)=npocrop cBux npebpojuBux penHux OpojeBa). ¥ § 2.6 pa3marpanu
cy T-npoctopu npu uemy je, udmehy ocraaor, JOKa3aHoO Ha Cy MNPOCTOPH
(T, X7) peryaapuu ca 6a30M OKOJIMHA KOje Cy W OTBOPEHe M 3aTBOPEHE U
Aa ce crnenwjano, npocropu osHauenn ca (Toy, Tr,,) Hala3e y Kiacu
D [M] roe je M=J(wy). R-npocropu ucnutuBanu cy y §2.7, ay §2.8
NMOHOBO Cy aHanu3upanu npoctopu (7, r) y Be3u ca ycJ0BOM KOHTHUHYH-
teta OV u npu Tome je u3mely ocranor, maro jenHo peuwerwe Kypenunor
npo6aema' 4.1 u3 werosor pazna [1]. [Ipumernhemo oBxe ma ce y HOBHje
Bpeme cBe Buule o6enomamyje 3HayajHa yJgora ycaoBa OY, kao wro je
nokasao [lanuh nanp. y Besum ca R-npocropuma (Bua. § 2.8).

Ono wro je ypaheno y §§ 3.4 n 3.6, Beh cMo nomenyau. ¥ ocraium
nparpapuma Tpeher pena aHaiu3upaHe Cy TOMNOJIOLIKE CTPYKType MpPOU3-
BeleHe Ha ckyny E npecaukaBaitbeM f npousBoga E x E y TOTalHO MM
napuujanaio ypehen ckyn. § 3.1 nocsehen cy Kypenunum nceynoaucrasum-
janium npoctopuMa, y § 3.2 pasmarpanu cy Fréchet-oBu ,espaces loca-
lement écartisés* wn ,espaces écartisés“, a § 3.3 onH. 3.5 nocsehen je mpo-
cTopuMa napuujanso ypehenor pasmaxka I u Il tuna J. Colmez-a, oxu.
yonwTeHor pasmaxka y cmucay pebununuje A. Appert-a. [Ipumedom
NPeTXOAHUX pe3y3TarTa NOKA3aHO je Ja Cy CBe TO CHeUMjaJHH CJaydajeBH
1IpocTopa AeHUHUCAHMX M AHAJM3WPAHWX Y MNpBa ABa jAeJja, Npu ueMy CKyn
M nocenyje ypeha]Hy CprxTypy, TOTanRy MM napuujanﬂy M aa npu

2 ln ‘a]. O ToMe npo6aeMy M HeroBom pemeH;y BHA. Takohe: Z Mamuzlé Sur
la solution d’un probléme concernant eT-espaces, Glasnik mat. fiz. lastr Serija ll T. 11,
Zagreb, Ne 2, str. 95—103.
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TOME jefHy OJ 3HauajHuX yJaora u oBae wurpa Kypemun ycaos O®. [lpe-
Na30M Ha MHBEP3HO MpecauKaBaie f~!, noka3aHa je Ha jeIHOCTABAH HAUMH
HhbMXOBa YCKa Be3a ca YHH(POPMHUM NPOCTOPHUMA.

3aBpuwaBajyhu 0Baj yKPAaTKO CKMIMPAHM YBOJ, HAajCpAayHMje Ce 3aXBa-
syjem  II-p Hypu Kypenw, cBeyunamwnom npodecopy y 3arpely;
1eroBO CTAJHO MHTEPECOBale, CABETH M MOpaAJHA MOJAPILIKA, MHOTO CYy MH
NOMOTJIK Y MOM pajly, Kako 3a BpeMe MOr GopaBka y 3arpefy y JeTiem
cemecTpy wkoJscke 1953/54 roaune, tako u nocae rtora. [loce6no my ce
3axpa/byjeM 3a TPYd M BpeMe KoOje HHMje XKaauo Ja MM ce Yy CBako Jo0a
CTaBM HAa DPACMOJIOXEHe paiu IUCKYCHje O ropw0j npob/eMaTHIM, KaAroa
je To 6uao norpebHo. Hajcpmaunujy s3axBajaHocT ayryjem ucto taxo JI-p
IaBay [lanuhy u JI-p Bukropy Cemmaky, CBeyuYHJMLIHMM aCHCTEHTHMA Y
3arpeGy ¢ KojuMa caM y IJIOZHMM M 4€CTO AyTHM JMCKyCHjama pOMaTpao
MHore npo6Jeme W3 06/1aCTH TONOJOIHje, CNEUUjaJHO, TeOPHje anCTPaKT-
HUX MpOCTOpAa.
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SUR L’ECART ABSTRAIT ET LES STRUCTURES UNIFORMES

par ZLATKO MAMUZIC, BEOGRAD

Résumé

Exposé du développement historique des notions d’écart abstrait et
des structures uniformes en topologie générale avec les problémes con-
duisant a ceux qui ont été traités par l'auteur dans sa thése ,Ecart abs-
trait et structures uniformes*, soutenue a la Faculté des Sciences de I'Uni-
versité a Zagreb le 28.6.1955. L’article présent n’est autre que I'intro-
duction de la thése dont les trois parties ont été¢ déja publiées (v. le
début de cet article).

! [n. a.] lenoHoBaHa y CBeYYHJHILIHO] KiMXHHUH y 3arpe6y. Hemrto Monudukosana
o6jaBmeHa je nox HacnoBuMa: Sur une classe d’espaces abstraits u Sur les espaces pseudo-
distanciés y Taacuuky wmar., ¢us. u actp. Cepmja II, T. 9, 3arpe6, Ne 3—4 (1954) crp,
197 —228. ‘ .
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O FLUORESCENCIJI I NAKNADNOM SVETLJENJU ,
KADMIJUMOVIH HALOGENA AKTIVIRANIH MANGANOM

ZIVOTIJE TOPALAC, BEOGRAD

Ispitivano je naknadno svetljenje kadmijumovih halogena aktiviranih
manganom. Fosforl dobijeni metodom kristalizacije do temperature od 200°C
pokazuju kvalitativno druge osobine od onih fosfora dobijenih topljenjem kom-
ponenata. Istaknuta je ta razlika 1 u pogledu fluorescencije koja se pri
tome dobija.

. Uvod

Poznato je da je mangan jedan od najefektivnijih aktivatora kod
kristalnih fosfora, medu kojima su CaS, BaS, SrS, ZnS, ZnSCdS, neki
silikati, zatim sulfati cinka i kadmijuma, oksid, halogeni i drugi, sa velikim
intervalom koncentracije aktivatora. I Kutzelnig [1] je 1936 god. upotrebio
prvo mangan za aktiviranje fluorescencije kod kadmijumovih halogena.
Najpogodniji bio je CdJ, kao najtipi¢niji pretstavnik slojevite strukture
reSetke. Autor navodi da, kada se CdJ, pripremi sa mangan-hloridom,
preparat fluorescira sjajno skerlet-crvenom bojom. Pripremanje fosfora
vrseno je na viSe nafina (1. topljenjem smeSe, 2. isparavanjem pomeSanih
rastvora, 3. snaznim mlevenjem komponenata u avanu). Isparavanjem rastvora
CdJ, sa MnCl, dobija se produkt koji prvo ne fluorescira. Fluorescencija
nastupa tek kada se preparat zagreva za kratko vreme na 150—200°C.
Autor ovo objaSnjava time Sto samo MnCl, koji je izgubio vodu, moZe da
bude ugraden u reSetku i sposoban za aktivaciju. ‘

I CdCl, do istom autoru, moZe da bude pogodan kao osnovni mate-
rijal ali je tada fluorescencija slabija. Optimalna koncentracija aktivatora
za sistem CdCl, - MnCl, kre¢e se od 2,5—5%. KodCdJ, - MnCl,—fosfora
fluorescencija znatno manje zavisi od koncentracije.

U jednom docnijem radu Kutzelnig daje nove podatke [2]. Kvalitativno
je ispitivao uticaj temperature na intenzitet fluorescencije i navodi da se
na nizim temperaturama (do teénog vazduha) fluorescencija CdJ, sa mangan-
hloridom gubi. Nasuprot tome, na vi$§im temperaturama, i do 200°C,
svetljenje je jo$ uvek snazno. , ' :
; Randall [3] nalazi da i ¢ist kadmijumovi halogeni na niskim tempe-
raturama pokazuju fluorescenciju. Izuzetak &ini CdF,. Autor nije siguran da
to nije posledica izvesnih prisutnih necistoca. '
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Da bi se konaéno videlo koliko su manganovi joni (dvovalentni
mangan) stvarno odgovorni za fluorescenciju u fosforima koje aktiviraju,
Randall [4] je preduzeo ispitivanja fluorescencije C¢istih manganovih halo-
gena koja se javlja na niskim temperaturama. Najupadljivija karakteristika
fluorescencije Cistih halogena sastoji se u tome Sto je kod svih emisionih
spektara dominantna traka u crvenom. Takode i sva poznata jedinjenja
aktivirana manganom daju crvenu fluorescenciju. fRandall je detaljno ispi-
tivao ponasanje fluorescencije na niskim temperaturama kod viSe od 25
fosfora, aktiviranih manganom. Svaki fosfor je davao crvenu fluorescenciju
sa manjim varijantama, tako da se moZe uzeti da je dvovalentni mangan
nosilac fluorescencije. Tome ide u prilog i ¢injenica da Cisti manganovi
halogeni daju fluorescenciju u istoj traci.

Aljavdin, Levsin i Fedorov [5] proucavaju opadanje kod CdJ sa MnCl,,
posle prekidanja ekscitacionog zratenja na sobnoj temperaturi. Opadanje
je teklo po eksponencijalnom zakonu sa t©=5,8.107* sec. Pored toga, data
je kriva zavisnosti fluorescencije od temperature u domenu od sobne do
skoro 150°C.

Balin [6] je 1949 detaljnije ispitivao naknadno svetljenje istog pre-
parata ali na niskim temperaturama. Na sobnoj temperaturi CdJ, sa mangan-
hloridom ne daje naknadno svetljenje pa ga prethodni autori nisu ni mogli
da otkriju. Medutim, poznato je da energetska izolovanost centara svetljenja
gradi pogodne uslove za pojavu luminescencije. Sa sniZavanjem tempera-
ture moglo se ofekivati da ¢e tafizolacija biti pojacana, usled Cega moZe da
se pojavi naknadno svetljenje. Na osnovu te konstatacije Balin je stvarno
otkrio naknadno svetljenje na temperaturi te¢nog vazduha. Rezultat je bio
da je svetljenje relativno dugotrajno a kriva opadanja hiperboli¢na. Sa
snizavanjem i ovde dolazi do slabljenja intenziteta fluorescencije.

Slezingerova u dva maha [7] pominje CdBr, sa manganom koji daje
oranZ-fluorescenciju i koristi njegovo temperatursko ponaSanje na visim
temperaturama da dokaZe opravdanost svoje teze o luminescentnim centrima
kao kvazimolekulima.

Slede¢a tabela dae pregled dosada proucenog materijala:
(dobijenog topljenjem komponenata)

Tabela 1.
Opadanje svetljenja posle prekida akscitacije

t?lsat:gl";?all Aktivator fluoreigl:lclje P J aad z j_

na sobnoj tem. na —186°C
CdJg MnCl, skerlet-crvena eksponencijalno hiperboli¢no

t 5,8.10—4 sec. dugotrajno—rel.
CdBr; i oranZ-crvena nije otkriveno naknadno svetljenje
CdCly . slaba crvena » . 5 .
CdF, nije ispitivano
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Iz tabele 1 u kojoj su skupljeni dosada poznati rezultati o fluores-
cenciji kadmijumovih halogena aktiviranih MnCl,, moZe se videti da izvesni
vazni podaci o fluorescenciji ovih fosfora, kao $to su naknadno svetljenje
CdBr, sa manganom i razni nacini dobijanja fosfora, nisu bili ispitivani,
ili ¢ak ni zapaZeni.®

Nedavno je izi$ao iz Stampe rad Klementa i njegovih saradnika pod
naslovom ,Uticaj gasova na procese pojavljivanja nekih kristalnih fosfora“
[8], u kome se izmedu ostalog pominju i CdBr, i CdCl, aktivirani manganom.

Toliko je radova i €injenica bilo i Stampano do danas. U ovom radu
iznose se neke nove Cinjenice zapaZene kod kadmijumovih fosfora. Tu se
u prvom redu misli na nove moguénosti dobijanja fluorescencije i naknadnog
svetljenja koje do danas nisuf primecene., Na pr. u dosada$njim radovima
nigde se ne spominje naknadno svetljenje CdBr, sa manganom, koje je
znatnog trajanja i velikog intenziteta. Nema, takode, podataka da se gornji
materijal moZe dobiti kristalizacijom do 100°C. Pronadeno je, dalje, da
CdF, saimanganom daje intenzivnu i kratkotrajnu fosforescenciju svetlo-zelene
boje. Pojava je uolena kod materijala sa ve¢im koncentracijama mangana.
CdCl, takode pokazuje fosforescenciju bilo da je aktiviran Mn-hloridom
bilo Mn-suliatom.

2. Naknadno svetljenje

Kutzelnig [1] u zaklju¢ku svoga rada kaze da kod ispitivanih materi-
jala nije bilo fosforescencije. NaSa merenja u Instititutu slazu se sa
pomenutom tvrdnjom u sluCaju kada se CdBr, topi sa manganom, kako je
Kutzelnig i radio. Ako se medutim, preparat dobije putem kristalizacije
na temperaturama do 200°C, kako smo mi radili, dobija se intenzivno
naknadno svetljenje sa relativno dugim trajanjem posle prekida ekscitacije.
Topljenjem istog materijala na 570—600°C, takvo naknadno svetljenje se
gubi. Dobijanje materijala — fosfora — putem kristalizacije do 200°C
pretstavlja ujedno novi metod spravljanja pomenutih fosfora sa kvalitetno
novim luminescentnim osobinama. Takav se fosfor priprema na sledeci
nadin: rastvori osnovnog materijala i aktivatora pomesaju se u odgovara-
juéim odnosima i isparavaju u sulnici na temperaturi od oko 100°C, u
toku 20—30 asova. Zatim se krate vreme preparat drzi na temperaturi
od 180—200°C. U tom sludaju dobija se relativno bolja fluorescencija
nego sudenjem samo do 100°C. Ni kasniji radovi (posle Kutzelniga) nisu
pominjali naknadno svetljenje kod CdCl, i CdBr, aktiviranih manganom.

#) Kutzelnig [1] tvrdi da ,fosforescentna sposobnost nije utvrdena ni kod Jednog
jspitivanog fosfora*.
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Ako za osnovni materijal umesto CdBr, uzmemo CdCl, i aktiviramo
Mn-hloridom ili Mn-sulfatom, dobija se svetlo-zelena fosforescencija. Na&in
dobijanja fosfora je isti kao i kod CdBr, (kristalizacijom do 200°C.).
Fluorescencija je oranZ boje slabog intenziteta kod prvog (sa MnCl,), a
slabo plava kod drugog fosfora (sa Mn-sulfatom.).

Kad se CdF, pome$a, putem rastvora, na MnCl, i ispari na tempera-
turi oko 100°C, pod ozracivanjem U. V.-zraCenja dobija se jaka zeleno-Zuta
fosforescencija koja traje relativno kratko — oko 0,3 sec. Preparati sa
nizim koncentracijama aktivatora nisu dali nikakvu fosforescenciju. Zamena
MnCl, sulfatom pokazuje slabije efekte.

Naknadno svetljenje je, kao i fosforescencija kod gore pomenutih
preparata, bilo ispitivano u vezi sa uticajem koncentracije, temperature i
uslova pripremanja fosfora.

2.1. Uticaj koncentracije aktivatora na trajanje
naknadnog svetljenja

Ogledi su vrSeni sa primercima CdBr, aktiviranim mangan-hloridom.
Pokazalo se da manganov sadrZaj utie na trajanje naknadnog svetljenja.
Rezultati su izneti u sledec¢oj tabeli:

Uticaj koncentracije mangana na trajanje naknadnog svetljenja
kod CdBr, sa MnCl, (vieme je u sekundama)

Tabela 2,
M et 10% | 0% {20 | a0n o
I —— - ) S SN
Vreme trajanja nakn. - j l
svetljenja 3,11 | 437 | 542 | 6,08 ! 5,46 !

Kako se iz tabele 2 vidi, najduze naknadno svetljenje dobija se sa 409
aktivatore koncentracije. Ispod nje postoji linearan odnos, naime, sa opa-
danjem koncentracije smanjuje se i trajanje naknadnog svetljenja. To nije
slu¢aj sa preparatom CdJ, sa MnCl, (Balin, 6), gde je svetljenje nezavisno
od manganovog sadrZaja.

U slu€aju CdBr, sa Mn-sulfatom dobija se takode oranZ-fluorescencija
samo sa slabijim intenzitetima Poredenja radi uzete su iste koncentracije
mangana kao i kod MnCl,. Rezultati merenja daju ovde drugu sliku.
Naime, sa povecanjem koncentracije aktivatora vreme trajanja svetljenje
opada. ’ - -
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Zavisnost vremena trajanja svetljenja od koncentracije aktivatora
kod CdBr, aktiviranog Mn-sulfatom

Tabela 3.

Molarna k&:é’e‘ntracilﬂ" ’ 109

aktivatora 30%

20%

409%

50%

Vreme trajanja nakn.
svetljenja (u sec.).

‘ 1,86 ‘1,72 .1,55 |13 ; L
Ozracivanje sa ultraljubi¢astim zracenjem trajalo je 1 minut pre prekida
ekscitacije tako da su merenja vrSena pod istim uslovima.

I kod CdCl, sa MnCl, i MnSO, imamo novih efekata u odnosu na
Kutzelniga [1]. Ako se fluorescentni materijal dobije kristalizacijom do
150°C, a ne topljenjem, pri ozracivanju sa kvarz-lampom (maksim. Inten-
zitet na 3650 A), javlja se svetlo-zelena fosforescencija jakog intenziteta.
Posle onakvih rezultata kod CdBr,, ispitivan je i ovde uticaj koncentracije
aktivatora u oba slutaja. Preparat je pre svakog merenja trajanja svetljenja
bio ozra¢ivan u toku jednog minuta. Tako su stvoreni isti uslovi za sva
merenja i sve preparate. Rezultati su sledeéi:

CdCl, sa Mn-hloridom i Mn-sulfatom.®

Tabela 4.
aktivator ‘: MnSO, MnCl,
|
1 t
M°a";‘;(t;§,‘;'t‘§fa"‘°’la ! 1% 3% 5% 12% | 5% 10% 20% 309%
Vreme trajanja 132 1,3¢ 1,32 1,33 | 1,03 093 094 092se

naknadnog svetljenja

Kao Sto se iz datih merenja vidi otstupanja su neznatna. JoS kada se
uzme u obzir da je to vizuelna fotometrija, i da greSske mogu da budu
vec¢e od 1/10 sec. onda je konstantnost o€igledna. Jer, ovde, uglavnom,
razlika nije veéa od 1/10 secunde. To, dalje, znaCi, da trajanje fosfores-
cencije ne zavisi od koncentracije aktivatora. Dakle, ponaSa se razli¢ito od
CdBr,. 1z direktnih posmatranja vidi se da CdCl, daje istu, svetlozelenu
fosforescenciju bilo da se aktivira sulfatom bilo hloridom mangana. Odatle
izlazi zakljuak da se kod CdBr, i CdCl, radi izgleda o razli¢itim zra¢enjima.

*) Svakl rezultat dat u navedenim tabelama pretstavija srednju vrednost viSe merenja
vremena trajanja svetljen)a.



124

2.2. Uticaj temperature na trajanje naknadnog svetljenja

Pokazalo se da temperatura utiCe na vreme trajanja naknadnog svet-
lienja. Efekti su bili najja¢i opet kod CdBr, sa MnCl,. Tako, na pr., na
150°C preparat ne daje nikakvo svetljenje posle prekida ekscitacije, koje
bi se moglo golim okom zapaziti. Sva ispitivanja, iz tehnickih razloga,
samo su kvalitativne prirode. Stoga ¢e ovde biti samo pobrojana.

Preparat CdBr, sa MnCl, na temperaturi te¢nog vazduha daje kratko
naknadno svetljenje €ije vreme trajanja ne prelazi 0,3 sec. Ali, ako takav
preparat duvamo toplim vazduhom iz usta pojavljuje se vrlo intenzivno
naknadno svetljenje koje traje i vide od 50 sec. Svetljenje se produZava i
preko jednog minuta ako porovimo duvanje.

Kod CdF, sa MnCl, stvar stoji druk¢ije. Fosforescencija duZe traje na
temperaturi teCnog vazduha (f=1,9 sec.) nego na sobnoj temperaturi
(t=0,3 sec.). Na viSoj temperaturi (100°C), fosforescencija je jedva mogla
da bude uocena golim okom — bila je vrlo kratka.

2.3. Uticaj temperature prethodnog zagrevanja na trajanje
naknadnog svetljenja

I od temperature prethodnog zagrevanja zavisi trajanje naknadnog
svetljenja. | uop3te, kvalitet fosfora u mnogome zavisi od na¢ina njegovog
spravljanja Sto danas pretstavlja predmet nau¢nog ispitivanja (9).

Kutzelnig je topio preparate i naknadno svetljenje nije nasao. Zna¢i,
postoji efekt temperature prethodnog zagrevanja. Stoga je i ovde izvreno
nekoliko ogleda da se vidi to dejstvo ako se menja temperatura ispara-
vanja, odnosno kristalizacije. Merenja su izvrSena sa fosforima (CdBr, sa
MnCl,) koji su bili zagrevani, odnosno pripremani prvo na 100, 200 a onda
i na 300°C. Upotrebljavani su preparati sa 309% molarne koncentracije
MnCl,. Rezultati su bili slede¢i:

Tabela 5.
N — S T
Temperatura prethodnog | |
zagrevanje 100°C | 2000C i 300°C
S -
Vreme trajanja | - '
naknadnog svetijenja 312 | 3 ] 0,94 (u secundama), ]

Fluorescencija kontinuirano prelazi u crvenu od oranz-boje kada povi-
Savamo temperaturu prethodnog zagrevanja i ja¢a je po intenzitetu. U
isto vreme, sa prethodnim zagrevanjem od 300°C, naknadno svetljenje je
znatno krace (0,94 sec.).



125

3. Uticaj nadina spravljanja fosfora na njihovu fluorescenciju

U ovom paragrafu bi¢e ukratko re¢i o onoj fluorescenciji koja se
javlja kod preparata dobijenih putem kristalizacije a ne topljenjem, jer se
u nekim slu¢ajevima srefe razlika u ponaSanju. Ocigledno se primecuje
da se boja fluorescencije pomera ka oranZ (za slutaj CdBr,XMnCl,) u
odnosu na onu fluorescenciju koju je dobio Kutzelnig. To je slucaj kod
svih preparata bez obzira na koncentraciju mangana. Dalje, vizuelno posma-
trano, intenzitet takve oranZ-fluorescencije slabiji je od one kod topljenih
primeraka.

-

Sa sniZavanjem temperature fluorescencija gubi u svom intenzitetu.
Sa poviSenjem, pak, temperature fluorescencija ne slabi. Tako, na pr., Cak
i na 200°C intenzitet fluorescencije nije primetno niSta manji od fluores-
cencije na sobnoj temperaturi.

Gore navedeni etekti izraziti su samo u slucaju kada se preparati
ispituju u toku nekoliko ¢asova posle spravljanja fosfora. Izgleda da
dolazi do raspadanja kristalne strukture i vlaZenja. No, to Ce se kasnije
ispitivati.

Zakljutak

Pronaden je novi nacin dobijanja luminescentnih materijala sa osnovom
kadijumovih halogena aktiviranih manganom, putem kristalizacije iz rastvora
komponenata do temperature od 200°C. Tako dobijeni fosfori karakteristiCni
su po svom relativno dugotrajnom naknadnom svetljenju koga nije bilo
kada se fosfor dobijao topljenjem komponenata. Po Kutzelnigu, Aljavdinu
i Balinu CdJ, sa MnCl, ne daje nikakvo naknadno svetljenje na sobnoj
temperaturi (1, 2, 5, 6).

Kod CdBr, sa MnCl, javlja se naknadno svetljenje iste boje kao i
fluorescencija, a CdCl, (sa MnCl,®) daje posle prekida ekscitacije svetlo-
zelenu fosforescenciju.

Iz dobijenih rezultata mozZe se izvu¢i zakljucak da postoji izvestna
razlika u svetljenju CdBr, s jedne i CdCl, i CdF, sa manganom s druge
strane. Slede¢a tabela daje pregled rezultata:

*) 1 MnSO,
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Tabela 6.

Osnovni

materijal Aktivator

SE—
CdBr, |

MnCl,

MnSO,

” i
|

cdcl,

MnCl,

., | MnSO,

' Uilca] koncentra-

clje aktivatora na
trajanje naknad-

nog svetljenja

trajanje raste sa
koncentracijom

trajanje opada sa
koncentracijom

koncentracija
nema uticaja

Trajanje naknadnog svetljenja na raznim ¥

temperaturama

na sobnoj

oko 5 sec.

. na —186°C | na plus 100°C

ey " vrlo kratko ali

oko 0,3 sec. (tra- intenzlvno nak.

janje opada) | svetljenja
oko 0,3 sec. » om m :
i i
fosforescencija vrlo kratko
duZe traje

svetljenje

» "

Zakonitost opadanja svetljenja posle prekida ekscitacije zasada nije
proucavana. To, kao i kritiCki pregled u vezi sa nosiocima luminescencije
kod manganom aktiviranih fosfora, bi¢e docnije objavljeno. Pojavljivanje
relativno dugog naknadnog svetljenja navodi na pretpostavku da ovde
moZe da dode do efektivnijeg vezivanja Mn®**-jona sa reSetkom osnovnog

materijala.

I ovoga puta koristim priliku da se zahvalim svome profesoru Dr.
Sretenu Sljiviéu na ukazivanoj pomo¢i i interesu za rad.
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&JIYOPECUEHLUHUS U NOCJHECBEYEHHUE Cd-TAJIOUAHBIX
KPHUCTAJI0®O0CHPOPOB AKTUBHPOBAHHBIX MAPTAHLEM

WHBOTHJE TONONAL, BEOTPAZl

B bl B O A&

OTKpBIT HOBBHIi €NOCOG MOJNYyYeHHs JIOMHHHUCLEHTHbIX MaTepuasyioB
¢ 0cHOBO#l Cd-ranou0B, aKTUBHPAHHBIX MaprasueM, NyTeM KPUCTaNAH3aLuu
Benlectsa u3 pactBopoB npu Temneparype B 200°C. docdopsl, nony
YEHHbI€ 3THM CIMOCOOOM, OTJIMYAIOTCH CBOMM OTHOCHTENBHO MNPOAOKH~
TeJbHbIM [OCJeCBeYeHueM, KakOBOe He Hab/0an0Cch NP |NOJyUYeHHH
¢docdopa cniasnennem Beuiects. [To Kyrueabuury, Anssauny v banuny
CdJy, ¢ MnCly He [NAlOT HUKAKOTO MOCJTECBEYEHHsI MPH KOMHATHOH Temre-
parype (1,2,5,6).

IMpu CdBr, ¢ MnCl, BO3HHKAeT MOCJECBEYEHHE TOTO K€ UBeTa KakK
u ¢uawopecuenuus, a CdCl, (¢ MnCl,) maeT nocne npekpalieHuss BO30y-
XXIEHUs CBeT0-3eseHyio (ocdopeciuesumio.

Ha ocHOBaHuM MOJNYYEHHBIX Pe3yJbTATOB MOMXHO NPUIATH K BHIBOAY,
YTO CyIIeCTBYEeT M3BECTHasl pa3Hulla B cBeueHuu CdBr, c oxHol, nu CdCL. u
CdF, ¢ mapranuem ¢ Jpyroii cTtopoHnbl. JlaHHble 06 3TOM NpPUBEAEHBl B
caenywouleit Tabaune:

% | |BansHHE KOHLe- |
IO ﬁ; 'Tpau"“ AKTHBa- npOIlOJl)KHTeanOCTb nocj1eCBeyeHHs
iM:;'gn:;)HI; AKTHBATOp |TOpPA Ha NPONO.-| NPpH PasHbIX TeMneparypax
p ‘ WHTENbHOCTD |
‘ L m B |
b \ ocuecreqreﬂuﬂ . KomHaTHas | 186°C | 100°C
! i | | ‘
| 1 |
i | IPONOMKHTE b= | okoso 0,3 cek. |oueHb HEMPONOJI-
| | HOCTb YBeaHue- | 0KOJIO 5 NPONOMKHTENb- | XHTEAbHOE, HO
' CdBr, | NnCl, | |
‘ | HHfl C KOHLEHT- | CeKYHI HOCTh COKpAIlld- | HHTEH3HBHOE
| pauunei ; eTcs nocaecBeyeHHe
|
| IPONROMKHTENb~
|HOCTH Cokparua- 0KO0/10 OKOJI0
» i NnSO, ieTca ¢ KoHuent-| 1,52 cek. 0,3 cex. | LA
| | pauwuef
1_,, ———— ; ——————— e e .:_—-—_>_____ —_——— e — |- - —— B ——— ]
| | ; OueHb He
I | K dochopecueHHs
cdcl, MnCl, gl;u::;g:::n 03'5022.( NOAr0 .| MPONOMKHTENB-
i ! ’ NpoNOMKAETCA | HOE CBeueHHe -
| | | -
' | OKO0/0
MnSO
i - 5 1,35 cex. . .
1 i
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3aKOHOMEPHOCTL 34TYXaHHsl M3JyYeHHsl CBETA N0C/Ie NPEKPaLleHUs BO30Yy X~
JeHusl 10 CHX MOp ellle He u3ydanach. ITO 3aTyXaHHe a TaKKE KPHTH-
yeckuit 0630p HOCUTenedl JIIOMUHWUCLEHUHMH Y docdopoB, aKTHBMPAHHX
mapraHien, 6yayT onyG6auKOBaHbI MO3XKeE. [TosiBieHMe CPaBHHUTEJBHO MPO-
JOMKMTENBLHOrO MOC/JeCBeYeHHsl BH3RIBAaeT NPEAINON0KeHHe, YTO B IAHHOM
clyyae MOXKET HAcTynuTh Gosee 3QGdeKTHBHOE COCAHHEHHE Mn?+-uona
¢ peweTrKoff OCHOBHOrO MaTepuaJa.
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PELLIEE NPOBJIEMA 1 OBJAB/bEHOT ¥ ,BECHUKY“
VII, 1—2 (1955)

Peweme ropwer npo6aema noGuja ce cienehum pesonoBameM. Heka
je P ckyn on n enemenarta u Heka ¢y I,CP, i=1,2,...,k MNOTCKynoBsu
on P Koju ce cacTtoje o1 mo s, eremeHara tako aa je Iy [;=v (v=mnpa-

i=k
3aH cKyn) 3a i==j. Ca p o3nauumo 6poj enemenata ckyna S=P\ U/
. 1

. k . . ' .

Tana je 3 s, +p=n. [locmarpajmo one nepmyTanuje esnemeHara u3 P Koje
i=]

umajy ocobuHy gma cy eaeMmeHtn ckyna [y, i=1,2,...,k, 3ajexuo, 6e3

063upa Ha WHUXOB Meljyco6HM nopenak. '

1° TTopen ropwer yc/a0Ba MOCTABUMO jOLI jeJaH: HeKa y CBUM Tpa-
XKEHUM MepMyTalujamMa noTcKynosu [; 6yny ypeheHu 1o BeJIHUYUHU HUXO-
BUX MHJIEKCa, T. |.

b, =L (1)

Hauun rpahemwa osux mnepmyrammja je caemehu. Haumuumo cse mep-
MyTauuje esnemeHara M3 S u enemeHTa l y3eror k myra. Y CBakoj OBaKo

N06MBEHO] MePMyTalujd CTABUMO MecTO k jexuHuua ckymose Iy, [y, ..., g
y3eBuu y o63up (1). Ox cBake OBakO [noGHBeHe MepMyTalkje MOXeMO
HauuHuTu §,!s,!... 5! HOBuX nepmyrtyjyhu enemente y I;. bpoj P’ cBux
TPaxeHux nepMmyrauuja Ouhe, npema HauuHy rpahema,
!
P':s,!sgz...skl».(‘?—;"i. )

2" Heka je a+b-+c=Fk IlocmaTpajMo oHe mepMyrauuje eJgeMeHara
cKyna S u enemenara norckynosa [, i=1,2,...,k KO& KOjux je ucmy-
bEeH yCJI0B Ja Cy eJeMeHTH M3 [ 3ajefHO0 u JAa Cy MOTCKynoBu [y, a+
c1<hNLa+b usmely norckynosa [y, 1<va u Ip, a+b+1Lp<k.
la 6ucMO HAauMHUIM OBaKBe mnepMmyrauuje (opMupajMO MOHOBO CBe mep-
MyTauuje enemeHarta ckyna S u enemeHta 1 yseror k nyra (oGenexumo

9 Becuuk maTemaTuuapa u ¢u3anuapa
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tTe mnepmyrauuje ca (A)). Hauunumo cajza cBe nepmyTranuje eJeMeHaTa
Iy, a+1<{h<a+b (nocmarpajyhu cBakuM Ol OBMX NMOTCKYNOBa Kao jelaH
eanemenar), 3atum Iy, 1<v<{a u Iy, a+b+1 p<k. Ox osux nepmy-
ranuja HauuHuMo a!b!c! ‘'mepmytammja om no k enemenara Iy, In, I,
KOJ KOjux je

ry<I<TIn

u jouwr a!blc! xkox kojux je
N <)<,

(o6enexuMo 0OBaj CKynm mepMmyTanuja on mo k enemenata ca (B)). CtaBumo
caga MecTo enemeHta 1 y cBaky on nepmyrtauuja (A) enemeHTe CBake
ox nepmyTtanuja (B) u 01 cBake OJ OBakO NOOMjeHHUX NepMyTanuja HauM-
HUMO s,15,!...8;! HOBuX nepmyrtyjyhu enemenre y I, I, I'n. bpoj P’
OBMX MepMyTauuja je

!
P"=2s,!szl...sk!a!blc!%'—. ®3)

Pemnmo cama no3unuonu mnpobaem a). Bpoj P, nepMyTramnmja on n

enemMeHaTa Koje uMajy OCOGMHY Ja Cy a esnemeHata norckyna [y (KOju je
Je0 CKyma CBMX eJieMeHaTa) 3ajefHo, je npema (2) 3a s,=d, §,=S5...=
=8=0, p=n—u,

Pi=al (n—a+1)L

3a peweme npobaema (6) craBumo y (2)
Si=a, =0, §3=8,=...=5,=0, p=n-a-J

TaKo ma 3a 6poj Py nepMyTanuja eiemeHara ckyna P 3a I« C P, [ CP,
I'«NIg=v Koje umajy 0cobuHy pa cy exnementu u3 ¢ MCIPEJ eJeme-
Hata u3 Iy, nobujamo

Bpoj Py nepMyTauMja eaeMeHara ckyna [ Koj KOjuX je UCHyibeH
yCJIOB Ha Cy eneMeHTH u3 [y, I, I'y 3ajenno u [y ucnpen Iz ncnpen
I'y uw I'nCP, I'yC P, I'yCP, F'eNlz=v, F'«Nly=v, UIl'y=v usnocu
npeMa (2) 3a §,=a, $,=8, S3=7Y, 5,=85...5=0,

P _ g 8l y! (n- a—g!—yﬁ‘S)l
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Bpoj Py’ nepmyrauuja, KoL Kojux je I'g usmehy I u I'y, mnpema
(3) 3a a=b=c=1 wusHocu

P},vzcxlBl)‘!—(n_awB-Y-'-g)l :
3

3a pewerbe ,NO3MIMOHMX NPOGJAEMA“ KOJ KOjUX Ce nocmarpajy noje-
JAMHA €JIEMEHTH JNOBOJbHO j€ CTAaBUTH a=B=Y=1.

Pewewe mnpo6sema 1) Hanmasu ce cauyno kao y 2° craBbajyhu
Sy=8,=83=1, s,=03a m=4,5,...,k Tako na umamo na je

nl

Pr=—

6poj mepmyramuja TakBMX J1a je €JEMEHT a, MCIpej] eleMeHaTa aq 4 a.
Pememwe mnpo6aema 2) nako poGuBamo axo y (2) craBumo s, =g,
$=8B,...,5%=06, p=0, omaxkae ciaemgu

pr=alpl...o!

llpumeatia 1. Ha ananoran sauwu pewasa ce u [Ipo6aem 1 uznoxen

Ha crp. 29 y kmwusu: Dr Zlatko P. Mamuzié, Kombinatorika,
Metematicka biblioteka, Ne 6, n3x. ,Nolit“ 1957, Beograd.

Ilpumenba 2. ]J10 ropmer mOCTyNK3 3a peleme NIOCMATPaHOr Npo-

GsiemMa Z0WIM Cy HE3AaBMCHO jexaH Of APyror: normucanu, I-p [I. Mapko-
Buh u [I-p 3. Mamysuh.

A. Annahesuh. Beorpan



ERRATA

Crpana u pen

810 cToju 4x, Tpeba 4 x3
8 Y o6pacuuma (19) mecto R, u R, tpe6a na croju R
Dy P
8s crojun — (p,+...) tpe6a — (x, py+...)
Xy Xy
8 Mecto jennayune koja ce Hanasu y 3anmeM pely OBe cTpaHe, Tpe6a na
cToju:

be+mz—-b,
——— +b,, m=4(14+C),

X, 1 b
= — + — Vp2 -
z=0b, log x £ \/b|+mx?i A log

Vo2 +mx3+0,
rae cy b, u b, nBe NPOM3BOMHE KOHCTAHTE.
654  cro MARKVITCH tpe6a MARKOVITCH
1ge . TOPALAC ., TOPOLAC
127, . NnCl . Mncl,
127, . Nmso, . MasO,
e
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