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SUR CERTAINES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
A DEUX FONCTIONS INCONNUES

par DRAGOSLAY S. MITRINOVITCH, BEOGRAD

On indique un nouveau procédé permettant de trouver des solutions
{u(x,y), v (x,y)} des équations indéterminées (1), (5), (10), (14), etc.

1. A plusieurs reprises nous avons étudié certaines équations diffé-
‘ rentielles ordinaires indéterminées et avons indiqué trois procédés d’inté-
gration de telles équations dans des cas assez généraux [1]. A présent,
nous signalerons un procédé fournissant des solutions {u(x,y), v (x, )}
de I’équation aux dérivées partielles suivante

1 d*u k v
u 0x9dy v 0x 0y
ainsi que de plusieurs autres équations.

&)

) (k = const),

Posons dans (1)
(2) u="T(),
T étant une fonetion arbitraire de v, supposée dérivable, avec
T'=dT]dv, T"=d*T/dv?.
L’équation (1), grace a la transformation (2), devient
2y uT* av dv '
()x(’)y'== kT —vT' ox _6;, (kT VT o O);

ce qui est I’équation de Hoppe [2] (qu'on nomme quelquefois équation
de Goursat).

La solution générale de l'équation (3) est définie par Ia relation
vT" : .
4 dvexp(— | ——————dv)|= X+ ¥,
@ fv p( fkT—vT’ )"‘+
avec X=X (x), Y=Y(y) fonctions grbitraires, suppesées dérivables.

®)



Par suite, la forme de la fonction T étant donnée, on aura, a laide
de (4), linconnue v en fonction de X + Y et ensuite, en vertu-de (2),

l’autre inconnue
=T{(X + Y)}.

La solution {u(x,y) v (x,y)} de (1), obtenue plus haﬁt,.contient trois
fonctions arbitraires.

Les fonctions
u=(X + y)(}\'-kk)/()é’-—k)’ v=(X + y)(}\—k)/(k’—k)
avec A = const == =+ k', présehtent une solution particuliere de (1).
2. Considérons maintenant 1’équation indéterminée -
du ou o%v ov .
o /oy ~Fow [ oy’
et essayons d’en trouver des solutions {u(x,y), v"(x,y)} en partant de
la relation
6) u=T(®).
On a, aprds calculs effectués, I’équation

(5) (k = const=F0),

ov 62 ov\®
7 1-k T’—+3T” +T"{—) =0.
0 ( ) ox38 ox bx (dx)

Pour intégrer la derniére équation, il faut parallélemeﬁt avec
(7) considérer I'équation différentielle ordinaire

(8) (1 —k) T'v'" + 3Ty vn T" (vl s

oit v=dlv/dxi, i=1, 2, 3.
- En posant v'=p dans (8), on obtient l’équation

(1-k)r'[(d”) +p ]+37‘" LA T
dv d

laquelle se transforme en

9) (1-k) T’(2P2+ Z—P)+ 3T”P+ T" =0, p—exp (dev).

L’équation (9) est une équation de thcat: pour P (v). Par suite, c’est
un’ probléme de plus dont fa solution dépend de ceite célebre équatnon
dliférentxelle

~Pour. k =1, 'équation -(9).- devxent trés simple...

3. Prenons enfin I'équatiof

aw . 2LsZ (o—y{- sidt )+(——9—)—°1=o



avec k=const, a=a (f), a’=da/d}, a“=a%q/d?. -~
L’équation (10), en y faisant -

(1) o f=T @)

prend la forme suivante

02T 2T oT 10T
12 —_— k—)|+—-—=0
(12) da? (0y' ay) a Oa
et ensuite
2 2
(13) O_T+a_l‘ + k §I=0 (a=exp}\).

0z 9y dy
Dans le cas oit k=0, I'équation (10) devient une transformation de
I’équation de Laplace.

N. Saltikow {cf. [3], p. 225—227}, par une voie assez compliquée, a'
intégré I’équation (10) pour le cas particulier k = 0.

4. Lorsqu’on donne, par avance, une des fonctions u et v, par exem-
ple, v=v, (x, y), I’équation (1) prend la forme
0%u
ox 0y

=F (X, y) U,:

ce qui est une équation- doﬁt la solution peutv étre déterminée pour des
formes trés particulieres de F (x, y). Ce fait montre que le procéde, appli-
qué dans les paragraphes 1—3% de cette Note, présente quelque intérét.

5. Le procédé employé plus haut s’applique aussi, avec succés, par
exemple aux équations suivantes

*u /du 6' v 02u ou kaz 0%y

(14) e
ox? Oy. 8x2 dy ox? by ox2/ oy?

etc.

Observons qu'on pourrait mettre en correspondance I’équation de
Demoulin {cf. [3], p. 221} :
o L [&)ozo
0xdy  f(2)dxay
{f (2), F (x,y) fonctions quelconques}
avec une classe d’équations aux dérivées partielles indéterminées. -

+f(2)F(x,y)

Il serait intéressant de développer les résultats de cette Note, en
appliquant le procédé indiqué 2 différentes équations aux dérivées parti-
elles indéterminées.
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'O NEKIM PARCIJALNIM JEDNACINAMA SA DVE NEPOZNATE
FUNKCIJE

D. S MITRINOVIC, BEOGRAD
Sadrzaj
U ovom ¢lanku je dat jedanﬁostupak za iznalaZenje reSenja
o {e ) v ()
parcijalne jednacine (1), sa dve nepoznate funkcije u i v.
Ovaj postupak je primenjen i na druge parcijalne jednacine [jedna-

¢ine (5), (10)] i ukazana je ‘moguénost njegove primene na parcijalne jed-
nadine oblika (14).
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THEOREME DE JACOBI POUR LE SYSTEMEY
D’EQUATIONS EN INVOLUTION DE DARBOUX-LIE

par BORIVO] RACHA JSKY, BEOGRAD.

Sommaire. Formation de I'irtégrale générale des caraciérlsthues A l'aide
de lintégrale compléte pour un systéme d’équations aux dérivées partielles du
secorid ordre en involutfon de Darboux-Lie.

Introduction. Jacobi [1] 4 étudié ce probléme cormcertant utie équdtion
du preriier ordre. Les réstltats de ces recherches sont généralisés par N.
Saltykow (2, 4], Th. De-Donder [3] etc.

Pour le cas d’un systeme d’équations sux dérivées partielles du sécond
ordre en involation de Ddrboux-Lie ce probleme dvait éf€ traité ‘par E.
Goursat [5]. Cependant son procédé peut étre simplifi€ et mis sous la forme
analogue a celle de la théorie des équations aux dérivées partielles du
premier ordre. On y reussit grace 2 la condition qui doit satisfaire Pinté-
grale compléte du systéme -consideré que nous venons de trouver [6].

L’étude de ce probléme est d’autant plus intétessant que N. Saltykow
avait récemment résolu le probléme inverse [7]. Généralisant la notion des
fonctions des caractéristiques if avail obtemu les conditions nécessaites et
suffisanfes pour la formation d’'une intégrale complete du systeme d’éqna-
tions Darboux-Lie a I'aide de I'intégrale des caractéristiques.

I. Considérons le systeme en invofution de Darboux-Lie

8)) f r+f(xy2p45)=0
t+ Q(X’Y»Z:P: q,S) =0
et le systéme correspondant dey earactéristiques
() dea D 2 ... - ds
f’ p+fsq —f+fcs S-—(pfs _Dyf

) Caommreno y Hpywrsy mdfematnsapd  dususapa HP Cpufe 10.1V.1956.
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E. Goursat [5], partant de I'intégrale compléte
(2) . F(xry’z,cuczvcs’ci):()

en tire, grace aux considérations géometriques, une courbe Vcaractéristiques
- moyennant I'équation (2) et ’équation suivante :

OF | OF dCy  OF dCy  OF dC,
3 e = T, T

L’équation (3) définit la fonction y de la variable x. Parce que les multi-
plicités correspodantes des caractéristiques des éléments du second ordre
satisfont aux équations différentielles des caractéristiques, E. Goursat obtient
deux relations ; B

dC, dC,s dC
4 #(C,, G, Gy, C,, 22, 958 4)=0, i=1,2
4) '(1"3‘CdC,dC, (=12
entre les sept parametres C,, C,, Cg, C,, £— dC, dly flgurant dans I’équ-
- dc,’ dc,’ dc,

.ation (3). Eliminant grace aux relations (4) deux des parameétres, la courbe .
caracténstnque ne depend que de cing parametres. En pratique la déter-
“'mination des relations mentionnées (4) et les éliminations correspodantes
présentent souvent de trés grandes difficultés.

Il Mettons lintégrale complete du systtme (1) sous la forme

(5) z2=V(x,y,Cy, Cs, Cy, Cp),
en posant ‘
V, Vi, Vy, Vi, ‘
6 Ao D( *u_ﬂ 0.
( ) ¢ Cl! C2! Cn» C =f= ) '
4 Il est aisé de démontrer que les formules
6y - 2=V, p=Vy, q=V,, s=V, - _
définissent les quatre premiéres intégrales du systeme (1’), En effet, on a
dz dp dy
— = Vi + V — = Ve + Vy,— ,
dx * Ydx'  dx g ® dx
dq dy ‘ds
—“ =V Vye—=, — = Vay + Vo=
dx ok L dx’ dx i xy’d

et en vertu des formules connues [6]

A A
C(f)==E, —(Dyf) = Vay - 2 Ve
Axy . 'Axy



et aussi

'd_}i”(fS)v

le symbole ( ) désignant le résultat de la substitution de z,p,q,s respec-
tivement par V, V,, Vy, Vyy et Ax, Ay les détermmants fonctionels

AnwD (v, Ve, vy, sz), Ay,_o( v, Vs, Vs, vy.)

C,C; G, Cy

C! ’ Cz: ('3) Cl

on obtient, en éliminant les constantes C; définies par les formules (5'),

les équations suivantes

dz dp

=S + LR — = == .+sa-

== qfsy Tr f+ sf

.dq ds
=s—9@fs, —=—-D

dx cpf ©odx v

IlI. En différentiant les identités évidentes

02V oV oV oV
+ X, Y, V) s T =Ny
ox? f( e by axay) -
: o2V, vV oV 9V
. e ’ V) — m—y T | = 0!
oy*’ (p(x g dx dy Ox Oy)
par rapport 2 C; on obtient
8 2 2
™) X 4 + (df) +(0_f) otV (Of) v
9x29Cx - \0z/ 0Cy dp) 9x 0Ck 9q/ 0y 0Cy
0s/ 0x dy 0Ck
(8) 1% 4 <6ep) 1% " (0(9) a2V + (Qg_;) 2V
dy’aC,‘ 0z/ 0Cy Op ox OC,, 6q ()y OCk
- L |
ds/ dxdyaC ’

(k=1 2, 3, 4).
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‘Gréce 2 linvolution du systdme (1) et aux équaiions des caractéristiques

(1) on a les relations

1
()

, Y _t) =
9) 2~ )

;ll est connu que l'intégrale complete (5) vérifie identiquement la condi-
‘tion, [6],

(10) By Ap— A%, = 0.

En vertu de (6), on conclut de (10)

(11) D=0, Ap==0. :
En éliminant (%), (gﬁ), (2—2), (3;2), (g_::)’ (g_j;) des équations (7)

et (8) on obtient, en vertu des (6), (9) et (11), deux relations pour définir
la fonction y

‘(12 Ax!dx +Axy dy = 0,
(13) Agydx + Aypdy =0,
‘Or, elles se confondent, grace a la condition (10).

IV. Introduisons les symbeles suivants

. V, Ve, Vy\ . Ve,V IV, Ve = IV VR
(], k=D ’_’“_y)' ,-,'ED(_Q_J'), i j ED( ’ *), ','ED(—’—")
) (c,,c,.,c,, G:0=D(Z0%). (.D=D(-C), @D o

‘Considérons treis hypethéses suivantes:

a) Supposons, d’abord, que le systtme (1) n’admet pas d'intégrales
intermédiaires avec une consfante arbitraire, c¢’est-a-dire que (i,j,k)==0,
(i, k=1,23,4). Utilisoys les identités évidentes

[ (B0 (h K)x = (WK G iy Dx + () (b Ky D = Vi B,
G 0) (s K)y = (i ) (o dy Dy + () (i by D)y =V, Agy,
D) (i B = GR) GiisDe + @D (i by De = Vi Asy,
@D Gy k)y - i, k) G, i, Dy + (i, J) (i k, l)y= VA,

(14)
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oit ( ). et ( )y désignant les dérivées partielles correspodantes par
rapport aux x et y. On a de plus les identités

0 GR) - @GR GD==V.G k1),
() B = (k) D= Vil k.
Formons les identités suivantes
(i, k) By = (i, k) Bz = (i, k, 1) (1 s K)x — (s 05 k) (is K De
(i, k) Ays = (i, k) Axy=(L, K, 1) (is s k?y ~ (i, 1 k) (L k, Dy
qui donnent, grace a la condition (10)

. _f’_[(_i»_kﬂ 3{@&
(10) ox (i, j, k)] oyl k)]
As Ay

L’équation (12), introduisant la désignation

(i, k)
admet l'intégrale sous le forme suivante
a=const., ax==0, a,=30.

En effet, grace aux conditions (6), (10), (11) et (10) on peut toujours
choisir les index i, j, k,[ de telle mani¢re que la fonction o soit dépandue
des variables x et y. :

On a de méme, d’une maniére analogue, les intégrales de I’équation
mentionnée )

=const, y= ("-—kl-l—) = const.

_GiD
d (b1, 4)

(i,i, k)

Ot, «, B, y ne sont pas distinicies pat rapport aux variables x et y. Démon-
trons cela, par exemple, pour les fonctions a et f. Considérons le déter-
minant
- A=D (E’—E)
x,y
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Substituant y les expressionns a el B, on obtient Ia relation

-~ o 1 (i:i)k) (i)ilk)x (i.iy k)y
(15) A'= Wi o i D) (i, Dx ()i, )y

(k1) (i ky Dy (i, 1),

D’autre part, grace aux identités (14), on obtient la relation suivante -

: (i k) (e ()
Vi(dwedy—A%) = (i) ( )x ( )y

kD (e ()

et 'on a en vertu de (15) et (10),

Vi(Axdy - Aiy) _
(i) k’ I)‘

A=

De cette maniére on peut prendre
(16) a = const,, ay,a,==0
pour'l’intégrale cherchée des caraétéristiques; .

b) Passons, a présent, a la seconde hypothése. Si la fonction inconnue
ne figure pas dans le systtme (1) et Cj représente la constante arbitraire
additive dans l'intégrale compléte, alors, en verfu de (16), I'intégrale des
caractéristiques admet la forme suivante . '

(X))
(&)

= const.

c) Supposons, enfin, conservant I'hypothése de b) que le systeme
(1) ait une intégrale intermédiaire ayant la constante C;, c’est-a-dire que
Pon a (j, k,I) =0. Dans ce cas l'intégrale cherchée des caractéristiques,
admet la forme :

Va

. V.
= const, ou -2 — const.
xje® yi
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Conclusion. L’intégrale générale des caractéristiques est définie,
en vertu de l’ingégrale compléte, par les formules suivantes :

‘ v, Vs, V V, Ve, Vy \
2=V, p=Vx, g=Vy, s=Vxy, a=D __'_x_’_l'_>:p(_'_'_’_y)=c,
? x~q S i (Cl')cjrck C,‘,C,,Ck y

a, 40 et a,=0.
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JACOBI-EBA TEOPEMA 3A CUCTEME NMAPLUJAJHUX
JEOIHAYHUHA Y MHBOJYUHUJU DARBOUX-LIE-A

/

BOPHUBO JE PAIIA JCKH, BEOIPA]

Cangpxalij

[TosHaTo je Ja MOCTOjH BHILUE aHAJOTHHX OCOGHHA H3Mehy maplujalTHHX
jenHaunHa | pefla ¥ CHCTeMa napuujanHux jeanaunxa Il peja y HHBOJMYLHM]H
Darboux-Lie-a. Tako HexaBHO, [7], cy moMohy KapakTepHCTHUHHX (yHKIH]a,
JATH MOTPeGHM M AOBOLHH YCAOBH 3a (GOpMHpame NOTHYHOr 'HHTErpana
oxrosapajyher cucrema Il pexa, Kaja je NO3HAaT OMIUTH HHTErpakx T3B.
cucreMa AudepeHIHjaTHHX jefHayuHA 3a KaPaKTEPHCTHKE. .
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¥ 0BOM WXASHKY TpeTHpa ce npoGaeM KOjM j€ MHEEP3aH NMOMEHYTOM:
¢opmuparme onwrer WHTErpaNa KepakTepUCTWKA NOMOhY MOTNYHOr HHTe-
rpana. [lo3Hato je Xa je OBaj mpoGieM y TEOPHjd NapUMja/HHX jeXHAYHHA
- I pexa pewer T38. Jacobi-esom Teopemowm, [1], [2], [4].

Kopucrehu ycnos (10), [6], koju nmoTnyHu uHTErpan CHCTeMa 3aLO0BO-
JbaBa, A06ujamMO caenehin pesyuaraT, KOjH, Mak, mo cBojoj (Gopmu HajBHIe
OAroBapa HaBeneHOj Jacobi-eBo] Teopemu:

Onwrtu HHTErpan KapakTepHCTHKa Ae(HHHCAH je mOMOhy mNOTHyHOr
HHTErpana (5) cnepehum ¢opmynama:

z2=V(xyC,C,C,C), p= Vs, g=Vy, s=Vyx,

V, VXD Vy—).D( V,Vx; VY)=C5’ ax-_-i:O’ ay=|=0.

Ci,Ci G /) Cia G Cp

Hare cy u o.nronapajyﬁe (dopmyne 3a cHcTeMe cnenujaHMjHX OCOGHNA.

aED(
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SUR CERTAINES RELATIONS RESTANT VALABLES SI L'ON
PERMUTE LES OPERATEURS Y INTERVENANT®*

par DRAGOSLAYV S. MITRINOVITCH, BEOGRAD

1. Dans le livre {cf. [1], p. 121} de Pdlya et de Szegs on trouve um
probléme, numéroté par 28, que voici:

.Es seien a, b, c,...,k, | irgendweise nichtnegative ganze Zahlen.
Es ist

max (a, b,¢,...,k,1])
=a+b+c+...+k+!
-~ tmin (a, b) — min (a,c¢) — ... — min(k, ()

+ min(a,b,¢) + ...

+ min(a, b,¢y...,k1)."

A la page 329 du livre cité se trouve la vérification du résultat susdit.
Nous allons appeler la relation indiquée: relation (P- S).

Dans ce qui suit nous allons donner une nouvelle démonstration de
Ja relation (P - 8), en montrant 2 la fois que 1a relation (P -.S) est valable
non seulement pour les nombres

a,b,e,.... ki

appartenant 3 I'ensemble '
0,1,2:8,.:4
mais aussi poyr lgs n nombres réels quelconques.

, Egalement, nous montrerons que la relation (P~§) reste valable, si
I'on y permute les opérateuss max & min.

* Nous sommes redevables & Monsieur le Professeur G. Pélya qui -a bien voulu lire
cette Note en manuscrit.
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2. Pour tout I'ensemble E des nombres réels
ai,0y,...,0a,

des deux identités suivantes sont valables:
«1) max (ay,a,,...,a,) = me (ay)

2 min (a,, a,)
+ 2 min (a,, a,, a;)

+ (= 1yt D min(ay, gy, )
+ .

+ (—1)"—12mm(a,,a,, oo 58 )3
{2) min (a,,az, ; ,a,,)—Emax(a,)

- 2 max (a,, a,)
+ Emax (a,,‘az,as)

+(—l)k-tzmax(auam---:ak)
s 4
i (_l)p—xz max (a;,dy,...,0,).

Chague 2. dans les relations (1) et (2) est étendue a toutes les com-
bmalsons de la classe indiquée. Ainsi, par exemple, la somme = min (al,a,)
-signifie:

min (a, , a;) + min (a,, ag) + min (a,,a,) + ... + min (a,, a,)
+ min (a,, ag) + min (az, a,) + ... 4 min(a,, a,)
R

' + min (an_, 6,);
‘la somme X max (q,) représente :

max (a,) + max (a,) + + max (a,)

e =43+ a3+ ...+ ap;
«etc.
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Sans nuire 2 la généralité des relations (1) et (2), on peut supposer que
(3) . . . .al>al>-~'->ﬂk>...>an.

-Ceci étant, I'expression figurant dans le second mémbre de la relation
(1) peut s’écrire comme suit: '

8y
+ a,{1-1}
+ag{l1-2+1}
() (5 el
+ ... .

carfi=(7) (5 r )

La somme précédente se réduit 2 a,,'é_tanAt donné qu’on a

R T I

si k présente un nombre naturel.

Le premier membre de la relation (1), sous la condition (3), se
rameéne aussi a a,. Par suite, la relation (1) est démontrée.

Le second membre de la relation (2) s’écrit:

el )
S A = R

+ ..

o R )
o li=)
+a,. ‘

et se raméne, grace 2 lxdentlté (4), 2 a,. Le premier membfe de la rela-
tiom (2) .étant aussi égal a a,,  la relation . (2) est ainsi_- complétement

- démontrée.

Becnnx na-reumu'apl u m3nuapa 2

-
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Lés teélations (1) et (2) testunt égalemvent valables si parmi les nom-
bres a,, a,5,..., a, il y en a de tels qui sont égaux entre eux.

Récemment, nous avons établi une autreé relation ol interviennent les
opérateurs ritax &8t min {el [2}). Voit aussi les wotes [3] of [4].

3. Application. Considérons maintenant les n nombres nafurels
Py, Py,..., P,

et écrivons les sous la forme (,prime factorisation*):
1 1 1
P =piipa*...pr",
2 2
Py = pi'pat...pr",

A a
Pp=pi' p2®...pr", -
olt py, py,..., pr sont des nombres premiers et ou les éléments de la
" matrice

; 1 1
a} L4 ... q
8 2 2
a; G ... &
n
ay a; a;

sont des entiers non négatifs.
Désignori¢ pat
(P, Py,..., P,) et [Py, P,,..., Ps)
respectivement le plas grand commpn divisewr {p.g.c.d.} et le plus petit
commun multiple {p.p.c. m.} des nombres indiqués. :
Ceci étant admis, on peut écrire:

Pyy Pyyeo, P = pliphe.. pbr

i [Px,P:,...,Psl=pldlp2dz....pgr
avec
8, = min (a}, at,..., ar),
dy—max{ai, af ,..., af).

- Nows somiies, & piésemd, dams la posgibilité Fdmblit ks . felations
- que voici: e 2 . e
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1. n pair:
[nypggv--,Pn] =.

H(Pl)n'(Plypz»Ps)"'n(Pirpz,-'-)Pn—l)
n(Px’Pz)H(Pl’P27P89P&)"'n(Px’st---yPn)

’

Il. n impair:
[Pi,Pz,...,Pn]=

H(P‘I)n(Pl’PisPl)"'n(PhP!""-’Pn)
*TI(Pyy P TI(Py, Py Pys PoY e oo TH(Pys Py yo vy Pp—y)

Hl. n pair:
(Py,Py,..., Pg) =

OIP I[P, Pyy Pyl oo - TX[Pys Pyyuvvy Pyoy)
: H[P1’P2]H[PUPS’Pi:Pd"'H[P1)P2!~--’Prx]

1V. n impair:
(Pys Posiovis Py) o=

TP TI[Py, Py, Py]... TL[Py, Py, ...5 Pa) .
n[Pl,le H[P1,P’,P.gp‘] « . H[P‘,Pg,a..,P"ul]

Dans ces relations les produits [T s’étendent 2 toutes les combinaisons .
de la classe indiquée. Ainsi, par eéxemple, dans (I) (P, P,) signifie:

(P,,P,)(P-I,P,)(P“P,)...(P‘,P,,).
X (Py, Py) (P, P)) - - (Pey Pa)

X (Pg, Pyg) - .. (Py; Pn)
Kiwai

X (Pn._,,P.}.

Le vérification des relations plus haut citées peut se faire sdns dif-
ficulté. A cet effet, déterminons dans le premier et dans le second membre
de la relation (I) 'exposant de la puissance dont la base est p;.

L'eéxposant en question dans le premier membre est

. max (a}, af, ..., af).
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L’exposant dont il s’agit dané le second membre est

- 2 min (a}, a2, . ..., ).

Grace 2 la formule (1); déja établie, on a identiquement
max(a},a?, ..., a’;)‘ = E min (a})

2 min (a, a2)
2 min (al,a?,.. ., a - ‘

ce qui montre que la formule (I) est, A la vérité, exacte.

On peut démontrer les formules (1), (IlI), (IV) de la méme maniere,
mais nous allons omettre ici ces démonstrations.

Les relations (1), (II), (IIl), (IV) jouissent de la propnété qu’elles
restent valables si lon y échange les opérateurs

- SRS G T35 (O O

condms‘ant a lobtention des {p g.c.d.} et {p.p.c.m.)} pour les nombres en
question.

4. En raisonnant, comme précédemment on peut également démon-
trer les formules smvantes .
L. n pair.
max (a,, as, ..., a,)
I min (a,) [ min (a,, ag,a3) ... [1min(ay, a,,...,a,_,)
" M min (a,, a,) [1 min (a1, 05,05, @) ... 1 min (a,, ag,...,a,)
»zll-nim'pair R e e '
I brpay (a,,az, ," ,,)" AR
i (a,) N min (a;, a,, ay) ... [ min @y, agre.ean)
" I min (a5; a,) P min(ay; a5, , 0k T1 min(ay, dg,..e;Gneyq)

 Les deux formules indiquées plus haut demeurent aussi valables si l'on
y échange les opérateurs max ef mm 5
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Dans les dernieres formules les a; (k=1,2,...,n) désignent des qom;
bres réels tels que ap 3= 0. ~

5. Remarque. — Aprés la rédaction de .cette Note, nous avons ren-
contré, par hasard, certaines formules de F. Klein-Barmen {cf. [5], p. 320
et [6], p. 96—97} appartenant a lalgébre des ensembles, formules qui
embrassent celles que nous y avons mdlquées Nous publions toutefois
cette Note a cause des faits suivants:

1° Nous avons retrouvé les formules de Klein-Barmen en partant
d'un point de vue fort différent de, celui de Klein-Barmen;

2° Les “démonstralions de Klein-Barmen exigent une connaissance
élendue de l’algebre des emsembles, tandis que nous avons donné les
démonstrations, fort élémentaires, des formules en question, démonstrations
qui ne sont par fondées sur la théorie de l'algébre des ensembles.
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-

0 HEKHUM PEJlAllPleMA KOJE OCTAJY 'Y BAXKHOCTH AKO
CE NNIEPMYTY]Y ONNEPATOPHU LITO CE Y lbBUMA I'IOJAB.TbYJY

A.C. MUHTPUHOBH'R, BEOIPAL
Cagpxaj

1. 3a peanne 6pojese a,, ay,..., G, ﬁoxaaaﬂa je penayuja:

max (a,, ay, ..., a,) =2 min (a,)
2 min (all an)

+( 1)" ! me(ai»az:---,an)

Kao u ocobuna na oBa penayuja ociaje y Baxcnociu ak0 ce mMax u min
depmyiiyjy.
36upose = Tpe6a NPOTErHYTH Ha CBe KOMOWHallMje Ha3HaueHe KJjace

OA 1 ENEMEHATA (;,0dy,..., dy. Tako, Ha npumep, X min (@, a;) uMa
3Hayeme: :

min (a,, ag) + min (a;, a) + ... + min (a,, a,)
+ min (as, ag) + ... + min (a,, a,) -
' T

~
w

+ min (a,—,, ap).

2. Ca (Py, Py, ..., P;) o3nauen je Hajehu 8ajeIHMYKH [eNHIall MpH-
poauux Gpojesa P, P,, .oy Ps, aca [Py, Py,..., P] HajMatbH 33je IHHUKH
cajipianal HCTHX 6p01eBa.

3a ppupoxue Gpojese P,, Py, ..., P, l0Ka3aH je OBaj pe3yaTar:
n(Pl)n(Plspz’Ps)“'H(Pl'Pz’."" n= ‘) , 1 TIAPHO;
H(Pllpz)n(PUPR)PS’P4) n(Pusz 1P)

I_’I}_(P\,) TL(Pys Pas Py)vos IL(Pyy Pysesss Py). - HETAPAD
H‘(P,,P,)H(P,,Pz,P:,,P,)...H(P“PZ,. Pn_ 1) ¢ '

[Py)Pyseees Py =

3. Mocaeamwa perayuja ocliaje na cnasu ako ce ouepaimopu ( ) u [ ]
Mehycobno fiepmyiiyjy.

[Ipoussoge I1 Tpe6a nNpOIIMPHTH Ha CBe KOMOHHALWje Ha3HaueHe
Knace on n enemenatra P,,P,,..., P,. Tako, Ha mpumep, [I1(P,, P,, P,)
HMa 3Haueme:

{Pys Py Ps) (Py, Pys P oo (Py; Pys Pr)
g 2 o

X (Pn—gs Pn_y, Py).
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SUR L’EXISTENCE DES VALEURS LIMITES DE LA RESULTANTE -
DES FONCTIONS APPARTENANT A LA CLASSE H;, 6>>1

par VOIN DATOVITCH, BEOGRAD

Une fonction f.(2), rég:ﬁliér"e ‘pour |z| < 1, appartient 2 la classe
H;, 8 >0, si l'intégrale

2% .
m(r;f)=;—;tf|f(rg"‘") ® de
0

-,

reste bornée quand r- 1. Dans ce cas la fonction f(z) posséde presque
partout sur le contour du’ cercle-unité une valeur limite déterminée [1].

Particulierement, dans le cas 8 > 1, Hs coincide avec la classe des
séries entieres dont les parties réelles on peut représenter sous la forme
de l'intégrale de Poisson d’une fonction gppartenant a la classe L3 [2]¥).

Ici on va démonirer un théoréme congcernant I'existence des valeurs
limites de la résultante de deux fonctions appartenant a la classe Hs, 8 > 1.

Th 'é'o réem é. — La résultante B
®

F(2) = Zavbvz"

@

/ f(z)=an2", f('z)eua, 8>1’

v=0

de la fonction

et d’une fonction.

Ebvz", g(2) € Hy,

v=0

g(2)=

*) Une fonction mesurable P (8), 0 <8 < 2n, appartient a la classe LS, 8=>1, sl '
) : 2n

fIP(9)|5dﬁ'<oo,‘ s=1.
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oit 'on a ’ . i :
-' 1 1 ~
— 4+ - = 1, - : N
8 &

— est une fonction réguliére et bornée dans Ulintérieur du cercle-unité et,
par conséquant, elle a. presque partout sur le contour du cercle-unité des
valeurs limites bien déterminées.

Dém,onstratjo n. D’aprés la suppqsitioh, la fonction
@ =@+ v
appartlent a la classe H5,8>1, et,” par conséquant, sa partle réelle
u(re!®) peut étre représentée par lmtégrale de Poisson:

l—r2

dd,
1—2rcos (1‘}— Q) +r2

1y u (re'®) = Wfp(a)

oit la fonction de distribution P(&) appartient 2 la classe L3, 6>1
lLa résultante F(2) est, 2 une constante additive prés, égale 2 la fonctxon

[

Gy by + E av-bvzv=—fu(r,q;)-g(z)dq>, r<i,
. T ’ =%
0

v=1
ol z=re ! ®-%) , z=r2e, et
u (r, P) =2 + 2 r (a, cos vcp B., sin vg)
v=l1 \
représente la partie réelle de la fonction f(2). Par suite de l'mégahté de
Holder on a S
@ |5 ute s@w|s

P 0

. 2n ) 15 ;3% .
S fiecomals(& fieowa.
0 . 0 (il

et d’aprés une inégalité de Holder équivalante et par suite de (1) on a

1-p
1 -2rcos(¥—9)+r

2n
1
o q>)|8§5;flp(e>|a
(3) ‘ o :Bn‘

« we

(o] i o)
2::0 1 -2rcos(® -¢) +r2
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alors, en tenant compte de =~ B y

2n

1 1-r

2n 1—2rcos(d — ) +rt
0

4) dy=1

on obtient .

2n .
' 1 . 1 -7
Iy(r,?)lﬁgz—,t{IP(&)lﬁ 1 —2rcos(d — @)+ r dd

Mais, puisque

21 ’ 2n 27 .
lflu(r, PP dcpslf{lflp(ana 1 = : dS}dcp',.
21(0' : _2u,2:t0 1-2rcos(® —¢) +r
0 .

c.-a-d.

2 27 2 ' ' N ' ‘
®) iflu'(r,cp)taaq».glf(lf S dg)|P) (20,
2u0 _211:0 27:0 1-2rcos(¥-¢)+r? )

on a, en vertu de (4),
. 2n 27 .
[1uc o do < [IP@)ioas:
0 [
Donc, puisque P(J) appartient a la classe La; I'intégrale '
2n . .
[l orpae
0

est bornée, et parce que g (2) appartient a la classe Hy , I'intégrale:

2n
. 1 ’
© 5 | £ @

est aussi bornée. . .
De cette mani¢re nous avons demontré que l'intégrale

2z /
1 r . '
et s@d, <1,

0 a
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-est, en vertu de (2), (5) et (6) bornée et, par conséquant, la fonction

-définie par la série
O by + E av by 2¥
; v=1

rest bornée dans lintérieur du cercle-unité; or, la résultante F (2), réguliéré
~dans DPintérieur du cercle-unité, est aussi bornée dans lintérieur de ce
cercle et, par conséquant, d’aprés le théoréme bien connu de Fatou, elle a
-dans presque tous les points du contour du cercle-unité des valeurs limites
-bien déterminées, c. q. f. d.
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+0.EF8UCTEHLMJU TPAHUYHUX BPEJHOCTM PE3YJTAHTE
GYHKUMJA KJIACE H;, 8> 1

B. A JOBHM R, BEOTPAL
-Cagppxaj

Y oBoM pamy noKasaH je ciesehu cTaB:

Pesyaiianiia
F(z)=2av_bvzv
v=0
~¢pynryuje .
f(2)=zavzv, f(z)eHs, 8>1,
. ¥ Vﬁ -
i ynryuje "

g(z)=2”vzv, g(2)cHy, |
’ r=0
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rae je %+El,—=1, — jecdie peryaapra u orpanudena yrkyuja ynymap je-

_AUHUYHOT Kpyra u, dpema ToMe, OHA CKOPO CBYrje Ha py6y mor Kpyra uma
oApehene rpanudHe BpexHOCIIU.

3aucra, npema npe*rnocmauu, dyuknuja f(2)= u(2)+iv(2) npunaga
kracu Hy, 8> 1, Te ce men peanns 1e0 MOXe u3pasutH Poisson-osum
HHTEI‘paJIOM
1-r2

1—2rcos (9 -q)+r?

’

w95 [P®)

f
L

rae ¢yukunuja P (9Y) npunaja kmacn Ld, 8>1. Pesyaranra F(2) je n0
aIWTHBHE KOHCTaHTe jeqHaka GYHKUH]H KOja je AeduHHCaHAa PeOM

@ 2n

*) a.,b.+2avbm=—-fu(r.<o) g(z)dcp, r<t,
v=1 ’

rae je E=relw—°”), z=rte'? 4

u(r,e) = % + 2 r’ (a, cos vy — B,sinve)

v=1

npercraB/ba peansd xeo (Qyukuuje f(z). Ha ocnosn mnoGujene penanuje
1 2n 7 1 an
5 [luop deso - [IP@P @
27 2n
0 ‘0
H OCOGHHE HHTErpana
‘ 1 2x
5o | 18@1F o, g (2) € Hy,
14

a ¢ 063HpOM Ha Hélder-ony Heje JHaKOCT

2n

\— u(re) - g(z)d«p\ ( j|u(r.<p)|6dcp) (;—nﬁg@ww)%'
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'MHTErpan

2x
1 ‘
,—fu(r,v)-g(g)dcp, r<t,
T
, B , ‘

je orpanndes. [lakiae, nowTo je ¢yuknuja neduHmcana pemom (*) pery-
JapHa M OTpaHHYeHa y jeMHHIHOM KDYyry, TO je W pesyaranta F(z) pery-
JapHa W OrpaHHYeHa y TOM Kpyry, Te, Ha OCHOBH nossator Fatou-osor
CTaBa, HMa' CKOPO CBYrie Ha pyOy jeAMHHYHOr Kpyra ojapeljeHe rpaHuuHe
BPEIHOCTH.
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QUELQUES CONSEQUENCES D'UN THEOREME
DES SERIES FONCTIONNELLES '

par LAZAR KARADZ1C, BEOGRAD

Théoréme. — Soient les membres de la suite
'{Bn (x)}
‘fonctions uniformes dans le domaine D. Si les conditions:
(1) G (1)—,<<O(1), i»oo, [i=0,1,2,..; GO()=G (1),

(2) Anag (x) = an (x) -—(rl’)a,,_,(x) + .00 (';)ozi (x) F a5 (x)

=0(l), n»o0,
_sont uniformément remplies dans le domaine D, alors

3) 2 tn (%) B (%) = Z A" ay (x) F® (-1, x€D,
0 '

"y 0

ou
G()= z |Bn(x)|tn 'etbl F(t) = 2 ﬁ,;(x)t".
0 0

Si dans le domaine D la condition (2) est uniformément - remplie et la
_condition (1) ne l'est pas mais, au lieu d'elle, la condition

GO(t)

) 20, <OQ), 1o,
aalorlsv'
) Ean(x)sn(x)—EAn o()”"(” 1y xGD,

. i I

Si 'on suppose que les membres de Ia sulte {p,, (x)} sont des fon-
.ctions "uniformes dans le dothaine D et si‘la’ condition (1) est uniformé-
.ment remplie dans le domaine D, les résultats suivants deviennent évidents:
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a) La fonction
F(t) = 2 Ba(x)tn, xED,
]
est une fonction entiére. Les séries
GOW-a=it Y (7)IBa (0] 1 =0,1,2,.5 GO()=00),
m={

convergent uniforrfiéneht dahs le dofaine D.
b) Si par R,,; on désigne le reste de la série

FO @y = ”2 HEGE

n={
on a alors

@
Ri+1;l+1=ERm,i =FU+V () 4oy,

m=i+1

i=0,1’21"'; Rm-0= ZBH (x)l

n=m
Les membres de la suite des transformations
(6) Rn,i=Rn'fl+1—Rn+1.i'+u i=0,1,2,...,

sont des fonctions uniformes dans le domaine D. ,
c) Les membres de la suite des transformations (6) satisfont unifor~ /
mément aux conditions

’im Rn, i=—0, i=0, 1', 2,...,
3

) x € D,

° ' JAERH1.:‘<G(h‘+1>'(t),,,<M,
=0 '

oit M est ihdep‘endant de x. )
Si I'on soumel la somme des n+1 premiers termes de la série

2 @ (x) Ba (),

c’est-a-dire de la suite

) | S > am () €0),
, \ 5 Iy



31

a la suite des transformations successives (6), ori obtiemt alots le tésultat:

suivant
n

NON D () B () = ! g (HFM (1)1 +
‘ 0

0

»
\ —2(_1)mAmaﬂ(x)Rn+1.mv x€D.
0

, De ce qu’.on' vient de diré plus hatt, ainsi que de la supposition (2),.
il s’ensuit que, selon le théoréme de Toeplitz, la suite-

{2n(~1)mammx) Rn'+1,m}.

A™ a, (%) = ap_m (x) — (T)aﬂ;ma_n (x)+ ... £ eg(x),

dans le domaine D est .une suite-nulle. Alors, si I'on prend que n - oo:
de (9) on obtient (3), c& qu’il fallait démonteér.
La suite des transformations (6),”selon fa supposition (4), prend la.
forme [1] -
rn, i =’n,l+1—‘rn.+1,l+11 I=0’ 1) 2’-*-)

ol Rni "
I'n,¢== 4 ’ l=0,1’2,-c-

Si 'on soumet Fx Suite. (8) 2 la suite de ees frarisformations succes--
sives, on obtient alors de méme qué€ @dans le cas précédent [1]

R

n hy (P
(10) N en@a= S amae (0 =0+
0 0

-

- 2(_ l)’"A’" an(X)lfn+1nrf'

Des suppositions (2) et (4) il résulte que, selon le théoréme = de:
Toeplitz, la suite [1] -

dans le domaine D est une suité-n‘ulie‘. Alors, si I'én’ prend que n- oo,
de- (10) on obtient (5), ce qu'il fallait prouver. :




Soit f(z) une fonction entiere, définie par la série

f(2) -zanz.".ao=f(0)=.t=0-
0 .

Alors, si 'on écrit cette série dans la forme

f (5):52 a2 = 3 f (0) SN RIORHO)
0 . 0
et que l'on pose
oo @,
F(t) —02 B,

.on obtient, selon le susdit théoréme, la relation suivante

i@ =.g G 28 ezj .A"f(O)"—zl-%,

ol la suite {Anf(0)} est une suite-nulle. Mais si cette suite n’est pas une
suite-nulle, alors, au lieu de la fonctlon F (f) = I** nous envosagerons la

fonction

F(f) = eGG) = 2 dy(2t)", d, =0,

ou G (z) est une fonction enhére Alors, si on écrit la séne donnée sous
" 1a forme :
" ' 1

f(2) =2 dy 2 = 2 (a,,)d -

-on obtient, d’aprés le susdxt théoréme la relahon suivante

;(ll)':'? | v;'(z) ZanznseG‘Z)EA"( )G (z)z, |
f

ol la fonction entidre Gn (2) est déterminée de la relahon

") (f) . G@t))(n)
F® (f) e (ed@n)(n o l_eo(z)zn(; (z)
al oonl S ak

~
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Si la suite {a_,,} était une suite arithmétique d’ordre supériehr et la

fonction G (2) un polyndme, la fonction (11) pourrait alors étre écrite dans
la forme -

f(2) =S an2n = Q(2) eP®,

ot P(z) et Q(z) sont des polyndmes. Dans le cas général de (11), comme
on le sait, il s’ensuit: que toute fonction entiere f(z) peut étre écrite sous
forme de produit de deux fonctions entieres ayant la forme

f(2) = H(2) e9®,

oil la fonction H(z) peut étre résolue en un produit des facteurs primaires.

Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle |z| <1, définie
par la série '

o<

(12) f(2) = 2 ap 2.

0

Si on écrit cette série dans la forme

(2 ==2a,, n — Ean an(_i_)n, o<lalgl,

ét que 'on prend pour la fonction F(f) la fonction

-3

n=I|

on obtient alors, selon le susdit théqréme,‘ la relation suivante

(13) f(z)-—-ianzﬂ=ao'+ 'EA"—‘ b‘(;iz)n'

0 n=1
ol
lim An—tp, =0, b,=a,an.
n-»w .

Mais si 'on prend pour F(f) la fonction

F(t) = Ean(af)","
- 4

BecHmKk MaTeMaTHMapa H (R3Nuapa . ’ 8
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on obtient alors, selon le susdit théordme, la relation siivante

L

W 1e-Sans S )0
5 0

0

_N @
= 2 i) '(z G) ’
D .

I Xn =
lim (3 - 1) ~0.
n»wo \ a

Selon les conditions du théoréme donné la relation (14) existe lorsque

‘ol

1z =a|<]6l, llm[a|\/ @«
c’est-a-dire lorsque
1
[z —a|< - —
(15) fim \/ [ (@)
APt | nl

Cette relation, comme on le sait, détermine le rayon de convergence de
la série de Taylor

dont la somme, suivant la formule (¥4) sera identique 2 la fonction donnée
f(z) dans le domaine (15).

Si le point a est situé sur le cercle de convergence |z|=1 de la
série donnée /(12), alors Ilidentité |(18) existera pour ‘chaque 2, situd ‘duns
le cercle |z| =1, lorsque la suite {A"-1b,}) est une suite-nulle. De lIa
s’ensuivent d’'une mdnidre éviderte les résultats suivants:

1. — Si la shite {a,} et W suite {A"~1b}, b,=a,a", sont des
suites-nulles, il existe alors, sur le cercle de convergence |z|=1 larc I
dans les points duquel -la série's(l2) converge wuniformément.

2. — Le point 2 =— a=eM, situé sur le ceércle de convergence de
la série donnée, sera singulier si

EV|A"3‘I)1|.=2-
L £ 1) &

| LHXD? ce résulat il s’ensuit le théoréme connu de. Lindelof [2].
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3. — L’argument © d’un point singulier sur le cercle de convergence
de la série donnée (12) est déterminé par la relation [3]

——— n S 'y
cose_=l—% lim yTar=Tq], (a=1).

n-» o

4, — Si - ' )

PSRV |
an=0(1), n>oo; lim TANS, [=0(1), naco,
L K- :

(16)

n

/]
et gue la série

@

Ean

0
" ‘est somable par le procédé

17 2 A" S,y"  on 2 An s,y—';

: 0 0 "

" alors :
S8, n+oo.

Selon la suppoéition (16) 1a relation (3) obtient la forme suivante

LD A"s,(-—) L 2l <1,
1-2
0 0 :

A}

(An—ta = AnS,, Su-Sn_, = a,),
oit 1a seconde série est alors une fonction entiére de -1-—5-— La série (12), .
’ : 4

selon le théoréme de Fatou-Riesz, converge uniformément sur le cercle
de convergence |[z|=1 dans tous les points a I'exception du point z=1.
De 13, cette relation existera dans tous les points ‘sur le cercle |z|=1"
excepté dans le point z=1. De cette identité il peut résulter Pidentité
suivante Ry

" 4 \" i
. lim zAnso(l )=th,.-=S,'

z291—0 ' -2 R
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lorsque la série Za, est’ sommable par le procédé

2 An Sy yn.
0

Pourtant, on arrive au méme résultat si cette série n’est pas sommable
par le susdit procédé, mais plutét par le procédé

3wl
n!
0
Ce dernier procédé de sommation est identique au procédé de som-

mation de Borel
L
n!
)

car, selon le théoréme donné, si I'on prend

F(t)=er¢-,

o SoneSwst
0 : 0

olt {AnS,} est une suite-nulle. De la méme fagon, selon les premiéres con-
ditions du théoréme donné, on obtient '

@ " ® o )
e ”ES,. EA"S,y",.'y-;oo.
0 .0

on obtient

" Par :coﬁséquent, dans le résultat exposé ci-dessus les conditions (17) peuvent
éire substituées par le procédé de sommation de.Borel.
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HEKE NOCJEJAULE JEAHE TEOPEME
U3 ®YHKUMOHAJHUX PEJOBA

JABAP KAPALUME, BEOTPANL
- Cangpxaj

Teopema. —2 Hera 6yay wianoBu nusa {B,(x)} ynugpopmue ¢pyn-
yuje y o6naciiu D. -

Aro cy y o6nraciu D ynugpopmuo 3aaoaozbemz yenosu (1) u (2), mana
ce uma penayuja (3). ~

Axo je y ob6naciiu D yrugpopmHo yciyren ycnoa (2) aau nuje ucity-
wen ycaos (1) nero ycnos (4), Maga ce uma penaqu/a (5).

Ako ce Ha Hu3y (8) M3BpIIH HH3 Y3aCTONHHX Tpaﬂc¢>opmaun]a (6),
Tajga ce ao6uBa pe3dyarar (9) M3 KOra mpemMa NpeTNOCTaBKaMa JaTeé Teo:
peme npousnasu penauuja (3). Axo ce Ha Husy (8) M3BPILUM HH3 Y3aCTOMHHX
Rn,i

il
(10) u3 Kora mpema NpeTNOCTaBKaMa JaTe TeOPeMe NMPOH3/Ta3H pe3yJiTaT ().
M3 oBe Teopeme NpOW3Nase OBH AjeTHMHYHO NMO3HATH PE3YATATH:

a) Llena dyukumja f(2) Moxe C€ HanucaTH y OGIHKY

f(2) =H (2) €™,
rae ¢y G (2) » H(2) nene dynxuije.

Tpaichopmanuja OGIHKA Iy, = ,i=0,1,2,... no6uhe ce Tana ycioB

b) MHata dynkumja f(z) u weH Taylor-oB pa3Boj y OMH3HHH Tauke «
HIEHTHUKK Cy jeqHaku y o6aact (15).

c) Axo cy Hu30BH {a,} ¥ {A""1b,}, b, = a, a", HyNa-HH30BH, nocToju
Taja Ha KPyry KoHBepreHmuje |2z|=1 Jayk I' y udjaM Taukama pen (12)
yHHPOPMHO KOHBEPrupa. ’ '
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d) Tauka 2z =« = gt 6uhe CHHryJapHa ako je [2]
oy :

n
lim V[An=16,T =2.

n-Hyx

e) Aprymenr 0 cnurynapﬁe Tauke Ha pyGy Konsepreéunje oxpehyje
ce penannjom [3] ' : ‘

- n
cos 6 =1 -1 lim Y|An—1gq,].
2 n-yxo

f) Axo ce uma (16) u ako je pex Za, 36uppuB mo nocrynky (17),
Taga S, S, n-oo. % ’ o

g) Nocrynnu 36upmusocTd (17) waenTuuku Cy jemHaKH npema ycuao-
BuMa (16) Borel-oBom mocrynky 36mpmuBocTH. '

@
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SIMPLIFICATION DE LA METHODE DE GRAEFFE AU MOYEN
DES SPECTRES MATHEMATIQUES

par CONSTANTIN ORLQFEF, BEOGRAD

1. Le but de ce travail est d’apporter une simplification considérable
dans le mécanisme pratique de la méthode de Graeffe pour I’évaluation
numérique des- racines d’une équation algébrique. La méthode spectrale
qui va étre exposée simplifie le procédé de transformation d’une équation
algebnque en une autre, ayant pour racines les carrés des racines de
I’équation donnée, en réduisant le nombre des opérations a effectuer.

Il est bien connu que cette transformation de I’équation -

P (x) ) = @y X" + a; X"t + ... +a,,—-0 : (€))

271) _n?
exige 1) [(L%g)—] multiplications entre les coefficients, 2) [%] multipli-

2
cations avec le nombre 2, 3) [%] additions ou soustractions.

 La méthode “spectrale réalise la transformation en question, pour
n’importe quel n, au moyen: 1) d’une seule multiplication entre les spec-
tres, 2) d’une seule multiplication avec le nombre 2, 3) au plus 3 additions
ou soustractions.

La méthode traitée, outre linterét théorique, est d’ulilité pratique,
assurant une plus grande rapidité de calcul, avec une machine 2 calculer.
Les autres avantages de la méthode spectrale sont les suivants: 1) le
schéma du calcul est encore plus simple que le schéma ordinaire, par cela
méme la possibilité de faire des fautes est moindre, 2) le contréle du
calcul devient plus simple, car au lieu -de controler chaque coefficient
obtenu, on contrdlé d’un coup tous les coefficients.

Le fait nécessaire- pour I’application de la méthode spectrale est que
" les coefficients a;, doivent étre des nombres entiers (ou décimaux). Mais
il waporte aucune restriction pratique, car les coefficients irrationaux sont
remplacés, en pratique, par leurs valeurs décimales approchées.

t

1) Le symbole [k] représente le plus grand nombre entier ne dépassant pas le nombre x.
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2. Rappelbns nous quelques notions fondamentales de la Théorie
des spectres. -

Le spectre ordinaire [1], [2], [3], [6], d’un polyndme P (x) (aux coef-
ficients nombres entiers) au rythme uniforme #, compatible avec ce poly-
ndme, est le nombre ’ .

S =P (107, (2)

Le spectre corrigé, d’'un polyndme P (x), & toutes les places paires
est le spectre ‘ordinaire du polynéme P, (x), appelé polyndme corrigé de
P(x) & toutes les places paires qui s’obtient du polyndme P (x) par le
changement de signe de tous les coefficients ayant des places paires (les
polynomes étant rangés en puissances décroissantes). Ce spectre [5] est
donné par le nombre ‘

S=(-1rP(-107 ®)
On appelle spectre d’une équation ‘algébrique le spectre de son
polynome. '

* 3.. Passons maintenant au théoréme sur lequel est basée cette
méthode spectrale. : »

Théoréeme. Soit donnée Iéquation (1), a; étant des nombres entiers.
Formons les spectres, ordinaire et corrigé & toutes les places paires, de cette
équation, avec le rythme uniforme h, défini par les relations suivantes

h;v[irpga+—;—log2(n+l)]+ 1 @ = max |a,|. (4)

Le spectre ordinaire S,, au rythme uniforme 2h, de l’équation trans-
formée, aux racines qui sont les carrés des racines de Iéquation (1), est égal
au produit des spectres

S, =S5 . (5)

-Démonstration. Il est bien connu que la transformée de 1'équa-
tion (1) peut étre obtenue de expression

R(x*) = (-1 P(x)P(-x) - (6)

par la substitution x? =y, et devient R(y) = 0. En posant
- x =101 '

dans la formule (6), oit & est donné par les formules (4), on obtient
\ . .
R(10%) = P(100)-(-1)"P(-10")
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ce qui donne, d’aprés les définitions des spectres ordinaires et corrfgés-
par les formules (2) et (3), la formule (5)

S’. =S'§,

si le rythme uniforme h est compatible avec le polynome P(x) et le rythme
uniforme 2h est compatible avec le polyndme R(y). Ainsi il reste a
démontrer que ces rythmes sont compatibles avec les polyndmes corre-
spondants. Pour que h soit compatible avec P (x) il suffit qu’il satisfasse-
Iinégalité suivante [3], [4], [5], [6] :
10" >2a
ou ce qui est le méme ‘
] : h>log a + log 2. - (7)

Pour que 24 soit compatible avec R(y) il suffit qu'ait lieu Pinégalité

suivante
102> 2(n + 1) a®
ou

h>loga+—;—log 2(n + 1). ©®)

Ainsi pour que h satisfasse les inégalités (7) et (8), il suffit de prendre
pour h la valeur

h=[loga+—;—log2(n+ 1)]+1

énoncée dans le théoréme. Le théoréme est donc démontré. ‘

Cependant dans les applications pratiques on peut prendre pour i
une valeur plus simple (valable pour n < 48)

h=(a) +1 (@)
oit () désigne le nombre de chiffres du nombre a.

4. Passons maintenant a la méthode spectrale. Les spectres ordi-
naires des équations (le rythme h étant fixé) sont en relation biunivoque
avec les équations mémes et représentent parfaitement les équations cor-
respondantes avec toutes leurs propriétés [1], [3], [5], [6]. C’est pour cela
qu'on peut, au lieu de faire les transfornmations consécutives sur les équa-
tions, effectuer les transformations correspondantes (en nombre quelconque)
. sur les spectres (au moyen de la formule (5)). Du dernier spectre obtenu
de cette maniere on peut obtenir directement la dernitre équation trans-
formée, sans connaitre les équations {ransformées intermédiaires.



La méthode spectrale s’applique donc de la maniére suivante. Onm
forme premitrement les spectres S et S de Péquation donnée (1), d’apres
les formules (2) et (3), le rythme & étant antérieurement fixé d’apres la
formule (9) ou (4). Puis on obtient le spectre ordinaire S, de la premiére
transformée de I'équation (1), d’aprés la formule (5). Du spectre S, on
‘trouve directement le spectre corrigé S, de la méme €quation, sans cher-
cher cette équation-12 2 [5]. De S, et S, on obtient S,, d’aprés la formule
(3),. et on continue le procédé jusqu-a S;. De S; on obtient aisément [3],
4], [5], [6], la k-ieme transformée de 1’équation. (1).

La méthode énoncée étant pratique, il me semble utile de montrer
les facons les plus efficaces pour former les nomibres S, S, S,, S, efc.

Le nombre S s’obtient par une soustraction. Par exemple si ’équation
«donnée est *

’ x4 +3x°—2x* +5x*+4x2-3x+1=0 (10)

‘et h =2 (obtenu d’aprés la formule (9)) on obtient S de la manitre
suivante. On forme le spectre ordinaire des coefficients positifs de 1’équa~
tion, en mettant les zéros a la place des coefficients négatifs. Puis on
forme le spectre ordinaire des valeurs absolues des coefficients négatifs
. en mettant les zéros a la place des coefficients positifs. Le spectre S
-s’obtient par la soustraction de ces deux spectres (3], [4], [5], [6].
1/03]00|05|04|00|01
—0]00|02]00/00|03]|00
S=1[02|98]05|03]|97|01

‘D’ailleurs les calculateurs 'aprés une trés courte instruction en Calcul
'spectral peuvent écrire le spectre S -directement c’est-a-dire sans sous-
traction. .

On pourrait obtenir le spectre S de la méme maniere (aprés avoir
-changé les signes des coefficients des places paires de I’équation (10),

«c’est-a-dire {les signes des coefficients des puissances x5, x%, x). Mais on
‘ne¢ pourrait faire de méme pour obtenir-les spectres Si, S, etc., car les
‘transformées consécutives de I’équation (10) restent inconnues jusqu’a la
fin du caleul C’est pour cela que je vais montrer une fagon directe
-donnant le moyen d’obtenir le spectre corrigé (S), le spectre ordinaire
(S) étant connu. H consiste en soustraction du spectre S des valeurs
-effectives doublées des tranches paires du méme spectre S, [5]).
Nous distinguons donc trois sortes de valeurs des tranches d’un
:spectre: valeurs nominales, corrigées et effectives [4], [5], [6]. Les valeurs
. nominales des tranches en quesfion (deuxidme, quatri¢me, sixidme) sont
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les nombres inscrits dans ces tranches, a savoir 02, 05, 97. Les valeurs
corrigées sont les mémes valeurs, ou bien les valeurs augmentées d’une
unité, selon que la tranche suivante commence par un petit chiffre (0-—4)
ou un grand chiffre (6—9). Ainsi les valeurs corrigées en question sont
03, 05, 97. Les valeurs effectives sont égales aux ‘'valeurs corrigées si
celles-ci commencent par un petit chiffre et sont négatives et égales au
supplément jusqu’a 10¢ (dans notre cas 100) des valeurs corrigées com-

mencant par un grand chiffre. Ainsi les valeurs effectlves en question sont
3, 5, — 3 et on obtient

S=1|02}98|05|03|97|01
-6 -10 +6
S—= 96]97]95|04|03|01

‘

De cette manieére S s’obtient au plus par trois opérations: une multiplica-
tion avec le nombre 2 (toutes les valeurs effectives, sans signes, sont mises
4 la fois a la machine a calculer et multipliées par le nombre 2), une addi-
tion et une soustraction (on additionne et soustrait les nombres d’un
coup, dans le présent exemple les nombres 6 et 10). Ainsi le procédé
énoncé de la méthode spectrale peut se dérouler, pour I'équation (10), de
la maniére- suivante

S - §=1029805039701 X 969795040301 = 998699813979004199990001
et la valeur numérique de"S1 est obtenue.

Cependant on doit écrire un zéro au commencément de ce spectre,
afin qu’il ait autant de tranches que I'équation a de coefficients (c’est-a-
dire 7). Drailleurs il est évident qu’un spectre ne peut pas commencer par
un grand chiffre, [3], [4], [5], [6]. Le rythme est d’aprés le théoréme fon-
damental 2h=4. Ainsi le spectce S,, partagé en tranches spectrales, est

S,=09986 | 9981|9979 | 0041- 9999 | 0001.

Puis on obtiendrail par la maniére enoncée S,, ensuite par leur multlph-
cation S, etc.

‘De cette facon le rythme se double par chaque transformation et les
spectres deviennent des nombres plus grands qu’il n’est nécessaire. En
tenant compte de la formule (9), on voit clairement qu’on peut faire
diminuer le rythme chaque fois qu’au commencement de chaque tranche
on a plus d'un chiffre’ non-significatif (zéro ou neuf). Si le minimum
de ces chiffres non-significatifs .au' commencement des tranches est p,
3lors on peut faire .diminuer le- rythme de p — 1 unités, et le spectre
ayant ce nouveau rythme s'obtient du spectre en question en abaissant’
simplement p — 1 premiers chiffres de chaque tranche. Dans notre cas
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est p=1 et le spectre de, Iéquahon transformée avec le plus peht rythme
h;=3 est
S,=0986|981|979|041 | 999 | 001
On peut donc continuer le prodédé de la méme maniére avec ce
rythme réduit. Le spectre corrigé §, sera alors

S,=1]012982021 | 042|001 | 001

S, - S,=986981979041999001 X 1012982021042001001 =
= 999794999861998023001686000043000001
=0]999794 | 999861 | 998023 | 001686 | 000083 | 000001

On devrait maintenant™ cpntinuer le procédé jusqu’a obtenir S, spectre
de P’équation transformée définitive, ott k¥ dépend de la précision voulue,
Mais puisque notre but _n’est pas la résolution de I’équation (10), mais
I'exposition du procédé, nous pouvons considerer S, comme spectre de
’équation transformée définitive. Alors il ne nous resterait qu’a montrer
comment s’obtient I’équation transformee “définitive de son spectre ordi-

* naire.

Les coéfficients de I’équation sont les valeurs effectives des tranches de
son spectre ordinaire, [4], [5], [6]. -

Dans le cas traité les valeurs nominales des tranches sont: 0, 999794,
999861, (998023, 001686, 000083, 000001. Les valeurs corrigées sont:
1, 999795, 999862, 998023, 001686, 000083, 000001. Les valeurs effectives
sont: 1, — 205, — 138, — 1977, 1686, 83, 1.

Ainsi la deuxiéme transformée de I’équation (10) est
x® + 205 x5 — 138 x* — 1977 x® + 1686 x> + 83 x + 1 =0.

Cette équation est donc obtenue sans ‘connaitre la 'premitre trans-
formée de I’équation (10).
Analysons, maintenant, les résultats acquis du point de vue pratique. *
La réduction du nombre des opérations est tres grande et reste grande
méme si la machine a calculer est d’une petite capacité et qu’il faille
partager les spectres et les multiplier partie par partie. Ainsi au lieu d’une
multiplication nous aurons 2 ou 4 multiplications par exemple, mais 1’éco-
nomie est évidente, car par la méthode classique on devrait faire pour
deux transformatlons effectuées pour I'équation de sixiéme degré 50 mul-
tiplications et 18 additions ou soustractions, en tenant compte des signes
-et en écrivant beaucoup de résultats intermédiaires qu’on ne dois pas ecrire
en procédé spectral. On gagne donc toujours beaucoup de temps par le

b 3
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procédé spectral. Quelques lecteurs, pou’fraient peut-&étre penser que le
temps épargné par la diminution du nombre d’opérations se perd en for-
mation des spectres. Cela n’est nullement vrai, car les spectres ne s’écri-
vent guére, les calculateurs spectraux un peu avancés les ,mettent* direc-
tement de I’équation 2 la machine a calculer et écrivent, du résultat de la
machine, non les spectres, mais directement les équations correspondantes.
De méme il me semble inutile de démontrer les autres avantages de la
méthode spectrale, cités au commencement de l’article, car apres l'exemple
numérique ils sont évidents.

Remarquons que I’on peut toujours (en se servant de grandes machi-
nes a calculer ou en partageant les spectres en parties) faire par la
méthode spectrale autant de transformations qu'on le veut. Mais quelque-
fois il est plus commode de faire seulement quelques transformations pre-
miéres par la méthode spectrale et puis de passer a la méthode algébrique
classique, surtout si les coefficients sont devenus par les transformations
trés inégaux et que beaucoup de leurs - produits puissent étre négligés.

Remarquons encore que la méthode spectrale n’est pas bornée exclu-
sivement aux équations algébriques, elle peut étre appliquée aussi pour le
calcul des zéros des fonctions transcendantes qu'on peut représenter par
des séries tayloriennes.
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YHPOIJ.I’BABAH)E GRAEFFE-oBe METO}IE [IOMORY
" MATEMATHYKHX CHEKTAPA

KOHCTAHTHH OPJNOB, BEOTPAL
Caapxaj

Cnexrtpanna METOZa OChaiba ce Ha caefehy Teopemy.
Teopema: Hewxa je pamla jepnawuna (1) rze cy a; yeau Opojesu.
O6pasyjmo cilexiipe oBe jeanadune u o, o6uvan S u HOAPABBEHU HA CBUM

uapnum Mecliuma S ca ynuthopmuum puililmom h Koju je ozzpebeu caenehum
* feanavunama

h-[loga+—%—log2(n+ l)]+1; a=max]a,'l. “4)

Topru cllexl@pu cy nalﬁu gopmyrana _
S = P10 . §=(=1)nP(-10m.

Aro ca S, o3nawumo obuvan cleximap, ca yHugpopmuwum pulimom 2 h,
{pancghopmucane jennaquHe, x¥0ja uMa 3a Kopexe KBajpalie kopena jeawna-
yune (1), Maaa ce S; aobuja Kao caezehu .apou3Bon

‘ 8,=8-§ ()

H'omo‘hy CNeKTpalHe METOAE CMatbyje ce 6pOj PauyHCKHX paiib,
NOTPEOGHHX Paji¥ H3BpLIEH:A jeJHe Tpaﬂcq)opmaun]e anre6apcke j Jezmaqnﬂe (1),
. [3 n*+4n+4

P ] Ha CBera 5, MakOJHKO Oui0 n.
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SPECIALPERTURBOJ DE VEKTORAJ ELEMENTO]
DE PLANEDETORBITO

de BOZIDAR POPOVIC, SARAJEVO

1. — Krom l» klasikaj (sferaj) elipsaj elementoj ‘de pl'ariedetoﬁ‘biw
(inklino, nodlongitudo, longa duonakso; ekscentrikeco, perihelilongitude
kaj mezanomalio — ail mezlongitudo ~ .de la epoko), estas uzataj ankair
la vektoraj elementoj: vektora sektorrapido €, ‘perihelia vektore ‘D kaj
pastempo T tra perihelio. Al ¢i tia elekto de la elementoj direktigas sen-
pere la integraloj de la dukorpa problemo: la areomtegralo

(M = [vo],

la Laplasa (ait Hamiltona) integralo

) =6~
kaj la Keplera ekvacio
3)  u-Dsinu=E}(t-T).

Ci tie t kaj v estas suncentraj :pozicio kaj rapido, u ekscentra anomalio de
planedeto kaj E devas esti determinata el

(4) , _ EC = V1-D*.

La skalaro T venas kiel la sesa .skalara €lemernto, car la vektoroj € kaj ‘D-
estas reciproke normalaj, t. e. ligita] per skalara rilato

£5) o . 6D=0.

‘Por la *Vektora] elementol -ekzistas ([3], p. 63) diferencialaj ptrtmb-
‘ekvavioj wzantaj 'l 'perturbfunkcion, kaj 'same -ekaistas, [5], la ekvacioj.
uzantaj senpere la pertutboforton (‘5‘)' :

(®) "-~ ~ 5],

t

@ .- 7; ~[§6] + [v[vFl].,
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dT C® +r 9,
®) = S ) 6§ - 228,

kondice ke la ekscentra anomalio estu sercata el

t

“{9) u—Déinu=fE’dt,
T A
Ce kio
dEB .
{10 — =-3E .
a0 . (%)

Post kiam la vektoraj elipsaj elementoj jam forpusis la sferajn elipsajn
elementojn el la kalkulado de neperturbitaj efemeridoj, lasttempe ili estas
utiligataj ankalt en perturb-kalkuloj. En du verkajoj de S. Herrick, [1], [2],
kal en la plej nova de P. Musen, [4], plene eslas montrita praktika valoro
-de la vektoraj elementoj en kalkulado de specialaj perturboj.

'~ Herrick operacias fakte kun la vektoroj ® kaj [€D], kaj Musen evitas
multiplikon de la perturboforto per du Sangigaj vektoroj r kaj v, pro kio
li ser¢as perturbojn de la vektoroj ¢ kaj

(11) g = C*[C9],
enkondukante samtempe la vektoron

2 ~(1+ 5)s- t(:)
(12)  ®= (L=t

anastatain . Tiam la ekvacioj (6) kaj (10) restas fakte nesangitaj, nur oni
utiligas la kvanton

- 1
13 ) = ,
(13) V=0 [CD] + = r[():t] |
eltirebla el (2). Anstatait la ekvacio' (7) nun venas !
dg 27 (§G)
(14 y L 2=R- U0,
(4 dt ® C*

Sed negrandaj -transformoj de la ekvacioj (7) kaj (8) ebligas eviti
uzadon de la Sangiga vektoro p (kion postulas praktikeco ¢e utiligo de
grandaj elektronkalkuliloj — lait prava rimarko de Musen). Tiel oni malpli-
igas la multiplikojn de la perturboforto per Sangigaj vektoroj kaj samtempe
oni evitas enkondukon de la novaj vektoroj g, R.-

2. — Pro tio enigu unue o el la esprimo (13) en la duan parton
de la dekstra flanko de (7) kaj ni ricevos

1 1 _ _l_ ; _l_ =, dE
G ODNES + o (€ 15 - eI 0+ o (@F)e,  T-F
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Per tio la ek&acio :(7) farigas

(15) ~ [§6] + [[(:9)] gl 9.,
. CZ r
Konsiderinte ke la esprimon ¢’ ni jam havas kalkuhtan en (6) kaj ke
(10) per enigo de (13) farigas

416 (899,

dt C’r}

’
kio montras ke ankaii [§C] kaj %% estos dufoje utiligataj, oni vidas ke la
r

nombro de la kalkulataj kvantoj grave malpliigas.

Restas ankorail transformi la esprimon (8). Por tio oni utiligu esprimon

rsinu Dsinu

__Ecosu E

b

kiun oni trovas eliminante la vektoron [ED)] el la esprimoj por t kaj o.
Eniginte ¢i-esprimon en (8) ni havas

C+r.Dsinu E

dT - (C®+r Dsinu Ecosu cosu - D
Lo : — . DX)=
dt (E’*'D2 E rsinu EZD )(S) E2 D? E Dsinu( )
.Czcosu
= - - )
( E?® Dr )(S) E’D’( 5).

Transformoj de la unua koeficiento donas

2 Clcosu—Dr _2 cosu(l-DY)-D(1-Deosu) 2 tD
B E*Dr i .., = E%Dr . B* EB*D*r

Do definitive oni havas

ar

an - E- (+§)(x€f)—““

DA et

= (DF).

3 — Tiel la. ekvaclo] (16), (9), (6), (15) ka] (17) ebllgas kalkuladon
de specxalperturbo; de la vektoraj elementoj G, ®, 7. Ankail & tiu. sistemo,
kiel same aliaj metodoj, ne konvenas por preskail cirklaj orbitoj, car.en
la. ekvacio (17) aperas D.en la denominatoro ($ajne estas. D?; sed.en la

.numeratoro ankail . trovigas ®).-Oni ne povas forlgl ¢i tiun ‘mankon, tar
;8 kuSas en la. naturo -de.la movigo mem,

4 Beenuk MaTemaTHuapa m QHSMuapa
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Anstatait la ekvacioj (9) kaj (17) povas esti utiligataj anka

(18) u—Dsinu =M= M.,+AM+E%(t-to)+ff—dt2
dAM_ ., dT _ B(C2 + ry i)
a9  E=--p (©F) - £ (2415 )(5)

La lastan ekvacion oni facile trovas el (9), skribinte la dekstran flankon

en la.formo
-
]
fE’df+ f[ 0 +f£dt]
T

o

de kie devenas kaj la dekstra flanko de (18) kaj

to
TUNEY PP §
dt dtT dt

Musen, utiligante unu ekvacion de Brown, trovis (en la ¢&i-signajoj)

d8M_CI=DYD ) s

dt D D

Konsiderinte la kvanton (12), oni facile konkordigas la lastan esprimon
kun la ekvacioj (17) kaj (19).

Cu estas pli bone utiligi (9) kaj (17) au (18) kaj (19): oni ne povas
antataserti, ¢ar oni devas vidi kio montrigos pli praktika por kalkuliloj
kiujn: oni disponas. Senkensidere kiu el la variantoj estas pli bona, mi
opinias. ke la problemo de kalkulado de specialperturboj estas nun solvita
kontentige: kaj praktike kaj sen enkonduko de novaj kvantoj apud la jam
ekzistantaj vektoraj elementol

4. — Por tute certlgi,ke la metodo estas ankad praktika, mi petis
Minor Planet Center (Centro por planedetoj) en Cincinnati por kalkuli
ekzemplon sur elektronkalkulilo. Mi utiligas la okazon por danki al la
direktora d-re P. Herget por afableco: permesi ls kalkalojin, keaj &l mia
kamarado: d-to P. Musen por senprokrasta efektivigo de la kalkuloji. Sam-
tempe mi prenas liberecen: citi vortojn el la letero de Musen: ... ,in the
process of ' worls;, I foud: that your arrangement is a econveniént one”
Estas: kalleulitaj i& perturboj de la planedeto (16598); /1951 LB de JP 24887205
gis JP. 2434520.5 en intervaloj de 40 ttgo}(laa la:elementoj; el MP€ 907)-



En la subaj tabeloj mi donas

Dato

en radianoj. 108

Jp.243 A f de"’” . DM
4240.5 —49847 +2801 +7391
42805 —51049 2644 S +7274
43205 —49607 +2343 +16501 +6753
4360.5 —45822 41986 +23254 +6064
4400.5 —40051 +1623 385640 +5362
44405 —32657 +1278 iGe0 +4735
44805 —23985 +0858 +38415 +4208
4520.5 —14355 +43623

o1

la lastan parton de la kalkuloj:

‘A por 108.5 € A por 10%.89D

+7297 —5664
+8067 —3105
+8599 —0526
+8925 1893
+9082 +4041
+9120 45862
+9078 47329

- 24082 48359 —52145 —22182
—32798 +5704 —61252 —25101
—40589 +3859 —69466 —2775}5
— 47288 42704 —76633 —30093
—52864 +2058 —82729 — 32098
—57361 +1728 —87817 —33779
—60847 +1539 —91998 —35153

Por JP. 2434360.5 estas fine trovitaj la valoroj

dEs r 0
f f - dit= —0.00045657 — - 0.02616,

0
DAM = +0.00026346 (A M = + 0.053666)
108 A G (48778, + 702, — 44032), 10° A D (+ 3231, - 73139, - 28951).

Pro komparo kun la elementoj kiujn Musen trovis per sia metodo kaj
kun la elementoj kiujn E. Rabe trovis pef la metodo de Encke ([4] p.
267), mi citu ankail la aliajn (sferajn kaj vektorajn) kvantojn:

M
D(=e)
E¥(=n)
E—%(=a)

9 Py
5(—‘13)

[9:_9](= Q)

Musen

134756629
0.2812851
02971480
2.2241036

+0.560 6864
—0.754 4152
—0.341 3074

+0.814 2816 -
+0.577 1561
+0.0619373

Rabe
134356625
0.2812852
0.2071483
2.2241020

+0.560 6824
—0.754 4165
—0.341 3076

408142829
_+0.577 1565
40,061 9360

Popovié
134756628
0.2812854
002971479
22241042

+0.560 6839
—0.754 4156
—0.341 3071

+0.814 2819
+0.577 1557
+0.061 9368

Kiel oni vidas, la konkordo estas tre bona. Por takso de la precizeco
ne estas tute sensignifa la fakto ke miaj kvantoj trovigas plej ofte inter
aliaj du kvantoj, precipe kiam ili du multe diferencas.
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CINEUU]JAJIHU MOPEMETRAJU BEKTOPCKUX EJIEMEHATA
NYTABE MAIJIE NJIAHETE

BOXHI AP l'iOl'lOBPl'B, CAPAJEBO

3a BEKTOpCKE eJeMeHTe, necbuuucane uspasuma (1)—(5), nocroje
jennauune nopemehaja koje xopucre dyHxumjy cune [3], a uMa u ommx
KOje KopucTe Henmocpexso cuny nopemehaja, [5]: (6)—(10). Mehytum pazu
NPaKTHYHOCTH PauyHaa €A ENEKTPOHCKHM MallMHAMA JATH Cy ADYrd
o6auun ([1], [2], [4]); xoju mehyTum yBome mpyre Bekrope, us6erasajyhu
nojaBy v y' padynuma. AyTop OBAE€ Naje Maly M3MEHY TOPHHX jefHAUMHA
nopemehaja, nomohy kojux usberaBa p, a He yBOAM HOBE BEKTOpe, Beh ce
- 3ajpxkaBa MNOTNYHO HA NMOMEHYTHM BEKTOPCKHM eJemeHTHMa. Buao koja ox
Bapujanara: (16), (9), (6), (15) u (17) wam nmak (16), (18), (6), (15) u (19)
oMoryhyje npakTuHO M3pauyHaBame nopemehiaja HEMoCpeXHO BEKTOPCKHX
eJieMeHara. I'Ipmaep u3pauyHar y Minor Planet Cenfer nokasao je u na je
 METOJa MOTOJHA M Ja C€ PesyJ]TATH CaAaxy n,oGpo Ca ApyruM pesyaratuma
(u3rnena na cy ¥ Mano TauHHMjH), KA0 IUTO CE BUAM M3 3aAHEr YNOPEAHOr
nperxaena.

-



Bulletin de la Société des mathématiciens
et physiciens de la R.P. de Serbie
Vol. VIII, 1—2 (1956), Beograd

'Yougoslavie

‘0 MPUBJIMKHOJ ®AKTOPUBALIUJU MOJTMHOMA

JPATOBYB MAPKOBHUTR, BEOIPA[]

Y npownom paxy [1] mokasann cmo mnpomec ¢axkTopusanuje c€amo y
jeAHOM Ciyuajy Kaj ce KOpeH x JaTe aire6apcke jelHauHHE H3Pas3u y OGIHKY
m—1

6)) A x=1 Zavx"-. )

v=0
MehyTum, aata anrre6apcka jefHauMHa (Ca pealHUM xoecbuunjeni'uma HOp.)
2) Go+a; X+ agXx*+ ... + Gp—y X" "1+ xm =0,

MOJXKE Ce€ Ha BHIIE HAYHHA HMJAEHTHYKH HaNHCaTH y OO6GAHKY cauuHom (1).
YonwTe y3es, KOpeH x Ceé MOXe Ha BHUIE HAaUMHA NPETCTABHTH Y OOGJHKY
palHoHande pa3nom/beHe (QyHkuuje

m—1 / m—1
3) " % - 2 dyy XV / 2 ag, X",
v=f ’ v=0

Npu 4eMy CTeNeH MOJHHOMa y HMeHHOLy Mopa 6uTH m — 1, a cTeneH
nonauHoMa y Gpojuouny Hajsume m — 1. KoeduuujenTy noasHOMa Ha LECHOj
cTpaHH W3pa3a (3) MOCTajy HEMOCPeJHO Ha pa3He HauHHE H3 jelHaduHe (2),
npemMa ToMe KOju je OX H3pa3a o6auka (3) u3abpaH KaO IOYETHH.

Tako HIp. jefHaumHa

l-x+2x3+xt=0,
"Moxe ce y cMucay (3) HanucaTH : .
1 ' -1+4+x 14+2x8

X=———— MWl X=—— HIH X=— -

1 -2x%—x8 T 2x2 4+ x8 1-x8

Jla 6uCMO MOKa3adW KaKO Ce y OBOM CAydajy CHPOBOAH NOCTynakK
uTepauuje, MHoxuhemo Hajnpe (3) peaom ca x, x%,..., x™~%, KakOo GHCMO

P=01,...,m—2

noGunu oxaroeapajyhe u3pase u 3a x%, x%,..., x™!, T.).
= t m—1 m-n»

(4) x1tP = E ayy XVtP E Qg XV

. Tv=0 v=0
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Ana nowro he mosHHOMH y 6pOjHOLMMa €BEHTYa/HO AOCTHhHM cTeneH
m u Behu ox m, Tpe6a M3BPLUIHTH CHHXEHE CTeNeHa 10 HajBue m — 1.
To he ce nocTuhu Ha Taj HauWH WTO he Ce MOCTYNHHM MHOMEHEM aire-
Gapcke jexnadmse (2) ca x, x?, x®,... MOhH paunoHanHo (y OGMHKY mOMH-
HOMa) M3pasHTH Xx™, xm+!, xm+*% ... nomohy koeduunjeHata jenHauunue (2)
M cTemeHa x, x*,..., X™™', W KaO TaKBH YHETH Yy NpeTXoxHe u3pase (4).
Ha raj nauun he u mu3pasm 3a x2, x%,..., x™~! GUTH CAHYHH OHOME 3a X,
ONHOCHO OWTH MO THNY HCTH ca HHM. [lakne, 06eneKUMO NeDUHHUTHBHO H
jeAH006pa3Ho ,

. m—1 m—1

%) xH = 2 XV ay, 2 XV gy .
v=0 v=0
K125 000y m/—l

Jla GucMo mokasand y 4eMmy C€ CacTOju NMOCTynak uTepanuje, mohm hemo

peusmo ‘ox M3pasa 3a x Tj. oX (3). [loctynHuM yHOImEHmEM Ha HECHO]

CTPaHH HHEroBOj yMmecTo X, x2,...,x™—! wuxoBe u3pase u3 (5), nob6uhemo,
. m—I1

nocie cpehuBama M CkpahinBama ca 2 XY dyy, HOB H3Pa3 3a X CAHYHOI THNA

v=0
Kao H (3) oxnocHo (5). OGenexumo ra ca
v m—1 : m—1
(6) ' X = E x¥ a,, (2) Z x¥ agy, (2)
v=b : v=0

npH 9eMy CMO ca a;, (2) H a,, (2) obenexunau Koeduunjente onro’%apajyhm
NoJAHHOMA nocie npse TpaHcdopmanuje u3pasuma u3 (5).

[Ipumenumo 1M Ha (6) HCTH NOCTyfNaKk Kao paHHje omeT noMohy u3pasa
u3 (5), To hemo 3a x no6uTH Tpehu 06AMK camyaH u3pasuMa (3) u (6).
M3 oBora mpousunasu Ja ce 0Baj mocTymak Moxe yBek nomohy (5) mowuo-
BHTH He6pOjeHO myTa W JAa he ce NOOHJjaTH CBaKH NYT 33 X HACHTHYHH
H3pa3u 06auka (3).

Hakne, ako ce HaBeIECHH NOCTYNaK HTEpPHpa n mnyTa, Hanucaliemo
32 X HIEHTHTET

m—1 m—1
(7) . X = XV ayy (”) XV @gy (”) ]

npd uemy ysuMamo a,, (1)=a,y, aow(l) =44, Kkao xoebuuujente npse
HTEpanuje.

M3/10XeHH MOCTyNaK MOMXKEMO NperyiefHuje MPHKa3aTK y MATPHUHOM
06nuky. Ilpe cBera o6pa3oBahemMo MOYeTHY MaTpPHIY



Qg0 Aoy ce oo Oy m—1
_lla a o v 8y m—
(7,) A =|“10 11 1, m—1 ’
Om—1,0 Om—1,1 =+ + + Om—y,m=1l>

quju ce enemenTH (opmupajy Ha cnesehn HauuH: y npBy BpCTy pehajy ce
KoedHUMjeHTH ROJIMHOMA 3aj€J(HHYKOr WMEHHOLa, y APYry BpCTY xoedu-
HujeHTH moAunoma Gpojuona 3a Xx, y tpehy BpcTy Koeduumjentn Gpojrona
3a x3, TH. a Y MOCHENIY M -Ty BPCTY KOEMHUH|CHTH NOJAHOMA 6pojn-
oma 3a x™ 1, ,

Jla 6ucMo KOGHWIM KOedHUHjeHTE dqy (2) H oy (2) Y u3pasy (6) Tpe6a
MaTpHIY

aoo aol « o e ao'm_l

Qo Qyy - « -« G1,m—y

KoeduIUjeHaTa MNPBOT MOJWHOMAa HMEHHOLA H MPBOT TNOJHHOMA 6pojuona
u3 (3) momHOXHTH ca Matpuuom A. Tako HacTala MaTpHLA 6uhe wucror
THNA KaO ¥ MPETXOXHA Tj. MPaBOyraona 2 X m MarpHIa. [TomMHOXH JH Ce
TAKO MOCTaja MaTpHIa - omer ca A, AoGuhe ce HOBa 2 X m MaTpuua ca
€/IEMEHTHMA - @4y (3) H aqy (3), HTL.

AnH - ymecTo' HH3a NpaBOYraOHMWX 2 X m MaTpuua Koje HaM Jajy
HOCTYNHO HH30Be KOoeQHUMjeHaTa NONHHOMA WMEHHONA M MOJHHOMA 6po-
juona camMO y Hu3pasdma 3a X, MOTOJHMje j€ MCTOBPEMEHO NOCTHhH HH30BE
xoedunujenata MoauHOMa GpOjHOLA M MONHHOMA WMEHHONIA H 32 u3pase 3a.

x%, x%,...,x"—1L To he ce moctuhu axko ce ¢opmupajy marpune A, A3
A%, ..., A",... CBe KBaJpaTHe m X m, MpH Yemy je
ago (1) @1 (1) v o Ogpes(l)
At = aso(n) ay (n) e e Gym-1(n)
Om-1,0(1) @m_y,1 (1) - . . Gm—1,m—1 (1)

Martpufia A" 30Be C€ MarpHua reHepaTpuca koeduuujesata a; (n).
HbHXOBO 3Hauele jé HCTOBETHO -Ca 3HauemeM KoeduiujeHara maTpune A,
C TOM DA3TMKOM IITO C€ KOe(HLUHEHTH a;;(n) ogHOCE Ha MOJMHOME moOCiIe
n uTepanHja. _ :

Ha ocHOBY npumpeMe KOjy CMO AOCajla H3JOXKHIH, MOXEMO dopmy-
JMCATH OBA] ONIMTH pe3yJTaT:

Axo -malipuya resepaiipuca A" ledcu, KAZ N 0, Herxoj malpuyu C
faxo 4a OZHOC CBAKA ABG MeHa elleMenilia koju ce Hanase y uciiom clyiyy
a y ABeMa cycefHum: Bpcllama ihexcu rpanuqa A==0, mj.

lim a(m) _ A0, l=12...,m—1
a‘_l_j(n) T j=01,...,m—-1

onza \ lipelliciiaB/ba jefaH pearan KOPeH jeAxawuHe (3).
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Hoxas. Hanumumo (7) y o6auxy

m—1 . m—1 I
®) * e - e %a (n) = 0.
=0 v=0 o

To je ycrBapu anreGapcka jeamaunna (2) win (3) Hactana HusoM Tpanctop-
MallHja OMHCAHHX y NpefeM Heay. Penyxuujom u cpehusamem, jexnaunna

(8) pasnukoBana 6u ce ox (2) eBeHTyamHO camo y jelHO] MyJTHNIMKATHB-
HOj KOHCTaHTH. '

Axo je.y cmucay ropmera. crasa
. “ayy ()
gy (1)

OHZa' ce (8) MOxe HanucaTH

=N+¢&(n), €,(n)>0, kKax n- oo,

m—1 m—1 .
“(x ~ N D an(n) - D ev(n) x* ag, () = 0
bv=0 v=0 g

a oBa he GHTH 3a70BO/bEHA 33 X = A, jep mpyru uman Aese cTpaHe Texu
Hyau Kaji n->oco. OBO NMoKasyje fa je rpaHWuHa BPENHOCT A, jenaHn peanau
KOpeH aiare6apcke jexnauuue (2). ' |

Ilpumepa panu HaBenumo OBy jenHauHHYy
*+XxY+a2-x-1=0,

32 KOjy Ce HNp. MOXE HallHCaTH

1+ x " x + x? x* 4+ x*
X=——, B = TS
x + x4+ x3 X4 x4 x8 . X+ x2 4 x8

Oxrosapajyhe matpume cy

011 1 1 2 21 5 11 8 4
A-l1 100 aso|l 2 11 ac|d 97 4
o110 1210 4. 8.5 3

001 1], 012 o0f, A3 15 2

113 246 177 96 .

9 209 150 81 .
81 177 128 69 |
69 150 108 59 {.

A® =



; ' - 5T

Vnopehusamem oxHoca mpse Bpcre A%, noGuja ce

9 _ og495.... 209 _og405..., 5% _o8ava..., L —o08436...
113 246 177 " 96

Ka0 NPHGIHXKHE BPEJHOCTH jeIHOr MO3WTHBHOr KOPEeHa Jare jeJHauuHe.
Ha kpajy heMo HaBeCTH HEKE HalmOMEHe: '
1°. ¥ npakTHuHe CBpXe HHje NOTPEOHO PpauyHAaTH peaOM A%, A%
A%, ..., Beh ce O BHCOKOT CTeneHa MOXe JohH H u3pauyHaBameMm A% Al
A8, A%, ..., T]. MOCTyNHHM KBaJpHpaieM MPETXOAHE MaTpHIE,

- 90, Kao IUTO M3 J[AOKa3a TeOopeMe MpOH3/a3H, 3a H3pauyHaBaib€ MpH--
61MKHE BPeIHOCTH KOopeHa He TpeGa y3umaTH y OG3Hp CBe BpCTE, Beh -
caMO HOp. mpBe ABE, jep Cy OHE JOBOJbHE 3a OLEHY NPHOJHXKHE BPEAHOCTH;

3%, Matpuue A, A2, A4, A%, ..., y UeJHHH KODHCHE Cy 3a TEOpPHCKa
pasmaTpama. AJMM W Ca NpaKTHYHE CTpaHe, jep OXHOCH eneMeHaTa HCTOr
crynua tpehe W npBe Aajy Ham NPHOTHXKHE BPEIHOCTH 3a KBaZpaT IOCMa-
TPaHOT KOpeHa AaTe jeXHaudHe, a OJHOCH €leMEeHaTa HCTOT CTymNa 4eTBpTe:
W NpBe BPCTE Majy HaM NPHOIHXKHE BPEIXHOCTH 3a KyG NMOCMaTPaHOr KOpeHa.
Ocrane NpefHOCTH HH3a MaTpHua A, A2, A%, A4, .. .'y LeJHHH, OXHOCHO
IHXOBHX eleMeHara, 6uhe npuxasaHe XOLHH]e.

BUBJINOTPAPUIA

[1] Markovitch D, Sur un procédé de factorisation approximative des polynémes,,
BecHHK IpylmTBa MaTeMaTHuapa H ¢usuuapa HP CpGuje, VI, 1-2, 1954.

SUR UN MODE DE FACTORISATION APPROXIMATIVE
DES POLYNOMES

par D. MARKOVITCH, BEOGRAD

Résumé

~ Larticle envisage une équation algébrique génerale (2) ecrite d’une:
' manitre quelconque comme (3), dont 1és coeficients sont par ex. reels. Au
moyen d’'une suite de transformations (5), ou a,, et ax sont les fonctions.
des a,(v=0,1,2,..., m—1), Péquation (3) se traduise en une suite
correspondante des identitées (7). Les coefficients aj(n) sont, comme le
résultat des transformations successives (5), d’une part les. fonctions des a, ,.
et d’autre part du nombre n de répétition du procéde.
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Cela revient au méme que si, au lieu de faire la suite des transfor- -
mations (5), de former la matrice initiale A (7') et la matrice generatrice
An, Cette derniere nous fournit en méme temps tous les coefficients
ar, (1) (k=0,1,2,..., m—1). Alors le résultat essentiel est le suivant:

” 8i la matrice generatrice A" tend, pour n-»oo, vers une matrice C de
la maniére, que le rapport de deux elements, qui correspondent a une méme
- colonne des deux lignes consecutives, tend vers \==0,

' i=1,2, ..., m—1
lim %M _y _ - "
nywo a‘_l.j(n) j=0,1, ..., m=1,
alors \ répresente un zéro réel de l'équation (2). -

Il est toujours possible de former une matrice initiale et la matrice
generatrice correspondante pour chaque Zéro réel d’une €équation algebrique.
Si elle ,converge“ au sens que nous avons indiqué, nous obtiendrons
chaque fois une valeur approchée pour un zéro réel de I'équation donnée.
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O JEZHOM CTABY K. L. CHUNG-A
YACHAB B. CTAHO JEBHUR, BEOTPAJ|
1. Ox K. L. Chung-a [1] mornue cra: Hexa je Xn Hu3 He3(BUCHUX
cayuajuux OpOMeHJUBUX 3G KOje je M(Xn) =0, M(|Xnl*) << oo, 3a Hexu
peannu 6poj r >1. Ako

3 M(XaP) o

nr+1
mana . n=1
P{|Sn| < ne, 3a CBaKO n MOYEB OX jeAHOT yTBpheHor paHra m, H 3a CBaKO
e>0}=1 ,
l‘aeie Sn=X1+X2+.--+Xn.

Taj craB maje yCTBapH HOBOJ/bHE YC/I08€ 33 BaXEILE CTPOror 3aKOHa BeJH-
kux GpojeBa 3a Hu3 X, M (OpMyIHCaH je mpexo cTpore KOHBepreHuuje 3a
HH3 S,. OBIe yKa3yjemMO Ha aHaJOrHH CTaB 34 yHUPOPMHY KOHBEPIEHIH]Y
y BepoBaTHOhH HH3a Sn. :

2. Heka je X, HH3 HE3aBHCHHX C/yYajHHX NDOMEH/bHBHX, Ca M(X,)=0
W Heka je ¢ (n) MOHOTOHO pacTyhH HH3 NMO3HTHBHHX 6pojesa. Ocnamajyhu
ce Ha MeTONy M3 [2] ¥ Ha jenHy HejelIHAuYHHY Marcinkiewicz-Zygmund-a [1]

MOXe JaKO Ja ce Ao6Huje HejeJHaunHa
2v—1
11

@y P [226_1 (1801 > n ¥ (m)]<4 Z M (Xi)

,. 2rv—1 ¢ (20-1)
rae je r>1, Sm=X; + Xy + ... X, H OO A 3aBHCH CaMO O T.
Y dpopmynanuia 3a yHupopmHy xouseprexnujy cras K. L. Chung-a riacu:

CrtaB. Heka je Xn HU3 He3aBUCHUX Cay4ajHux -OpoMeHpUBUX CG
M (Xn) = 0, u nexa 3a Hexo peanno r > 1 ’

(2.2) "‘eff A e

rze e, >0 u €n 4 0

Akxo . ‘
O M Xel™) _
k=1

fana

(2.4) P-{|Sn|<nen, 3a cBaKO n MOYEB OX jeXHOT ytBphesor paura m}=1



60

, uau y acumiiiolickoj o3nayu
(2.5) ' P{S,=0(ney)} =1

HMloxas. Craumo na je ne 5 = ¢ (n). 'Kouseprennuja pena

= v—1 1 1
(2.6) 2 P{2U‘(|Sm'[>m zupzr(m))}
v=I ’
HMnIMLKpa TBphewe (2.4). [Ipema (2.1) pex (2.6) moxe xa ce MajopHpa peoM
2v—1

. . D M(xP)
. A k=1

ar (v—1) P (21’—1)
v k=1
\Tlpema ycnosuma craBa moxe aa ce mnpomeHu nopenak cabupama y no-
clnenmeM peny, Te J06GHBaMO

© \ ® 1 y
2.7 A 2 M (|Xelr -2
@7) et

k=1 1=0
ruoe je‘ my = 2 [l.g]k]l) . L]

Ha ocnoBy (2.2) pexn (2.7) moxe ma ce MajopHpa penom

AEM (1Xe] ™)
k=1

kr+t ef
KOjH MO NPETNOCTaBIA KOHBEPTHpA.

JINTEPATYPA

] K. L. Chung, The Strong Law of Large Numbers, Second Berkeley Symposium on
Mathematical Statistics and Probability, University of California (1951) p. 348—349.
2] 4. Cranojesuh, O c@mporox saxony senurux OpojeBa (y wraMmnu)

ON A THEOREM OF K. L. CHUNG .

by CASLAV V. STANOJEVIC, BEOGRAD
Summary

A version of a theorem of K. L. Chung [1] is given:
Let Xn be a sequence of independent random varlables, with M (xn)=0,
M (|x,|?*) < oo, and let :
nener“v €, >0, e"-LO’
for some real r > 1.

If M _(1XA*)
2 BT+ gy .
’ n=1
then
\ P{ lim S =o]=1.
n=w 1 €y

1) 1g je yser sa. ocuoBy. 2
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JEOIAH HAYUH CBO'REWA OMNIUTE JENTHAYUHE KOHUYHUX
NMPECEKA HA KAHOHUYHHU OBJIMK

8APHUJA BYJNATOBHR, BEOIPAJ]

1. Hexka je nafa ONmmTa jeJHaYHHA KOHUYHHX Npeceka y OOGJHKY:
Ax%2 4+ 2Bxy + Cy*+ 2Dx +2Ey + F = 0. (1)

Ako je B =0 jeqHaudHa ce CBOJH HA KaHOHHYHH OGJHK jeJIHOCTaBHHUM
HIEHTAYHHAM TpaHcdOpMallKHjamMa Koje ce caCTOje y T3B. ,H3JBajalby MOTMYHOT
KBaJpaTa“ M3 UJaHOBa Yy KOjHMa cpnrypmne X, Ka0 H M3 OHHX Y KOjHMa
¢urypume y.

Kan je B==0 y6uuajeHH NOCTymnak KOjHM C€ OBaj Cilydaj CBOJH Ha
NpPETXOJHH CaCTOjd Ce y TOME IUTO C€ CTape NPOMEH/bHBE X M Y 3aMeHe
HOBHMa NPUMEHOM MO3HAaTHX O6pasala TpaHcpopMauuje KOOpJIHHATA:

x =x'cosa — y' sina, = x'sina + y'cos a,
y

y KOjumMa Ce BpPeXHOCT mapameTpa « oxpehyje W3 ycnosa jga y Tpancgop-
MHCaHO] ]enﬂaquﬂn koedHnHjeHaT y3 Mpou3BoA x'y’ HOBHX npomembusux
Oyne jefHaK HYJIH.

OBaj nocrynak, Mak0 y CYIUTHHH €JEeMEeHTapaH H 360r CBOje CHCTe-
MaTHYHOCTH BEOMa MOroJaH 3a TEODHCKAa pa3MaTpama H JHCKYCHje, pauyH-
CKH je BPJIO IIOMA3aH W 3a IErOBO HCUPMHO H3BOhewe MOTpeGHO je yTpo-
INIATH J0CTa BpemeHa, 360r Tora Huje 6e3 HHTepeca yKa3aTH W Ha Apyre
HaudHe CBOhewa KOju GH Guau KpahH H MONECHH]H OJX IMOMEHYTOI.

Y cayuajy xax je 8= AC-B* = 0 jennaunna (1) moxe ce, Kao wTO je
M03HaTO*), CBECTH Ha KAaHOHHYHH OG/IHK HAa BPJO je€IXHOCTaBaH HauWH, KOjH Ce
| CACTOjM M3 JaKO HM3BOJ/bHBE WIEHTHuHE TpaHChOpMallHje HeHe JeBe CTpaHe
H npuMeHe o6pacia 3a OTCTOjawme TaukKe OJ MNpaBe:

ax + by + ¢ = kd® ' , ’(2)

‘Tokasatiemo, Mehy'mm, KaKO Ce CJAHYaH nocrynax MOXe MPHMEHHTH
H y caydajy kan je 8==0.

*) Bunu na mpumep: A. Geary H. V. Lowry ‘and H. A Hayden, Advenced
Mathemattcs for Technical Students, Part 1, Longmans, Green and &, London, 1947.

-
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2. ¥ Ty cBpxy noka3alieMo Hajnpe Aa Baxu caeneha
Jlema. Ako je 6ap y jenHoj Tauku (X, y) BPEAHOCT KBampaTHe ¢popme

_ Ax2+2Bxy +Cy? (3)
NO3WTHBHA, OHJA BaXH HACHTHTET:

Ax’+2Bxy+Cy (\/—+kx+p\/ +}1y> +

*)

. . (4)
eV V)
y Kojem je
pg{—!-l ako je B >0 8={+1 ako je 8 >0
-1 ako je B <0, -1 axo je 8§ <0,
2B*+A(A-0C) 2B*-C(A-0)
TiFF@A—OF P NiBa(Asor ®)

Jloxas. Jla 64 BpeaHOCT KBaxpaTHe ¢opme (3) Gu/la nO3WTHBHA Gap
y jemnoj tauks, Mopa OutH Ham 8 <0, wiH Gap jemaH on KoeduuujeHata
A u C nosuruBad. JIako je MOKa3aTH Ja Cy noJ OBHM YCJIOBHMa, a C 06-
3MPOM Ha 3Hauewa BEAWUMHA €, N W |1, CBH H3Da3H NOJ KODEHHMA y pena-
nuju- (4) NO3WTHBHH, H, AaKie, Bpe,ZlHOCTH caMux KopeHa peanne. Jlame je:

(\/—+)\x+3\/ +}1y)+5\/ ——Ax 3\/ ———p, )

=Ax2+2B mxy+ Cy?,
FAe CMO, KpaTKOhe paad, CTaBHJIH:

A C /A C
m= \[{—+X|[=—+p)—€e|/[=—=N}[=-p),
V(2 J(3+#) l/(z Jz-)
na ocraje joH1 caMO ja Ce NOKaxe faa je B m=B, OnROCHO m=|B |.

Y ToM muby nokasahemo Hajmpe na je, y yciaosuma jaeme: m=0 uwanm
m> 0 npema tome Aa su je B=0 uma B ==0. 3anucra, 3a B=0 je:

k—%-sgn(A -C), p= —%-sgn(A -0),

na je npema ToMme m=0. 3a B0 u §<0 je ouurmexno m >0, HOK 3a
8 >0, m umMa HCTH 3HaK Ka0 M pas3jiuKa

(oo 5§ 4 cn i

" —g-pl

A
%) ¥meero et—g-—l} " c'(g—p) MOWe Ce HHCATH ’g—x
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a Kako A H C mMopajy GMTH MO3HTHBHH, TO 3HAYW Ja je Y OBOM CAydajy
. . A C; —_—
m > 0. Hajsax, 3a § =0 je: A= EX p= L u makae: m= YAC > 0.
C npyre ctpaue, nocie kpahier pauysa po6ujamo na je m*=B? na je
npema Tome 3aucta m=| B |. Tume je ropma s€Ma y NOTMNYHOCTH HOKa3aHa.
3. Camo cBohemwe jemuauuse (1) je cama Bpio jexunocraBHO. [Ipe cBera
je jacHO &a ce yBex MOXe YUHHHTH Aa KBajpaTHa (opma, KOja ce cacTOju
W3 NpBa TPH 4iaHa JAeBe cTpaHe jexmaumne (1), 3aK0BO/baBA yCAOBE JeMe.
INpernocraBumo, xakre, Xa je 1o Beh yuumweHo, H Ha je ycro 3 ==0. Tama
. je yBek moryhe omxpefuTH BPEAHOCTH p M ¢ TAKO Ja jeAHAROCT:

Ax2+2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+ F =

(\/~ +rx+ 3\/ +}1y+p) +e(\/ —_x) x——B\/ y+2q)2

+F -p*—eq?, (6)
ca Hanpej yTBpheHHM 3HauelbHMa BeauuuHa B, €, N W p, GyAe HICHTHUKH
3a0BOJbEHA.

3aucTa, Ha OCHOBY T'OpH-€ JIeMe KBAaJPaTHH YIAHOBH Ha NECHO] CTPaHH.
jemHakocTd (6) MIZEHTHYHH Cy Ca OHHMAa Ha JIeBOj, a fia 6u TO 6uo Ciydaj
K Ca JuHeapumM, TpeGa p W ¢ Aa 3a40BObaBajy CHCTEM OJ JBE JHHeapHe
jennaunue 3a wujy je ACTEPMMHAHTY JIaKO MOKAa3aTH Aa je, MOL YHUHILEHHM
NpeTnocTaBKaMa, Pa3lHYWTa OX HYJIE.

[TpemMa TOMe; ca OBBM BpPefHOCTHMA 3a p H ¢ jexHauuna (1) Monce ce
HanweaT# y OGMuKY:

\/A+xx+p\/ +}1y+p) +e(\/ ~——)\x 3][( y+q 4

+ F-p*-eq”=0. (7)

C zmpyre crpaHe, ca MaJ0 pauyHa A4 Ce MOKa3aTH Ja Cy mpase
\/g +Ax+ BV§+ py+p=0,

Vel Vel om0

HOpMaJiHe jeHa Ha ApPYroj, ma ce MOry Y3eTH 3a OCe HOBOI KOOpDJAHHAT--
HOr cuCTeMa. AKO MPBY OJ HHX y3MeMO, PElMMo, 3a n, a APYyry 3a & ocy,.
oHma ce jepHaunHa (7), c 063upomM Ha oGpasan (2), MOXe OAMax MHCaTH y
KaHOHHYHOM OOGJHKY:

KBE ekl + f=0, 8)-
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TIe je

kf=A;C+x+p=é(A+C+y4B=+(A — 09,

B = s (’%’-C- A - )—%(A +C - VABT¥ (A = OP),

f=F —p*-eq®

Jeana on npeaHOCTH OBOr HauWHa CBOhewa y mopehiemy ca Apyruma
€aCTOju Ce y TOME IUTO HaM OH OAMaX Jaje W jefHadHHEe O0Ca CHMETpHje
KOHHYHOI' NMpeceKa y OJHOCY Ha CTap¥ KOODIMHATHH CHCTEM.

ON A NEW METHOD OF REDUCTION OF THE GENERAL
EQUATION OF CONICS TO THE CANONICAL FORM

by ZARIJA BULATOVIC, BEOGRAD
Summ ary,

The author proves al first the lemma:

If the quadratic form (3) is positive at least in one point (x,y), then
holds the identity (4), where B and e are defined by means of the formu-
las (*), and X and p. are given by the formulas (5).

Then it is demonstrated how, using the identity (4), the equation (1),
in the case when AC - B%*==0, may be written in the form (7) from which,
regarding the known formula (2) of Analytic geometry, one can immedia-
tely pass to the canonical form (8). -
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TNPUJIOT TOKASUMA HEKMX CTABOBA
BEKTOPCKE AJITEBPE

BHKTOP JAHEKQCRH, CKOIUBE
3a n0OKa3uBame nbauamx cTaBoBa BEKTOpCKe aiarebpe:
(1) (@XB)-e=(BXc)-a=(cXa)-b
(2) (aXb)Xce=b(c-a)—a(b-o),
rZe cy a, b, ¢ NPOH3BOLHH BEKTODH, Y nﬁTepaTypu cpehemo pasnnuuTe

MOCTyMIKe.

Osze (tau. 1), usBoxehn H3pa3 3a KBaJpaT MEIIOBHTOr MPOH3BOJAA
BeKTOpa a, b, ¢ y o6auxky Gram’oBe nerepmuHaHTe Tpeher peza

3) ' [(axb)-c]2=' a-a b-a c-a |,
: ” ab b:b ¢:b
a-c b-c c-c

H3noxuheMo jeflaH HOB MOCTymaK 3a lIOﬁHBaH:e NpaBH/Ia MHKAHIHE Pa3MeHe
y MewoBHTOM npou3sony (1).

Hame (tad. 2 u 3), nahemMO HEKOJHKO HOBHX JOKa3a 3a MO3HATH 06pa-
3all JBOCTPYKOT BEKTOPCKOT npoussosa (2), kao W (Tau..4), 3a ciyuaj

HEeKOMIIJIaHaDHHX BEKTOpa a, b, ¢, u3Boheme jeHOr HOBOr O6aHKa Tpaucqlop-
MaHOHOr o6pacna:

(O ” =(axb)-(cxa) (axB) - (¢ xb)
) (axb)xec BTTS bxc+_—(cxa)-b ¢xa

Tlpr Tome, mopex npasuia (1) u maentutera (3), [xopucTuhemo jour u -
MHCTPUOYTHBHH 3aKOH 3a CKaJapHO MHOXeHe, Lagrange’oB WaeHTHTET

4) ! (axb)*+ (a-b)*=a?b?%

57 Beennk maTemaTHuwapa m (HBHYapa



66

Ka0 H Chemnujajan Ciydaj AHCTPHOYTHBHOT 3aKONa 3a BEKTOPCKO MHOXEMmE
5) (a+2Ab)xb=axh, (M = rpouaBOBAH éxanap).

Vinenturer (4) je ouMrnenman W MOXe Ce JaKO MOKa3aTH 1a je OH
nocnaeauna AHCTPHOYTHBHOI 3aKOHA 33 CKaJaPHO MHOXEHe, JOK HICHTHTET

(5) caenyje HemocpenHO H3'reOMETPHCKO-MOBPLUINHCKOT 3Hadeba BEKTOPCKOT
NpOH3BOJA. 8

1.1. Jeman npou3BO/baH BEKTOD ¢ MOXE C€ pPa3JOMXHTH, 33 HEKOJH-
Heapﬂe a 4 b, y HEKOMIUVIaHADHOM TPHjeIPy BEeKTOpa a, b, a x b:

(6) , c—ka+}xb+v(axb)

Axo oBy jemHaunHy (6) namnomumo CKaJlapHO BEKTOpHMa a, b, ¢, a x b —
y3umajyhu y 063up Aa je, 360r HOPMAJTHOCTH BEKTOpa a x b Ha BEKTOpHMa
aub a-(axb)=>b-(axh)=0 — mob6uhemo cucrem

| Aa-a+pb-a - =c-q,

Aa-b+pb-b \ =c-b,
Aac+pb-a+v(axb)-ec=c-¢,

v(axb)2 =c-(axb)

(Hy)

KOj4, mopen Tora wWTO OApehyje Koeduuujente pasnaramwa A, p, v, Aaje H,
c 063upom Ha Lagrange’oB HACHTHTET (4) H HE3aBMCHO OJ TeOMETPHCKOTr
3Hau€ha MEUOBHTOr NpomsBona (a xb)-c=c- (axb), unentarer (3).

1.2, Axo cana y jexHauuHu (6) W3BPINMMO HMKJIHYHY 3aMEHY BEKTOpa
a+>b-o>c-»a axb>bxc u nonosumo nocrynmak u3 Tau. 1.1, mo6uhemo
cucrem (H,) koju he oxpehuBaTh KBagpaT MeWOBHTOr Npou3soaa (b xc)-a=
=a-(bxc) npexo ucre Gram’'oBe AeTEDMHHAaHTE JaTe NECHAM H3Pa3oM
urenratera (3). [lpema Tome, u3 cucrema (H,) u (H,) umamo

_(ax'h)-c=e(bxc)-a,

rae je e = + | mapamMeTap Koju Ce, 360r je JHO3HAYHOCTH MEIIOBHTHX IPOH3-
poma (exB)-¢ u (bxc)-q, expekyje U3 jexHOr napTHKYyJapHOT CAy4aja:
HAP., 2K0 @, B, ¢ rpaje xecHu OPTOrOHAIHM TPHjeLap BEKTOpa, JAKO Ce
Hanasu e = + 1. Ciuuno, npexo oxrosapajyher cucrema (H,), us (H,) u (H,)
no6uja ce (bxc)-a= (cxu) b.

Ha Taj maums KOKasano je NMPAaBHAO HHKIHYHE DasMeHe y MEILIOBHTOM
npou3sony (1) koje ce o6uuno [1] reomerpucku mokasyje. Kox Burali-
Forti e Marcolongo’a [2] ce HaBOAM Ja Ce€ HCTO MPaBHIO MOXKeE
HOKA3aTH aHANMTHIKH NOMOhY KOOpZHMHaTa M yjeAHO ce Aaje AOKa3 nmomohy
CBOjCTBA CJOXEHOr BEKTOPCKOr mnpoussoia (axb)x(bxc) ma ce moxe
pPa3sBHTH Ha JBa HaukHa,
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2. Jla 6u npokasao jexHakocT (2), Burgatti [3] nonass ox uspasa
KOjH ce JaKO noO6uja

(7) (axb)xe=k[b(c-a) —a(b-0)]
— rle cy a, b, ¢ TpOH3BO/bHH BEKTODH, H Tapzm 6e3 10kasa na, LHTH-
pamo —
, ... essendo | (I=k — B. J.) un numero mdlpendente dai
vettort (per ragioni d’omogeneita)“. ,

MehymM, HHj€ HENOCPEeJHO jaCHO Ja 360r XOMOreHOCTH M3pasa (a xb) x¢
H b(c-a) —a(b-c) ckanap k He 3aBHCH OJ BekTOpa g, b, c.

2.1. Jloka3ahemo, Hajupe, Jga CKanapHa QyHKIOH]a k& BeKTopa
a,b,¢ 1j. k= k (a, b, ¢), 360r XOMOreHOCTH MOMEHYTHX H3pPa3a, HE 3aBHCH OJ
HUXOBHX aareGapcKux BPEIHOCTH, Tj. OJX MOAYJa H CMepOBa BeKTOpa g, b, ¢,

Axo y (7) BekTope a,b,c 3aMEHMMO pECNEKTHBHO ca \a, pb, ve.
rae cy }\., B, V NPOU3BO/bHH MO3UTHBHH HJHA HEraTUBHH CKaJlapd, HMaMO

(daxpb)xve=k(ra, pb, vc) [nb (vc-)\a)b-—?\a (eb-yo)],

ozakae, ¢ 063upom Ha (7) ‘
(8) k (Ma, pb, vc) = k (a, b, ¢),

Tj. k je xomoreHa (QyHKIMja HYJTOr CTENE€Ha y OJHOCYy Ha aarebapcke
BPEJHOCTH BeKTOpa a,b,¢ — IITO 36GOr NPOM3BO/LHHX, W MpeMa TOMe,
Pas/HYHTHX }\ 1, v Aaje k= Const.

a (pyﬂxunja k He 3aBHCH H OJ npaBala — ymoaa IITO HX H3Mehy
ce6e 3axBaTajy BEKTODH q, b, ¢, JOoKka3ahemo Ha cnexehn Hauun. 3a Tpujenpe
BeKTOpa a,, by, ¢; H ay, by, ¢, umMamo, mpema (7), PECNEKTHBHO jeJHauHHE

9) { (ag x by) x ¢y = k(ay, by, ¢1) [b, (¢;-ay) = ay (by -y,
(a2 xby) x ¢y = k(ag, byy¢,) [by (¢1-0,) = az (by-cy)].

BexTop a — a, Heka je, caZa, Npemlao y NPOH3BO/bAH BEKTOP @ = ay. Ha
OCHOBY pe3yJTaTa (8) NOBOLHO je fa Ce CTaBH ap = @y + Bby, rme B
03HauaBa MNPOW3BObaH CKanap. Taza cy, npema (5), seBu u3pasu ox (9)
jelHaKH; HCTO TaKO Cy jefHaKH H NECHH H3Da3H KOjH CTOje y3 (QYHKIH]y
k, WITO Ce JaKO NOKa3yje pa3BHjarmeM APYrOr AECHOr H3pa3a. 3HAaYH, HMAMO

(10) ) k(az» blr c1)=k(au b“cl)»

Tj., ¢ 063HpOoM Ha (8), k He 3aBMCH O] npasla, CMepa H MOJyJa BEKTOpa a.
Cauuno, Tpanchopmauujama: by,=b, + aa, H ¢ =c; + Y (a3Xby), rae cy
a, Y MPOM3BOJbHH CKajJapH, [OKa3yje Ce Na k He 3aBHCH DECIEKTHBHO OJ
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BeKTOpa b u ¢, Tj. 3a cBe Mehyco6He nosoxaje W MOLyJe BEKTOpa g, b,c je

k = Const,
wTo je W Tpe6ano NOKa3aTH.

Capga, ciauuHO Burgatti'y, #3 jeiHOr napTHKYJapHOr cjaydaja HOp. 3a
¢=a 4 a HOpManHO Ha b, u3 (7) ce nako Hamasu k = 1.

2.2. Jla je cxamap k y jeaHaunHd (7) KOHCTaHTa, MOXE C€ — OIET Mo-
mMohy (GyHKIHHOHAMTHHX jeJlHAYHHAa — JOKa3aTH W Ha cielehd HayHH.

JenHauuny (7) MHOXHMO CKalapHO jeJHHM MPOH3BObHEUM MOMOHHHM
BeKTOpOM »==0 ¥, Ha OCHOBY J[AOKa3aHOI MpaBHJa IHKJHYHE pa3MeHe y
MeioBHTOM npou3Bony (1) mpuMemeHor Ha u3pa3 [(ax b) Xc]-D H 3akoHa
KOMYTalldje 3a CKaJlapHH MNpPOM3BOJ MNPHMEHEHOr Ha M3pa3 (axb-(cx D) =
= (¢ xd)-(axb), no6uBamMo ueTupu opme.

[(axb)xc]:d =[b x(cxd)]-a=[(cxd)xa]b=[dx(axb)]-c.

Oxatne, ¢ OG3MPOM Ha 3aKOH aNTEPHAUH|E€ 3a BEKTOPCKH IPOH3BOJ:
axb=—bxa, O HeCHHX CTpaHa jexHauuHe (7), MPEKO JAKO CXBAT/bHBHX
TpaHcopmanuja, 106HBaMO TPH peJalHje

k(a, b, ¢) = K(d, ¢, b) =k (c,d,0) = & (b, a, D)

koje oner najy k=Const.

3. 3a mo6GuBame o6pacua ABOCTPYKOr BEKTOPCKOr npou3Bona (2),
Chattelun [4] nonasu ox Lagrange’osor uuentatera (4) H, xopucrehu
IHCTPUGYTHBHE 3aKOHE 3a CKaJlapHO M BEKTOPCKO MHOXEHE, HAaKOH H3-
BECHHX CKaJapHO-BEKTODCKHX TpaHCpoOpmauuja, A0/a3u 10 o6pacua

(11) © (axb)-(cxa) = (a-b)(c-a) - (a-a)(b-c)

KOj4 Ha OCHOBY NpaBH/Ia LMKJIWYHE Da3sMeHe y MeMOBHTOM npousBoxy (1)
M DMCTPHGYTHUBHOr 3aKOHa 32 CKalapHO MHOXEHE, HANHCaH y OOGJHKY

: Nea=0
- 3ajelHO ca ‘
' v N-(axb)=0 u RN-c=0,
rae je : '
N=(axb)Xc-[d(c-a)-a(b-c)]

Naje, 3a Clydaj HEKOMM/IaHAaDHHX BEKTOpa a,aXb,c¢, N = 0, Tj. Tpaxenu
‘o6pazan (2). [Totom, nomohy jexHe TpaHchopMmauuje # AUCTPHOY THBHHX
. 3aKOHAa Ha BEKTOPCKO MHOXeHe, JOKa3yje Aa WCTH BaXK H 3a CIyuaj KOM-
. NM3aHADHOCTH BEKTOpa ¢, aXb, c. o ’
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3.1. O6pasar Chattelun’a (11) ce moxe n06uTH W3 Hawer cucreMa (H,)
y Tau. 1.1. Haume, u3 cucrema (H,) 3a npOH3BO/bHE BEKTOpE @, b, ¢ (axb==a)
H3]IBajaMO CHCTEM )
(Ly) [

Aa-a+pb-a=c-gq.
Aa-b+pb-b=c-b.

" Ako, caja, jenHaumny (6) H3MHOXHMO CKaJapHO BEKTODHMA ax(axb) u
b x (a x b), KopucTehH NPaBHIQ LMKAWYHE Pa3MEHE Y MEMIOBHTOM MpPOHM3BOAY. -
(1), no6uBamMO CHCTEM :

(axb)- (cxa)==p(axDb)?

(L2) [ (axb)Jexb)=" A(axb);

opaj cucreMm (L,), 3a caydaj HEKOMIVIAHADHMX BeKTOpa a, b, ¢, ce moxe
JOOHTH H aKO jefHauuHy (6) H3MHOXHMO CKaJapHO BEKTOPHMA axb, bxe,
¢Xa, ZOK Ce 3a KOMIIaHapue a,b,¢ n0Guja, momohy (5), ako ce (6)
M3MHOXH BEKTOPCKH ca @ M b M Tako JOGHBEHE  peJaldje MOMHOXE CKa-
napuo ca axb.

Pemema A ¥ u cucrema (L,) 3amemena y cucremy (L), mpexo La-
grange’oBor upentaTeTa (4), najy o6pacue ‘

(1r) | {(a><b)-(cxu)=(a-b)(c-a)—(a~a)(b-c),
(axb)-(cxb)=(6-b)(c-a)—(a-b) (b-c)

KOjH HamHCaHH Y OOJUKY

N-a=0,

RN-5=0 (9t=(axB)xc=[b(c- ) ~a (b0}

— umajyhu y Buny Aa BekTopH (axb)xc u b(c-a)— a(b ¢) Jexe y paBHH
ﬂexonnﬂeapﬂux BekTOpa @ H b — najy oGpasan (2), 3a KOju ce JaKO JOKa-
3yje Aa Baku H 3a b KONHHEAaDHO Ca @ aKO Ce y HheMy H3BpIIM CMEHA
b=wa, rae je w nNpou3BO/baH CKajiap.

3.2. O6pasan (2) moxe Aa ce AoGHje u Ha crenehw Haumd. Byayhn
Ia, 32 HekonuHeapHe a u b, BexkTopH (axb)xa u (bxa)xb nexe y paBHH
BEeKTOpPa a W b, aHaJOrHO pasaaramy (6) y Tau. ll 3a BEKTOP ¢ MOXEMO
Aa CTaBHMO
c=A(axb)xa+p(bxa)xb+v(axbh).

Axo OBy jefHaYHHY H3MHOXHMO CKaJapHO BEKTOPHMa a, b,axb, uMajyhn
y Bnny csojctBo (1), 3a ¢ MOXeMO, caja, A3 HalHLIEMO

(axh)-c
b)" (axb)x u+( b)’ (b a) x b+( < B)°

(12) - 'c= ' axb.
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Muoxehu nocreamwy jennakoct (12) ckanapHo BEKTOPOM ¢, NPEKO CBOj-
- erea (1) mo6usamo

(axb)*c®={(axb)xc]-[b(c-a) - a(b-c)] + [(axb)-c?

IITO Ha OCHOBY Lagrange’ OBOr ujaeHTureTa (4), NPUMEHEHOTr Ha BEKTOpE
axb H ¢, #maje

(13) [(axb)xc = [(axb)xc]x[b(c-a) —a(b-c).
[Mocnenwoj jennaunnu (13) HanucaHoj y 06GauKy

N-[(axb)xc]=0
MOKEMO [OMHCATH jOLI
N-(axh)=0 u N-¢c=0,

.rne je omer
N=(axb)xc—-[b(c-a)—a(b-c).

Ako je BeKTOp a x b==0, H BeKTOp ¢ HHje HOpMaNaH Ha paBaH Bek-
TOpa a H b, Taja jeé reOMETPHCKH EBHACHTHO Ja je TPHjezap BeKTOpa
axb,c,(axb)xc HexOMIUIaHapaH, ma M3 TOpWHX TPHjy jeIHaunHa CIe-
ayje (2). o ucror pesyiraTa ce [07a3H M aKO ce (OPMHPa MELIOBHT
NpOH3BOM BeKTOPa a x b, ¢, (axb)xc, u KOju Ha ocHOBY cBojcTBa (1) Moxe
Aa ce HamHwe y o6auky [(axb)xc]* u koju je, 36or rope Hanpasme-
HHX NpETHOCTaBKH, Pa3nHyHT of Hyne. O6pasan (2) ce Bepuduxyje aako
M 3a ciydaj: axb =0 npexo cmene b= Aa, Kao u 3a cayyaj: (axb)xc=0
y3 axb==0 npeko cmene c-—w(axb) A€ Cy A H  [POH3BO/LHH
CKaJapu.

~ Jlo o6pacna (2) ce moxe nohu n KOMGHHHPaHOM Mei-onom Haume,
ako ce 3a (axb)xc ysme u3 jemsaumne (7) Bpeanoct k[b(c-a)— a(b o)l
# 3ameHn y (13) no6uBa ce ojaTie OxMax k =1.

4. JIBOCTPYKOM BEKTOPCKOM MPOH3BOLY MOXKE Ce, 3a HEKOMIIaHapHe
BekTope @, b, ¢ AaTu HOB 06auk (2). Haume, ako cy. a, b, ¢ Hexommia-
HapHH BEKTOPH TaZa Cy, KaKO C€ JaKO FeOMETPHCKH y0YaBa H MOXeE BEK-
TOPCKH noMohy MELIOBHTOr NPOM3BOAa BeKTOpa axb, bxe, cxa za
AOKaxe, axb, bxe¢, ¢xa Cy HCTO TaKO HEKOMIVIaHADHH H, NpeMa TOMe,
HEKO/IMHEaDHH BEKTOPH ma 3a (a x b) X ¢, Ka0 M 3a CBaKH NPOM3BOJbAH
BEKTOp, MOXe Ja Ce CT4BH

(a><b)><c—a(bxc)+p(c><a)+Y(a><b)

AKO MOMHOXHMO OBY jeIHAaYHHY CKaJapHO Bexropom ¢, Ao6HjaMO oxMmax
Y =0, 7). Bekrop (axb)xc Jnexu y paBHH BekTOpa bxc u cxa. MHo-
Kehd, name, HCTYy jefHauMHy BexkTOpuMa a W b, u y3umdjyhu y o63up
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" cBojctBO (1), 3a koeduuujente o« W B Ho6ujamo

a o (axDB)(cx0q) _ {axb)-(c xb)
bxc-a (cxa)b

ojakae ciepyje TpaxeHu obpasam (2').

AKO BeKTOpH a, b, ¢ HHCy 3aflaHM NOMOhy CBOjHX KOOpAHMHATa, 06pa-
3an (2') HHje 3rofaH 3a NPHMEHY. 3a HEMOCPeXHY, BEKTOPCKY, NpPHUMEHY
KoeduuujenTe « ¥ f H3paxxaBaMO MOMOhy CKaJapHHX NPOM3BOJZAa BEKTOpa
a, b, ¢ Tako na, caxa ymecto (2'), uMaMoO - ’

i

@) (a xb) x¢= iv.é.(Albx.c-t-A,cxa),

rae cy, npema o6pacuuma (3) u (11') ussexenum y Tau. 1.1 u 3.1:

G=|a-a b-a c-af, _ _
6 bb b Alstc-a a-al, A,s"c-a b-al,
¢ ¢ ¢b ab|  leb Beb)
a-¢ b:c c-c *
)
3HaKk npes u3pasoM VG ce 6Hpa TakO 1a je jeIHaK Ca 3HAKOM MEUIOBH-

tor npoussoga (b x ¢)-a = (¢ x a)-b.

Jlo o6Gpacua (2”) — aKo JO3BOJIHMO YNOTPe6y AHCTPHOYTHBHOT 3aKOHA
3a BEKTOPCKO MHOXEHe — MOXEeMO Ja AOheMO aKo, CIAHYHO Kao y Tad.
1.1, BekTOp a X b pa3nOXKHUMO NO HEKOMIVIAHADHHM BEKTOpHMA @, b, ¢ H
o6pa3yjemo, nomohy A¥CTPHOYTHBHOr 3aKOHAa 3a BEKTOPCKO  .MHOXeme
u3pas (a x b) x ¢

Ox npa uspasa (2) u (2") 3a ABOCTPYKH Bemépcxu IpPOM3BOJ, KO6H-
jamo HOBy Be3y u3Mehy Tpu HexoMnJaHapHa BekTOpa a, b, ¢

(14) +VGb(c-a)—a(d-c)] =4 b xt+Asc xa,

a ojaTie, IUKJIHYHOM 3aMeHoM a-b-c¢-»a, bxcr»cxa->a x.babxc, jowr
ABE CJIHYHE.

leomeTpuCKO 3Hauewe penaunje (14) ce cacToju y Tome mTO, aKo
BEKTOD ¢ HHje HOpMaJaH Ha BeKTOpuMa a H b, BexTop (a x b) x ¢ maje
npaBall NpeceKka ABejy PaBHH NOCTaB/bEHHX KPO3 BeKTOpe @, b M BekTope
b x ¢ ¢ Xa AIH, WTO j€ HCTO, PECEK paBHHHE KPO3 BeKTOpe @, b H paB-
HHHE KOja MpoJa3d KpO3 3aje/[HHUKH MNOdYeTak BekTopa a, b, ¢ u CTOju
HODMaJIHO Ha BEKTOpY .

-~
s
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SUR LES DEMONSTRATIONS DE QUELQUES THEOREMES
EN ALGEBRE DES VECTEURS 4

par V. JANEKOS.KI, SKOPJE
Résumé

Dans cet article 'auteur donne les démonstrations originelles de quel-
ques théorémes connus en algébre des vecteurs Le travail ést de carac-
tere méthodologlque

+
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NOVI ELEMENTI PLANETOIDA 1952 UV, = 1932 DC
RUZICA S. MITRINOVI1C, BEOGRAD

Nedavno sam objavila prve eliptitne elemente planetoida 1952 x
(videti moj ¢&lanak: ,Orbites et identifications d’astéroides®, ;Zbornik ra--
dova Astronomsko-numeri¢kog instiluta Srpske akademije nauka, knj. I,.
str. 105, 1954).

U istom ¢lanku (str. 114) pokazala sam da Je ova] planetoid 1dent1<‘5an
sa planetoidom 1932 DC.

Planetoid 1952 x, prividne veli¢ine 13.2 prona3ao je sa Astronomske
opservatorije u Beogradu M. Proti¢, 22 oktobra 1952 godine. PoloZaj ovog
planetoida je objavljen u Casopisu Bulletin de I’Observatoire Astronomique
de Beograd (Ne 3—4, Volume XVII, p. 34). Planetoid 1952 x u Medu-
narodnom ,centru za male planete (Cincinnati, Ohio, USA) dobio je pri-
vremenu oznaku 1952 UV, (Minor Planet Circulars Ne 1176). ‘

Planetoid 1932 DC prividne veli¢ine 14.5, otkrio je sa Astronomske
opservatorije Uccle (Belgija) E. Delporte, 28 februara 1932 godine.
Elipti€ne elemente putanje ovog planetoida izratunao je S. Mauderli, koji

su objavljeni u ¢asopisu Astronomische Nachrichten 251.139, 1934.

Ranije smo pokazali da su ova dva planetoida jedno isto nebesko-
telo 1952 UV, = 1932 DC, a sada smo izratunali nove popravijene elip-
ticne elemente iz opozicija za 1952 i 1932 godinu, metodom van]ac1je
geocentri¢nih otstojanja.

Popravljena elipti¢na putan]a dobija sada ovaj oblik:

Epoha: 1952—X—26.0 U.T.

M = 311.628 795
* @ = 280.330 932
i= 11583 994 ! 1950.0
Q = 162.481 354
" - a= 2707 338
. w= 0221 253
= 4667 517
e= .0.081 373

m
g= 101
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Vrednosti vektorskih veli¢ina su:
P, = + 0.119 066 Q. = - 0.991 048
A1y P, = + 0.971 323 Q, = + 0.103 656
P,=+0215924 - Q, = + 0.084 206

Za ofstupanja izmedu opservirane i ratunate rektascenzije («), odno-

sno deklinacije (8), primenom elemenata (l), dobijaju se sledece vrednosti
za (0 - ¢): ’
Aa A

1950~ X -22.79860  0.00 0.0
X—2579860 000  0.00
X-27.94304 000 0.0

1932 — 11— 28.02 -009 -0.39
- 1.04 —1.00 +0.89
11— 10.05 —001 -0.29
1l - 12.43 ~0.13 -028
11l - 13.03 ~0.06 -0.34
I-1349 - —0.13 -0.28

I - 1507 —0.05 -0.33
11 - 25.96 -002 -023
IV- 896  -001 -022
IV -27.94 +0.07  -0.06
V- 689 +0.13 +0.01

) Posmatranja, odnosnio (o, 3) uzeta su'iz publikacije: Circular Rechen —
Anstitut, Berlin Ne 564, 565, 568, 572, 578, 585, 593 i 622. '

Posmatrajuét A% za 1932 godinu, vidi se da su vrednosti razlike
izmedu opservirane i racunate deklinacije ‘vece, nego $to je po teoriji. A
Posto je identicnost ovih dvaju tela nesumnjiva, mi smo izvrsili diferen-
<cijalnu korekciju ovog sistema, promenom w, ii $ za:

dw =~ 13200 066
di = + 0.175 339
dQ =+ 1275 977 .
Promena u w, i § dobijena jé empiriskom popravkom P, i Q, za:
dP, = — 0.004 000
' dQ, = - 0.004 000
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Korigovane vektorske veliine (I) dobijaju ovaj oblik:
Py =+ 0.117 991 Qx =—0.991 374
P, =+0.972 268 Q, =+ 0.103 656
P, =+ 0.201 924 Q. =+ 0.080 206

Polaze¢i od ovih korigovanih elemenata, za otstupanja izmedu opser-
viranih i raCunatih rektascenzija (z), odnosno deklinacija (8), u smislu
(0 - c), dobijamo vrednosti:

(1)

Ao A&

1952 — X — 2279860 —0.05 —0.10
X — 2579860 - 0.05 - 0.11
X - 27.94304 -—006 - 0.09
1932 — II - 28.02 —008 -0.04
- 1.04 —101 +1.23
Il - 10.05 - 005 —0.02
I — 12.43 ~0.14 + 004
av) 11l — 13.03 —0.06 +0.01
I - 13.49 015 +0.04
I - 15.07 — 005 +0.03
Il — 2596  —003 +0.05
IV — 896 ~ 002" +0.12
IV — 27.94 +0.05 +0.18
V - 6.89 +0.11° +0.21

Napomena: PoloZaj od 1.04 - 11I-1932 ne pripada planetoidu 1932 DC.

‘Planetoid 1952 UV, = 1932 DC, 29 avgusta 1956 godine bice u
opoziciji sa Suncem. Buduéi da je povoljna prividna veliCina (13.5) ovag
planetoida i poloZaj. u deklinaciji, Astronomska opservatorija u Beogradu
modéi ¢e da traga za njim.

Efemeride za 1956 godinu su:

1956 \
o U. T. « (1950.0) 3 (1950.0) 9690
h

Jul 30 99" 472 m  _30 8 135

A © 927 424 ~48 . .48 -804 440

Avg. 5 2 30 " 5 T s

Avg. 29 # 22 28'6 Bk —6‘ s0 0 (+53)
o A - : + 9.

svgt 8 22 210 % _g 19 -89 93

<Pt ' Y _e6 -84 :

Sept. 18 922 14.4 _9 43 0.242
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NOUVEAUX ELEMENTS DU PLANETOIDE
1952 UV, = 1932 DC '

par RUZICA S. MITRINOVIC, BEOGRAD

Résumé

A raide de la méthode de variation fdes distances géocentriques
pour oppositions en 1952 et 1932, nous avons calculé les nouveaux élé-
ments (I) pour le planétoide 1952 UV,=1932 DC.

La différence dans la déclinaison A3, étant considérablement plus
grande que celle qu’on obtient d’aprés la théorie, et étant donné que
'identité 1952 UV, = 1932 DC est non douteuse, .,ont conduit I'auteur
d’effectuer la correction différentielle du systeme, par variation des w,
i,  avec .

‘ dw=-1.200 066,
di= +0.175 339,
. dQ=+1.275 9/7.

Les corrections des grandeurs w, i, § sont trouvées au moyen des
corrections P, et Q, avec

P,= -0.004 000,
¢« Q,= —0.004 000.

Par la correction des grandeurs vectorielles (II) on obtient les valeurs
vectorielles corrigées (lII), a partnr desquelles on calcule pour (0—c) les
valeurs (IV).

La position pour 1.04 - [1-1932 n’appartient pas au planétoide
1932 DC.

Dans cet article on donne aussi les éf.émerides pour 1956 année.
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0 KOMETAMA KOJE Cy NOCMATPAHE TOKOM 1955 TOAUHE

PYMHMIA C. MUTPUHOBM R, BEOTPAJL

Y Ttoxy 1955 roaWsHe OTKDPHBEHO je HEBET xomeTa. ‘O] OBHX LIECT CY
HOBE, a TPH MEPHOJHYHE, UH|H CE MOBPATAK OYEKHBAO.

OBe rojuHe, IPBO MECTO Yy OTKPHhy HOBHX KOMETa 3ay3uMajy acTpo-
Homu u3 CAJI. Fbuxosn npouanaciu cy: komera HARRINGTON-ABELL =
— 1955 a, kometa ABELL = 1955 b u xomera RENNER = 1955 h.

Komera MRKOS = 1955 e otkpuBena je y UexocI0BauKoj.

Koméera BAKHAREV-MACFARLANE - KRIENKE = 1955 f oTkprBeHa
je y SSSR-u. A

Komera HONDA = 1955 g. oTkpHBeHa je y Janmawny.

Ox nepuonuunux xomera aBe cy nahene y CAJL (Komera ASHBROOK-
JACKSON = 1955 ¢ u xomera WHIPPLE = 1955 d) u jeana y Yexocno-
Baukoj (xomera PERRINE-MRKOS = 1955 i).

Y oBom ujnanky Hu3HeheMO 3a HaBeleHe KOMETe TIpBE undopmanuje. .

Komera HARRINGTON-ABELL = 1955 a

Komera Harrington-Abell je Zpsa HOBa KOMETa y 1955 roxunu. OT-
Kpunu cy je 22 mapra 1955 roamne acrponomu: Robert G. Harrington u
‘George O. Abell ca oncepparopuja: Maunt Wilson u Palomatf, nomohy
Schmidt-ose kamepe oxn 48 manana, neganexo oj 3se3xe & Leonis. JlHeBHO '
KpeTalhe KOMeTe H3HOCHIO je: Ad = — 16, A8 = + 13" .

Komera je audysHa, ca LEHTPATHOM KOHJEH3ALH]OM H PENOM MarbHM
'OX jeAHOr cTenena, npuBHAHe Benwuune 17m. Oua je mocmaTpana 27 u 30
‘Mapra 1955 rojune. Peaykuujy B mepere H3BPIIHO je A. G. Mewbray.
Kako je mioya Ouia NeT MHHYTa H3/M0XEHa, CIAAKA je moKa3ana 3ryCHyTO
jearpo mpuBHIHE BeIHYHHE 19m.0 onKo0/b€HO CI1a60M KOMOM.

. U3 nocmatpama og 22, 27 u 30 mapra 1955 roauue, ~Leland E. Cun-
ningham je W3pauyHao NPOBH3ODHE ENHNTHYHE ENEMEHTE TyTae OBE KO-
'MeTe, KOjH Cy MOKasaltd Ja je KOMEeTa MepHOAuYHa Ca MNEPHOLOM DEBONY-
nuje 7.01 rogusa. Ha ocHOBY OBHMX eleMEéHaTa MpoJa3 KOMETe - KpO3 nepH-
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xen poroxno ce 18 neuem6pa 1954 ronune. Edemepuzme cy nspaqyua're 3a
BPEMEHCKH HHTepBaa 01 3 janyapa no 22 jyaa 1955 roause.

Komera ABELL = 1955 b'

13 anpuna 1955 rommse G. Abell ca oncepsaropuje Maunt Palomar
OTKPHO je apyry HOBY Komery y 1955 romuuu, y cassexhy JloBaukor
Ica, mano ceBepHo ox marsiune M5,

Y Bpeme nmpoHanacka IHEBHO KPETare H3HOCHIO je:
Aa= —1m 455, As= + 2.

Komera je Guna audysHa ca uEHTPaTHOM KOHIEH3ALM]OM, Ca penom
MawbHM ONl jeJHOr CTENeHa W NPHBHAHE BEJIMUHHE OKO 15m,

Ca Lick oncepsaropuje (Maunt Hamilton) cy Takohe ona3suiu OBy
xomery: 15 anpuna 1955 rommme — Vasilevskis u 23 anpuna 1955 roguue
E. Roemer.

Tako ucro, ca Yerkes oncepBaTopuje OBy KOMeTy je onasuo 17 anpu-
na 1955 rogune u G. Van Biesbroeck.

Kopucrehu nocmatpama ca Lick u Yerkes oncepsaropuja L. E. Cun-
nigham je u3pasyHao napaGoAWuHy myTamby OBE KOMETE KaO H edemepune
on 13 anpuna no 22 jyna 1955 romume. Actponomka E. Roemer (Berke-
ley) je Taxohe u3pauynana edemepue.

[lpema pauyny L. E. Cunningham-a u3n1ass na ce xomeTa Ha/masu ca
OHE CTpaHe myTawe JynmdTepa ¥ 1Ha je NPOJa3 KOMETe KpPO3 mMepHxes
Hactynuo 19 jyna 1954 roxuue, Ha orcTojamy 5.05 aCTPOHOMCKHX jenuHMIa
on CyHua.

Komera ASHBROOK-JACKSON = 1955 ¢

Komera Jackson (1934 II) je nepuomuuna xomera (P=7.475 ronuma).
Ona je Haliena 19 jyna 1935 romune.

W. E. Beart u M. P. Candy na ocHoBu mocmarpamwa 1948 u 1949 ro-
rOJHHE H3pauyHald Cy €JMNTHYHY MyTamy OBe KOMeTe Kao u edemepuie
3a muTepBan ox 13 janyapa no 30 centem6pa 1955 roxune. Komera je
npomia Kpo3 mepuxen 4 oxto6pa 1948 ronuue.

G. Van Biesbroeck oTkpuo je 24 ampuna 1955 rogzuue OBy MEpHO-
AHYHY- KOMETY, Ha IVIOYH W3/J0XEHO] Ha TeJeckomy ox 82 maiaua oncep-
_BaTOpHje McDonald (Texas, SAD). Ilnoua je noxasana jexny nudysmy
CIMKY npuBHAHe BeawunHe 17m. ITomoxkaj koju je G. Van Biesbroeck mo6uo-
OPH NPOHANACKY MalO Ce PaslHKOBAO OJ HPOpauyyHaTe eq)emepune Beart-a
u Candy-a. -

[Iponas komere kpo3 nepuxen Tpeba ma ce gorozm 6.173 anpuia
1956 romune, ca KOpeKUWjoM OX Mosa JaHa O NpeABHHEHOr mpoJasa.
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Komera WHIPPLE = 1955 d

F. L Whipple je otkpuo 15 okto6pa 1933 rommie OBy MepHORHYHY
KOMeTy Koja je 1oGuia npuBpemeny osHaky 1933 V. Oma je mocmarpana
y HapexHum moBpanuma 1940 u 1947 ronuue. '

Komera Whipple = 1955 d je u3 nopoauue Jynurepa (P = 7.47 ronuue).

Ose ronune E. Roemer OTKpuaa je OBy nepuojuuHy KomeTy 25 Maja
ca oncepsatopuje Lick u 6uia je, y MOMEHTY MpOHanacka, MPUBHAHE Be-
auanne 18, To je mpyra nepuoguuna xomera y 1955 roausm.

HoBe eunTHuHE efeMEHTe MyTawe OBe KOMeTe W3pauyHao je Cameron
Dinwoodie. IlpemMa meroBoM npopauyHy KOMETHH MNpOJa3 KpO3 NMEpHXEN
- ouekuBao ce 29.8855 nosem6bpa 1955 ronuue. \

- Komera MRKOS = 1955 e

Tpehy noBy xomery y 1955 romuns ortkpuo je Antonin Mrkos 12
jyna 1955 roause y cassexlhy Kouwmjama, ca cBOje mpuBaTHE ONCepBaro-
puje Lomnicky Stit (Brdo Tatra, Yexocnosauka). A. Mrkos je omcepsupao
ca Bpxa Lomnicky Stit, xoju je Ha Bacumm ox 2634 merapa, rie ce Halasu
METEOpOJIONIKA CTaHKIA. Y CJAOBH 3a HCTPaXKHBaikhe KOMeTa Cy Ha OBO] cra-
HHIW NOTONHK|H, jep je 1e0 XOPH3OHT CJA06OMaH, HEro Ju y bICepBaTOPHjH
Skalnaté Pleso, rme je mo caza Beh 13 KomeTa OTKPMBEHO OX CTpaHe
Becvar-a, Mrkos-a, Kresdk-a, Vozarove u PajduSakove.

KameTa ce Hana3mna Ha HEKMX D CTEMEHH HAa jyro-samaly, alu BRINE
ka 3amany ox 3se3fe Capella, 6una je BHI/bHBA TOJHM OKOM H Ca penom
mano Behum On jemnor crenena. Oxmax mayhe Bedepu KOMeTa je ca omcep-
paTopuje Haute-Provence Gmia OmaxeHa W I€H Cjaj je ONEmEH Ca 3m.5 npu-
BuaHe BeauuuHe. J. Dufay, mmpexrtop oncepparopuje y Loyn-y u Haute-
‘Provence H0GHO je CIMKY KOMeTe ¥3 KOje ce BHIM penm oI 3 cremeHa y
BpJIO caoxeHoj crpykrypu. Ca oncepsaropuje Skalnaté Pleso (Yexocao-
Bauka) Kresdk u Kresakova noGuiu cy nse nosuuuje 14 jyna 1955 romuue.
[puBHAHa BenWuuHa W3HOCHMa je 5™. Komera je Guia Audy3Ha ca KOHIEH-
sanujom u penom Behum ox jexsor crenena. Petersen u Laustsen ca oncep-
Baropuje Copenhagen mocmaTpaan Cy OBY KOMETY 16 jyna, Kajna je npH-
BUIHA .BeJHYHAa Guna 6™.

Komera Mrkos mocmarpana je u u3 Bearsmje, [Tomcke, Jlancke, I'puke,
Hranuje, Pymynnje, Hemauke u JanmaHa.

[Tapa6Gonuune enemente u3pauyHao.je L. E. Cunningham (Berkeley)
kao u edemepune ox 17 jysa mo 12 jyna 1955 romuse. ¥ TOM BPEMEHCKOM
BHTEDBATy NDHBMIBA BESRUMHA ce kpeTaia oj 6m.1 no 7=.0..G. Merton je
TaKo MCTO M3pauyHao edemepmze no 6 asrycra 1955 rommue.

Haru6 op6uTa je BarHyT CKOPO HOPMATHO HPEMa CKARATHIH (i = 86°.30)
a orcrojame on mnepuxena (¢ = 0.5376) je HewTO ManO jaue oA MOJA aCTPO-
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HOMCKe jexuuuue. OBa JBa MOJATKA YHHE xomeTy Mrkos 3HaTHO mn'epe-
-CaHTHHjOM OJ OCTa/JMX MPOHa/a3aKa. .

KomeTa BAKHAREV-MACFARLANE-KRIENKE = 1955 f

13 jyra 1955 romuune OTKpHBeHa je vellsplia HOBa komeTa y 1955
roaund. Iby cy orkpuiu [HesasucHo A. M. Bakharev ca oncepsatopuje
Stalinabad (SSSR) u npa amarepa Macfarlane u Krienke u3 Seattle (SAD) y
-caspexhy Ilerasa. Alcock u3 Petersbourgh-a (EHriecka) oncepsupao je OBy
komery 17 jyna 1955 roaune ca mManmuM NypPOHHOM H OMHMCA0 je Kao CJaaGH
-06GjeKT, Ca jesrpom mpeuHHKa 15', yMepeHO 3rycHyTe Ka LEHTPY, Ha MBHIH
AudysHa M MPHBHAHE BEJWYHHE OKPyrao 7m.5,

JIHEBHO KpeTame H3HOCHIO je Aa = — 2m 245, A§ = + 1° 36'. KomerTa .
je nocmarpana u3 I'puke, Aycrpuje, [lancke, Hemauxe, Uexocnosauxke,
Pymynuje, Bearuje u Janaua.

E. L. Cunningham je uspaqyﬂao lenremente nyrame oBe KOMeTe, Kao
# A. D. Dubiago u3 Engelhardt - oncepparopuje (Kazan, SSSR). EnremenTn
~Cy XHNepO6OJHYHH.

- Komera HONDA = 1955 g

AmaTep Minori Honda u3 Kurasiki (Janan) orkpuo je- Zemy HOBY
koMeTy 13 jyna 1955 romune y cassexhy OpuOHa, NIPHBHIHE BeaWuuHE 8™,
Kako ce xomera npu6amxaBana 3emsbu, cjaj ce 6p3o ysehaao u 15 paua
'KaCHHje MPHBHIHA BEJHYMHA M3HOCHJa je 5m.

E. L. Cunningham je.népaqyﬂao NPOBHU30OPHE €JEMEHTE H3 KOjHX Ce
‘3aK/bydyje Zia ce mposaa3 Kpo3 mepuxex goroauo 3.99 asrycra 1955 rogume
‘Ha orcrojamby 0.8846 acTpOHOMCKHX jemuHHna.

Cpenme IHEBHO KpeTame H3HOCHIO je Ax = + 245, A§ = +!1° 6.

Komera je mudyssa ca nmentpaniom xommensanmujom u Ge3 pena.

4 Komera je nmocmarpana u3 Pymyuuje, I'paxe, Ilaucke u Bexaruje kao
“H ca oncepsatopuje Lick. :

U 1. Mitani (Kyoto) u3pauynao je enemente oBe komeTe. [10 HmEroBuM

pauyHHMa npoJa3 Kpo3 nepuxea aoroxuo ce 4.05226 asrycra 1955 romune.

Hctu je u3pauynao u edemepune ox 26 asrycra o 30 cenTeM6pa, 1955
ropuHe.

Komera RENNER = 1955 h
Ca oncepsatopuje Harvard, Renner ]e 16 aBrycra 1955 ropune npo-
"Halao weclly HOBY KOMETY, NPHBHIHE -BeJaduune 10m, '

JlneBHO Kperamwe je 6uM0 NPHOAMKHO 5.6 MHHyTa Ka jyry — jyro-
-3anany. ; '



81

Hukaxsor u3BeImITaja HeMa A0 cafia' O peny Kao ‘W O H3rAely OBOT
oGjekra.

Komera PERRINE-MRKOS = 1955 i

“ " A. Mrkos (Lomnicky Stit, Yexocnopaaxa) Hamao je OBy MEpHOXHUHY
'Kome'ry Tpehy no peny y 1955 ro,u;unn, 19 okro6pa 19556 roauxe, npu-
BHJIHE BeJHUHHE 9™,

Pajdusakova (Skalnaté Pleso) je oncepsupana 20 okroGpa 1955 roxune
Kaja je JHEBHO Kperame 6uno: Ax = + 2m 21%, AS = — 297

Komera je nudysna, ca xonneﬂaauu]om Hukaksor usBewTaja Hema
o pemy.

' [To L. E. Cunningham-y 080 je nepuonuuna komera PERRINE. Actpo-
Homu . Haségava (Kobe, Janan) r H. Hirose (Tokye) motephyjy za je
Mrkos (1955 i) nepuoguuna komera PERRINE. OBa xomera je nmocmaTpana
y Pymynuju u J. Abpunu kao u ca orlcepBaTopn]a Mt. Hamilton, Tokyo
u Kurasaki.

Ipema enementuma H. Hirose (Tokyo) mposas k03 nepuxern ce noro-
uo 30 centem6pa 1955 romuHe Ha OTCTOjalby 3.4775 aCTPOHOMCKHX jenu-
Huna ox CyHna.

Komera PERRINE mnponahjena je npe 59 roausa, xao ceima no peay .

y 1896 ropunu (1896 VII). Ilepuoxa pesoayuuje je 6.44071 romuna .
Mumyesna je mocae Apa ysacromHa mospaTka 1902 u 1909 roxmme.  [Tocre
46 ronuHa, Tj. 1955 rogmHe OHa je MOHOBO HaheHa.

OTéj pedepar je Hanucan mpema caeiehoj auTepaTypu:

1. Circulaire;
Bureau central des télégrammes astronomlques Ution Astronomlque‘
internationale Copenhagen (Danemark).

- 2. Gazette astronomique;
Bulletin de la Société d’Astronomie d’Anvers 37¢ Année, 3—4-5,
1955, (Belgique). »

3. L’Astronomie; :
Revue mensuelle fondée par Camille Flammarion, 69¢ Année 1955,
(France). .

~

Becnmx MaTeMarsudpa m (usnuapa . . 3 6
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SUR LES COMETES. OBSERVEES EN 1955 ANNEE

par RUZICA S. MITRINOVIC, BEOGRAD s R
Résumé

Apres une courte introduction I'auteur résume briévement, pour chaque
comete observée, les circonstances de découverte, ainsi que les résultats
d’observations les plus intéressants, en particulier pour les cometes obser-
vées en 1955 suivantes:

Harrington-Abel = 1955 a,

Abell = 1955 b,

Ashbrook-Jackson = 1955 c,

Whipple = 1955 d,

Mrkos = 1955 e,

Bakharev-Macfarlane-Krienke = 1955 f,

Honda = 1955 g,

Renner = 1955 h,

Perrine-Mrkos = 1955 i.



PEOGEPATHU U BEJEIWKE

Piero Buzano, Lezioni di Analisi matematica, quarta edizione comple-
tamente rifatta, 593 pp. Libreria editrice universitaria Levroto & Bela,
Torino, 1956.

Ovo je kurs koji profesor Buzano ,dr#i na Politehni¢koj $koli u Torinu
(Italija). Ustvari knjiga obuhvata gradivo koje je propisano na na$im teh-
nickim fakultetima u kursevima: Matematika I i Matematika II. Doduse, nasi
kursevi obtihvataju jo§: teoriju vektora, analiticku geometriju i detaljniju
obradu diferencijalnih (obi¢nih i parcijalnih) jednatina nego Sto je to u
Buzano-ovom udZbeniku.

Iz algebre ima viSe materijala nego Sto se predaje na nasim tehni¢kim
fakultetima.

Izlaganje u ovoj knjizi je jasno i metodi¢no. Ima dosta izradenih
primera, ali nema zadataka za vezbanje koji bi bili namenjeni Citaocu.

Naro&ito su lepo obradeni odeljci koji govore o determinantama, o
" Gréaffe-ovoj metodi i o integraciji diferencijalnih jedna¢ina pomocu metoda
sukcesivnih aproksimacija. :

Knjiga je tehni¢ki odlitno opremljena.

D. S. Mitrinovi¢, Beograd

L. Vietoris—G. Lochs, Vorlesungen iiber Differential- und Integral-
rechnung, 416 Seiten, 1951, Universititsverlag, Insbruck.

Ova knjiga je prdistekla iz predavanja koja je prof. L. Vietoris drZao
prvo na TehniCkoj velikoj $koli u Becu, a zatim na Univerzitetu u Insbruku.

Definitivni tekst je redigo/vao prof. G. Lochs koji je u viSe mahova
pisao recenzije. u referativnom asopisu Zentralblatt fiir Mathematik und
ihre Grenzgebiete o radovima nasih matematicara. .

Knjiga je namenjena, prema refima pisaca, studentima 1 semestra i
samostalnom studiranju. :

Izlaganje je jasno i privlacno. Matematicka strogost na potrebnoj visini.

Teorija je pracena lepim, prigodno izabranim primerima.

U knjizi je obradeno gradivo koje je obimnije nego Sto-je kurs
Matematika I na na$im tehni¢kim fakultetima. Sta viSe, jedna glava posve-
¢ena je kompleksnoj analizi. Na pedeset stranica lepo, u saZetoj formi,
dati su elementi kompleksne analize.
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Glava posvetena numeritkim metodama takode je vrlo uspela.
Uostalom, nauna oblast L. Vietoris-a je numericka integracija diferenci-
jalnih jedna¢ina, dok je oblast drugog pisca G. Lochs-a algebra i teorija
brojeva, $to se takode manifestovalo u nekim glavama.

Tehnitka oprema knjige je na velikoj visini.

D. S. Mitrinovié, Beograd .

\

G..Vitali — G. Sansone, Moderna teoria delle fudzioni .di variabile
reale, terza edizione, parte H: Sviluppi in serie di funz:om ortogonali,
VII+614, 1952, Zanichelfi, Bologna. :

Ovaj deo (I deo) moderne teorije funkcija realne promenljive izradio
je sam Giovanni Sansone, profesor (Univerziteta u Firenci i dugogodisnji
pretsednik druStva Unione matematica italiana.

Ovu monografiju o ortogonalnim funkcijama izdao je Nacionalni. savet

za istrazivanja u laliji u kolekciji: Monografie di matematica applicata.
' Monografija prof. Sansone-a podeljena je u pet glava:

1. Razvijanje u red ortogonalmh funkcija i prvi pojmovi o Hllbert-
ovom prostoru;

II. Razvijanje u Fourier-ov red;

IIl. Razvijanje u red Legendre-ovih polinoma. Razvijanje u red sfer-
nih funkcija;

IV. Razvijanje u CebiSev-Laguerre-ove i CebiSev-Hermite-ove redove;

V. Aproksimiranje i interpoliranje;

VI. Stieltjes-ov integral.

Ova monografija pretstavlja od!i¢an priru¢nik za oblast analize koja
ima vaznihi raznovrsnih primena u teorijskoj fizici i wtehni¢kim problemima.

Iz sadrZaja pojedinih glava vidi se da je pisac posle opste teorije
detaljno tretirao specijalne funkcije, primenjujuéi na njih opstu teoriju.

Dat je niz pojedinosti o Legendre-ovim polinomima, Hermite-ovim
polinomima, o polinomima Cebiseva, o Laguerre-ovim polmomlma itd.

Prof. Sansone dao je niz priloga teoriji specijalnih funkcija, 3to je
garancija da je sa poznavanjem materije i znalaCki redlgovao ovu knjigu.

Na kraju knjige nalazi se bibliografija u kojoj je" citirano 121 origi-
nalna rasprava medu kojima su nabrojane i druge monografije o ortogo-
nalnim funkcijama koje su ranije pisali: Szegd, Heine, Kaczmarz-Steinhaus,
F. E. Neumann, Shohat, Zygmund, itd. -

Jednom drugom prllikom potpnsam ¢e se detaljnije osvrnutt na ova

izvanrednu knjigu.
- D.'S. Mitrinovié, Beograd
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" Klaus Pbschl, . Mathematische Methoden in der Hochfrequenztechnik,
VIII+331 Seiten, 1956, Springer-Verlag, Berlin-Goitingen-Heidelberg.

Sadraj knjige je sledeci: :

Skalar und Vektorfelder (1—15); Determinanten und Matrizen (15—32).
Komplexe Rechnung. Ortskurven (32—49);. Funktionentheoretische Hilfs~
mittel (49--73); Fouriersche Reichen und Integrale (73—109); Laplace=
Transformation (109—138); Grundbegriffe der. Statistik (139—153); Lineare
Differentialgleichungen zweiter Ordnung (153—173); Spezielle Funktionen
(173 —193); Verfshren zur gendherter Losung von Randwertaufgaben
(194—204); Die Maxwellschen Feldgleichungen («04—222); Hohlraumreso-
natoren (222--242); Wellenleiter (242—277); Strahlungsfelder (277—300);
Elektronenstromungen (300—323). - . '

Na kraju knjige (str. 324—328) nalazi se literatura. Najpre je nave-
deno 56 knjiga: to su uglavnom tretei, kopendijumi i ve¢ klasicna dela
koja obraduju gradivo obuhvaceno u 15 gore pomenutih odeljaka. Pdschl-
ove knjige. Zatim je navedeno 68 ¢lanaka iz raznih elektrotehni¢kih &aso-
pisa u kojima je tretirana materija iz poslednjih pet odeljaka.-

Dr. Péschl, kao matematiéar koji je zaposlen u istraZivatkom institutu
fabrike: Rohrenfabrik der Siemens und Halske AG., Miinchen, postavio je
sebi zadatak da izloZi saZeto i, koliko je to moguéno, strogo sav onaj
matemati¢ki aparat koji se upotrebljava u teoriskim problemima visokofrek-
ventne tehnike. . .

Izlaganje je na nmaulnoj visini. Narocito su dobro obradeni ovi odeljci:
“specijalne funkcije, linearne diferencijalne jednacine drugog reda, Laplace-
ova transformacija, i determinante i matrice. _ '

Ova ¢e knjiga biti od koristi stru¢njacima visokofrekventne tehnike,
kao i onim matematicarima koji kao nastavnici pripremaju kadrove za
visokofrekventnu tehniku. - ‘ '

~ Ova knjiga je priru¢nik, a ne udZbenik.
Knjiga je tehnicki odli¢no opremljena.

D. S. Mitrinovi¢, Beograd

G._-Petia‘il. La théorie des fonctions de Bessel exposée en vue de
ses applications & la Physique mathématique, Centre national de la recherche
scientifique, 477 pages, 1955, Paris. : "

Ovo je jedna od monografija koju je izdao Nacionalni centar za
nauéna istraZivanja u Parizu. u kolekciji Etudes mathématiques en vue des
applications — Série: A. Applications des théories matiématiques. '

. Pisag Gérard . Petiau bavi se ‘matematickom fizikom i dao je iz ove
nauke niz nau¢nih radova.
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- Specijalne funkcije uopste, a posebno Bessel-ove ‘funkcije, pojavljuju
se u mnogobrojnim problemima fizike, elektrotehnike, teorije elasti¢nosti,
itd. Ma da postoji vrlo opseZno delo o Bessel-ovim ‘funkcijama (G. N.
Watson, A treatise on the on the theory of Bessel functions, Cambridge, 2 nd,
ed., 1944, 804 pp.) ono ipak nije dovoljno podesno za one koji primenjuju
Bessel-ove funkcije. Sem toga, Watson-ovo delo ne sadrZi rezultate do
kojih se do3lo u poslednjim godinama.

Pelaze¢i od toga, Petiau je redigovao svoju monografiju o Bessel-
ovim funkcijama koja ima dvadeset i Cetiri glave, i viSe numerickih tab-
lica i grafika.

Glave XIX - XXIV posvetene su problemima talasne mehanike, elek-
tromagnetike, teorije elasti¢nosti, itd. u kojima se Bessel-ove funkcije pri-
menjuju.

Izlaganje je elementarno i metodski uspelo, ali stoga i razvuceno.
Dokazi nisu svuda potpuno, do kraja, izvedeni niti su svuda dovoljno fun-
dirani. Za izlaganje upotrebljena je i teorija funkcija kompleksne pro-
menljive.

Ova monografija korisno ¢e posluZiti fizitarima i inZinjerima.

D. S. Mitrinovi¢, Beograd

. UNE NOUVELLE REVUE SCIENTIFIQUE YOUGOSLAVE POUR
' LES MATHEMATIQUES ET LA PHYSIQUE

Le Département de mathématiques et le Département de physique de
la Faculté d’électrotechnique de I’Université a Belgrade ont commencé, en
1956, a publier une revue sous le titre suivant:

Publications de la Faculté d’électrotechnique de I'Université a Belgrade
— Série: Mathématiques et physique.

Chaque mémoire ou article paraitra séparément.

Ces Publication$ inséreront les mémoires et les articles rédigés en
serbo-croite et accompagnés d’un résumé en francais, anglais, russe, italien
ou allemand. On publiera également les mémoires et les articles dans une
des langues précitées avec un résumé en serbo-croite. Jusqu'a ce jour
ont paru les fascicules N°¢ 1 2 3 contenant les mémoires suivants:

D. 8. Mitrinovié: Quelques formules concernant les polynémes de Legendre.

D. M. Ivanovié: Theory of motion of neutrons through the mixture
of elements. , ’ n

 D. Mihailovié: Beitrige zur Untersuchung des Zweikorperproblems mit
. verdnderlicher Massensumme.
. Sous peu paraitront les fascicules N°s 4 2 9 contenant respectivement
- les mémoires et articles qui suivent:
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M. N. Ranojevié: Sur la nature des composantes des grandeurs alter-
natives dans la théorie des courants alternatifs.
D. S. Mitrinovié: Sur quelques formules sommatoires.
D. S. Mitrinovié: Sur une question d’analyse diophantienne.

D. S. Mitrinovié: Sur un procédé fournissant des équations fonction-
nelles dont les solutions continues et différentiables peuvent étre déterminées.

L. KaradZié: Quelques propriétés des fonctions, définies par la série de
Taylor ou de Dirichlet, sur le cercle de convergence.

D. S. Mitrinovi¢: Compléments au Traité de Kamke, Note V.
P. Miljani¢: Considérations sur les grandeurs physiques et leurs unités.
Pour I’échange contre ces Publications s’adresser a

Département de mathématiques — Faculté d’Electrotechnique

Bulevar Revolucije, 73 — Boite postale 816
BELGRADE, Yougoslavie






	
	Periodical issue
	Title page
	Table of contents
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Article
	Article
	Article
	Article
	Article
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Abstract
	Article
	Article
	Article
	Abstract
	Other



